UNIVERSIDAD DE MURCIA, FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

TRABAJO FIN DE MASTER

CLASIFICACION DE ALGUNOS ANILLOS DE

DIMENSION BAJA

Alonso Albaladejo Rojo

Curso 2016,/2017



DECLARACION DE ORIGINALIDAD

D. Alonso Albaladejo Rojo, autor del Trabajo Fin de Master “CLASIFICACION DE
ALGUNOS ANILLOS DE DIMENSION BAJA”, bajo la tutela del profesor D. Juan

Martinez Hernandez,
DECLARA
que el trabajo que presenta es original, en el sentido de que ha puesto el mayor empeno en
citar debidamente todas las fuentes utilizadas.
En Murcia, a 1 de julio de 2017.
Fdo.: Alonso Albaladejo Rojo.

(Nota: En la Secretaria de la Facultad de Matemaéticas se ha presentado una copia

firmada de esta declaracion).



Indice general

Resumen

1. Categorias
1.1. Categorfas . . . . . . . . . .
1.2, Funtores . . . . . . . . .
1.3. Construcciones Universales . . . . . . . . .. ... ... ... ........

1.4. Funtores adjuntos. Equivalencia entre categorias. . . . . . . ... ... ...

2. Médulos
2.1. Médulos Proyectivos, Inyectivos y Planos . . . . . . .. .. ... ... ...
2.2. Funtores Derivados . . . . . . . . . ...
2.3, Ext® y TOrA . .

2.4. Dimensiones de Anillos . . . . . . . ..

3. Dimensién cero y uno

3.1. Dimension Cero . . . . . . . . . ..
3.1.1. Dimension global cero . . . . . .. ... 00
3.1.2. Dimensiéon débilcero . . . . . . . . . ... ... o

3.2. Dimension Uno . . . . . . . . . . e e
3.2.1. Dimensiéon global uno . . . . . .. .. o0
3.2.2. Dimensiéon débiluno . . . . . . .. ... oL

4. Dimension global dos
4.1. Definiciones y Teoremas Previos . . . . . . . . .. ... .. ... .......

4.2. Teorema de Clasificacion de Anillos Locales de Dimension Global Dos

5. F-anillos
5.1. Construccion de Anillos Paraguas . . . . . ... ... ...
5.2. Dimension Global de F-anillos . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

Bibliografia

12
16

21
22
27
34
37

49
49
50
o3
95
99
o6

59
60

73
73
84

89






Resumen

En este Trabajo Fin de Master demostraremos un teorema de estructura para anillos
locales de dimensién global menor o igual que 2. Estos anillos estdn plenamente caracte-
rizados ya que s6lo hay tres posibles tipos de estructuras: los anillos locales regulares, los

anillos de valoracién y los anillos paraguas.

El trabajo esta dividido en cinco capitulos: categorias, moédulos, dimensién cero y uno,

dimensién dos y F-anillos.

El primer capitulo versara sobre Categorias. En él se definirdn los conceptos basicos
de esta teorfa introducida por Samuel Eilenberg y Sanders Mac Lane en 1942 con el fin
de dar una descripcién precisa de los procesos involucrados en la topologia algebraica.
Se introducirdn brevemente los conceptos de categorias, funtores y algunas construcciones
universales tales como el coproducto, el producto y el pullback. Ademés, nos ocuparemos
especialmente de este ultimo ya que construiremos el pullback de dos homomorfismos en

la categoria 4Mod.

En el segundo capitulo vamos a introducir algunas nociones basicas relacionadas con la
categoria 4Mod. Definiremos los diferentes tipos de médulos que juegan un papel destaca-
do dentro del 4dlgebra homologica. Estos son los modulos proyectivos, inyectivos y planos. A
partir del concepto de resoluciones proyectivas e inyectivas construiremos los funtores deri-
vados de un funtor. Seguidamente, explicaremos la construccion de los funtores Ext y Tor,

asi como algunas propiedades de gran utilidad de estos. Estos funtores son imprescindibles
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a la hora de definir los conceptos de las diferentes dimensiones con las que trabajaremos.
Finalmente, concluiremos este capitulo con las definiciones de dimensién proyectiva e in-
yectiva de un médulo y dimension global y débil de un anillo, que son herramientas ttiles

a la hora de clasificar estos objetos.

El tercer capitulo lo dedicaremos al estudio de los anillos de dimensién global y débil
cero y uno. En el primer caso, los anillos de dimensiéon global cero, demostraremos que
dichos anillos son los anillos semisimples, es decir, anillos que como moédulos son suma
directa de submodulos simples. En caso de que los anillos sean de dimension débil cero
obtendremos que estos son los anillos regulares en el sentido de Von Neumann, es decir,
los anillos en los que para cada elemento a € A, existe otro z € A tal que a = aza.

En cuanto a los anillos de dimensién global uno, demostraremos que estos son los llamados
anillos hereditarios, que son unos anillos cuyos ideales son moédulos proyectivos. Acabaremos
el capitulo demostrando que un anillos tiene dimensién débil uno si, y solo si, sus ideales

son modulos planos.

El cuarto capitulo es el capitulo central y méas importante de este trabajo puesto que
en él se demostrara el teorema de clasificacion de los anillos locales conmutativos de di-
mension global dos. Al principio del capitulo se estudiaran algunos teoremas y definiciones
necesarios que seran herramientas potentes a la hora de demostrar el teorema de estruc-
tura. Terminaremos el capitulo completando la demostracién del teorema que aparece en

[VasT76|.

El siguiente capitulo trata sobre F- anillos. Generalizaremos el concepto de anillo para-
guas a través del concepto de F-anillo y demostraremos que los F-anillos son, en realidad,
pullbacks. Mas concretamente, un anillo paraguas es el pullback de un anillo de valoraciéon
y un anillo local regular. Ademés, demostraremos un teorema que nos proporciona una
manera para determinar la dimensién global de un F-anillo A en términos de las dimen-
sion globales de Ap y A/P. Estos ultimos resultados conectan con problemas abiertos de

clasificacion de anillos de dimensioén determinada.



Categorias

1.1

Categorias

La teoria de categorias es un campo de las matematicas relativamente joven ya que fue
introducida por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en 1942 para dar una descripciéon

precisa de los procesos involucrados en topologia algebraica.

En esta nueva teoria se trata de axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras
matematicas como una sola, mediante el uso de objetos y morfismos. Al mismo tiempo se
trata de mostrar una nueva forma de ver las matematicas sin incluir las nociones de elemen-

tos o pertenencia, entre otras. En cierta medida, esta formulaciéon fue posible debido a las
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similitudes y comparaciones que se encontraron entre los diferentes objetos matematicos.

Durante todo el capitulo usaremos la notacion y la terminologia de [HS97|. No entrare-
mos en la distincién profunda entre conjunto y clase. Consideraremos el concepto de clase
como una agrupacion de objetos y un conjunto como un elemento de una clase. Por ejem-
plo, la clase de todos los conjuntos, que sabemos que no puede ser un conjunto gracias a

la paradoja de Russell, es una clase.

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en:

1. Una clase de objetos A, B, C..., denotada por Ob(C). Usaremos la notacion A € C

para referirnos a A € Ob(C).

2. Para cada par de objetos A, B € Ob(C), un conjunto C(A, B) de morfismos de A a

B. A los elementos de estos conjuntos los denotaremos por f,g, ...

3. Para cada A, B,C € C, una aplicacion C(A, B) x C(B,C) — C(A, C), llamada com-

posicion y denotada por o, satisfaciendo lo siguiente:
a) Paracada f € C(A,B),g € C(B,C),h € C(C, D), se tiene ho(go f) = (hog)of.

b) Para cada A € Ob(C), existe un morfismo 14 : A — A, tal que foly = fy

lgog=g, paratodo f € C(A,B),g € C(C, A).

En definitiva, una categoria es una coleccién de objetos en la que podemos definir mor-
fismos entre cada par de objetos de forma que la composicion de estos cumpla la propiedad
asociativa y, ademés, se tenga la existencia del morfismo identidad para cada objeto. Co-
mo ejemplos basicos de categorias tenemos la categoria de conjuntos (Set), la categoria de

espacios topologicos (Top), la categoria de grupos (Gr), la categoria de A-modulos, ete.

Cuando para cualesquiera objetos A, B de C el conjunto C(A, B) tenga estructura de
grupo abeliano cumpliendo la propiedad distributiva, diremos que la categoria C es una

categoria pre-aditiva.
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Sea A un anillo unitario. La categorfa de A-modulos por la izquierda, denotada por

AMod, esta formada por:
1. Ob(uMod) es la clase de todos los A-mo6dulos por la izquierda.

2. AMod(B,C) es el conjunto de los homomorfismos de A-médulos de B a C'. Usual-
mente se denota por Hom(B, C'). Cuando el anillo A sea conmutativo, Hom(B, C)
seré a su vez un A-modulo con la suma definida como (f + ¢)(z) := f(z) +g(z) y la

multiplicacion como (af)(z) := af(z), para todo a € A.

3. La regla de composicién es la composiciéon de aplicaciones.

1.2

Funtores

. . . -

Dentro de una categoria tenemos el conjunto de morfismos entre dos objetos que sirve
para establecer relaciones entre esos dos objetos. De manera anéloga también podemos de-
finir “morfismos” entre categorias de una manera natural que mostraremos a continuacion.

Estos morfismos reciben el nombre de funtores entre categorias.

Definicién 1.2. Un funtor (covariante) entre dos categorias C, D es un par de funciones,

denotadas ambas por F', de manera que:
1. F': Ob(C) — Ob(D) asocia a cada objeto A € Ob(C) un objeto F(A) € Ob(D).

2. Para cada par de objetos A, B € Ob(C), F : C(A, B) — D(F(A), F(B)) verifica que

F(1a) =1pay vy F(gf) = F(9)F(f), paratodo f: A— B,g: B —C .
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F(f) F(g)

F(A) F(B) ()

F(gf)

Definiciéon 1.3. Un funtor contravariante entre dos categorias C,D es un par de fun-

ciones, denotadas ambas por F' de manera que:
1. F: Ob(C) — Ob(D) asocia a cada objeto A € Ob(C) un objeto F(A) € Ob(D).

2. Para cada par de objetos A, B € Ob(C), F': C(A, B) — D(F(B), F(A)) verifica que

F(la) =1pay y F(gf) = F(f)F(g), para todo f : A— B,g: B — C.

F(g) £(f)

F(C) F(B) F(A)

F(gf)

Entre la gran cantidad de ejemplos de funtores de gran relevancia en diversas areas
del &lgebra, vamos a definir los funtores Hom y el funtor producto tensorial, pues los

utilizaremos de manera central en posteriores capitulos del trabajo.

Funtor Hom(A, —) covariante

Sea A un objeto fijo de una categoria C. Definimos el funtor Hom(A4, —) : C — Set de
manera que, actuando sobre objetos, tenemos que Hom(A, B) := C(A, B) es el conjunto de
morfismos de A a By, actuando sobre un morfismo f : B — C, Hom(A4, f) : Hom(A, B) —
Hom(A, C) esta definido por Hom(A, f)(g) := fg, para todo g : A — B. Usualmente

denotamos f, := Hom(A4, f), por lo que f.(g) = fg.
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En la categoria de moédulos 4Mod, el funtor Hom no sélo tiene imagen en la catego-
ria Set, sino que se puede restringir hasta la categoria Ab de grupos abelianos pues-
to que los morfismos entre modulos tienen estructura de grupo abeliano con la suma
de morfismos definida elemento a elemento. Mas atn, cuando A sea un anillo conmu-
tativo, el funtor lo podemos considerar un endofuntor entre la categoria de A-modulos,

Hom(M,—): .Mod — 4Mod.

‘ Funtor Hom(—, B) contravariante

De forma analoga a la anterior construccion definimos el funtor Hom(—, B) : C — Set de
manera que, actuando sobre objetos, tenemos que Hom(A, B) := C(A, B) es el conjunto de
morfismos de A a By, actuando sobre un morfismo f : A — C, Hom(f, B) : Hom(C, B) —
Hom(A, B) esta definido por Hom(A, f)(g) := gf, para todo g : C — B. Usualmente

denotamos f* := Hom(f, B), por lo que f*(g) = gf.

Si nos fijamos ahora en la categoria de A-mddulos cuando A es un anillo conmutativo,

podemos definir un nuevo funtor como veremos a continuacion.

Funtor producto tensorial M ® 4 —

Sean M, N un A-moédulo. Supongamos que A es un anillo conmutativo, entonces todos
los modulos son bimoédulos y viceversa, por lo tanto, M ® 4 N es un A-mddulo. Asi pues,
si fijamos M, podemos definir M ® 4 — : 4Mod — sMod de manera que M ®4 N es el
producto tensorial de M y N sobre el anillo Ay, si f : N — L, entonces M@ f : MR N —

M ®4 L es el homomorfismo 1)y ® 4 f definido por (1p; ®4 f)(m®@n) :=m ® f(n).

Funtor producto tensorial — ®4 N ‘

De forma similar a la construccién anterior, podemos definir un nuevo funtor covariante
—®aN : sMod — 4Mod de manera que M ®4 N es el producto tensorial de M y N sobre
el anillo Ay, si f: M — P, entonces f @4 N : M @4 N — P ®4 N es el homomorfismo

f ®a 1y definido por (f ®4 1y)(m @ n) = f(m) @n.
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Aunque hemos definido los funtores producto tensorial sobre anillos conmutativos, en
el caso en que A no sea conmutativo y se tenga que M € Mody y N € 4Mod podemos
aplicar las mismas construcciones que acabamos de realizar, sin embargo, los funtores

llegarian a la categoria de grupos abelianos Ab = eq zMod.

Estos dos funtores, Hom(—,—) y — ®4 — constituyen ejemplos de bifuntores en el
sentido de que si a : M — M’, 3 : N — N’ son dos morfismos en 4Mod, entonces

conmutan los siguientes diagramas.

Hom (M, N) —2— Homu (M, N')

|- L

Hom (M, N) —2 Hom(M’, N")

MasN 2% Mo, N

loc@l la@l

M'®AN%M'®AN'

1.3

Construcciones Universales

Lo siguiente que vamos a introducir son varios conceptos utilizados en teoria de catego-
rias, como son el producto, el copodructo, el niicleo, pullback, etc... que tienen propiedades

universales muy importantes.

Definicién 1.4. Sea {X;};c; una familia de objetos de una categoria C. Un producto
de los objetos X; es un par ([][X;,pi : [[ Xs — X;), donde [[ X; es un objeto de C y p;
son morfismos (llamados proyecciones), de manera que se cumple la siguiente propiedad

universal: para cualquier otro objeto Y y morfismos f; : ¥ — X, existe un tinico morfismo
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f:Y = [ X; tal que f; = p;f, para todo i € I. Es decir, conmuta el siguiente diagrama,

para todo ¢ €

y — 5 X,

N

[1X:

Anélogamente se define el coproducto de los X; como un par ([[ X;, ¢ : Xi — [[ Xi)
con la siguiente propiedad universal: para cualquier otro objeto Y y morfismos f; : X; — Y,
existe un tnico morfismo f : [[ X; — Y tal que f; = fq;, para todo i € I. Es decir, conmuta

el siguiente diagrama, para todo ¢ €

X, I,y

N

i fT
[1X;

Denotaremos al coproducto como @, en lugar de [ [, segtin convenga. Por otro lado, en la
categoria 4Mod, cuando la familia de los objetos X; es finita, el producto y el coproducto

es el mismo objeto.

Una categoria C se dice que tiene objeto cero, denotado por 0, si para cualquier otro
objeto A, los conjuntos C(0,A) y C(A,0) tienen un tnico elemento. A la vista de esta
definicion, entre dos objetos A y B de una categoria con objeto cero podemos definir el

llamado morfismo cero como la siguiente composicion
Oap:A—0—B.

Definicion 1.5. Sea C una categoria con objeto cero y sea ¢ : A — B un morfismo.
Se define el nicleo de ¢ como un morfismo ¢ : K — A de manera que ¢ou = Ox B,
st : K' — A es tal que ¢9p = Ogs p, entonces existe un tnico ¢’ : K’ — K tal que
1 = py)’. Es decir, el nticleo de ¢ es un par (K, ) de manera que cualquier morfismo cuya

composicion con ¢ sea cero se factoriza de forma tnica a traves de K y de pu.
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K%ALB

e

Definicion 1.6. Sean Ay, As, Ag objetos de una categoria C. Sea j1 : A1 — Agy jo : Ay —
Ap morfismos entre los objetos. Se define el pullback, cuadrado cartesiano o producto
fibrado de j; y jo como un objeto A, junto con dos aplicaciones i1 : A — Aq,i5: A — Ay
tal que ji1i1 = joig, de manera que se satisface la siguiente propiedad universal: para
cualquier otro objeto C'y morfismos f : C' — Ay,g: C — Ay cumpliendo j1 f = jag, existe
un unico morfismo ¢ : C — A tal que f =i1¢ y g = i2¢ . Es decir, conmuta el siguiente

diagrama

> .
A *1> Al

[

J2
Ay —— A
Con la notaciéon anterior, cuando tengamos un diagrama como el siguiente, diremos que

estamos ante un diagrama pullback.

A"y oA,

B Ik (1.1)

AQLAO

El siguiente teorema afirma que el ntcleo, en caso de existir, de los morfismos is y ji es

el mismo objeto para ambos. salvo isomorfismos.

Teorema 1.7. Supongamos que tenemos un diagrama pullback como en (1.1) en una

categoria C con objeto cero. Entonces se tiene lo siguiente:



1. Si (K, u) es el nucleo de ig, entonces (K, i) es el ntcleo de

1.3. Construcciones Universales

Jt.

2. Si (K, v) es el nucleo de ji1, entonces v puede factorizarse como v = i3 u, donde (K, )

es el nacleo de 5.

Demostracion. S6lo vamos a hacer la primera afirmacion puesto que la segunda se podria

realizar de manera anéaloga. No obstante, puede verse una prueba completa en [HS97, Teo-

rema 6.2, pag 61].

K/

|

A

[

Ap

K

v
b

Ay

AN

%

)

s

Sean (K, ) y (K',v) los ntcleos de i y ji respectivamente. Como jyi1p = jaiap = j20 = 0,

entonces, por la propiedad universal del nticleo K’, existe un tnico r :

K — K’ tal que

vr = i1 . Por otro lado tenemos que jiv = 0 = 520, por la propiedad universal del cuadrado

cartesiano, existe un tnico s : K’ — A tal que v = i1s y 0 = i2s y por la propiedad universal

del nicleo K, existe un tnico u : K/ — K tal que s = pu. Es decir, tenemos el siguiente

diagrama.
s

Kl

|

A

|

Ao

ﬂ

m

AN

u

X

11

T

—_

.

22

<

s
2

J

I

2

Vamos a ver que ru = lgs y ur = 1x para demostrar que K’
topur = iosr = 0 = dou e t1uur = vr = i1u. Por la propiedad
cartesiano, obtenemos que pur = p y, como u es monomorfismo

analoga se comprueba que ru = 1g-. Falta ver que i1 es el nucleo

~

eqK. Tenemos que

universal del cuadrado

, ur = lg. De manera

de j1, pero esto es facil

puesto que el nicleo de j; es v = 115 = i1 pu, pero identificando K con K’ tenemos que el

nicleo es vr = iy pur = iy 4.

O
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1.4

Funtores adjuntos. Equivalencia entre

categorias

Definicién 1.8. Sean F,G : C — D funtores. Una transformacién natural de F' a G es
una aplicacion 7 que asigna a cada objeto X € C, un morfismo nx : F(X) — G(X) tal que

para cualquier morfismo f: X — Y, el diagrama

conmuta. Si, ademas, para cada X se tiene que nx es un isomorfismo, se dice que 7 es una

equivalencia natural y escribimos F' ~ G.

Definicion 1.9. Sean F': C «<— D : G dos funtores entre categorias de manera que existe

una equivalencia natural

n=nxy : DF(X),Y) = C(X,G(Y))

Entonces decimos que F' es adjunto por la izquierda de G y G es adjunto por la derecha

de F. En tal caso escribimos F' - G.

El ejemplo tipico de adjuncion entre funtores es la adjunciéon Hom-®, ya que se tiene

que Homz(M ® N, L) = Homy(N,Homz(M, L)).

Si nos centramos ahora en las relaciones que nos proporciona la naturalidad de n y
consideramos a : X' — X, :Y - Y' y ¢ : F(X) = Y, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo.
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D(F(X),Y) 2, ¢(X,G(Y))

2 |@.

D(F(X),Y") 2 ¢(X,G(Y"))

o e

D(F(X),Y") X% o(X!, G(Y"))

Se tiene que nxryr o (Fa)* o Bi(p) = a* o (GB)« onxy(¢) y desarrollando llegamos a la

siguiente relacién

n(BopoFa)=GBon(p)oa (1.2)

Si ahora tomamos Y = F'(X), ¢ = 1p(x) y llamamos ex = n(1px)) : X = GF(X), la
ecuacion (2.2) nos demuestra que € es una transformacion natural del funtor 1 a GF. A esta
transformacién natural la llamamos unidad de la adjuncién. De la misma manera, si
tomamos X = G(Y), ¢ = l(y), obtenemos una transformacion natural dy := 1~ (1)) :

FG(Y) — Y, denominada counidad de la adjuncién.

Usando de nuevo la ecuacion (2.2) se puede demostrar que 6 FoF'e = 1y que GdoeG = 1.

1

De forma similar se puede probar que 7 esti determinada por € y que 77 esta determinada

por 9§, atendiendo a las siguientes reglas:
n(p) =Gpoex, para ¢ : F(X) =Y. (1.3)

n () = 8y o F1p, parayp: X — G(Y). (1.4)

Gracias a la counidad, vamos a dar una construccién de un pullback en una categoria

arbitraria. Sea £ una categoria representada por

Dar un funtor entre £ y una categoria C consiste en dar un par de morfismos (p, 1) en C,
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por lo que podemos representar el funtor mediante el siguiente diagrama

BN

—
A

<

BL>

Por otra parte, tenemos un funtor constante F : C — C* que asocia a cada objeto Z € C,

un funtor de £ a C representado por

Z
-
7 2,z

Asi pues, dar un morfismo entre el funtor F'(Z) y un funtor (¢, ), que es lo mismo que
dar una transformacién natural, es dar un par de morfismos v : Z7 — A,§ : Z — B de

manera que conmute el siguiente diagrama

Sea ahora F' 4 G y sea m : FG — 1 la counidad de la adjunciéon. Entonces tenemos el

siguiente teorema con el que podemos encontrar el pullback de dos morfismos.

Teorema 1.10. 7 : FG(p,v) — (¢, 1) es el pullback de (¢, ).

Demostracion. Sea' Y = G(p,1)), entonces m : F(Y) — (p, ) es dar un par de morfismos
a:Y — A B :Y — B tal que pa = 9. Sea ahora otro morfismo (v,d) : F(Z) —
(p,1) que haga conmutar el cuadrado anterior. Como F 4 G, podemos considerar 7 la

equivalencia natural y entonces se cumple que n(v,d) : Z — Y satisface, por (1.4),

mo F(n(y,8)) =n""(n(7,0)) = (v,6)

Por lo tanto, y = aony d = fomn, es decir, («a, 3) es el pullback de (¢, ). O
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Aunque este teorema permite construir cuadrados cartesianos en categorias abstractas,

en la categoria de moédulos tenemos una construccién muy particular que es la siguiente.

Sean 8 : L — N,a: M — N en s;Mod. Consideramos M & L el coproducto de M y
L junto a las proyecciones pr, : M @& L — L, ppy : M & L — M. Sea (C,u) el nucleo de
Bpr, — apyr. Entonces, si llamamos o = pruy 8 = paru, tenemos que Ba’ = Bpru =
apyu = af.
Lo que vamos a demostrar es que (C,d/,3") es el pullback de o y . Si tenemos ahora
otro modulo X, § : X — L,v: X — M tal que 85 = a~y, por la propiedad universal del
producto, existe un tnico 7: X - M & L tal que 6 = pr7y v = ppuT.
Ademés, (Bpr, — apy)T = BprT — apym = Bd — ary = 0. Por lo tanto, por la proiedad
universal del ntcleo, existe un tnico 7 : X — C tal que ur’ = 7. Pero entonces, o/7/ =
prut’ =prT =0y 8’7" = pyut’ = pyym = 4. Por lo tanto, (C, o/, ') es el pullback de «

y B. El diagrama correspondiente seria el siguiente.

C o
X
g MaL 8
A
M (07

En definitiva, si tenemos un diagrama pullback en la categoria de médulos de la siguiente

manera
i
A—5 A

f? ljl (1.5)

AQLAO

entonces se verifica que A = {(a1,a2) € A1 x Az : ji(a1) = ja(a2)}. Esta construccion la

usaremos mas adelante para demostrar que los anillos paraguas son pullbacks.






Mobdulos

En este capitulo introduciremos algunos conceptos béasicos sobre la categoria de A-
modulos por la izquierda (derecha) sMod (Mody) que seran utilizados a lo largo de
todo el trabajo. Aunque en futuros capitulos trabajaremos sobre anillos conmutativos, el
desarrollo de éste va a versar sobre anillos unitarios generales, salvo que se indique lo
contrario. La notacién y terminologia que seguiremos durante todo el capitulo es la misma

que se utiliza en [Osb00].

Recordemos que una sucesiéon L i) M % N de modulos es una sucesion exacta si
Im(f) = Ker(g). Diremos que 0 — L Iy M % N = 0 es una sucesion exacta corta si, y

solo si, L i) M2 N es exacta, f es monomorfismo y g es epimorfismo.

Proposicion 2.1. Sea 0 — L i> M 2 N — 0 una sucesion exacta corta en 4Mod ,

R € sMod y S € Mod 4. Entonces se tiene lo siguiente:

21
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» 0 — Hom(R, L) ELN Hom(R, M) £ Hom(R, N) es exacta.

» 0 — Hom(L, R) 7, Hom(M, R) EAN Hom(N, R) es exacta.

u S®Lﬂ>S®M@>S®N—>Oesexacta.

Demostracion. Ver proposicion 2.6, pag. 25 y proposicion 2.7, pag. 27 de [Osb00]. ]

Como observamos, los funtores Hom y ® no convierten sucesiones exactas cortas en
sucesiones exactas cortas, es decir, no son funtores exactos. Sin embargo, los funtores Hom
son exactos por la izquierda y los funtores ® son exactos por la derecha puesto que ahi si se
conserva la exactitud. Esta patologia conduce a dos cuestiones naturales, la primera medir
la inexactitud estudiando los correspondientes contcleos y nucleos y la segunda determinar
las clases de aquellos médulos para los cuales estos funtores son exactos, lo que conduce a

los conceptos de moédulos proyectivos, inyectivos y planos, que veremos a continuacion.

2.1

Modulos Proyectivos, Inyectivos y

Planos

Definicion 2.2. Sean P, E € y)Mod y F' € Mod 4:

» P se dice proyectivo si el funtor Hom(P, —) es exacto, es decir, si preserva sucesiones

exactas cortas.

» F se dice inyectivo si el funtor Hom(—, F) es exacto, es decir, si preserva sucesiones

exactas cortas.

= F se dice plano si el funtor F'® — es exacto, es decir, si preserva sucesiones exactas
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cortas.
Si analizamos la definicion de médulo proyectivo obtenemos lo siguiente:

Sea P un moédulo proyectivo y sea 0 — L i> M 2y N — 0 una sucesién exacta corta,

en particular, g es epimorfismo. Entonces, al ser P proyectivo, la sucesion
0 — Hom(P, L) £ Hom(P, M) L5 Hom(P, N) — 0

es exacta corta. Por lo tanto, g, es un epimorfismo y se tiene que para todo ¢ : P — N,

existe ¢’ : P — M tal que g.(¢') = ¢, es decir, p = g¢'.

Resumiendo, P es proyectivo si para todo epimorfismo g : M — N y paratodo ¢ : P — N,
existe un ¢’ : P — M tal que ¢ = g¢'.
Anélogamente se comprueba que un médulo E es inyectivo si para todo monomorfismo

f:L— M yparatodo ¢: L — F, existe un ¢’ : M — E tal que ¢ = ¢'f.

Proposicion 2.3. Se verifican las siguientes propiedades:

= El coproducto de una familia de médulos es proyectivo si, y solo si, cada médulo es

proyectivo.
= El coproducto de una familia de médulos es plano si, y solo si, cada médulo es plano.

= El producto de una familia de moédulos es inyectivo si, y solo si, cada moédulo es

inyectivo.
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Demostracion. Ver proposicion 2.9, pag. 28 de [Osb00]. O

Gracias a la proposicién anterior se consigue un corolario muy tutil: los médulos libres
son proyectivos y planos. La desmostraciéon es sencilla puesto que un médulo libre es un
coproducto del anillo A y, como el propio anillo es un médulo proyectivo y plano, el

coproducto es proyectivo y plano.

Maés atin, como cada mdédulo M es cociente de un moédulo libre F', obtenemos que M es la
imagen por un epimorfismo con dominio F. Es decir, cada médulo es la imagen epimorfica
de un moédulo proyectivo. Debido a esta peculiar propiedad, la categoria 4Mod se dice

entonces que tiene suficientes proyectivos.

La propiedad dual con médulos inyectivos es que para cada médulo M, existe un médulo
inyectivo £ y un monomorfismo M — FE. La demostracién de esta tltima propiedad, que

no se obtiene por dualidad, puede encontrarse en [Osb00, Corolario 2.13].

En las siguientes proposiciones se mostrardn propiedades de los diferentes tipos de mo-

dulos que utilizaremos a lo largo del trabajo, asi pues, se tiene lo siguiente:

Lema 2.4. Modulos Proyectivos. Son equivalentes las siguientes propiedades:
1. P € 4Mod es proyectivo.
2. P es sumando directo de un moédulo libre.
3. Cada sucesion exacta corta de la forma 0 - L — M — P — 0 escinde.

4. (“Existencia de bases proyectivas”) Existe una familia {z;};c; de elementos de Py

homomorfismos ¢; : P — A tal que para cada x € P, x = ), ¢(z)x;.
Demostracion. Ver proposicion 6.1 y 6.3 de [Ste75]. O

El punto 4 del lema anterior no proporciona bases en el sentido de conjunto generador



@ 2.1. Médulos Proyectivos, Inyectivos y Planos

linealmente independiente. Lo que tenemos es que una base proyectiva es un conjunto
generador, pero no es verdaderamente una base como tal.

Por otro lado, como un moédulo proyectivo es sumando directo de un moédulo libre, los
modulos libres son proyectivos. Ademas, los médulos proyectivos son planos puesto que,
como el anillo A es plano y P es sumando directo de un modulo libre, en particular,

sumando directo de A, por la proposicién 2.3 se tiene que P es plano.
Lema 2.5. Modulos Inyectivos. Son equivalentes las siguientes propiedades:
1. E € 4Mod es inyectivo.

2. (Criterio de Baer I). Para cada ideal por la derecha I de A y cada homomorfismo

p: 1 — FE, existe un y € F tal que ¢(a) = ay.

3. (Criterio de Baer II). Para cada ideal por la derecha I de A y cada homomorfismo

p: I — FE, existe un ¢’ : A — F tal que ¢'|; = ¢.

4. FE es sumando directo de cualquier médulo que contenga a F como submodulo.

Demostracion. Para 1,2 y 3 ver proposicion 6.5 de [Ste75]. Para 4 ver pagina 33 de [Osb00].
[

Si F € Mod 4, entonces Homy (F,Q/Z) es un modulo por la izquierda con la multipli-

cacion definida como (r - f)(x) := f(xr), para cada r € A, f € Homgz(F,Q/Z) y x € F.
Lema 2.6. Modulos Planos. Son equivalentes las siguientes propiedades:

1. F' € Mody4 es plano.

2. Homy(F,Q/Z) es un modulo inyectivo.

3. Para cada ideal I por la izquierda finitamente generado, el homomorfismo canénico

FI—F= F®A es un monomorfismo.
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4. Se satisface la siguiente propiedad: para cada x; € F,b; € A, i =1,2,...,n, verificando

n
inbi = 0, existen u;,...uym € Fya;; € A, 1 = 1,...,n; j = 1,..m, tales que

i=1
Zbiaij =0, para todo j, y x; = Zujaij, para todo 1.
i J
Demostracion. Ver corolario 10.5, proposicion 10.6 y proposicion 10.7 de [Ste75]. O

A continuacién mostraremos los tipos de resoluciones que usaremos en posteriores capi-
tulos puesto que la propia definicién de dimensién global implica trabajar con resoluciones.

Asi pues, sea M € 4Mod. Diremos que una sucesion exacta de la forma
dn 1 dn d d
i P S5 P, P . P Py M0

es una resolucién proyectiva de M cuando los P; son médulos proyectivos.

Una sucesion exacta de la forma
d d dn d
0-M2%FE S5FE —..5E, 1 5 E, "5 FEpq— ..

es una resolucién inyectiva de M cuando los F; son médulos inyectivos.

Finalmente, una sucesion exacta de la forma
dn+1 d d d
o= Fp S F, S E, .. S S M0

es una resolucién plana de M cuando los F; son moédulos planos.

Es logico preguntarse si para cada médulo se pueden formar resoluciones proyectivas,
inyectivas o planas; pero esto es cierto debido al comentario que hicimos sobre que la
categoria 4Mod tiene la propiedad de existencia de sufcientes proyectivos, inyectivos y

planos.
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2.2

Funtores Derivados

En esta seccion vamos a introducir un nuevo concepto de gran importancia en algebra
homolégica, los llamados funtores derivados. El nombre se debe a que la construccién de
estos funtores surge a raiz de otros funtores aditivos (funtores que conservan la suma de
homomorfismos). Antes de empezar con los funtores derivados hay que saber que se pueden
obtener dos tipos de funtores derivados, los funtores derivados por la izquierda y los funtores

derivados por la derecha dependiendo del tipo de resolucién que se utilice.

Sea F': 4Mod — pMod un funtor aditivo y covariante. Sea M € s4Mod y formamos

una resolucién proyectiva de M:
d dn d d
o= P =P, P ... PSP S M0

Aplicamos ahora el funtor F' a la resolucién formada y obtenemos:

F(dni1) F(dy) F(dy) F(do)

.. = F(Ppy1) F(P,) F(Py_1) = ... = F(P) F(Py) F(M) =0

Ahora eliminamos el término F'(M) para obtener la siguiente sucesion:

F(dn+1) F(dn) F(d1)

.= F(Py41) F(P,) F(P,-1) = ... F(P)) —> F(F) =0

No podemos afirmar que esta sucesion sea exacta ya que el funtor F' no tiene por qué ser
exacto, sin embargo, se cumple que F(dp4+1)F(dn) = F(dp+1d,) = F(0) = 0, por lo que la
sucesion es un complejo de cadena y podemos calcular su n-ésimo grupo de homologia H,, =
ker F(dy)/im F(dp+1). Observemos que H,, = 0 significa que ker F'(d,) = im F(dp+1) y,

por tanto, tendremos una sucesién exacta.
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Por otro lado, para poder construir el funtor derivado tenemos que asociar un homomor-
fismo entre los grupos de homologia de diferentes resoluciones para cada homomorfismo de

modulos. La situacién queda clara en la siguientes proposicion.

Proposicion 2.7. Sea ¢ : M — N un homomorfismo y sean (P, d,) una resolucién pro-

yectiva de M y (P}, d},) una resolucion proyectiva de N. Entonces existen homomorfismos

¢n : P, — P! haciendo conmutar el siguiente diagrama:

dn
S Py L Py Py % M 0
Prt1 Pn o LP (2.1)
N d/n g g d/
. —— P P Py —25 N 0

Ademés, si existen otros homormorfismos ¢/, : P,, — P} haciendo conmutar el diagrama,

entonces ¢, y ¢, son homotoépicas, es decir, existen D), : P, — P, tal que

Pn — ()0;1 - d/n+1Dn + Dy _1dy,

con D_1 =0.

Demostracion. La prueba se hard de manera recursiva. Asi pues, vamos a definir ¢qg :
Py — P} de la siguente forma. Si consideramos la composicion ¢dy : Py — N, como F

es proyectivo y df, es un epimorfismo, existe ¢y de forma que el siguiente diagrama es

conmutativo:
Py
wo .-
L,Ddo
L d6
P(’) N 0

Por lo tanto, ¢dy = djpp. Supongamos ahora que ya tenemos ¢, 1, ..., @n, ahora vamos

a encontrar @nq1: Poy1 — Py

Sea x € im d,41 = ker d,, entonces dp(z) =0 = 0 = @,_1d,(x) = d,on(z). Es decir,

¢on(im dy41) C ker d), = im d, 41- Como P, 11 es proyectivo, volvemos a encontrar ¢, 1
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haciendo conmutar el diagrama siguiente:

Pn+1

Pnt+l -
prnd'nrkl

L‘d'/»‘
12 n+1 . 7
i1 —— imd, ; —— 0

Ya solo queda comprobar que ¢, y ¢, son homotopicas, de nuevo, de forma rescursiva.
Como djypo = wdy = diypy, se tiene que dfj(po — @) = 0, por lo que ¢y — ¢, toma valores
en ker dj = im d}. Como Py es proyectivo y d} es epimorfismo en su imagen, tenemos que

existe un Dy : Py — P tal que conmuta el diagrama:

Py

Do .-
lsoo—%

I
P| — 5 im dy —— 0

Por lo que @o—yf, = dy Dy = d} Do+D_1dp. Asi pues, supongamos que tenemos Dy, D1, ..., D,,.
Entonces sabemos que ¢, — ¢}, = d;, 1Dy + Dy _1dy, por lo que d, 1 (@ny1 — ¢}, —
DndnJrl) = d;z—i-l‘anrl - d;H—lSO;H-l - d;L—&—andnJrl = ‘Pndn+1 - ngzdn+1 - d;z+1Dndn+1 =

U

(‘Pn - 80;7, - dn+1Dn)dn+1 = anldndn+1 =0.

Por lo tanto, im(¢n11 — ¢, 11 — Dndny1) C ker d,; = im d},_ 5. De nuevo, usando
la proyectividad de P,41, tenemos que existe Dy41 : Py — P 4o tal que d, 19Dnt1 =

Pnt1 = Ppi1 — Dndny1.
O

Definicion 2.8. Con la terminologia anterior, se define el n-ésimo funtor derivado por

la izquierda del funtor F', denotado por L, F', como sigue:
» L,F(M)=H, =ker F(d,)/im F(dp+1), para todo M € sMod

» Para homomorfismos ¢ : M — N, L, F(p) : LL,F(M) = L, F(N) es el homomorfis-
mo asociado a F'(p,) en el n-ésimo grupo de homologia, denotado por F'(¢y, )., donde

©n es el homomorfismo construido mediante la proposicion 2.7.
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Llegados a este punto, el lector podria preguntarse qué pasaria si eligiésemos cualquier
otra resolucién proyectiva o cualquier otro ¢, ya que no existe unicidad en la construcciéon
realizada. La respuesta a esta pregunta es que se obtienen objetos isomorfos tal y como
veremos a continuacién; por lo tanto, el funtor derivado por la izquierda es tnico salvo

isomorfismos.

Supongamos que tenemos (P, d,) v (P, d]) dos resoluciones proyectivas de M y con-

sideramos la identidad en M para aplicar la proposicién 2.7 dos veces.

dn
s Py L P, Py~ M 0
P+l “n h) JiM
S A v d
. —— P P P, M 0 (2.2)
Phi1 eh o }M
e dn ' e
S Py L P, P % M 0
Entonces, tanto ¢),¢, como ip, hacen conmutar el diagrama siguiente:
dn+1 d()
L Pn+1 Pn PO M 0
liM (2.3)
~ dn+1 ~ ~ dO
L Pn+1 Pn P(] M 0

Por lo tanto, por la proposicion 2.7, ¢}, ¢, v ip, son homotopicas, por lo que sus correspon-

dientes homomorfismos asociados a su grupo de homologia satisfacen que ¢} . ons = ip, «.

Anélogamente se prueba que ©n«n), = ipr, por lo tanto, el n-ésimo grupo de homologia

es independiente de la eleccién de la resolucién proyectiva salvo isomorfismos.

Si suponemos ahora que F': 4)Mod — pMod es un funtor aditivo y contravariante y

realizamos la misma construccién obtenemos un complejo de cadena de la siguiente forma:

F(dn+l)

L) g Fld)

L9 ppy e F(P) SRRy <0

Por tanto, para un funtor contravariante definiremos L"F (M) = kerF(d,+1)/ imF'(d,,)
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actuando sobre objetos y L F'(p) es el homomorfismo que se construye de manera anéloga
a como hemos hecho para funtores covariantes. Como siempre, se puede probar que, para
funtores contravariantes, el funtor derivado es independiente de la resoluciéon proyectiva

escogida salvo isomorfismos.

Ahora vamos a estudiar los funtores derivados por la derecha. Sea F': 41Mod — gMod
un funtor aditivo y covariante. Sea M € 4Mod y formamos una resoluciéon inyectiva de
M:

d d d
0-ME) S F = ...

Aplicamos ahora el funtor F' a la resolucion formada, eliminamos el término F(M) y

obtenemos el complejo

F(dy)

0= F(E)) 2%, p(Ey) F(ds)

Fl2), ppy) £,

Definicion 2.9. Con la construccién anterior, se define el n-ésimo funtor derivado por
la derecha del funtor F' covariante como R, F (M) = kerF(d,+1)/ imF(d,) actuando
sobre objetos y R, F(¢) es el homomorfismo que se construye de manera aniloga a como

hemos hecho anteriormente.

Si F' es un funtor contravariante, el complejo resultante seria

0 F(Ey) &9 pey) £ pigy) E9)

por lo que el n-ésimo funtor derivado por la derecha de un funtor contravariante se define

como R"F(M) = ker(F(d,))/ imF(dp+1).

De nuevo se puede demostrar que la construccion de los funtores derivados por la derecha

es independiente de las resoluciones inyectivas escogidas.

Vistas ya las definiciones de los funtores derivados, vamos a explicar algunas propiedades



2. Médulos @

elementales que se obtienen cuando trabajamos con estos.

Proposicion 2.10. Sea F': yMod — pMod un funtor aditivo. Se tiene lo siguiente:

1. Si F es covariante y exacto por la derecha, entonces LoF (M) = F(M), para todo

M € 4Mod.

2. Si F es contravariante y exacto por la izquierda, entonces LOF(M) = F(M), para

todo M € y4Mod.

3. Si F es covariante y exacto por la izquierda, entonces RoF (M) = F(M), para todo

M € 4Mod.

4. Si F es contravariante y exacto por la derecha, entonces RVF(M) = F(M), para

todo M € 4Mod.

Demostracion. Solo demostraremos el apartado 1. ya que los demés se hacen de manera
analoga. Asi pues, si F' es un funtor covariante y exacto por la derecha, al formar una
resolucién proyectiva de M y aplicarle F' tenemos una sucesién exacta de la siguiente

forma

F(dy) F(do)
— —

Por lo tanto, al ser F'(dp) un epimorfismo, imF'(dy) = M = F(Py)/kerF(do)=F(Py)/imF(d;) =

LoF(M).

Un lema muy importante es el siguiente, que nos afirma que los funtores derivados se

anulan en proyectivos e inyectivos.

Lema 2.11. Sea F': 4sMod — pMod un funtor aditivo. Se tiene lo siguiente:

1. Si F es covariante, entonces L, F(P) = 0, para todo P médulo proyectivo y para

todo n > 1.
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2. Si F es contravariante, entonces L"F'(P) = 0, para todo P mo6dulo proyectivo y para

todon > 1.

3. Si F es covariante, entonces R, F'(E) = 0, para todo E modulo inyectivo y para todo

n > 1.
4. Si F es contravariante, entonces R™"F(FE) = 0, para todo E mddulo inyectivo y para

todon > 1.

Demostracion. De nuevo s6lo demostraremos un apartado, el 1. Sea P proyectivo, entonces
o> 0—>..-0—->P—-P—0

es una resolucion proyectiva de P. Aplicamos el funtor F' y eliminamos el ultimo término

para obtener el complejo siguiente
o> 0—=> ... 20> FP)—=0

Por lo tanto, £, F(P) = 0 para todo P proyectivo y para todo n > 1. O

Para acabar la seccién de funtores derivados vamos a enunciar el teorema de existencia

de sucesiones exactas largas a raiz de una sucesién exacta corta.

Teorema 2.12. Sea F': 4sMod — gMod un funtor y sea 0 - L — M — N — 0 una

sucesion exacta corta en 4Mod.

1. Si F es un funtor covariante, entonces existe una sucesion exacta larga de la siguiente

forma
LoF(L) —— L,F(M) — L, F(N)
j (2.4)

[—> ﬁnle(L) E— ﬁnle(M) — ﬁnle(N)

2. Si F es un funtor contravariante, entonces existe una sucesiéon exacta larga de la
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siguiente forma

LPF(L) +— LPF(M) «+— LPF(N) e}

(2.5)
L LrVF(L) < LP7VF(M) +—— L0VF(N)

Analogamente se tiene la existencia de sucesiones exactas largas con los funtores derivados

por la derecha.

Demostracion. La demostraciéon de este resultado es tediosa pero simple puesto que, por
caza de diagramas, se puede hacer. Por esta razéon, como la prueba no aporta nada, no
lo vamos a demostrar. No obstante, se puede ver una prueba para el caso 1. en [Rot09,

Teorema 6.3]. O

2.3

Ext" y Tor’

En esta secciéon vamos a comenzar a utilizar los funtores derivados de los funtores Hom
y ®. Para ello, vamos a suponer que el anillo A sobre el que estamos trabajando es un
anillo unitario general. De esta forma, podemos asegurar, tal y como hemos visto en el
capitulo anterior, que los funtores Hom y ® son funtores entre la categoria de A-modulos

y la categoria de grupos abelianos Ab.

Definiciéon 2.13. [Ext;]. Sea A un anillo y sea N € 4Mod. Consideramos el funtor
contravariante Hom(—, N) y construimos su n-ésimo funtor derivado por la izquierda, de-

notado por L"Hom(—, N). Definimos entonces el funtor Ext” (—, N) := L"Hom(—, N).

Es decir, si tenemos M € g4Mod, para construir Ext’i(M, N) lo que se hace es coger
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una resolucién proyectiva de M,

d dn d d
o= P PP ... PSP M0

le aplicamos el funtor Hom(—, N) contravariante y eliminamos el primer término, obte-

niendo el siguiente complejo

i1 dy, ds di
... «—— Hom(P,, N) «+* ... <= Hom(P;, N) <— Hom(FPp, N) + 0

Finalmente, tomamos el n-ésimo grupo de homologia obteniendo que

Ext’y (M, N) = L"Hom(—, N)(M) = ker d}_, /im d,

Otra manera de obtener Ext”j (M, N) es usando los funtores derivados por la derecha,

para ello hacemos lo siguiente. Tomamos una resolucién inyectiva de N,
d d d
0N EyS B S

aplicamos el funtor Hom(M, —) covariante y eliminamos el primer término, obteniendo el
siguiente complejo.

0 — Hom(M, Eo) 2 Hom(M, Ey) 2225 ...

Finalmente, tomamos el n-ésimo grupo de homologia, obteniendo que

Ext’y(M,N) = R,Hom(M, —)(N) = ker dp41+/im dy«

Ambas construcciones proporcionan grupos abelianos Ext"y (M, N') isomorfos, tal y como

puede comprobarse en [Rot09].

Definiciéon 2.14. [Tor?]. Sea A un anillo y sea M € Mod,. Consideramos el funtor

covariante M ® — y construimos su n-ésimo funtor derivado por la izquierda, denotado por
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L, M ® —. Definimos entonces el funtor Tora (M, —) := L, M @ —.

Es decir, si tenemos N € 4Mod, para construir Tor;?(M, N) lo que se hace es coger una

resolucién proyectiva de N,
d dn d d
= P S PP 5. P S PSS NS0

le aplicamos el funtor M ® — covariante y eliminamos el primer término, obteniendo el

siguiente complejo

8 e P, 190 e P BN M@ Py 0

Finalmente, tomamos el n-ésimo grupo de homologia obteniendo que

Tor (M, N) = L,(M ® —)(N) = ker 1 @ d,,/im 1 ® dp41

De la misma manera podemos construir el funtor Tor, que proporciona grupos abelianos

isomorfos a la anterior construccién, como sigue.

Tor (M, N) = L,(— @ N)(M) = ker d, ® 1/im dy, 41 ® 1

Unas consecuencias inmediatas que se obtienen de aplicar los resultados estudiados en

la seccién anterior son las siguientes:
= Si N o M son planos, entonces Tor/ (M, N) = 0.
= Si N es inyectivo o M es proyectivo, entonces Ext’y (M, N) = 0.

Ext(M, N) mide cuanto le falta a M para ser un modulo proyectivo y cuanto le falta a
N para ser un modulo inyectivo, mientras que Tor(M, N) mide simultdneamente cuanto le

falta a M y a N para ser médulos planos. Mas atin, un médulo M es proyectivo si, y solo
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si, Ext"y (M, N) = 0 para cualquier otro moédulo N; un médulo N es inyectivo si, y solo
si, Ext”y (M, N) = 0 para cualquier otro médulo M; y F' es un médulo plano si, y solo si,

TorZ(F, N) = 0 para cualquer otro médulo N.

Corolario 2.15. Se tiene lo siguiente:

I

= Si0 - M — F — M — 0 es exacta con F plano, entonces Tor’ (M, N)

Tor;;lH(M’, N), para todo modulo N.

» S5i0 - N - E — N — 0 es exacta con E inyectivo, entonces Ext’y (M, N’) =

Extﬁ“(M, N), para todo modulo M.

» Si0 - M — P — M — 0 es exacta con P proyectivo, entonces Ext} (M, N) =

Eth‘*‘l(M’, N), para todo modulo N.

Demostracion. La demostraciéon de cada resultado se realiza usando las sucesiones exactas
largas definidas en el teorema 3.12. Asi pues, de nuevo, solo se realizara la primera. Por el

teorema 3.12, sabemos que existe una sucesioén exacta
0 = Torl, |(F, N) — Torl, | (M', N) — Tora(M, N) — Tor’}(F, N) = 0,

donde los extremos son 0 por ser F' plano. Por lo tanto, Tor (M, N) = Tora, | (M',N). O

2.4

Dimensiones de Anillos

Hasta aqui hemos desarrollado algunas herramientas fundamentales para poder enten-
der los conceptos de las diferentes dimensiones. En esta seccién vamos a definir cuatro
dimensiones sobre un anillo conmutativo ya que, de esta forma, no trabajaremos por la

izquierda ni por la derecha, ademas de que son las que utilizaremos en el capitulo central
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del trabajo; no obstante se pueden definir para anillos generales. Estas dimensiones son:
la dimensién de Krull, que es mas bien un concepto independendiente de las otras; las

dimensiones proyectiva, inyectiva y plana; la dimensién global; y la dimensién débil.

‘ Dimension de Krull ‘

Sea A un anillo conmutativo. Considerada una cadena estrictamente ascendente de idea-

les primos

, se dice que la cadena tiene longitud n. Se define la dimensién de Krull de un anillo
conmutativo A como el supremo, en caso de que exista, de todas las cadenas estrictamente
ascendentes de ideales primos y se denota por dim(A). Si dicho supremo no existe, se
dice que dim(A) = oo. Incluso verificindose que toda cadena de primos estrictamente
ascendente tenga longitud finita, puede ocurrir que la dimensién de Krull no lo sea tal y
como podemos observar en el siguiente ejemplo debido a Nagata [Nag75].

Sea A = k[z1, 2, ...], donde k es un cuerpo y sea mj > mgo > ... una sucesion creciente de
numeros naturales de manera que m;+1 — m; > m; — m;—1. Consideramos el ideal primo
Py = (Tmi+1> Tmi42s s Tmyyy ) ¥ s€a S = A\ Uj>1F;, que es multiplicativamente cerrado
porque los P/s son primos. Se puede demostrar que S ~1P; tiene altura m;yq — m;, por
lo que dim(S™1A) = oo, y que S7'A es noetheriano, por lo que toda cadena de primos

estrictamente ascendente tiene longitud finita.

Si ahora A es un anillo local noetheriano, diremos que A es un anillo local regular
si la dimensiéon de Krull coincide con el minimo ntimero de generadores del ideal maximal
del anillo o si se tiene la igualdad dim(A) =dim 4 (M/M?), es decir, si la dimension de
Krull coincide con la dimension del A/M-espacio vectorial M /M?2.

Los anillos locales regulares son los anillos que aparecen como anillos locales de puntos no

singulares de variedades algebraicas afines; de asi su nombre.

Dimensién Proyectiva
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Sea A un anillo conmutativo. Supongamos que Ext’ (M, —) = 0, para un n > 1. Esto
quiere decir que Ext’}(M,N) = 0 para cualquier médulo N. Por la propiedad de sufi-
cientes inyectivos, sabemos que N se puede sumergir en un moédulo inyectivo E, por lo
tanto, tenemos la sucesion exacta 0 — N — E — FE/N — 0. Por el corolario 2.15,
Ext% " (M,N) = Ext"(M,E/N) = 0, por lo tanto, Ext’;"'(M,~) = 0. Es decir, si

Ext’} (M, —) = 0, entonces Ext® (M, —) = 0, para todo k > n.

Definicion 2.16. Sea M un A-moédulo. Se define la dimensién proyectiva de M como

pd(M) = if{n > 0: Ext’;" (M, -) = 0}.

Nétese que pd(M) = 0 implica que Extl(M,—) = 0, por lo que M es un moédulo
proyectivo ya que, si 0 — N — N’ — N” — 0 es una sucesion exacta corta, por el teorema

de existencia de sucesiones exactas largas, tenemos una sucesion exacta
0 — Hom(M, N) — Hom(M, N') — Hom(M, N") — Ext}éx(M, N) =0,

es decir, Hom(M, —) es un funtor exacto y, por tanto, M es proyectivo.

De esta forma, una idea intuitiva del significado de dimensién proyectiva puede ser lo
que le falta a un modulo para ser proyectivo. Cuanto més baja sea la dimension proyectiva,

maés cerca esta de conseguir serlo.

Dimensién Inyectiva

La dimensién inyectiva se define de manera analoga a la dimensién proyectiva, por lo

tanto, tenemos lo siguiente.

Definicion 2.17. Sea N un A-moédulo. Se define la dimension inyectiva de M como

id(M) = inf{n > 0 : Ext""'(—, N) = 0}.
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De nuevo, si id(N) = 0, estamos diciendo que N es un moédulo inyectivo.

Dimension Plana ‘

Definicion 2.18. Sea N un modulo. Se define la dimensiéon plana de N como

fd(N) = inf{n > 0: Tori, (-, N) = 0}.

De nuevo, si fd(N) = 0, estamos diciendo que N es un médulo plano.

‘ Dimensién Global ‘

Sea A un anillo conmutativo, para definir la dimensién global del anillo tendremos que
ver la dimension proyectiva de cada A-modulo y tomar el supremo, es decir, se tiene la

siguiente definicion.

Definicion 2.19. Sea A un anillo conmutativo. Se define la dimensiéon global de A como

gldim(A) = sup{pd(M) : M es A-modulo}.

Si en la definicién tomamos solo los médulos con dimensién proyectiva finita estamos

calculando la dimensién proyectiva finitistica de A, es decir,

fpd(A) = sup{pd(M) : pd(M) < oo}.

Cuando no estamos sobre anillos conmutativos surgen los conceptos de dimension glo-
bal por la derecha y por la izquierda, dependiendo de si los médulos son A-modulos por
la derecha o por la izquierda, sin embargo, en el caso conmutativo, ambas dimensiones

coinciden puesto que todos los médulos son médulos por la derecha y por la izquierda.

Dimension Débil
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De manera analoga a la dimension global, se define la dimensién débil de un anillo A

como sigue.

Definicion 2.20. Sea A un anillo conmutativo. Se define la dimensién débil de A como

wdim(A) = sup{fd(M) : M es A-mo6dulo}.

Para anillos no conmutativos, los conceptos de dimensién débil por la derecha y por la
izquierda coinciden tal y como puede comprobarse en la proposiciéon 4.1 de [Osb00|, por lo

que simplemente se habla de dimension débil.

Nuestro siguiente cometido es aportar algunos resultados y proposiciones relacionados
con las dimensiones que acabamos de ver. Para ello, la primera pregunta que se viene a la
cabeza es si la dimensién global se puede definir en términos de dimensién inyectiva. La

respuesta nos la da la siguiente proposicién.

Proposicion 2.21. Se tiene que gldim(A4) = sup{id(N) : N es A-modulo}.

Demostracion. Sea n < oco. Entonces n > gldim(A) si, y solo si, n > pd(M) para todo M,
si, y solo si, EXtZ+1(M, N) = 0 para todo N y para todo M, si, y solo si, n > id(N) para

todo N. O

La siguiente proposicién es de suma importancia puesto que a partir de ella se pueden
extraer una gran cantidad de corolarios muy tutiles cuando se trabaja de lleno con las

diferentes dimensiones. Asi pues, se tiene lo siguiente.

Proposicién 2.22. Sea0 — D — L1 — ... = L, — D’ — 0 una sucesién exacta y d > 0.

Se satisfacen las siguientes propiedades:

= Si pd(L;) < d para todo j, entonces Ext’j‘(D,N) =~ EthJr”(D’,N), para todo

mo6dulo N y para todo k > d.
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= Si id(L;) < d para todo j, entonces Extk(M,D’) = Ext%™(M, D), para todo

modulo M y para todo k > d.

= Sifd(L;) < d paratodo j, entonces Tori (M, D) = Tor’,?+n(M, D’), para todo moédulo

M y para todo k > d.

Demostracion. Como siempre, las pruebas de cada apartado se hacen de manera analoga,
por lo que s6lo realizaremos la primera. La demostracién se hace por induccién en n. Asi
pues, si n = 1, tenemos una sucesiéon exacta 0 — D — L; — D’ — 0. Por el teorema de

existencia de sucesiones exactas largas tenemos, para k > d, una sucesién
0 = Ext¥ (L1, N) — Ext%(D, N) — Ext® (D', N) — Ext® (L1, N) =0,

donde los extremos son 0 ya que pd(L1) < d < k. Asi pues, ExtX (D, N) = Ext]j‘Jrl(D’, N).

Supongamos cierto el resultado para kK > n — 1 y vamos a probarlo para n. Sea 0 —
D — Ly — ..— L, - D — 0 una sucesion exacta y definimos @ como el nicleo de
L, — D'. Entonces tenemos dos sucesiones exactas 0 - D — L1 — ... > L, 1 - Q — 0

y0—Q — L, — D" — 0. Entonces, por la hipotesis de induccion, se tiene que

Exth (D, N) = Ext'""V(Q, N) = Ext"™ " V(D' N) = Ext5(D/, N).

Para poder seguir, supongamos que tenemos una resoluciéon proyectiva de M
d d d
—>P2—2>P1—1>P0—0>M—>0

Definimos Ky = M, K, = ker d,_1, para n > 1, y lo llamaremos el n-ésimo ntcleo de
la resolucién proyectiva de M. Entonces, si fijamos un n, tenemos una nueva resolucion

(P, d;,) construida de la siguiente manera: dejamos fijos los Py, con k < n, es decir, P, = Py,
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para k < n; P} = K,; y P, = 0 para k > n, por lo que queda una sucesion ... - 0 —
K,—P,1—..— Py— M — 0. Si, por casualidad, K,, fuera un moédulo proyectivo, la

nueva resoluciéon de M seria una resoluciéon proyectiva de M.

Teorema 2.23. Teorema de la Dimension Proyectiva. Sea M € jMod, entonces

son equivalentes:
1. pd(M) < n.
2. El n-ésimo niicleo de una resoluciéon proyectiva de M es proyectivo.
3. Existe una resoluciéon proyectiva de M cuyo n-ésimo ntcleo es proyectivo.

4. Existe una resoluciéon proyectiva de M de la forma ... -+ 0 —- 0 — P, — P,_1 —

. > P —>Fy— M — 0.

Demostracion. Sea K, el nicleo de una resolucion proyectiva (P, d,,) y construi-

mos la resolucioén comentada anteriormente
O—-K,—P,1—>..wFh—>M-—D0.

Como los P; son proyectivos, pd(P;) = 0y, si aplicamos la proposicion 2.22, obtenemos
que Ext! (K, N) = EthH(M, N) = 0 para todo N porque, por hipotesis, pd(M) < n.

Como Exth (K, N) = 0 para todo N, K,, es proyectivo.
2. = 3.| Es trivial.

3. = 4.| Por el comentario realizado antes del teorema, tenemos una resolucién proyec-

tiva de esa forma.

Como Exty™ (M, N) es la homologia en ... +~ Hom(Py41, N) « ... y sabemos
que existe una resolucion proyectiva con P,+1 = 0, entonces ExtﬁH(M ,N) = 0 para todo

N, luego pd(M) < n. O
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Debido al teorema de la dimension proyectiva, una manera de calcular pd(M) es tomar
resoluciones proyectivas de M de la forma .. - 0—-0—- P, > F,_1 — ... > P - Py —

M — 0y ver cudl es el minimo n para el que P,y1 =0y P, # 0.

Existe un teorema dual para la dimensién inyectiva. De nuevo, supongamos que tenemos

una resolucién inyectiva de NV
dy
0—+N—FEy— FE1— ..

Definimos Dy = N y D, = im d,, y lo llamaremos el n-ésimo contcleo de la resoluciéon
inyectiva. Si fijamos un n, definimos una nueva resolucion (E}, dj) de manera que E; = Ej,

para k < n, B, = D, y E;. = 0 para k > n. Asi pues, conseguimos una resolucion
0+ N—Ey S By Ey 1 —Dy—0-0-...

Teorema 2.24. Teorema de la Dimension Inyectiva. Sea N € 4Mod, entonces son

equivalentes:
1. id(NV) < n.
2. ExtT‘l(A /I, N) =0 para cualquier ideal I por la derecha de A.
3. El n-ésimo contcleo de cualquier resolucién inyectiva de N es inyectivo.

4. Existe una resoluciéon inyectiva cuyo n-ésimo contcleo es inyectivo.

5. Existe una resolucién inyectiva de la forma 0 = N - F; — ... - E, -0—0— ...

Demostracion. | 1. = 2. | Trivial por la definicién de dimensién inyectiva.

Sea 0 - N — Eg — ... - E, — ... una resolucién inyectiva de N y construi-

mos la resolucién comentada anteriormente: 0 - N — Ey — ... — D,, — 0. Entonces, por

la proposicion 2.22, ExtY(4/1, D,,) = EX‘LZH(A/I, N) =0, por lo tanto, D,, es inyectivo.
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3. = 4.| Trivial.

La resolucion construida es una resolucién inyectiva de la forma pedida ya que

D,, es inyectivo.

Como E,11 = 0 en la resolucién obtenida, la homologia en n + 1 seréd 0, por

lo que id(N) < n.

La importancia del dltimo teorema radica en que para poder calcular la dimensiéon
inyectiva de un modulo, basta computar los funtores Ext en cada cociente del anillo por

sus ideales. Esta idea proporciona el siguiente teorema, debido a Auslander.

Teorema 2.25. Teorema de la Dimension Global.

gldim(A) = sup{pd(A/I) :

I es un ideal de A}

Demostracion. Sea n = sup{pd(A/I) : I es un ideal de A}. Entonces, por definicién de
dimension global, n < gldim(A). Supongamos que n < gldim(A), entonces existe un modulo
N tal que id(N) > n. Entonces, por el teorema de la dimension inyectiva, existe un ideal I
de A tal que Ext’;"' (A/I, N) # 0, llegando a una contradiccion, ya que entonces pd(A/I) >

n.

Un teorema similar al anterior, pero usando la dimensién débil es el siguiente, que no

vamos a demostrar ya que la prueba es muy parecida a la del teorema 2.25.

Teorema 2.26. Teorema de la Dimension Débil.

wdim(A) = sup{fd(A/I): I es un ideal de A}
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Corolario 2.27. Supongamos que gldim(A) > 0, entonces

gldim(A) = 1+ sup{pd(/) : I es un ideal de A}

Demostracion. Tenemos una sucesion exacta 0 — I — A — A/I — 0, por lo tan-
to, Ext’y(I,N) = Ext’"'(A/I,N) para cualquier modulo N. Si A/I no fuera proyec-
tivo, entonces se tendria que n + 1 > pd(A/I) <= n > pd(I). Es decir, si A/I
no es proyectivo, pd(A/I) = 14 pd(I). Por otro lado, si A/I es proyectivo, entonces
Extl (I, N) = Ext4(A/I,N) = 0, por lo que I es proyectivo y pd(I) = 0. Asi pues, en
cualquier caso, 1+ pd(/) < gldim(A). Ademas, si pd(A/I) > 0, se tiene que pd(A/I) = 1+
pd(I). Tomando supremos y aplicando el teorema de la dimension global se tiene el resul-

tado. O

Para finalizar esta secciéon vamos a enunciar unos teoremas que se usaran mas adelante en
alguna ocasién. Como la demostracion de los siguientes teoremas requiere introducir varios
resultados previos y s6lo los vamos a utilizar en pasos concretos de algunas demostraciones,

no los probaremos.

Teorema 2.28. Sea A un anillo y supongamos que a es un elemento central de A, a es
no unidad y a no es divisor de cero. Entonces, si gldim(A/(a)) < oo, se tiene que que

gldim(A) > 1+ gldim(A/(a)).

Demostracion. Ver Corolario 5.9 de [Osb00]. O

Teorema 2.29. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesiéon exacta de A-moddulos. Entonces

se cumple lo siguiente:
» Sipd(M) > pd(L), entonces pd(N) = pd(M).
» Sipd(M) < pd(L), entonces pd(N) = pd(L) + 1.

» Sipd(M) = pd(L), entonces pd(N) < pd(M) + 1.
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Demostracion. Ver Teorema 2 de la pagina 169 de [Kap95|. O

Teorema 2.30. Sean A, B anillos conmutativos, h : A — B un homomorfismo inyectivo
de anillos, I un ideal de A y F un A-mo6dulo. Entonces E es proyectivo como A-modulo si,
y solo si, B ®4 E es proyectivo como B-médulo y E/EI es proyectivo como A/I-mo6dulo

en los siguientes casos:
1. I es un ideal de B.

2. I es nilpotente.

Demostracion. Ver Teorema 1.1. de [VasT73]. O






Dimensién cero y uno

3.1

Dimensiéon Cero

En esta seccién analizaremos los anillos de dimensién cero. Empezaremos con anillos de
dimension global cero y luego pasaremos a estudiar los anillos de dimension débil cero. A
lo largo de este capitulo trabajaremos con anillos generales, es decir, no tienen porqué ser
conmutativos o locales. Asi pues, nos vamos a encontrar con anillos semisimples y anillos

regulares en el sentido de Von Neumann, como veremos mas adelante.

49
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3.1.1. Dimensioén global cero

Comenzamos ya con la caracterizacion de los diferentes anillos segiin su dimensién global.
En primer lugar empezaremos por lo mas facil, los anillos de dimensién global cero. Estos

anillos son los anillos semisimples, como veremos a continuacion.

Recordemos que un modulo M es simple si sus tinicos submoédulos son 0 y M, es decir,

si no tiene submodulos propios. A partir de esta definicion obtenemos la siguiente.

Definicion 3.1. Un moédulo S es semisimple si es una suma de submoédulos simples.

Hay una caracterizacion muy tutil de los médulos semisimples y es que un moédulo es
semisimple si, y solo si, cada submodulo de S es un sumando directo, en particular, S es una
suma directa de moédulos simples. La demostracion de esta afirmacion puede encontrarse

en la pagina 23 de [Ste75].

Asi pues, diremos que un anillo es semisimple si es un moédulo semisimple.
Proposicion 3.2. Son equivalentes:

1. A es un anillo semisimple.

2. Todos los A-modulos son semisimples.

3. Todos los A-mo6dulos son proyectivos.

4. Todos los A-mo6dulos son inyectivos.

5. Cada ideal de A es un sumando directo de A.

6. (Teorema de Artin-Wedderburn). A = M, (D;) X --- x My, (Dy), donde cada D;

es un anillo de divisién.

Demostracion. |1. = 2.| Como A es semisimple, cada modulo libre es semisimple, pero
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entonces, cualquier cociente de un moédulo es semisimple y como todos los médulos son

cocientes de libres, se tiene que todos los médulos son semisimples.

Los ideales son submodulos de A y, como A es semisimple, son sumandos

directos de A.

Sea ¢ : I — E un homomorfismo. Como cada ideal de A es sumando directo,
podemos extender el homomorfismo a todo el anillo A de la siguiente forma, ¢’ : A =
I®J— E tal que ¢'|; = ¢y ¢'|; = 0. Por lo tanto, por el criterio de Baer (2.5), se tiene

que cualquier médulo es inyectivo.

Sea0 — L - M — N — 0 una sucesion exacta corta. Como todos los médulos
son inyectivos, la sucesion escinde y, por el lema 2.4, N es proyectivo. La arbitrariedad de

la sucesion nos permite concluir que todos los médulos son proyectivos.

3. = 4.| Es un comentario similar al anterior.

Sea L C M. Vamos a ver que L es sumando directo. Como la sucesién 0 —

L — M — M/L — 0 escinde por ser L inyectivo, se tiene el resultado.
2. = 1.| Trivial.

1. = 6. | Primero notemos que si un moédulo S es simple, entonces End 4(.S) es un anillo
de division puesto que cualquier automorfismo no nulo de S tiene un inverso ya que es un
isomorfismo puesto que se cumple que Ker =0 e im = S.

Por otro lado, si S es un modulo semisimple, se tiene que S = @le(@;ilSij), donde
Sij & Sij si, y solo si, i = . Entonces se tiene que End4(S) = Enda(67L,51;) x -+ x
Enda(®}%,Sk;) v, como Enda(®)L,S;) = My, (D;), con D; = Enda(S;) un anillo de
division; entonces End4(S) = M, (D1) x - -+ x My, (Dy)

Si ahora sustituimos S por A, como A es semisimple, tenemos que Ends(S) & A
My, (D1) x -+ x My, (Dy)

6. = 1.
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Basta probar que M, (D) es semisimple cuando D es un anillo de division puesto que
asi se tendria que A es semisimple ya que, por hipotesis, A = My, (D1) X -+ x My, (Dy).
Podemos escribir M,,(D) como suma directa de ideales Iy, ..., I,, donde I; consiste en el
ideal formado por las matrices cuyas filas son todo ceros excepto la j-ésima fila. Vamos a
ver que [; es simple como M D)-médulo. Por un lado, podemos pensar que [; es un D-
modulo en el que se tenga que I; = D". La operacion de M,, (D) por la derecha puede ser
interpretada como D-endomorfismos de I;. Sea x # 0 € I;. Entonces existe una base B de
I; = D™ tal que z € B. Para cualquier otro y € I; definimos el homomorfismo a : I; — I;
de manera que a(x) = y. Entonces se tiene que xM, (D) = I;, para cada = # 0 € I;, es

decir, I; es simple y, por tanto, M, (D) es semisimple.

Es decir, un anillo es semisimple si, y solo si, todos sus médulos son proyectivos, por lo

que tenemos la caracterizacion siguiente.

Teorema 3.3. Sea A un anillo tal que gldim(A) = 0, entonces A es un anillo semisimple.

Demostracion. Supongamos que A es un anillo con dimensién global cero, es decir,
gldim(A) = 0 = sup{pd(M) : M es A-mo6dulo}.

Entonces, para cada moédulo M, pd(M) = 0. Es decir, M es un médulo proyectivo. Por el

teorema 3.2, como todos los médulos son proyectivos, el anillo A es un anillo semisimple. [

Particularizando en el caso en que A es un anillo conmutativo de dimension global
cero, tenemos que A es un anillo semisimple conmutativo. Esto es equivalente a decir
que A es un producto finito de cuerpos ya que por el teorema de Artin-Wedderburn,
A= M, (Dy) x -+ x My, (Dy) debe ser conmutativo, y esto solo pasa cuando cada
M,,,(D;) es conmutativo. Un anillo de matrices sobre un anillo de divisién es conmutativo

solo cuando el anillo de divisiéon D; es un cuerpo y la dimensiéon del anillo de matrices es
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1, es decir, cuando M, (D;) = Kj, con K; un cuerpo. Por lo tanto, cuando A es un anillo

conmutativo, A = K; X --- x K}, es un producto finito de cuerpos.

Como hemos visto, la caracterizacion para anillos de dimension global cero es sencilla de
enunciar y demostrar. En capitulos posteriores, cuando estemos trabajando en dimensiones
mayores, tendremos que anadir hipétesis sobre el anillo para poder dar un teorema de
estructura, es decir, la dificultad del problema aumentaré considerablemente. Pues bien,
también hay una caracterizacién facil para un anillo de dimensién debil cero, pero antes

necesitamos un resultado previo.

3.1.2. Dimension débil cero

Definiciéon 3.4. Un anillo A se dice regular en el sentido de von Neumann si cada a € A,

existe un x € A tal que a = azxa.

Proposicion 3.5. Son equivalentes:
1. A es regular en el sentido de von Neumann.
2. Cada ideal principal esta generado por un elemento idempotente.
3. Cada ideal finitamente generado esté generado por un elemento idempotente.

4. Cada moédulo es plano

Demostracion. Supongamos que A es regular y sea (a) C A un ideal principal.

Como A es regular, existe un « € A tal que a = axa. Entonces se tiene que (a) = (az),

con ax idempotente porque (ax)? = arar = azx.

Sea a € A. Por hipétesis, sabemos que existe un elemento idempotente e € A

tal que (e) = (a). Entonces, e = ax, para cierto x € Ay a = ea = azxa.

1. = 3.| Es suficiente probar que si e, f € A son elementos idempotentes, entonces el
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ideal (e) + (f) es un ideal principal ya que como 1. es equivalente a 2., ese ideal estara
generado por un elemento idempotente. Asi pues, se tiene que (e)+ (f) = (e)+ (f —ef) y,
si tomamos = € A tal que f —ef = (f —ef)x(f —ef), entonces el elemento f' = (f —ef)z
es idempotente con ef’ =0y (e) + (f) = (e) + (f’). Pero entonces, e = (e + f' — fle)e y

[ =(e+f —fe)f, porloque (e) + (f') = (e+ f' — f'e), es decir, (e) + (f) es principal.

Como cada ideal finitamente generado esté generado por un elemento idempo-
tente, entonces cada ideal finitamente generado es un sumando directo de A. Pero entonces,
para cualquier médulo M y cualquier ideal finitamente generado, la aplicacion I @ M — M

es un monomorfismo, pero esto lo mismo que decir que M es plano.

Supongamos que todos los modulos son planos. Entonces, A/I es plano para
cualquier ideal I de A. Sea J otro ideal de A, entonces J®A/I — A/I es un monomorfismo,
pero como J ® A/I = J/JI, entonces la aplicacion J/JI — A/I es monomorfismo, es
decir, INJ = JI. Si tomamos ahora I = (a), J = (a), se tiene que (a) = (a)N(a) = (a)(a),

es decir, a = aza, para algin z € A.

Teorema 3.6. Sea A un anillo tal que wdim(A) = 0, entonces A es un anillo regular en

el sentido de von Neumann.

Demostracion. Es un argumento similar al del teorema 3.3, como wdim(A) = 0, cualquier
modulo M tiene dimension plana cero, es decir, es plano y, por la proposicién anterior, A

es un anillo regular en el sentido de von Neumann.

En el caso en que A sea un anillo conmutativo de dimension débil cero, se tiene que
A es un anillo conmutativo regular en el sentido de von Neumann. Esto equivale a decir
que Ajs es un cuerpo para cada M maximal de A tal y como demostréo Kaplansky. Otra

consecuencia que obtenemos es que un dominio conmutativo de dimensiéon débil cero es
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un cuerpo ya que es regular en el sentido de von Neumann y se tiene, por tanto, que

ara =a = a(xa—1) =0 = za =1, para todo a € A.

Un ejemplo tipico de anillo de dimensién débil cero y dimensiéon global distinta de cero
es RN, Este anillo no puede tener dimension global cero puesto que es conmutativo y no es
un producto finito de cuerpos. Por otro lado, se puede probar que si hacemos la localizacion

por cada maximal obtenemos cuerpos, es decir, wdim(RY) = 0.

3.2

Dimensiéon Uno

En esta seccion vamos a estudiar los anillos de dimension global uno. Los anillos que
vamos a estudiar son generales como en el capitulo anterior, es decir, pueden ser cualquier

anillo, independientemente de si son conmutativos, locales, etc.

3.2.1. Dimensién global uno
Los anillos de dimensién global uno son los llamados anillos hereditarios, un concepto
que vamos a definir a continuacion.

Definicion 3.7. Un anillo A es hereditario por la derecha si sus ideales por la derecha

son proyectivos.

Teorema 3.8. Sea A un anillo. Entonces, gldim(A) < 1 si, y solo si, A es hereditario.

Demostracion. Si gldim(A) = 0, entonces A es semisimple por el teorema 3.3 y, por

tanto, por la proposicion 3.2, todos los mdédulos son proyectivos, en particular, los ideales.

Asi pues, supongamos que gldim(A) = 1 y sea I un ideal de A. Consideramos la siguiente
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sucesion exacta

0—-I—-A—A/I—=0

Como gldim(A) = 1, entonces pd(A/I) < 1y, por el teorema de la dimension proyectiva,

se tiene que I es proyectivo, es decir, A es un anillo hereditario.

Reciprocamente, supongamos que A es un anillo hereditario, es decir, cualquier
ideal I es proyectivo. Entonces tenemos una resolucion proyectiva de A/I ya que tenemos
una sucesion exacta corta

0—-I—-A—A/I—=0

donde I y A son proyectivos, es decir, pd(A/I) < 1 para todo ideal I. Por el teorema de

la dimension global 2.25, gldim(A) = sup{pd(4/I)} <1. O

Si el anillo A fuera un dominio conmutativo de dimension global 1, entonces A seria
un dominio conmutativo hereditario. Esto es lo mismo que decir que A es un dominio de
Dedekind, es decir, cualquier ideal se puede expresar de manera tinica como un producto

finito de ideales primos.

3.2.2. Dimension débil uno

Al igual que en la seccién anterior demostramos que los anillos de dimensiéon global
menor o igual que uno son los anillos cuyos ideales son proyectivos, en esta seccién vamos
a demostrar que los anillos de dimensién débil menor o igual que uno son anillos cuyos

ideales son planos.

Teorema 3.9. Sea A un anillo. Entonces, wdim(A) < 1 si, y solo si, cada ideal de A es

plano.

Demostracion. Supongamos que A es un anillo de dimensién débil menor o igual que
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uno. Consideremos la sucesion exacta
0—-1—-A—A/I—=0

Como wdim(A) < 1, entonces fd(A/I) < 1y, por el teorema de la dimension plana, se

tiene que I es un ideal plano.

Reciprocamente, supongamos que todos los ideales de A son planos, entonces tene-

mos una resolucion plana de la forma
0—-I—-A—A/I—=0

con I y A planos, es decir, fd(A/I) < 1 para cualquier ideal I de A. Por el teorema de la

dimension débil, se tiene que wdim(A) < 1. O

Cuando A es un dominio conmutativo de dimensién débil 1, entonces A es un dominio
de Priifer ya que, como se puede ver en la proposicion 1.2 de [Vas76], se tiene que Ap es
un anillo de valoracién, para cada ideal primo P, y esto es equivalente a decir que A es un

dominio de Priifer.






Dimensiéon global dos

En este capitulo estudiaremos la clasificacién de los anillos conmutativos y locales de
dimension global dos. Como ya se coment6 anteriormente, estos anillos estan perfectamente
clasificados en anillos locales regulares, anillos de valoracién o anillos paraguas. Antes de
comenzar a fondo con la demostracion del teorema vamos a necesitar algunas definiciones y
teoremas que seran indispensables en la prueba. Asi pues, comenzamos con las definiciones

de los diferentes anillos descritos.

99
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4.1

Definiciones y Teoremas Previos

Definicion 4.1. Sea A un anillo local noetheriano, diremos que A es un anillo local
regular si la dimensién de Krull de A coincide con el minimo nimero de generadores
del ideal maximal del anillo. Se puede demostrar que un anillo es local regular si se tiene
la igualdad dim(A) =dim 4,5 (M/M?), es decir, si la dimensién de Krull coincide con la

dimensién del A/M-espacio vectorial M /M?2.

Definicion 4.2. Un dominio A es un anillo de valoracién si para cualquier elemento
x € qf(A), se tiene que x € A o 27! € A. Esto significa que para cualesquiera a,b € A, se
tiene que a/b € Ao b/a € A, es decir, si a divide a b o b divide a a. Una consecuencia que
se desprende de la definicion es que, en un anillo de valoracion, los ideales estan totalmente

ordenados por la inclusion, es decir, si I, J son idelaes de A, entonces I C J o J C I.

Definicion 4.3. Un anillo local A es un anillo paraguas si A es un dominio que contiene

un ideal primo P de manera que se cumple lo siguiente:

1. P = PAp, es decir, P es divisible por todos los elementos fuera de P. Esto significa

que para cualesquiera p € P, s ¢ P, existe ¢ € P tal que p = gs.
2. A/P es un anillo local regular de dimension dos.
3. Ap es un dominio de valoracién de dimensién global uno o dos.
4. A solo tiene una cantidad contable de ideales primos principales.

El nombre de anillo paraguas se debe a la peculiar forma que tiene la distribucién de los
ideales primos tal y como veremos mas adelante. Este concepto fue introducido por Wolmer

Vasconcelos en su articulo [Vas76] y Brian Greenberg continué el estudio de estos anillos en
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su articulo |Gre74|, dando caracterizaciones de dichos anillos mediante el uso de pullbacks.

Definidos ya los tres tipos de anillos que nos vamos a encontrar cuando tengamos di-
mension global dos, vamos a pasar a estudiar algunos teoremas que, de nuevo, seran de
gran utilidad e importancia para poder demostrar el teorema de caracterizaciéon. Debido a
la complejidad de las demostraciones de cada uno de los siguientes teoremas, las pruebas se
van a omitir. No obstante, se mostraran las fuentes bibliograficas donde poder ver dichas
demostraciones.

Empezamos con un resultado debido a Irving Kaplansky.

Teorema 4.4. [Irving Kaplansky] Cualquier m6dulo proyectivo sobre un anillo local es

libre.
Demostracion. Ver [Kap58]. O

Seguidamente vamos a enunciar un teorema debido a Lindsay Burch que dice lo siguiente.
Supongamos que tenemos un ideal finitamente generado I que contiene a un divisor de
cero y admite una resolucion de la forma 0 — A"~1 & A” — T — 0. Entonces, se tiene el

siguiente teorema.

Teorema 4.5. [Lindsay Burch] El ideal I mencionado anteriormente se puede escribir
como I = dD, donde d es un elemento regular de A y D es el ideal generado por los menores

de orden n — 1 de la matriz w.

Demostracion. La extensa prueba de este teorema se puede encontrar en [Bur68|. O

Proposicion 4.6. Se tiene lo siguiente:
1. Un anillo conmutativo y coherente con fpd(A) = 0 es artiniano.

2. Un dominio coherente A con fpd(A) = 1 es noetheriano.

Demostracion. Ver Proposicion 1.11 y 1.12 de [VasT76]. O
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Teorema 4.7. [I.S. Cohen| Un anillo conmutativo en el que todos sus ideales primos son

finitamente generados es noetheriano

Demostracion. Ver Teorema 8.10 de [Sha00). O

Proposicion 4.8. Un anillo noetheriano conmutativo de dimensién global finita es regular.

Demostracion. Ver Proposicion 4.5 de |[AB57). O

Teorema 4.9. Sea T" un conjunto multiplicativamente cerrado de A\{0} tal que TNJ(A) #
(). Sea M el submodulo de qf(A) generado por T~! = {%,t € T'}. Entonces, pd(M) = 1 si,

y solo si, M es contablemente generado.

Demostracion. Ver Teorema 6.2 de [Oso68]. O

4.2

Teorema de Clasificacidon de Anillos

Locales de Dimensiéon Global Dos

El teorema que exponemos aqui es debido a W. Vasconcelos. Podemos encontrar una
demostracion bastante esquematica en [Vas76]. Como esta es la seccion central de todo el
trabajo, nosotros daremos una prueba completa, por lo que haremos todos los comentarios
necesarios para que un lector con unos conocimientos “basicos” de algebra conmutativa

pueda entenderla.

Teorema 4.10. [Anillos locales de dimension global dos]. Sea A un anillo local

conmutativo tal que gldim(A) = 2. Entonces A es uno de los siguientes anillos:

= Un anillo de valoracion.
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= Un anillo local regular.
= Un anillo paraguas.

Antes de proceder a demostrar este teorema vamos a hacer una serie de observaciones

sobre los anillos locales conmutativos de dimensién global dos.

Lema 4.11. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces A es un

dominio.

Demostracion. Sea 0 # f € A y consideremos la sucesion exacta

A\Af/A

Como sabemos que gldim(A) = 2, entonces pd(A/Af) < 2y, por el teorema de la dimension

0 —— Ann(f) AJAf —— 0

proyectiva (Teorema 2.23), Ann(f) es proyectivo. Por el teorema 4.4, Ann(f) es un moédulo

libre, por lo que necesariamente Ann(f) = 0, es decir, A es un dominio. O

Lema 4.12. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces A es

coherente.

Demostracion. Si I es un ideal finitamente generado de A, entonces existe una sucesion
exacta 0 - K — A" — I — 0. Como gldim(A) = 2, por el corolario 2.27, para cualquier
ideal I de A se tiene que pd(I) < 1 por lo que, aplicando de nuevo el teorema de la
dimensiéon proyectiva, K es un moédulo proyectivo sobre un anillo local, es decir, K es un

moédulo libre de rango a lo sumo n. Por lo tanto, A es un anillo coherente. O

Lema 4.13. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces A es un

dominio GCD.

Demostracion. Sean a,b € A elementos distintos de cero. Consideramos la sucesion

0= K — A2 S (a,b) — 0,
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donde ¢(1,0) = a y ¢(0,1) = —b. Por el mismo comentario realizado en el lema 4.12,
K es un modulo libre de rango a lo sumo 2. Sin embargo, como ¢(1,0) = a # 0, K
no puede tener rango 2. Por otro lado, ¢(b,a) = ab — ba = 0, por lo que K no puede
tener rango 0. Es decir, K es un moddulo libre de rango 1 y, por tanto, estd generado
por un elemento, digamos (5,a) € K. Como (b,a) € K, entonces existe 6 € A tal que
(b,a) = §(5, ). Vamos a ver que 0 es el maximo comin divisor de a y b. Como b = 3
y a = da, entonces § divide a a y a b. Supongamos que existe otro divisor 7 de a y de b,
es decir, a = na’ y b = nb', con o', b’ € A. Entonces se tiene que, da = na’ y 68 = nb'.
Ahora bien, ¢(V',a') = ab/ — ba’ = na’t/ —nb/a’ = 0, por lo que (V/,d’) € K, es decir, existe
un € € A tal que (V,d’) = €(f, ). Finalmente, combinando igualdades llegamos a que
0B =b=nb =neB y, como A es un dominio, & = ne, por lo que ) divide a §, demostrando

que ¢ es un maximo comun divisor de a y b.

En lo que sigue, denotaremos por [a,b] = ¢ al maximo comun divisor de a y b. Por
otro lado, si @ = da y b = 3, entonces {a, f} forman una sucesion regular, es decir, si
ra = sf, entonces r € () y s € (a). Veamoslo. Supongamos que ra = sf, entonces
ra = rda = dsf3 = sb, por lo que ra — sb = 0, es decir, ¢(r,s) =0 = (r,s) € K = existe

un t € A tal que (r,s) = t(8, @) y ya tendriamos que r € (8) y s € («).

Lema 4.14. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2 y el ideal maximal

M es principal, entonces A es un anillo de valoracion.

Demostracion. Para ver que A es anillo de valoracion tenemos que ver que para cualesquiera
elementos a,b € A, se tiene que alb o bla. Supongamos que M = (d) y sean a,b € A
no unidades ya que, si alguno fuera unidad, se tendria trivialmente. Asi pues, al no ser
unidades, estan contenidos en un ideal maximal y, como A es local, a,b € M. Sea ¢ = [a, b],
por lo que a = dac y b = §3. Si demostramos que « es unidad entonces aa™' = §, luego

= 0B = aa~'B, por lo que alb. Analogamente se tendria si 3 fuera unidad. Asi pues,
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supongamos que ni « ni  son unidades. Por el comentario anterior, o, 5 € M = (d), por
lo que « = sd y 8 = rd para ciertos r,d € A, pero entonces, ra = rsd = sf3 y, por el
comentario de arriba, r € (), es decir, r = '3, con 7’ € A. Por lo tanto, 8 = rd = r/f3d
y, como A es dominio, 'd = 1, por lo que d es unidad, llegando a una contradiccion, pues

M = (d) es maximal propio. O

Lema 4.15. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2 y el ideal maximal

M no es finitamente generado, entonces A es un anillo de valoracion.

Demostracion. Sean a,b € M. Basta ver que el ideal («, ) = A ya que, entonces, « o
serian unidades y se tendria que a|b o bla. Veamos esta afirmacion. Si (a, ) = A, entonces
existen 7, s € A tal que 1 =ra + sf y, si @ y B fueran no unidades, entonces ra + s = 1
serfa no unidad. Contradiccion. Asi pues, veamos que (o, 3) = A. Supongamos que no,
entonces («a, ) C M. Como {a,} forman una sucesion regular, @ es no unidad y no
divisor de cero. Por el teorema 2.28, si gldim(A/(«)) = n, entonces gldim(A) > 1+n. Como
gldim(A) = 2, entonces necesariamente gldim(A/(«)) < 1. De nuevo, por el mismo teorema,
como [ es no unidad y no divisor de cero en A/(«), gldim(A/(a, 8)) < 0. Esto implica que
fpd(A/(«a, B)) = 0y, como A es coherente por el lema 4.12 y («, 3) es finitamente generado,
entonces A/(«, ) es un anillo coherente. Por la proposicion 4.6, A/(«a, B) es artiniano, en
particular, su ideal maximal M /(«, ) es finitamente generado. Contradiccion, por lo que

(o, B) = Ay, por tanto, A es un dominio de valoracion. O

Nota: A partir de aqui y salvo que se diga lo contrario, el ideal maximal M lo conside-

raremos finitamente generado.

Lema 4.16. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2 y el ideal maximal

M es finitamente generado y no principal, entonces M esta generado por dos elementos.

Demostracion. Supongamos que M esta generado por zi,...,&, € M con n minimo. Por

el mismo argumento utilizado en el lema 4.13, pd(M) = 1, por lo que existe una sucesion
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exacta de la forma

0 A5 A" 5 M =0

Por el teorema 4.5, M = d(dy,...d,), donde los d;s son los menores de orden n — 1 de
la matriz u. Ahora bien, todos los coeficientes de u estan en M puesto que si alglin u;;
fuera unidad, podriamos hacer un cambio de base para que la nueva matriz u tuviera la
fila 7 y la columna j con ceros excepto u;; que seria 1 y, entonces, el menor obtenido
eliminando la columna j valdria 0 puesto que la fila ¢ estara llena de ceros, por lo que M
estarfa generado por n — 1 elementos, contradiciendo la minimalidad de n. Por otra parte,
se tiene que d; € M™ ! por ser la suma de productos de n — 1 elementos de M y, como
M = d(dy,...,dy), se tiene que M = M"™ L. Por el lema de Nakayama, si n > 2, como
M = M™" ' = M"2M y M es finitamente generado y M"2 C M = J(A), entonces

M = 0. Contradiccién porque M es maximal propio, es decir, n = 2. ]

Lema 4.17. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces cada ideal

primo P # M es unién directa de sus ideales principales.

Demostracion. Como sabemos que cada ideal P es el limite directo de los ideales finitamen-
te generados contenidos en P, basta ver que para dos elementos a,b € P, su maximo comin
divisor § = [a, b] estéa en P ya que asi los ideales finitamente generados serian principales y,
por tanto, P seria la unién directa de sus ideales principales. Asi pues, sean a,b € P y sea
0 = [a,b]. Vamos a probar que ¢ € P. Si esto no fuera asi, como a = da € P, b= 4§ € P,
P es primo y § ¢ P, se tendria que («, 8) C P. Por el mismo argumento usado en el lema
4.15, se tendria que A/(«, ) es un anillo artiniano, pero entonces P/(«, [3), que es primo,
serfa un ideal maximal en A/(a, B). Contradiccion pues, entonces, P seria maximal en A,

pero el iinico maximal de A es M # P. O

Lema 4.18. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces cada ideal

no finitamente generado esté contenido en cada ideal finitamente generado.

Demostracion. Se ha visto en el lema 4.17 que los ideales primos finitamente generados son
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ideales principales puesto que el maximo comin divisor de todos sus generadores esta en el
propio ideal. Sea ahora P # M un ideal primo no finitamente generado y sea (d) un ideal
primo principal. Vamos a ver que P C (d). Supongamos que no se cumple esto, es decir, P €
(d). Como A es coherente y (d) es finitamente generado, A/(d) es un anillo coherente con
fpd(A/(d)) = 1y, por la proposicion 4.6, A/(d) es un anillo noetheriano. Como (d) C (P, d),
entonces (P,d)/(d) C A/(d) es finitamente generado y, como (d) también es finitamente
generado, se tiene que (P, d) es finitamente generado. Pongamos que (P, d) = (p1, ..., Pn,d)
con p; € P, entonces si p = [p1, ..., py) se cumple que (P, d) = (p1,...,pn,d) = (p,d).

Si p no genera a P, como P es la unién directa de sus ideales principales, se tendria que
existe un ¢ € P tal que (p) € (¢) C P. Es decir, p = gr, con r no unidad puesto que si
lo fuera se tendria que (p) = (¢). Como q € P C (P,d) = (p,d), existen t,v € A tal que
q = tp + vd = trq + vd, por lo que (1 —tr)g = vd y, como A es local, (1 — tr) es unidad,
por lo que g € (d), luego p = qr € (d) y llegamos a una contradiccion pues (P, d) = (d) vy,

por lo tanto se tendria que P C (d). O

Lema 4.19. Si A es un anillo local conmutativo tal que gldim(A) = 2, entonces los ideales

primos no finitamente generados estan totalmente ordenados por la inclusion.

Demostracion. Supongamos que existen P, () ideales primos no finitamente generados y
no comparables, es decir, existen a € P\ Q y b € @ \ P. Consideramos el maximo comun
divisor de a y b, 6 = [a, b]. Entonces se tiene que a = da € P\ Q y b =95 € Q \ P, pero
como 0 no puede pertenecer ni a P ni a @, se tiene que a € P, € @, luego (o, f) C P+Q.
Por otro lado, como M es finitamente generado, M # M? ya que, por el lema de Nakayama,
si M = M?= MM = J(A)M, se tendria que M = 0. Asi pues, sea d € M \ M?2. Entonces
el ideal (d) es un ideal primo ya que, como d € M \ M?, d es un elemento irreducible y, al
ser A un GCD por el lema 4.13, d es un elemento primo, por lo que (d) es primo. Por el
lema 4.18, P + @ C (d), pero entonces se tiene que «, 8 € (d), es decir, o = dzx,5 = dy,
por lo que d divide a [a, ]. Sin embargo, [a, §] es una unidad; vedmoslo. Sea v = [, (]
con o = YA, B =~vB. Entonces a = da = dvA, b = 63 = 6B, luego v divide a & por ser

méximo comun divisor, por lo que necesariamente v es unidad.



4. Dimension global dos @

Asi pues, d seria una unidad; contradiccion, por lo que P y () son comparables. O

Volvamos a retomar el teorema 4.10 de clasificaciéon de anillos locales conmutativos de

dimensién global dos y hagamos la demostracién con la ayuda de todos estos lemas.

Demostracion del Teorema 4.10‘. Si se cumple que el ideal maximal M es principal

o que no es finitamente generado, entonces estamos ante las hipdtesis de los lemas 4.14 o
4.15 y, por tanto, A es un anillo de valoracion.

Supongamos ahora que M es finitamente generado y no principal. Se cumplen entonces los
lemas 4.16, 4.17, 4.18 y 4.19.

Sea P = U;c1 P; la unién de todos los ideales primos no finitamente generados. Por el lema
4.19, sabemos que P es un ideal de A. Ademés, P es un ideal primo ya que si zy € P,
entonces para algin ¢ € I, zy € P; y, como P; es primo, x € P, C P66y € P; C P.

Si P = 0, entonces A solo tiene ideales primos finitamente generados y, por el teorema 4.7,
A es un anillo noetheriano. Por otro lado, el teorema 4.8 nos dice que A es un anillo local
regular ya que A es un anillo noetheriano conmutativo con dimension global finita. Por lo
tanto, si P = 0, entonces A es un anillo local regular.

Vamos a ver que si P # 0, entonces A es un anillo paraguas.

La distribucién del espectro primo de un anillo local de dimensién global dos con maximal
M generado por dos elementos y con ideales primos no finitamente generados se puede
ver en la figura 4.1. Como vemos, el ideal maximal M esté en el primer nivel puesto que
contiene a todos los ideales primos ya que estamos en un anillo local. Por otro lado, los
ideales finitamente generados estan en el segundo nivel puesto que son principales y con-
tienen a todos los ideales no finitamente generados. Seguidamente esta el ideal P, que no
es finitamente generado y contiene a todos los ideales no finitamente generados. Ademéas,
los ideales no finitamente generados estan ordenados por la inclusién, por lo que el es-
pectro primo tiene forma de “paraguas”. A la vista de esta imagen, a W. Vasconcelos se
lo ocurri6 llamar a los anillos que cumplen estas propiedades anillos paraguas. Ahora va-

mos a ver que, en realidad, se cumplen todas las hipotesis de la definicion 4.3 cuando P # 0.
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Figura 4.1: Anillo Paraguas

» A/P es un anillo local reqular de dimension dos: como los ideales primos de A/P
se corresponden con los ideales primos de A que contienen a P, que son finitamente
generados por el lema 4.18.; entonces los ideales primos de A/P son finitamente
generados y, por el teorema 4.7, A/P es un anillo noetheriano y local, por ser A
local. Vamos a ver que es regular. Como los ideales primos de A/P conservan las
inclusiones de los ideales primos de A que contiene a P, a lo sumo se puede hacer
una cadena ascendente de ideales primos de longitud dos, que es el minimo ntmero
de generadores del ideal maximal M /P, luego A/P es un anillo local regular de

dimensién dos.

» P = PAp: vamos a ver que para todo p € P y para todo s ¢ P, existe un ¢ € P
tal que p = ¢s. Si § = [p,s] # 1, entonces existen «, 5 € A tal que p = da € P,
s =083 ¢ P, pero entonces, & € Py ¢ P, de donde se tiene que £ = % Por lo
tanto, basta probar el resultado para [p,s] = 1. Si s ¢ M, s seria una unidad y, por
tanto, se tendria que p = (ps~!)s. Asf pues, supongamos que s € M y sea Q un ideal
primo minimal sobre (s), es decir, (s) C Q. Como s ¢ P, entonces el ideal primo @

tiene que ser finitamente generado y, por tanto, P C Q. El ideal /P es minimal
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sobre (s + P) vy, por el teorema del ideal principal de Krull, ht(Q/P) = 1. Como
ht(M/P) = 2, entonces Q/P # M/P, por lo que @ # M. Como los ideales primos
no maximales finitamente generados son principales, se tiene que @ = (d). Sid ¢ (s),
como P C @, entonces d|p y s = ds”, por lo que d|[p, s] = 1, contradiccion. Asi pues,

d € (s), por lo que (s) = @ es primo y, por lo tanto P C (s) y se tendria el resultado.

s Ap es un anillo de valoracion de dimension global uno o dos: para demostrar que Ap
es un anillo de valoraciéon vamos a probar que Ap es un GCD y que sus ideales primos
estan totalmente ordenados. Después demostraremos que estas dos condiciones son

suficientes para ser anillo de valoracién y ya lo tendremos.

Tenemos que probar que Ap es GCD. Sean %,% € Ap y sea 0 = [a,b] € A. Entonces

— — a _da _da b _08_3B i 9 g “n divia
a=0a,b=00,luego ¢ =°F =95y 7 ="F =1F, esdecir, { es un comiin divisor
a b 3 a _ gx b _ ga . g qio: S
de £, 7. Supongamos que ¢ = Tyt T gy VAmos a probar que 7 divide a §. Por

— .9 _ gz _ 6 _ 461 :

gz = 0. Pero entonces, T = a: =95 = 1g% Por lo que Ap es un GCD.
Por otro lado, los ideales primos de Ap se corresponden y guardan inclusiones con
los ideales primos de A contenidos en P, que estan totalmente ordenados por 9., por

lo que los ideamos primos de Ap estan totalmente ordenados.

Vamos a demostrar ahora que Ap es un anillo de valoracién, es decir, dados dos
elementos cualesquiera, uno divide a otro . Sean a,b € Ap en su ideal maximal,
ya que si fueran unidades, se tendria trivialmente. Como Ap es GCD, consideramos
d = [a,b],cona = da,b = 4. Aligual que en el lema 4.14, vamos a probar que c 0 3 es
unidad. Si esto no fuera asi, entonces o y § formarfan una sucesién regular y estarian
en el ideal maximal de Ap. Sean P = \/@ y Q= \/@ los ideales radicales. Por
hipétesis, uno esta contenido en el otro, supongamos que es \/@ C +/(B), entonces
como o € P C @, existe un n € N tal que o™ € (8), es decir, existe un t tal que
a™ = tf. Pero entonces (o + (8))" = 0 en Ap/(B), luego a y S no forman una

sucesion regular, contradiccion. Por lo que Ap es un anillo de valoracion.
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Finalmente falta demostrar que la dimensién global de Ap es uno o dos. Sea L un
Ap-mo6dulo, en particular, L es un A-moédulo por restriccion de escalares. Como

gldim(A) < 2, pda(L) < 2, es decir, existe una sucesion exacta de la forma
0—+F,—>F —-Fy—L—0

con los Fs libres y, como Ap es un modulo plano, obtenemos una sucesion exacta

de la forma
0>IHhRAp > F1QAp - Iy Ap - LR Ap= L —0

donde cada F; ® Ap es libre, por lo que , pda, (L) < 2y, por tanto, gldim(Ap) < 2.

Por otro lado, gldim(Ap) # 0 ya que de ser asi, Ap seria semisimple, cosa que no es.

» A solo tiene una cantidad contable de ideales primos principales: sea P(A) el conjunto
de los elementos primos de A. Vamos a demostrar que es contable, por lo que se
tendria el resultado. Para ello, consideremos S como el conjunto multiplicativo que
genera P(A) y veamos que S es contable. Sea x € P un elemento cualquiera y sea J el
ideal generado por {% }scs. J es, en efecto, un ideal de A puesto que s divide a P como
hemos visto en el segundo apartado. Ahora bien, podemos establecer un isomorfismo
de A-modulos entre J y el modulo T =< % >ses C qf(A). Dicho isomorfismo viene

dado por la siguiente aplicaciéon

p:dJ =T
Ziais%'—)Ziais%

Claramente ¢ es suprayectiva y es inyectiva puesto que ¢ (3, ais%) = 0 si, y solo si,
> ais%, =0, si, ysolosi, z ), ais%_ =0, si, y solo si, >, ais%_ = 0. Por el teorema 4.9.
se tiene que si pd(T') = 1, entonces T es contable. Pero como J = T y pd(J) = 1,

entonces pd(7T') = 1, luego T es contable, es decir, J es contable; es decir, P(A) es
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contable.



F-anillos

5.1

Construcciéon de Anillos Paraguas

En esta seccién vamos a estudiar con més detalle los anillos paraguas introducidos en la
seccion anterior y nos basaremos en el articulo de Brian Greenberg [Gre74|. Lo que vamos
a hacer ahora es determinar algunas condiciones necesarias y suficientes para que un anillo
sea una anillo paraguas y obtendremos un resultado muy peculiar: un anillo paraguas se
construye mediante el pullback de un anillo de valoracién y un anillo local regular, por lo
que el teorema 4.10 podria resumirse en que un anillo local de dimensién global dos es un

anillo de valoracién, un anillo local regular o el pullback de ambos.

73
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Asi pues, Greenberg generaliza el concepto de anillos paraguas relajando las hipotesis
para definir un F-anillo y realiza resultados sobre estos anillos. Como siempre, estamos

sobre anillos conmutativos.

Definicion 5.1. Un dominio A se dice que es un F-anillo si existe un ideal primo P # 0

tal que:
1. Ap es un anillo de valoracion.
2. P=PAp.

Al ideal P se le denomina F'-ideal.

En particular, los anillos paraguas son F-anillos puesto que cumplen las dos condiciones

impuestas en la definicién anterior.

Una consecuencia inmediata de la definicién es que en un F-anillo A, si a ¢ P, entonces
aP =P yaquesipée P,como P=PApya¢ P, existe un ¢ € P tal que p = aq € aP,
por lo que aP = P. Més ain, los ideales de A estéan contenidos en P o contienen a P ya que
si I es un ideal con I ¢ P, entonces existe a € I\ P, por lo que P = aP C I. Ademés, A
es local si, y solo si, A/P es local debido al teorema de la correspondencia entre los ideales

maximales de A que contienen a Py los ideales maximales de A/P.

Proposiciéon 5.2. Con la notacién anterior, si el ideal P no es maximal, entonces P no es

finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que el ideal P es finitamente generado. Como A es un F-anillo,
se tiene que P = PAp y que Ap es un anillo de valoraciéon. Como estamos suponiendo
que P es finitamente generado, PAp es finitamente generado sobre Ap, por lo que PAp es
principal. Es decir, P es principal. Supongamos que P = (p), conp € A. Seaa ¢ P, entonces
por el comentario anterior se tiene que aP = P, por lo que p = ap’, con p’ € P = (p) y,
por tanto, p’ = pg. Ahora bien, como p = ap’ = agp, se tiene que 1 = aq, es decir, a es una

unidad, por tanto, P es maximal.
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O

Proposicion 5.3. Sea V un anillo de valoracién con ideal maximal M y sea I # 0 un

ideal de V. Entonces IM # [ si, y solo si, I es principal.

Demostracion. Supongamos que IM # I, entonces existe x € I\ IM. Vamos a
demostrar que I = (z). Si esto no fuera asi, existe un y € I\ (x), pero como V es un
anillo de valoraciéon y x no puede dividir a y, se tiene que y divide a z, por lo que, x = ay,

para algin a € M vy, por tanto, x € IM, llegando a una contradiccion.

Supongamos que I # 0 es principal, entonces si fuera IM = I, por el lema de

Nakayama se tendria que I = 0, llegando a una contradiccion.
O

Proposicion 5.4. Si J es un ideal contenido en P tal que JAp no es finitamente generado

sobre Ap, entonces se tiene que JAp =Jy PJ = J.

Demostracion. Siempre se tiene que JP C J. Como P = PAp, JPAp C J, es decir,
PJAp C J, por lo que PApJAp C J. Ahora bien, si PApJAp # JAp, entonces, por la
proposicién anterior, JAp seria principal, cosa que no puede ser, pues no es finitamente
generado por hipotesis. Asi pues, PApJAp = JAp, por lo que JAp C J. Por otro lado,
J C JAp siempre, por lo que se tiene que JAp = J.

Para la segunda parte, como PApJAp = JAp y JAp = J, entonces se tiene que PJ = J.
O

Proposicién 5.5. Sea M un A-moédulo libre de torsion, entonces Tor{ (M, A/P) = 0.

Demostracion. Sea la sucesion exacta corta

0—>Pi>A—>A/P—>0
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donde ¢ es la inclusién de P en A. Por el teorema 2.12 de existencia de sucesiones exactas

largas se tiene la siguiente sucesiéon exacta
0— Tor(A/P,M) > Po M 22 Ao M~ M

Vamos a probar que ¢ ® 137 es una aplicacién inyectiva y, por tanto, Tor‘l4 (M,A/P) = 0.
Sea Y p; @m; € P® M y consideremos un p # 0 € P tal que p divide a cada p;, es decir,
existen a; € A tal que p; = a;p. Entonces >  p; @ m; = p® >_ a;m,;.

Si > p; ® m; fuera al elemento 0, entonces p > a;m; = 0 en M, pero como M es libre de
torsion y p # 0, entonces > a;m; = 0, por lo que Y p; ® m; = p® > a;m; = 0, es decir,

i ® 1 es inyectiva y, por tanto, Tor{'(A/P,M) =0 . O

Proposicion 5.6. Sea A un F-anillo con F-ideal P y sea M un A-moédulo. Entonces M
es proyectivo si, y solo si, M ® A/P y M ® Ap son proyectivos como A/P-moédulos y

Ap-mo6dulos respectivamente.

Demostracion. Como M ® A/P y M ® Ap son proyectivos, entonces M ® (A/P x Ap) es
proyectivo como (A/P x Ap)-moédulo. Sea h: A — A/P x Ap el homomorfismo inyectivo
dado por h(1) = (1,1). Se tiene entonces que h(P) es un ideal en A/P x Ap.

Por un lado tenemos que M ® (A/P x Ap) es proyectivo como (A/P x Ap) médulo, que
P = h(P) es un ideal de (A/P x Ap) y que M/MP = M ® A/P es proyectivo como
A/P-moédulo. Usando el teorema 2.30 concluimos que M es un modulo proyectivo como

A-moédulo. O

Tal como se ha dicho anteriormente, los anillos paraguas son F-anillos. Pues ahora, con
los resultados previos que hemos visto, vamos a demostrar un teorema importante que nos

da una condicién suficiente para que un F-anillo sea un anillo paraguas.

Teorema 5.7. Sea A un F-anillo local con F-ideal P tal que:

= Ap tiene dimension global uno o dos.
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s A/P es un anillo local regular de dimension global dos.

= pdy/p(Ap/P) = 1.

Entonces, A es un anillo paraguas.

Demostracion. Vamos a seguir la prueba que aparece en el teorema 2.7 de [Gre74|. De nue-
vo, vamos a hacer una serie de observaciones que nos permitiran concluir que gldim(A) = 2

y, por lo tanto, A es un anillo paraguas.

1. Elideal P no es finitamente generado: la proposicion 5.2 dice que si P no es maximal,
entonces P no es finitamente generado. Ahora bien, P no puede ser maximal ya
que si lo fuera, entonces A/P serfa un cuerpo y, por tanto, pds,p(Ap/P) = 0,

contradiciendo la tercera hipotesis.

2. pda(P) > 1: si pda(P) = 0, entonces P seria proyectivo y, por el teorema 4.4, P
serfa libre, es decir, P = A. Por lo tanto, P seria finitamente generado, llegando a

una contradiccién.

3. gldim(A) > 2: como hemos encontrado un ideal con dimensiéon proyectiva mayor o
igual que uno, por el corolario 2.27, se tiene que gldim(A) = 1 + sup{pd ()} >

1+1=2.

4. Sea J un ideal de A y sea 0 # z € P, entonces J = zJ: en un dominio, multiplicar
por un elemento distinto de cero es un isomorfismo.

Asi pues, como zJ C P, podemos suponer que J C P.

Consideremos ahora una sucesiéon exacta
0—>L—-F—J—=0 (5.1)

con F' libre, luego proyectivo. Nuestro objetivo ahora es demostrar que L es un

modulo proyectivo ya que de esta manera, pd4(J) < 1 para todo ideal J y, por
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tanto, gldim(A) = 2.

Como Ap es un modulo plano, tensorizando la sucesion con él obtenemos una sucesion
exacta

0—-LAp - FAp > JQ Ap — 0 (5.2)

Por otro lado, como A es un dominio, J es un médulo libre de torsion y, por tanto, la
proposicion 5.5, nos dice que Tor'(.J, A/P) = 0. Por el teorema 2.12 de la existencia

de sucesiones exactas largas, se tiene

0= Tor{!(J,A/P) > LR A/JP - F® A/P - J® A/P =0 (5.3)

5. St JAp no es finitamente generado sobre Ap, entonces L ® A/P es proyectivo como
A/P-mddulo: como JAp no es finitamente generado, la proposicion 5.4 dice que

PJ=J.Como J®A/P= J/JP=J/J =0, entonces (5.3) se transforma en
0—>L®A/P—-F®A/P—0

Es decir, L ® A/P = eqF ® A/P y, como F es libre, L ® A/P es libre como A/P-

modulo y, por tanto, es proyectivo como A/P-modulo.

6. Si JAp es finitamente generado sobre Ap, entonces L&A/ P es proyectivo como A/ P-
modulo: como JAp es finitamente generado, existe un ¢t € J tal que JAp = tAp ya
que Ap es un dominio de valoraciéon y, por tanto, los ideales finitamente generados

son principales.

Vamos a ver ahora que tAp/tApP = Ap/PAp. Para ello vamos a considerar la

aplicacion

@ : AP/PAP — tAp/tApP

E—|—Pz4pI—>tE—|-t14pF)
S S
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La suprayectividad de ¢ es obvia puesto que un elemento ¢ +tApP es imagen de
£ + PAp. Veamos la inyectividad. Sea T + PAp € ker(p), entonces t% +tApP = 0,
por lo que t € tApP = tP. Por lo tanto, existe b € P tal que t7 = tb, es decir,

t(%£ —b) =0y se tiene que £ =b € P. Es decir, £ + PAp = 0.

Consideremos

J/PJ < JAp/PJ

Como JAP/PJ: JAP/PAPJ: JAP/JAPP:tAp/tAppg AP/PAP :AP/P,

tenemos una sucesién exacta corta
0—J/PJ— Ap/P —-C —0

donde C es el cokernel del primer homomorfismo.

Ahora bien, como pd4,p(Ap/P) = 1, si fuera pdy,p(J/PJ) > 2, por el teorema 2.29,
pda/p(C) = pdy/p(J/PJ)+1 = 3, por lo que gldim(A/P) > 3, contradiciendo la
segunda hipotesis.

Asi pues, pdy,/p(J/PJ) < 1y, por (5.3), tiene que ser L ® A/P proyectivo como

A/P-modulo.

7. L ® Ap es proyectivo como Ap-mddulo: como J ® Ap es un ideal de Ap y, por
hipotesis, gldim(Ap) =1 o 2, se tiene que pda,(J ® Ap) < 1. Por lo tanto, L ® Ap

es proyectivo como Ap-modulo.

8. L es proyectivo y, por tanto, A es un anillo paraguas: por la proposiciéon 5.6, como
L ® A/P es proyectivo como A/P-modulo y L ® Ap es proyectivo como Ap-modulo,
entonces L es proyectivo.

Como L es proyectivo, por (5.1), se tiene que pd4(J) < 1, por lo que gldim(A4) = 2.
Por el teorema 4.10 de clasificaciéon de los anillos locales de dimensién global dos, se
tiene que A es un anillo de valoracion, un anillo local regular o un anillo paraguas. Sin

embargo, como A es un F-anillo que cumple todas las hipotesis de anillo paraguas,
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A es un anillo paraguas.

Para acabar este capitulo vamos a dar una construcciéon a partir de la que obtenemos
F-anillos. Veremos que un F-anillo A con F-ideal P se construye mediante el producto

fibrado de Ap y A/P sobre Ap/P.

Construccién 1. Sea V un anillo de valoracién con ideal maximal P y sea D un subani-
llo de V/P que no es un cuerpo. Sea 7 : V — V/P la proyeccion candnica y consideramos

A = r1"YD). Es decir, tenemos el siguiente diagrama:

—t 5V
lﬂ (5.4)

L, y/p

U<Tﬁ>

Bajo estas condiciones se tiene que A =7"Y(D) ={d+p eV :7(d) € D,p € P}.

Proposicion 5.8. Con la notacion de la construccion 1, se tiene que qf(D) = V/P si, y

solo si, V = Ap.

Demostracion. Sea v € V, entonces m(v) € V/P = qf(D). Por lo tanto, n(v) = %,

con a,b € D y b # 0. Entonces, existen a/,b’ € A tal que w(a’) = a,w (b)) = b # 0, por lo

que b’ ¢ P, es decir, w(v) = W(a/)) = ﬂ'(%,l). Esto implica que v — ‘bl—,/ € P, es decir, existe un

z € Ptal que z =v — ‘;—,/ pero, entonces, v = z + Z—: = b/ZbJ,ra/ € Ap puesto que b/ ¢ P.

Como V es dominio de valoracién, se tiene la otra inclusion.

Supongamos ahora que V= Ap. Sea u € V/P, entonces existe un v € V tal

que m(v) = u, pero entonces existen a,b € A,b ¢ P tal que v = . Esto implica que

u=m(v) =m(§) =24 € of(D),

Reciprocamente, sea ¢ € qf(D), entonces existen a’,b" € A,0' ¢ P tal que 7'('(%,/) =

SylS]

Como V = Ap, existe un v € V tal que %,/ = v, es decir, § = 7(v) € V/P. O
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Construccion Basica 2. Con la notacion de la construccion 1, si qf(D) = V/P, en-

tonces decimos que tenemos una construccién basica, que el siguiente diagrama

A——

s

lﬂ (5.5)
D5 v/p

es un diagrama béasico y que A proviene de una construcciéon bésica.

Proposicion 5.9. Si A proviene de una construccion bésica, se tiene lo siguiente:

1.V = Ap.
2. D=A/P.
3. V/P = Ap/P.
4. P = PAp.

Demostracion. Esta visto en la proposicion 5.8.

Como 7 es suprayectiva, m(A) = D. Sin embargo, m(A) = A/P, por lo tanto, A/P =

D.
Por 1. sabemos que V' = Ap, entonces se tiene directamente que V/P = Ap/P.

Como P es un ideal de V', PV = P. Como V = Ap, se tiene entonces que P = PV =

PAp. O

Proposicion 5.10. Un anillo A es un F-anillo si, y solo si, A proviene de una construcciéon

bésica.

Demostracion. Supongamos que A es un F-anillo, entonces se cumple que Ap es un

anillo de valoracion, que P = PAp y que qf(A/P) = Ap/P. Tenemos pues, un diagrama
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bésico de la siguiente forma

A—" s Ap

lﬂ lw (5.6)

A/P 1 Ap/P

Por lo tanto, A proviene de una construccion basica.

Supongamos que A proviene de una construccién bésica. Entonces, por la proposi-

cion 5.9, V = Ap es una anillo de valoracion y P = PAp, es decir, A es un F-anillo.

]
Proposicion 5.11. Sea
Vv
l” (5.7)
D—5v/P

un diagrama bésico, entonces su pullback es igual al anillo que proviene de la construcciéon

basica.

Demostracion. Como sabemos, el pullback de 7 y j se corresponde con el conjunto B =
{(v,d) € V. x D :m(v) = j(d) = d}. Por lo tanto, basta ver que el anillo A que proviene de
la construcciéon basica se puede identificar con B, es decir, A = B.

Sea (v,d) € B. Entonces se tiene que 7(v) = d, pero w(v) = v+ Py, como d € D, existe
un v € V tal que d = v+ P. Por lo tanto, v+ P = u+ P = u — v € P. Llamemos
vV =u—veP.

Por un lado, definimos la aplicacion ® : B — A de manera que ®(v,d) = v +v' € A. Por
otro lado, definimos la aplicacion ¥ : A — B de manera que ¥(v+v') = (v,d) € B, donde
d=v+v + Py, por tanto, se tiene que 7(v) = 7(v +v') = d.

Vamos a comprobar que @V =14 y que Y& = 15.

dU(v + ') = ®(v,d) = v+ v ya que, como d = v+ v’ + P, entonces se tiene que
(v41v") —v = es el elemento que le hace corresponder la aplicacion ®, por lo tanto,
U =14.

Ud(v,d) =¥ (v+v") = (v,d), yaque v/ =u—wvy, por tanto, v+v'+ P=v4+u—v+ P =
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u+ P =d. Es decir,UP = 15. O

Ya estamos dispuestos a enunciar y demostrar el resultado sobre anillos paraguas que

llevamos diciendo durante toda esta seccion.

Teorema 5.12. Un anillo local A es un anillo paraguas si, y solo si, es el pullback de un

diagrama bésico en el que:
= V tiene dimensién global uno o dos.
= D es un anillo local regular de dimensién dos.

= pdp(V/P) = 1.

Demostracion. Supongamos que A es un anillo paraguas, en particular, A es un F-
anillo. Por la proposicién 5.10, A proviene de una construcciéon béasica y, por las proposi-
ciones 5.11 y 5.9, A es el pullback de un diagrama basico en el que V.= Ap y D = A/P.
Por la definicién de anillo paraguas, V tiene dimension global uno o dos, D es un anillo

local regular de dimension dos y pdp(V/P) = 1.

Supongamos que A es el pullback de un diagrama béasico cumpliendo esas condi-
ciones. Entonces por la proposicién 5.11, A proviene de una construccién bésica y, por la
proposiciéon 5.10, A es un F-anillo.

Ahora bien, como A es un F-anillo con F-ideal P cumpliendo que Ap = V tiene dimen-
sion global uno o dos, A/P = D es un anillo local regular de dimension global dos y
pda/p(Ap/P) = pdp(V/P) = 1, entonces podemos aplicar el teorema 5.7 para concluir

que A es un anillo paraguas.
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5.2

Dimension Global de F-anillos

El objetivo principal de esta seccién es encontrar la dimensiéon global de un F-anillo
A con F-ideal P a partir de la dimension global de los anillos A/P y Ap. Por lo tanto,

durante toda la seccion A denotara un F-anillo y P su F-ideal.

Proposicion 5.13. Si M es un A-moédulo libre de torsion, entonces se tiene que

pdy (M) = méx{pdy,p(M @ A/P),pdy,(M ® Ap)}

Demostracion. Sea m = méx{pdy,p(M ® A/P),pds,(M ® Ap)}. Si pda(M) es finita
y consideramos una resolucion proyectiva de M, al tensorizar con Ap y A/P llegamos a

resoluciones proyectivas de M ® A/P y M ® Ap, por lo tanto, m < pd 4(M).

Consideremos una sucesiéon exacta de A-modulos

0-Q—=-Qn-1—>-—Qp—>M—=0

donde cada @Q); es proyectivo. Entonces, la proposicion 5.6 nos dice que QQ; ® Ap v Q; ®
A/ P son proyectivos y, por lo tanto, la sucesion exacta de arriba da lugar a resoluciones
proyectivas de M @ A/P y M ® Ap, por lo que Q ® Ap y QQ ® A/P son proyectivos y, por

tanto, @ es proyectivo. Como @ es proyectivo se cumple entonces que pda(M) < m.

En el caso en que m o pd4(M) fueran infinitos se tendria la igualdad directamente.

Corolario 5.14. Se tiene que pda(Ap) = pdy,p(Ap/P).
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Demostracion. Tomando M = Ap y aplicando la proposiciéon 5.13 tenemos que pd 4 (Ap) =
max{pd,, p(Ap®A/P),pdy,(Ap®Ap)}. Sin embargo, pds,(Ap®Ap) = 0, por lo tanto,

pda(Ap) = pda/p(Ap ® A/P) = pda/p(Ap/P). O
Teorema 5.15. Si gldim(Ap) =n > 1y gldim(A/P) = m > 1, entonces

4
n St n>m

gldim(4) = { m si m=nypdyp(Ap/P)<m

m+1 si m>nypdyp(Ap/P)=m

Demostracion. 1. n > m.Paraunideal I de A, pd4(I) < n—1 ya que, por la proposicion
5.13, pda(l) = max{pd,,p(I ® A/P),pdy, (I ® Ap)} <méx{m —1,n—1} <n-—1.
Por lo tanto, gldim(A) < n. Sin embargo, como gldim(Ap) = n, existe un ideal J
de A tal que pda,(JAp) = n — 1, por lo tanto, pda(J) = n — 1 y se tiene que

gldim(A) = n.

2. m > n. Sea I un ideal de A que contiene a P tal que pdy,p(I/P) = m — 1. Co-
mo I/P = I/IP, se tiene que pda(/) = max{pd,,p(I ® A/P),pdy,(I ® Ap)} =
max{pd,p(I/IP),pdy,(I ® Ap)} =m — 1, por lo que gldim(4) > m.

Sea I un ideal arbritario de A. Vamos a tratar de computar pd 4(I). Para ello podemos
suponer que I C P tal y como hemos visto en el teorema 5.7. Asi pues, consideremos
la sucesion exacta

O—L—F—>1-—0

donde F' es libre.

Tensorizando con Ap y A/P, obtenemos una sucesion exacta de Ap-modulos 'y A/ P-
modulos, respectivamente. Se tiene entonces que pda, (I ® Ap) < gldim(Ap) —1 <
n—1<m-—1.

Si I Ap no es finitamente generado podemos hacer lo mismo que en el teorema 5.7 pa-

ra obtener que I = I Py, por tanto, pd4/p(I®A/P) = pdy,p(I/IP) = pdy,p(0) =
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0. Aplicando ahora la proposicién 5.13, se tiene que pda(l) = max{pd,p(I ®
A/P),pds, (I ® Ap)} <méax{0,m —1} =m — 1.
Si IAp es finitamente generado, como en el teorema 5.7, podemos encontrar una

sucesion exacta de la forma
0—1/IP— Ap/P —-C —0

a) Sipds p(Ap/P) < m, entonces pdy,p(I/IP) < m ya que de otra manera, por
el teorema 2.29, se tendria que pdy,p(C) > m + 1, y esto no puede ocurrir
porque gldim(A/P) = m. Aplicando de nuevo la proposiciéon 5.13 se tiene que

pda(I) < m—1, por lo que gldim(A) < m, llegando a la igualdad gldim(A) = m.

b) Si pda/p(Ap/P) = m, entonces pdy/p(I/IP) < m ya que de otra forma
se tendria que pds,p(C) > m + 2. Por lo tanto, pda(/) < m, teniendo que
gldim(A) < m + 1. Sin embargo, pda(Ap) = pda/p(Ap/P) = m, por lo que si
cogemos 0 # z € P, zAp es un ideal de A con dimension proyectiva m, por lo

que gldim(A) = m + 1.

Corolario 5.16. Si gldim(A) = d, entonces se tiene lo siguiente:
1. gldim(Ap) < d,
2. gldim(A/P) < d,

3. si gldim(A/P) = d, entonces pd4,p(Ap/P) < d.

Demostracion. Supongamos que gldim(A) = d. Entonces por el teorema anterior se tiene
necesariamente que gldim(Ap) < d y que gldim(A/P) < d. Ahora bien, si se tiene que
gldim(A/P) = d, entonces es porque estamos en el caso dos del teorema, por lo que

pdA/p(Ap/P)<d. 0
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Corolario 5.17. Supongamos que gldim(A) = d, entonces se tiene lo siguiente:

1. Si gldim(Ap) = d, entonces gldim(A/P) < d y, si gldim(A/P) = d, entonces

pda,p(Ap/P) < d.
2. Si gldim(Ap) < d, se tiene que:
a) gldim(A/P) =d si pds/p(Ap/P) <d—1,
b) gldim(A/P) =d—1odsipdy/p(Ap/P)=d—1.
Demostracion. Supongamos que gldim(Ap) = d. Necesariamente tenemos que tener que

gldim(A/P) < d ya que de lo contrario llegariamos a que gldim(A) > d. Ahora bien, si

gldim(A/P) = d, entonces estamos en el caso dos del teorema anterior y tenemos que

pda/p(Ap/P) < d.

Supongamos que gldim(Ap) < d. Entonces o bien estamos en el caso dos, o bien en el
caso tres. Si estamos en el caso dos es porque gldim(A/P) = dy pdy/p(Ap/P) < d—1.

Si estamos en el caso tres es porque gldim(A/P) =d — 1y pdy/p(Ap/P)=d—1. O
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