Universidad de Murcia, Facultad de Matematicas

Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa

TRABAJO FIN DE MASTER

Arboles Elegantes

Taxonomia y estudio de modelos propuestos para abordar
la Conjetura de Ringel-Kotzig.

Concepciéon Dominguez Sanchez

Dirigido por
Alfredo Marin Pérez

Julio 2017






Arboles Elegantes

Taxonomia y estudio de modelos propuestos para abordar
la Conjetura de Ringel-Kotzig.

Concepcion Dominguez Sanchez

Dirigido por

Alfredo Marin Pérez






Declaracion de originalidad

Yo, Concepcién Dominguez Sanchez, autora del TFM Arboles elegantes: Tazonomia y
estudio de modelos propuestos para abordar la Conjetura de Ringel-Kotzig, bajo la tutela
del profesor Alfredo Marin Pérez, declaro que el trabajo que presento es original, en el
sentido de que se ha puesto el mayor empeno en citar debidamente todas las fuentes

utilizadas.

En Murcia, a 3 de julio de 2017,

.

Concepcién Dominguez Sanchez.






Indice general

Resumen

1. Grafos y arboles elegantes

1.1. Breve introduccion a la Teoria de Grafos . . . . . . . . . . . . .. ... ..

1.2. Definicion, origen y aplicaciones . .

2. Taxonomia de arboles elegantes

2.1. Arboles elegantes segiin su estructura . . . . . . ... ... L.

2.1.1. Arboles simétricos . . . . .

2.1.2. Caminos y orugas . . . . . .

2.1.3. Estrellas, superestrellas y tracas . . . . . . . ... ... ... ...

2.1.4. Construccién de arboles elegantes a partir de otros . . . . . . . ..

2.1.5. Aranas . ... .. ......
2.1.6. Langostas . . ... ... ..

2.2. Arboles elegantes segin su didmetro

2.3. Arboles elegantes segiin su nimero de nodos . . . . . . ... ... ... ..

3. Modelos de Optimizacién Lineal Entera

3.1. Elmodelode Redl . . ... .. ..

3.2. Nuevo modelo de Optimizacion Lineal Entera . . . . . . . . ... ... ..

3.2.1. Mejoras del modelo anterior

3.3. Comparativa entre los tres modelos. Resultados computacionales . . . . . .

Conclusiones y lineas de trabajo futuras

Bibliografia

11
11
13

21
22
22
27
29
32
38
41
47
52

53
93
56
S7
66
68

68



Resumen

Un arbol T' = (V, E) de orden n es elegante si existe un etiquetado en el que se asignan
a sus vértices valores diferentes en el conjunto de nimeros {0,...,n — 1} de manera que
las etiquetas de las aristas, cuyos valores vienen dados por la diferencia en valor absoluto
de las etiquetas de sus extremos, tomen valores distintos en el conjunto {1,...,n — 1}.

El origen de los etiquetados elegantes se remonta a principios de los 60, y esta rela-
cionado con las descomposiciones de grafos. En 1967, Rosa publica el articulo On certain
valuations of the vertices of a graph con la intencién de abordar una conjetura que enuncia
Ringel cuatro anos antes, segin la cual todo arbol de orden m + 1 descompone a Ko, 1.
Kotzig conjetura posteriormente que esta descomposicion es ciclica. En su articulo, Rosa
define un etiquetado elegante de los vértices de un grafo (al que él llama S-evaluacién) y
demuestra que todo arbol elegante de tamano m descompone ciclicamente a Ko, 1. Esto
centra la atencion en probar la que se conoce con el nombre de Conjetura de Ringel-Kotzig,
que establece que todos los arboles son elegantes.

Desde entonces se han publicado cientos de resultados sobre arboles elegantes, pero a
dia de hoy la conjetura sigue sin resolver. Este trabajo se centra en el estudio de arboles
elegantes y en los avances que se han hecho hasta el momento en el intento de probarla.

El primer capitulo contiene una introduccién a algunos contenidos basicos de Teoria
de Grafos que emplearemos a lo largo del trabajo y una segunda seccion en la que intro-
ducimos el concepto de grafo elegante, asi como una breve contextualizacion, indicando su
origen y utilidad inicial y algunas de las aplicaciones actuales de los etiquetados elegantes
de arboles.

El segundo capitulo consiste en una taxonomia de arboles elegantes atendiendo a tres
criterios. La primera seccién del capitulo se centra en el estudio de etiquetados elegantes
de arboles segin su estructura, y en ella estudiaremos resultados acerca de la elegancia
de caminos, estrellas, arboles simétricos y otras clases de arboles. También se ha incluido
un apartado que muestra construcciones de arboles elegantes a partir de otros, esencial
para la demostracién de elegancia de arboles con estructura mas compleja. A lo largo del
capitulo, ademas de recopilar y clasificar los resultados méas importantes existentes hasta
la fecha, hemos elaborado demostraciones de algunos de ellos. En particular, incluimos
demostraciones propias sobre la existencia de etiquetados elegantes de tracas y varios
resultados relacionados con la elegancia de langostas. En otros casos, hemos desarrollado
demostraciones que estaban meramente esbozadas u omitidas. Por ltimo, para hacer
mas accesible su lectura y comprension, hemos ejemplificado las demostraciones y los
resultados de todo el capitulo.

La segunda seccién del capitulo aborda la Conjetura de Arboles Elegantes atendiendo
a su diametro, y guarda similitud con la anterior en el enfoque matematico desde el que
se realiza el estudio. En esta seccion incluimos una demostracion de que todos los arboles
de didmetro menor o igual a cuatro son elegantes, realizada por Hrné¢iar y Haviar en 2001
en [15], y sentamos la base de la demostracién de arboles de didmetro cinco.

La ultima seccién, en cambio, tiene un caracter mas computacional, pues aborda el
problema empleando como criterio el niimero de vértices que posee un arbol, estableciendo
un breve resumen de resultados anteriores obtenidos mediante algoritmos de busqueda



exhaustiva.

En el dltimo capitulo presentamos un modelo de Optimizacion Lineal Entera propuesto
por Redl en 2003 en [26] que hemos linealizado e implementado en el programa Xpress.
A continuacién, damos la formulacion de un nuevo modelo de Optimizacién Entera que
hemos disenado y algunas desigualdades validas que lo refuerzan. Finalmente, incluimos
en el trabajo un estudio comparativo utilizando Xpress en el que comparamos el modelo
de Redl con nuestro nuevo modelo, y este con y sin las desigualdades validas adicionales,
empleando instancias aleatorias de arboles de distinto orden.






Capitulo 1

Grafos y arboles elegantes

En este capitulo del trabajo, vamos a dar la definicién de grafo elegante, concretando
su origen en la literatura y dando a conocer algunas de sus aplicaciones. A continuacion,
presentaremos los avances que se han conseguido hasta ahora en el intento de probar la
Conjetura de Arboles Elegantes o de Ringel-Kotzig, segin la cual todos los arboles son
elegantes.

1.1. Breve introduccion a la Teoria de Grafos

Todos los contenidos que aparecen en esta seccion pertenecen a la asignatura Grafos
y Optimizacion Discreta.

Definicién 1.1. Un grafo simple no dirigido es un par (V, E') formado por un conjunto
finito V' # (), a cuyos elementos denominaremos vértices o nodos y F, un conjunto
de pares (no ordenados y formados por distintos vértices) de elementos de V' a los que
llamaremos aristas.

= A los nodos vy, vy se les llama extremos de la arista e si e = (v, v3), y en tal caso
se dice que los nodos son adyacentes o vecinos. Al conjunto de vecinos de un
nodo v; de un grafo G se le denota por Ng(vy).

= Una arista e es incidente con un vértice v si v es uno de sus extremos. En ese caso,

se dice que e incide en v.

Representaremos como V' (G) (o V') al conjunto de nodos de un grafo GG, y como E(G)
(o E) al conjunto de aristas de G.

Un grafo se puede representar mediante un diagrama en el que cada vértice esta
asociado a un objeto (normalmente un circulo o una circunferencia), y cada arista se
representa mediante una linea que une los dos vértices que la componen.

Definicién 1.2. Se llama orden de un grafo a |V| (se suele denotar por n). Se llama
tamano de un grafo a |E| (se suele denotar por m).

11



12 Grafos y arboles elegantes

Definicién 1.3. El grado de incidencia ¢g(v) de un vértice v es el nimero de aristas
que inciden en él. El grado maximo de un grafo es el maximo de los grados de todos
sus vértices.

Definicién 1.4. Dado un grafo G = (V, E), se dice que otro grafo G' = (V',E') es
subgrafode GsiV' CVy E CE.

Dado un grafo G = (V, E) y dado V' C V|, se llama subgrafo de G inducido por
V'aGg = (B, Ep), donde

Ep={(,j)eE:ieV jeV'}.

De modo similar, dado E' C FE, llamaremos subgrafo de G inducido por E’' a Gg =
(VE/, E,) con
Vi ={v eV :(v,u) € E' para algin u € V'}.

Definicién 1.5. Dos grafos Gy = (Vi, Ey) y Ga = (Va, Es) se dice que son isomorfos (y
en tal caso, los denotaremos por G; = G) si existe una aplicacién biyectiva f : V) — V5
tal que V u,v € Vi,

(u,v) € By < (f(u), f(v)) € Es.

Tal aplicacién recibe el nombre de isomorfismo.

Definicién 1.6. Se llama grafo completo a G = (V| F) tal que vy,v € V, v1 # vy =
(v1,v9) € E. A un grafo completo de n vértices lo denotaremos K.

Definicién 1.7. Un grafo G = (V, E) es bipartito si V = V; UV, con V; # 0, Vo # 0,
VinVy=0y
v € VI, vy €VS o bien

V(vy,v9) € E =
(1 2) {U1€%7 ,UQEX/I'

Definicién 1.8. Un grafo completo bipartito es un grafo bipartito con £ = V; x V5,
es decir, que contiene a todas las aristas posibles con un extremo en Vj y otro en V5. Si
|Vi| = 7y |V2| = s, al correspondiente grafo bipartito completo se le denota por K s.

Definicién 1.9. Una cadena o camino es un grafo P = (V, E) definido por V' = {vy, ...,
vnt vy E = {(v1,v2),(v2,v3), ... ,(vn_1,vs)}, s decir, una sucesion alternante de vértices y
aristas distintos que comienza en un vértice y termina en otro, tal que cada arista incide
en el nodo anterior y posterior de la sucesion. Se dice que P conecta v; con v,,. Un camino
con m aristas se dice de longitud m y lo denominaremos P, 1.

Definicién 1.10. Un ciclo (o ciclo elemental) es un grafo C' = (V, E) definido por
V=Avy,...,un},conn >3,y E={(v,09),(v2,03), ...,(Un_1,00),(vn,v1)}, es decir, una
cadena més una arista entre los vértices unidos por la cadena. Al ciclo con n nodos (y
aristas) se le suele denominar C,,. Llamamos longitud del ciclo al nimero de aristas que
lo componen. Un subgrafo de G que sea un ciclo se denominara ciclo en el grafo G.

Definicién 1.11. Un grafo es conexo si cualquier par de vértices (distintos) estén co-
nectados por una cadena. Un grafo que no es conexo suele llamarse disconexo.

Definiendo en V' la relacion siguiente:

V1 = Vg o bien
Yoy, vy €V, ilje
existe una cadena en GG que conecta v; con vs.
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C es una relacién de equivalencia, de forma que V| constituye una particién de V/,
cada una de cuyas clases de equivalencia se denomina componente conexa.

Dado G = (V, E) conexo, si (V, E\{e}) es disconexo, la arista e se denomina puente.

Definicién 1.12. Dado un grafo conexo G = (V, E), definimos la distancia entre dos
nodos v;,v; € V como el menor nimero de aristas necesario para conectar v; y v; por
medio de una cadena, y la denotamos por d(v;, v;). La excentricidad de un nodo v, €(v),
se define como la maxima distancia de v a cualquier otro nodo. El radio de G se define
como la minima excentricidad de sus nodos, es decir, min,cy €(v); y el didmetro, como
la maxima excentricidad de sus nodos, es decir, max,cy €(v).

Definicién 1.13. Dados dos grafos G = (Vg, Eq),G' = (Vgr, Egr) con u € Vg, u' € Vi,
decimos que el grafo H se ha formado a partir de G y GG’ identificando los vértices u
yu st H= (Vy,Ey) con Vg = Vo U Ve \{u'}, By = Eq U{(v,w) € Eg : v # u' #
w}U{(u,v):v € Ne(u)}.

Definicién 1.14. Dado G = (V, E) con V = {vy,...,v,}, la matriz de adyacencia
M, n = (m”) se construye mediante

M — 1 si (vi,vj) S E,
Y1 0 en otro caso.

Definicién 1.15. Diremos que un grafo G = (V, E) es un drbol si es conexo y no contiene
ciclos. Un drbol generador de G es un subgrafo G = (V, E'), con E' C E, conexo y sin
ciclos. En un arbol, los nodos con grado de incidencia 1 se denominan hojas.

Definicién 1.16. Dado un arbol T', podemos distinguir un nodo cualquiera v, que pasara
a llamarse raiz. El par compuesto por arbol y raiz se llamara entonces arbol con raiz o
enraizado. Diremos que la raiz del arbol enraizado estd a nivel cero. El nivel del resto
de nodos sera la longitud de la tinica cadena que los une a la raiz. Diremos que un nodo u;
es hijo de un nodo u; si estd en un nivel superior y todos los vértices de la tinica cadena
que conecta u; y u; también estdn en un nivel superior al de u;. Diremos que u; es hijo
directo de u; si es hijo y son adyacentes.

Definicién 1.17. Un arbol T con raiz v es simétrico si todos los vértices del mismo
nivel tienen el mismo grado.

1.2. Definicién, origen y aplicaciones

Un grafo G = (V, F) se dice etiquetado por ¢ si a cada vértice v € V se le asigna un
entero no negativo ¢(v) y a cada arista e = (u,v) € E se le asigna el valor |¢p(u) — ¢(v)].

Definicién 1.18 (De [10], p. 5). Un etiquetado es elegante si ¢ : V' — {0,1,2,...,|E|} es
inyectiva y si todas las aristas de F tienen una etiqueta distinta del conjunto {1,2,...,|F|}.
Si un grafo admite un etiquetado elegante, se le llama grafo elegante.

De acuerdo con [10], los etiquetados elegantes se introdujeron a finales de los anos 60.
Para explicar su origen, necesitamos hablar de descomposiciones de grafos.
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Definicién 1.19 (De [10], p. 6). Una descomposicién de un grafo G es una coleccién
{H;} de subgrafos no vacios tal que H; = Gg,, el subgrafo inducido por algiin subconjunto
(no vacio) E; C E(G), donde {E;} es una particién de E(G). Si {H;} es una descomposi-
cién de un grafo G tal que, para cada i, H; = H para algun grafo H, entonces se dice que
G es H-descomponible. Si G es un grafo H-descomponible, escribimos H|G y decimos
que H descompone a G.

Definicién 1.20 (Basada en la de [11], p. 210). Sea K, el grafo completo de orden n
con Vi, = {vo,...,v,_1}. Una descomposiciéon de K,, en k subgrafos {H,}¥_; isomorfos
a H es ciclica si se cumple que para i =0,...,k — 1, Vi, | (msd k) = {Vj+1 (med n)}'UjEVHi’
EHM (méd k) = {(Uj+1 (méd n)s Vk+1 (méd n))}(vj,vk)EEHi'

Un ejemplo de descomposicién ciclica se puede ver en la Figura 1.3. Si H|G, el tamano
de H necesariamente divide al de GG, y H es necesariamente subgrafo de GG. Sin embargo,
que el tamano de H divida al de G no es condicién suficiente para H|G. Es facil ver que
todo grafo no vacio es Ky-descomponible.

De acuerdo con [10], las descomposiciones de grafos se han estudiado a lo largo de la
historia en la teoria del diseno, principalmente las descomposiciones de K,. Una de las
conjeturas que han dado lugar al estudio de grafos elegantes ha sido la siguiente:

Conjetura de Ringel. Todo darbol de orden m + 1 descompone a Koy, yi1.

Esta conjetura la propuso Ringel en 1963 y atin esta por resolver. Se dice también en
[10] que Kotzig hizo una conjetura ain maés fuerte que la de Ringel:

Conjetura de Kotzig. Todo drbol de orden m+1 descompone ciclicamente a Koy, 1.

En 1967, Rosa publicé el articulo [28] con la intencién de atacar la Conjetura de Ringel.
Su idea fue usar un etiquetado de vértices (al que llamaba evaluacion) de un grafo H de
tamano m para probar que podia descomponer ciclicamente a K, ;. Empleando parte de
su notacién, consideremos un etiquetado ¢¢ del grafo G. Sea |V (G)| = n, Vy,, el conjunto
de numeros asignado a los vértices de G y Ej,, el conjunto de nimeros asignado a las
aristas de G. Consideremos las siguientes condiciones:

1. Vi, C€{0,1,...,m},
2.V, C{0,1,...,2m},
3. By, ={0,1,...,m},
4. By, ={z1,29,...,0p}, donde z; =i 0 z; =2m + 1 — 1,

5. existe x € {0,1,...,n} tal que para cada arista (u,v) € E(G) se tiene ¢g(u) < z,
¢c(v) > x o bien ¢g(u) > z, da(v) < .

A partir de estas condiciones, Rosa defini6é cuatro tipos de etiquetados:

» Un p-etiquetado satisface las condiciones (2) y (4).

» Un o-etiquetado satisface las condiciones (2) y (3).
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Nivel 0

Nivel 1 C)

Figura 1.1: Grafo bipartito S

» Un S-etiquetado satisface las condiciones (1) y (3).

» Un a-etiquetado de indice k satisface las condiciones (1), (3) y (5) para = = k.

El f-etiquetado de Rosa se conoce con el nombre de etiquetado elegante, mientras
que el a-etiquetado se conoce también como etiquetado bipartito. Es claro que si un
grafo G posee un a-etiquetado ag de indice k, entonces es un grafo bipartito, donde

Vi={veV(G):acl) <k} yVo={v e V(G):ag(v) > k}.

Debido a que la condicién 1 es mas restrictiva que la 2, y la 3 mas restrictiva que la
4, se tiene que cada uno de los etiquetados definidos anteriormente satisface condiciones
mas fuertes que el anterior. Por tanto, si se pudiera probar que todos los darboles tienen
un etiquetado bipartito, esto implicaria que son elegantes. No obstante, Rosa probd que
no todos los arboles tienen un etiquetado bipartito.

Nosotros vamos a demostrar que el grafo bipartito S de la Figura 1.1 (conocido como
la arana S(2,2,2)), cuya raiz v tomaremos como el tinico nodo de grado 3, no tiene
un etiquetado bipartito. En efecto, para que S tuviera un etiquetado bipartito, y sin
pérdida de generalidad, los vértices de los niveles 0 y 2 tendrian que llevar el conjunto de
etiquetas {0, ..., k}, y los vértices de nivel 1, el conjunto {k+1,...,n— 1}, donde k = 3
y n=|V(S)] =7 (o bien los nodos de los niveles 0 y 2 el conjunto {k¥' +1,...,n— 1}y
los nodos del nivel 1 las etiquetas del conjunto {0, ...,k"}, con k' = 3, pero por el Lema
2.1 que veremos posteriormente, se tiene que estas dos condiciones son equivalentes).

Asi pues, como S es simétrico, podemos asignar las etiquetas {4,5,6} a los nodos
de nivel 1 indistintamente. Una vez hecho esto, y sabiendo que queremos obtener un
etiquetado bipartito, tenemos dos nodos que pueden etiquetarse con el valor 0, que son
los dos nodos adyacentes al de etiqueta 6. Veamos cada uno de los casos:

= Si etiquetamos la raiz v con el valor 0, entonces nos queda distribuir las etiquetas
{1,2,3} en las tres hojas de manera que obtengamos en las aristas adyacentes a
nodos de los niveles 1 y 2 el mismo conjunto de etiquetas. Por tanto, al nodo de
nivel 2 vecino del de nivel 1 con la etiqueta 6, solo tenemos opcion de etiquetarlo con
el valor 3. Los otros dos nodos del nivel 2 se pueden etiquetar con las etiquetas {1, 2}
dando lugar a los etiquetados de la Figura 1.2a, ninguno de los cuales es elegante.

= Si etiquetamos con el valor 0 a la hoja adyacente al vértice de nivel 1 con la etiqueta
6, tenemos entonces que, para conseguir un etiquetado elegante, la raiz ha de llevar la
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(a) Etiquetados de S obtenidos fijando la etiqueta de la rafz con
el valor 0

(b) Etiquetados de S obtenidos fijando la etiqueta de la raiz con
el valor 1

Figura 1.2: Etiquetados no elegantes de .S obtenidos fijando algunas etiquetas

etiqueta 1 (o no conseguiremos ninguna arista con etiqueta 5). De nuevo obtenemos
dos posibles etiquetados (que no son elegantes, y por tanto no son bipartitos) con
estas condiciones, que se pueden ver en la Figura 1.2b.

Rosa también demostré el siguiente resultado en [28, pp. 353-354], aunque nosotros lo
hemos tomado de [10, pp. 7-8], y hemos incluido algunas modificaciones en la demostra-
cioén.

Teorema 1.21. Si H es un grafo elegante de tamano m, entonces Ko, 11 es H-descomponible.
De hecho, Ko,,11 se puede descomponer ciclicamente en subgrafos isomorfos a H.

Demostracion. Como H es elegante, a sus vértices se les puede asignar una etiqueta del
conjunto {0, 1, ..., m} de manera que las etiquetas inducidas de las aristas sean 1,2, ..., m.
Sea V(Kams1) = {vo,v1, ..., Vam}, donde los vértices de Ky, 1 se han ordenado ciclica-
mente en un (2m + 1)-dgono regular, y denotemos el (2m + 1)-ciclo resultante por C.
Identifiquemos cada vértice de etiqueta i de H (con 0 < ¢ < m) con v; € Kopi1, v lla-
memos H; al subgrafo resultante isomorfo a H en Ks,,,1, en la que las aristas de H se
dibujan trazando una linea recta en Ko, yq. Asi, Hy = H y V(Hy) C {vg,v1, ..., Um}-

Etiquetemos cada arista (vs,v;) de Kapniq (con 0 < s,t < 2m) con la distancia
dc(vs,vy) entre vg y v en C (entendida como d(vg,v:) en el subgrafo C'), donde 1 <
dc(vs,v,) < m. Consecuentemente, Ky, 1 contiene exactamente 2m + 1 aristas con la
etiqueta ¢ para 1 < i < m y H; contiene exactamente una arista de etiqueta i. Ademas,
si la arista (v,,v;) tiene etiqueta ¢, entonces (vs11 (m6d 2)m + 1, V411 (msd 2)m+1) también
tiene etiqueta ¢, para 1 <7 < m.
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(¢) En rojo, Hy, subgrafo de K7 isomorfo a (d) Hy resultantes tras aplicar la demostra-
H cién del Teorema 1.21

Figura 1.3: Descomposicién ciclica de K7 a partir de H = P,

Figura 1.4: En naranja, subgrafo H; = C5 de K;;. Siguiendo la demostraciéon del Teorema
1.21, obtenemos que C5 descompone a K7, ciclicamente
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Figura 1.5: Ejemplo de aplicacion del etiquetado elegante de caminos para el enrutamiento
por MPLS. La imagen se puede encontrar en [6]

Sea Hy 1 = (VHk+1, EHkH), con VH,CJrl = {vi—i-k (méd 2m+1)}v¢€VH1: EH,CJrl = {(Ui—i-k (méd 2m+1);
Vjtk (méd 2m+1)) } (v vj)eBy,» Dara k = 1,...,2m. Entonces Hy = H Vk € {1,...,2m + 1}
y hemos obtenido una descomposicion ciclica de Ko, 11 en 2m + 1 subgrafos isomorfos a
H. O

En la Figura 1.3 tenemos una descomposicion ciclica de K en siete subgrafos isomorfos
al arbol H = Py, siguiendo los pasos de la demostracion del Teorema 1.21.

Cabe destacar que no es necesario que H sea elegante para que Ko, sea H- des-
componible ciclicamente. Por ejemplo, aunque C5 no es elegante (demostrado por Rosa
en su articulo [28] de 1967), C5 descompone a K; ciclicamente, tal y como se puede ver
en la Figura 1.4. En naranja, tenemos un subgrafo H; de K;i; isomorfo al ciclo H = (5.
Si seguimos los pasos de la demostracion del Teorema 1.21, obtendremos los Hj, y, por
tanto, la descomposicion ciclica de K17 en 11 grafos isomorfos a Cs.

El trabajo de Rosa centrd la atencion en probar que todos los arboles son elegantes,
para asi demostrar la Conjetura de Ringel. Esto puede haber dado interés a la Conjetura
de Arboles Elegantes, o de Ringel-Kotzig:

Conjetura de Ringel-Kotzig. Todos los drboles son elegantes.

Aunque estas fueron algunas de las razones originales que motivaron el estudio de
arboles elegantes, mas recientemente se han encontrado otras aplicaciones del etiquetado
elegante de arboles, que se pueden ver en [2, p. 95].

Algunas de sus aplicaciones se encuentran en las redes de comunicacion. Por ejemplo,
en [6] se han desarrollado algoritmos de numeracién de nodos basados en etiquetados ele-
gantes de arboles (concretamente, de caminos y orugas, descritos en la seccién siguiente).
Estos etiquetados tienen utilidad en redes IP (Internet Protocol), especialmente en las
areas de MPLS (multi-protocol label switching) y QoS (Quality of Service), ya que les han
servido para proponer refinamientos relacionados con el enrutamiento por IP.

Concretamente, cuando se envian paquetes a través de una red MPLS de un nodo a
otro (es decir, a través de un circuito end-to-end), este se etiqueta inicialmente y pasa por
una serie de nodos intermedios (llamados label switch routers) en los que se usa la etiqueta
incluida en el paquete para determinar el siguiente nodo al que se tiene que ir, y luego se
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reemplaza esta etiqueta por otra. En este contexto, se puede aprovechar el etiquetado de
los nodos de forma que sirva para generar las etiquetas intermedias. En el caso unicast
routing case, en el que se envia el paquete a un nodo especifico, se pueden etiquetar
elegantemente los nodos del camino en orden alternando la menor y la mayor etiqueta
disponible, tal y como se ve en la Figura 1.5 (y como estudiaremos en la subseccién 2.1.2),
de manera que las etiquetas de las aristas (link labels) tomen valores distintos decrecientes
de n—1 a 1, del nodo fuente (source node) al nodo destino (destination node). Esto tiene
como ventajas que los nodos intermedios pueden usar estas aristas inducidas para definir
la ruta y que el valor de la arista indica el nimero de saltos de nodos restante. En el caso
multicast routing case, en el que el paquete se envia a varios destinatarios que quieren
recibirlo, se puede emplear el etiquetado de orugas descrito en la subseccion 2.1.2 con el
mismo objetivo.

También encontramos aplicaciones de los etiquetados elegantes en Big Data, donde las
bases de datos orientadas a grafos son cada vez més utilizadas. Asi, de acuerdo con [2],
toda red social o dato relacional puede representarse mediante un grafo y almacenarse en
dicha base de datos, lo que lleva a millones de relaciones entre usuarios almacenadas. La
inclusion de etiquetados elegantes tiene como fin ayudar a indexar todos estos datos para
agilizar las busquedas.






Capitulo 2

Taxonomia de arboles elegantes

En este capitulo vamos a detallar algunos de los avances en el intento de probar la
Conjetura de Ringel-Kotzig.

A la hora de probar que una determinada clase de arboles es elegante, los resultados
de la literatura se basan en distintas caracteristicas de los arboles, como su estructura, su
didmetro o su numero de vértices. Por ello, vamos a comenzar demostrando la elegancia
de algunos tipos de arboles basandonos en su estructura; posteriormente, abordaremos el
problema dando resultados basados en el diametro del arbol y en el niimero de hojas; por
ultimo, mostraremos algunos resultados obtenidos computacionalmente que dependen del
numero de vértices del arbol.

No obstante, antes de incluir estos resultados vamos a explicar algunos procedimientos
para obtener etiquetados bipartitos y elegantes de un arbol a partir de otros etiquetados.
Aunque en las siguientes secciones nos centraremos en arboles elegantes, los etiquetados
bipartitos nos seran ttiles para construir etiquetados elegantes, por lo que los incluimos
aqui.

Lema 2.1 (De [30], p. 3). Sea ¢ un etiquetado elegante de un darbol T', donde |V (T)| = n.
Entonces el etiquetado ¢' definido como ¢'(v) = n — 1 — ¢(v) es también un etiquetado
elegante de T

Demostracion. Como ¢ es inyectiva y tiene rango {0,1,...,n—1}, ¢' también es inyectiva
y posee el mismo rango. Ademds, para cada arista e = (u,v) tenemos ¢'(u) — ¢'(v)
=n—1-—0¢(u))—(n—1—0w)) = ¢(v) — d(u), luego el etiquetado inducido de la arista
es el mismo, por lo que ¢’ es elegante. O

Al etiquetado ¢'(v) =n — 1 — ¢(v) se le suele llamar etiquetado complementario
de ¢.

Lema 2.2 (De [30], p. 4). Sea ¢ un a-etiquetado de T de indice k, donde |V(T)| = n.
Entonces, el etiquetado complementario ¢' produce un a-etiquetado de T de indice n—k—2.

Demostracion. Por el Lema 2.1, sabemos que ¢’ es un etiquetado elegante. Sea (u,v) €
E(T). Como ¢ es un a-etiquetado, tenemos, sin pérdida de generalidad, ¢(u) < k < ¢(v).

21
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Entonces ¢'(u) <n —1—k < ¢'(v), luego ¢'(u) <n—k —2 < ¢'(v). Por tanto, ¢’ es un
etiquetado de T' de indice n — k — 1. O

Lema 2.3 (De [30], p. 4). Sea ¢ un a-etiquetado de T de indice k, con |V(T)| = n.
Entonces el etiquetado

oy ko) si p(v) < k
¢(U)_{n+k—¢(v) si p(v) > k

es también un a-etiquetado de indice k.

Demostracion. Sea (u,v) € E(T). Como ¢ es un a-etiquetado, tenemos, sin pérdida de
generalidad, ¢(u) < k < ¢(v). Entonces ¢'(u) < k < ¢/(v), y

¢'(v) = ¢'(u) = (n+ k = ¢(v)) = (k = ¢(u)) = n — ¢(v) — d(u).

Por tanto, las etiquetas de las aristas en ¢’ pertenecen también al conjunto {1,...,n—
1}, luego ¢’ es un etiquetado elegante, y también un a-etiquetado de indice k. O]

Al etiquetado anterior se le suele llamar etiquetado inverso de ¢.

Definicién 2.4 (De [10], p. 11). Un drbol T es O-rotativo si para cualquier v € V(T
existe un ¢ etiquetado elegante con ¢(v) = 0.

Si tenemos un arbol 7' con |V (T')| = n y un etiquetado elegante ¢, siempre podemos
anadir un vértice w adyacente al vértice que lleva la etiqueta 0, y obtendremos un nuevo
arbol T". Entonces, el etiquetado ¢’ de T" definido como

oy | ov) stveT
o) = { n siv=w
es elegante. Por tanto, a partir de un arbol T" 0-rotativo podemos obtener un etiquetado
elegante de cualquier arbol T que se construya anadiendo un vértice y una arista a 7.
Ademds, empleando el Lema 2.1 obtendremos un etiquetado ¢” complementario tal que
¢"(w) = 0. Repitiendo el proceso, obtendriamos una familia de grafos elegantes a partir
de uno.

2.1. Arboles elegantes segin su estructura

2.1.1. Arboles simétricos

En este apartado vamos a ver que todos los drboles simétricos son elegantes. Para ello,
veamos primero el siguiente resultado.



Arboles elegantes seglin su estructura 23

Lema 2.5 (De [27], p. 9). Sea T un drbol simétrico de raiz v y sean {vi,...,vx} los
vértices del primer nivel. Sea T; C T la componente conexa del grafo T\ {(v,v;)} a la que
pertenece el nodo v;, para 1 < i < k. Entonces los subgrafos {11,...,Ty} son isomorfos.

Demostracion. Claramente, definiendo como raices de los drboles {71,...,T;} los nodos
{v1,..., v}, respectivamente, se tiene que son simétricos. Supongamos k > 2, ya que
si no la demostracion seria evidente, y veamos que T y T5 son isomorfos, de donde se
seguird que todos los T; son arboles isomorfos. Para ello, vamos a definir explicitamente
un isomorfismo, ¢ : 177 — Ts.

Empezando en el nivel 0, definimos ¢(v1) = v,. Ahora nos dirigimos a los hijos directos
de v1 y v, es decir, los vértices de nivel 1. Como T es simétrico, v; y vy tienen el mismo
numero de hijos, que llamaremos uy, ug, ..., ux, para 177 y wy, ws,...,wy, para Ty. Asi,
definimos ¢(u;) = w; Vi = 1,2,...,k;. Supongamos ahora que hemos definido ¢ para
todos los vértices de T} (y de T3) hasta el nivel [. Entonces, para cada vértice u en el
[-ésimo nivel de T7 sabemos que tiene k; hijos, pero como ¢(u) € Ty se encuentra también
en el nivel [-ésimo, también tiene k; hijos, por lo que definimos ¢ como una biyeccion
entre los hijos de u y los de ¢(u).

Sea (u,u’) € Ty una arista con u perteneciente al nivel I-ésimo y ' al (I + 1)-ésimo.
Entonces, por la forma en que hemos definido ¢, tenemos que (p(u), p(u’)) es arista de
Ty con p(u) un vértice del nivel [-ésimo y p(u') del nivel (I + 1)-ésimo. Por tanto, T3 y
T, son isomorfos, y el isomorfismo induce una biyecciéon entre los vértices de un mismo
nivel. [l

Ahora procedemos con la prueba del teorema que queriamos demostrar:

Teorema 2.6 (De [27], pp. 9-13). Todos los drboles simétricos son elegantes.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccion en el niimero de niveles mediante la
construcciéon de un etiquetado elegante que asigna la etiqueta 0 a la raiz.

Si T es un arbol simétrico con 0 niveles, entonces consiste en un tinico vértice y ninguna
arista, y claramente es elegante asignandole la etiqueta 0 a dicho vértice. Supongamos que
para todos los drboles simétricos con [ — 1 niveles (con [ > 1) existe un etiquetado elegante
tal que la etiqueta de la raiz es 0.

Sea T un 4rbol simétrico con [ niveles. Sea v la rafz, {v;}*_, sus hijos directos y {T;}¥_,
los subgrafos dados por las componentes conexas de 7'\ {(v, v1), ..., (v,v;)} que contienen
a los vértices v;, respectivamente. Supondremos que cada T;, para 1 < i < k, tiene n
vértices y la raiz v;. Entonces, por el Lema 2.5, sabemos que T,...,T; son isomorfos.
Sean ¢; : 177 — T; los isomorfismos dados por dicho lema. Por la hipétesis de induccion,
existe un etiquetado elegante ¢, : Ty — {0,...,n — 1} tal que ¢1(v;) = 0. Entonces, ¢;
induce etiquetados elegantes ¢; = ¢pop; ' : T; — {0,1,...,n—1} tales que ¢;(v;) = 0 para
1 =2,3,..., k. Por mantener la notacion, definiremos también p; = Idp, y ¢1 = ¢1 0 ¢1.

Sean uy,, con j = 1,...,my, los vértices de T en el nivel [, y o;(uy,,) los vértices de
T; en el nivel [. Consideremos el siguiente etiquetado ¢ : ' — {0, 1,...,nk}:
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nk six=w,
o(z) = (i—1n six=w;, parat =12 ...k,
bi(pi(ury,)) + (i — D)n = ¢1(ur;) + (1 — 1)n si x = @i(uyy,), ! > 1 es impar,

Gi(pi(uiy,)) + (k —i)n = ¢1(ur;) + (k —i)n siz = p;(uiy,),l > 2 es par.

Veamos cémo son las etiquetas que ¢ induce en las aristas:

» Las etiquetas de las aristas que inciden en la raiz y sus hijos son de la forma |¢(v) —
o) = |nk— (i —)n| =n(k—i+1) parai = 1,2,... k, es decir, el conjunto
{n,2n,... kn}.

» Consideremos dos vértices adyacentes u, u’ € T y los correspondientes ¢;(u), ¢;(u') €
T;, y supongamos que u pertenece al nivel [ y «’ al nivel [ + 1.

1. Si [ es impar, tenemos el conjunto de etiquetas {|d(p;(u)) — @(pi(u'))| : i =
L2, .k} ={|(u)+(k—i)n—¢1(u/)—(i—D)nli =1,2,...,k} = {|¢1(u) —
o)+ (k—2i4+1)n|:i=1,2,...,k}.

2. Si [ es par, tenemos el conjunto de etiquetas {|@(pi(u)) — @(pi(w'))] : i =
L2,k ={lon(u) + (i =n =g () = (k—i)nli = 1,2, ... .k} = {|d1(u) —
o) —(k—=2i+n|:i=1,2,....k} = {|n(v) — &1(u) + (k — 2i + 1)n| :
i=1,2,... k).

Nuestro objetivo ahora es ver que para cada 1 < m < n — 1 entero, el conjunto
{m+in:1<1i <k} de etiquetas estd entre las inducidas por ¢ en las aristas. En primer
lugar, tenemos que para 1 < |m| <n — 1:

{|m—i—(/~c—2i+1)n\:z'—1,2,...,k}—{m+(k—2i+1)n:1§2’<%}U
U{—m—(k—Qi—i—l)n:¥<i§k}u{|m\:i:k;—1,i€N}:

= {m+(k—2i+1)n:1§i<%}u
U{—m—(k;—2(k+1—z’)+1)n:1§z’<%}Uﬂwﬂ:i:kgl,ieN}:

- {m+(k—2i+l)n:1§i<¥}u
U{—m—(k:—?i—i—l)n:1§i<¥}u{|m|:i:k+1,i€N}:

- {|m|+(k;—2i+1)n:1§i<$}u
U{n—|m|+(k—2i)n:1§i<%}Uﬂmki:kgl,ieN}.

Como ¢, era el etiquetado elegante de T7 que teniamos por hipdtesis, sabemos que,
dadom, con 1 < m < n—1y tal que m # n—m, existen dos aristas (u, u’), (w,w") € E(Ty)
con dichas etiquetas, es decir, de manera que |¢p;(u) — ¢1(u')| = m y ¢1(w) — P1(w')| =
n — m. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u y w pertenecen a un nivel
impar de T', y por tanto v’ y w’ pertenecen a un nivel par. Haciendo uso de las igualdades
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de conjuntos anteriores, veamos el conjunto de etiquetas inducido por ¢ en T a partir de
estas dos etiquetas de aristas de 77:

{{¢1(w) — o1 (W) + (k — 2+ Dn|:i=1,2,..., kMU
U{|pr(w) — ¢1(w') + (k—2i+V)n|:i=1,2,... k} =

= {l0uw) — i) + (b= 20+ s 1 i< 200

U fn— [61(u) — 6u(u)] + (k—20)n 1 < i < Ly
U {lérw) —on(u)] i = "L i e Ny
U {|ér(w) — dr(w)| + (k=2 +)n: 1< i< %}u
O (= fonw) = 6u(w)| + (k= 20)n s 1 < i < TR
O {lon(w) = dnu)] i = S € N} =

- {m+(k—2i+1)n:1§i<¥}u
U{n—m+(k:—2@')n:1§i<¥}u{m:i:k+1,i€N}U
u{n—m+(k—2i+1)n:1gi<$}u
u{m+4k—%Mu1§i<ﬁgi}u&w—m:ﬁzﬁgiJeN}:

= {m+in:0<i<k}uU{n—m-+in:1<i<k}.

Asi pues, para cada m tal que 1 < m < n — 1, m # n —m, el conjunto de etiquetas
{m +in:0 <i <k} estd entre las inducidas por ¢ en las aristas de 7.

Si m = n — m, podemos también suponer que existe (u,u’) € F(T) con u en un nivel
impar y « en un nivel par, de manera que |¢1(u) — ¢1(u’)| = m, y de forma similar al
desarrollo anterior, tenemos que el conjunto de etiquetas inducido por ¢ en T" a partir de
esta es:

{J1(u) — d1(u) + (k—2i+D)n| i =1,2,... k} =
= {lgr(w) — o1 (W)| + (k =20+ Dn:1<i< %}u

U{n—1¢1(u) — o1(u)|+ (k—2i)n:1<i< %}U
k
Ul6i() — 1)) i = i € N} =
= {m+(k—2i+1)n:1§i<%}u

E+1
2

k+1
U{n—m+(k—2i)n:1§i<%}u{m:i—

k1
- {m+(k—2z’+1)n:1§i<%}u

;i €N} =
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Figura 2.1: Etiquetado elegante de un arbol simétrico.

E+1

. . k41 . .
U{m+(k—2@)n:1§z<T}U{m:z: 5 ;i€ N} =
= {m+in:0<i<k}.
Por tanto, las aristas de Ti,..., Ty llevan las etiquetas {m + in : 0 < i < k} para
1 <m <n-—1,y las aristas adyacentes a v y vy, ..., v, el conjunto de etiquetas {n+in :

0 <i <k}, luego ¢ es elegante.

Por ultimo, como ¢(v) = nk, aplicando el Lema 2.1 obtenemos un etiquetado comple-
mentario ¢/, de manera que ¢'(v) = 0. O

Veamos, a través de un ejemplo, cémo proceder para etiquetar el arbol simétrico T3 de
la Figura 2.1, esto es, queremos encontrar un etiquetado elegante de un arbol simétrico
de 3 niveles T3 de raiz v, con 4 vértices adyacentes vy,...,vs de grado 3, 8 vértices del
segundo nivel de grado 4 y 24 vértices del tercer nivel de grado 1 (hojas). En este caso,
siguiendo la demostracion del Teorema 2.6, partimos del subgrafo T, generado por una
hoja v de Ty, y del etiquetado ¢g(v) = 0.
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A partir de Ty, construimos el etiquetado de T}, subgrafo que obtenemos tomando
cualquier nodo del nivel 2 de T3 (que sera la raiz v de T) y sus sucesores. Asi, tendremos
un arbol T} de 4 nodos, con una raiz que llamaremos v y tres hojas vy, v9, v3 adyacentes
a la misma, y el etiquetado ¢ serd tal que ¢1(v) = 3, {¢1(v;) = (i — 1)n = (i — 1), para
1 = 1,2, 3. Posteriormente, tomaremos como etiquetado de T} el complementario de ¢,
es decir, ¢.

A partir de T7 y de ¢/, vamos a construir el etiquetado ¢o de Ty, subgrafo de Tj
formado por un vértice del nivel 1 (que llamaremos raiz de T, y denotaremos por v) y
sus sucesores, con |V (Ty)| =9 y n = |V(T1)| = 4. Siguiendo la demostracién del Teorema
2.6, tenemos ¢o(v) =8, ¢o(v1) = (1 — 1) x4 =0, ¢o(v2) = (2 — 1) x4 = 4, para vy, vy los
vértices adyacentes a v; y también tenemos, para los vértices del nivel 2, el conjunto de
etiquetas {¢) (u1 ;) + (k —i)n}, donde ¢ (u; ;) son las etiquetas de las hojas de T, o sea,
el conjunto {3,2,1}, k =2 y i = 1,2. Por tanto, las etiquetas de las hojas de T, serén el
conjunto {3+4,2+4,1+4} = {7,6,5} para las hojas adyacentes al nodo de etiqueta 8,
y {3,2,1} para las adyacentes a 4. Nos queda calcular ¢}, etiquetado complementario de

2.

Realizando este proceso una tltima vez, obtenemos el etiquetado elegante de T5.

2.1.2. Caminos y orugas

Un tipo de arboles de estructura muy simple son los caminos (del inglés, paths), es
decir, drboles con s6lo dos hojas, y los drboles que tienen un camino de base (al eliminar
todas sus hojas y las aristas incidentes en ellas), conocidos cominmente con el nombre
de orugas (del inglés, caterpillars).

En [28], Rosa prob6 que todos los drboles que tienen un camino como base son elegan-
tes dando una construccién de un etiquetado bipartito de dichos arboles. El etiquetado
bipartito de un camino se consigue etiquetando alternativamente los vértices con la mayor
y menor etiqueta posible, comenzando en una hoja y terminando en la otra, tal y como
se muestra en el ejemplo de la Figura 2.2.

En el caso de las orugas, un etiquetado elegante se puede obtener mediante un pro-
cedimiento similar. Supongamos que tenemos una oruga O con |V (O)| = n y queremos
construir un etiquetado elegante de O. En primer lugar, como las orugas son grafos bi-
partitos (todos los drboles lo son), tomamos un camino P de O de longitud méxima de
vértices Vp = {vy,...,v.} y definimos {v; }i impar € V1, {¥i}i par € V2, donde Vi, V5 son los
conjuntos disjuntos que nos da la definicién de grafo bipartito. Sea n; el niimero de hojas
adyacentes al nodo v;, para 2 < ¢ < ¢ — 1. A continuacién, comenzamos etiquetando v,
con la etiqueta 0. Luego, se le da a vy la etiqueta n — 1, y se etiquetan todas las hojas
adyacentes a vy (que pertenecen a V; por ser vecinas de vy) con las etiquetas del conjunto
{1,2,...,ns}. Posteriormente, a v3 se le da la etiqueta no+1, y a todas las hojas adyacentes
a vg (pertenecientes a V5) el conjunto de etiquetas {n—2,n—3,...,n—1—n3}. Repitiendo
el proceso con todos los nodos de P, obtenemos un etiquetado elegante. Podemos ver un
etiquetado elegante de una oruga en el ejemplo de la Figura 2.3.

Asi pues, tenemos los siguientes resultados, dados por Rosa en 1977:

Teorema 2.7. Todos los caminos tienen un a-etiquetado.



28 Taxonomia de arboles elegantes

O =000

Figura 2.2: Etiquetado elegante de un camino

Figura 2.3: Etiquetado elegante de una oruga

Demostracion. Basta considerar el etiquetado de un camino definido anteriormente, pues

es también un a-etiquetado de indice k = |3 ]. O

Teorema 2.8. Todas las orugas tienen un a-etiquetado.

Demostracion. Basta considerar el etiquetado definido anteriormente, que es también un
a-etiquetado de indice |V;| — 1. O

Relacionados con caminos, existen en la literatura gran cantidad de resultados que
amplian los que acabamos de ver. Concretamente, Rosa anuncié en 1966 que todos los
caminos son O-rotativos, resultado que probé en una nota en 1977 en [29], de acuerdo con
[10]. También prob¢ en el mismo articulo que existe un etiquetado bipartito de cualquier
camino en el que cualquier vértice puede llevar la etiqueta 0 si, y solo si tal vértice no es
el central de Ps.

Ademas, Chung y Hwang probaron en 1981 en [9] que todas las orugas cuyos vértices
internos del camino base {vs, . .., vx_1} tienen el mismo grado (llamadas t-toed caterpillars,
en inglés) son O-rotativas, a partir del etiquetado bipartito de las mismas propuesto por
Rosa. No obstante, y de acuerdo con [10], cabe destacar que todas las orugas no son
O-rotativas en general: si consideramos la oruga resultante de identificar una de las hojas
v de K 3 con un vértice de Ko, y le damos a v la etiqueta 0, no hay forma de obtener un
etiquetado elegante.

Basandose en resultados anteriores de Rosa y Kotzig, Cattell describe en 2007 en [§]
el conjunto de etiquetas que cualquier vértice de un camino de orden n puede tomar en
un etiquetado elegante y en un a-etiquetado.

Por ultimo, y aunque sabemos que todos los caminos son elegantes, desconocemos el
numero de de etiquetados elegantes distintos que poseen. Aldred, Siran y Siran prueban



Arboles elegantes seglin su estructura 29

Figura 2.4: Etiquetado elegante de una estrella.

computacionalmente en 2003 en [4] que el nimero de etiquetados elegantes de un camino
de longitud n crece asintéticamente al menos tan rapido como (g)” Indican que resultados
de este tipo pueden tener aplicaciones en Teoria de Grafos y Topologia.

En cuanto a las orugas, existen numerosos resultados que prueban la elegancia de
arboles formados a partir de ellas. Uno de ellos lo veremos en la seccién 2.1.4, en [14] se
definen las superorugas y superorugas extendidas (del inglés, super-caterpillars y extended
super-caterpillars) y se demuestra que son elegantes, y en [24] se incluye una demostracién
de la elegancia de un arbol construido identificando vértices de maxima excentricidad de
varias orugas que cumplen ciertas condiciones sobre el diametro y el grado de sus vértices.

2.1.3. Estrellas, superestrellas y tracas

Otros arboles de estructura sencilla son las estrellas (del inglés, stars), esto es, arbo-
les con un tdnico nodo (o ninguno, si estamos ante P,) de grado mayor que uno, que
llamaremos nodo central. Su etiquetado elegante es sencillo de construir: basta etiquetar
el nodo central con 0 o n, y asignar el resto de las etiquetas a las hojas indistintamente.
Un ejemplo de ello lo tenemos en la Figura 2.4.

Una superestrella S (del inglés, superstar) es el arbol que resulta si, partiendo de una
estrella central Sy con k hojas v; y de k estrellas S;, con i = {0, 1, ..., k—1}, identificamos
cada hoja v; de la estrella central con una hoja de la estrella .S;. Diremos, en este caso,
que l;, con i = {0,...,k — 1}, es el nimero de hojas de S que pertenecian a la estrella
S; (y, por tanto, el nimero total de hojas de S sera Zf;ol l;). En [22, p. 1114] se prueba,
empleando otra notacion, que existe una clase particular de superestrellas para la que se
puede construir un etiquetado elegante:

Teorema 2.9. Sea S una superestrella con n+1 vértices formada por k estrellas {S;}<=}
y una estrella central Sk, y supongamos que para cada i € {1,...,k}, existen i estrellas
Stoy .S, € {SK}Z) con al menos k — i hojas en S, es decir, con li, > k—1iVj e
{0,...,i}. Entonces S es elegante.

Demostracion. Ordenemos las estrellas {Si}fz_ol segtin su numero de hojas, de forma que
lo>1; > - > lx_1. Entonces, por hipétesis tenemos que [; > k—i—1Vi € {0,...,k—1}.
Asignémosle la etiqueta i al vértice central de la estrella S;, para i = {0,1,...,k}. Ahora
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Figura 2.5: Etiquetado elegante de una superestrella

etiquetemos los vértices adyacentes al nodo central 0 (de Sp) con las etiquetas {n —
lo, - . .,n} de forma que el vértice adyacente al central de Sy, tenga la etiqueta n—Ily—1+k.
Repitiendo el proceso, etiquetemos los vértices adyacentes al nodo central de S;, para
i={1,...,k—1}, con las etiquetas {n — " i —i,...,n— Z;;E l; — i}, de manera que
el vértice adyacente al central de Sy tenga la etiqueta n — > % o(l; + 1) —i + k. O

En la Figura 2.5, podemos ver el etiquetado elegante de una superestrella de 15 vértices
(n = 14) realizado segin la demostraciéon anterior. Asi, tenemos que k = 4, y hemos
numerado las estrellas empezando en la esquina superior izquierda, en el sentido de las
agujas del reloj, de acuerdo con el nimero de hojas que poseen, de manera que ly = 3,
[y = 2, etc. Los vértices en color gris, que se corresponden con los vértices centrales de
las estrellas que componen la superestrella, llevan las etiquetas {0, ...,4}, y, por ejemplo,
para la estrella Si, vemos que las etiquetas de los vértices adyacentes al central son las
(=" gli—i,...,n=3 " li—i}={14—(3+2)—1,...,14-3—1} = {8,...,10} y la
etiqueta del nodo adyacente al central de Sy es ”—Zj-:o(li‘i‘ 1)—i+k=14—(4+3)—1+4
= 10.

Del mismo modo, y segin el Teorema 2.9, vemos que lp =3 =k—1—1, 11 =2, 1, =1
y I3 = 0, por lo que si elimindsemos una hoja de cualquiera de las estrellas Sy, ..., S5, ya
no podriamos conseguir un etiquetado elegante siguiendo este procedimiento.

A las superestrellas se las conoce también con el nombre de plataneros (del inglés,
banana trees), y un platanero generalizado (del inglés, generalized banana tree) es un
arbol obtenido a partir de una coleccion de estrellas conectando mediante un camino de
longitud fija A < 0 una de las hojas de cada estrella con un nuevo vértice, llamado apice
(de apex).

De las definiciones se desprende que un platanero generalizado con h = 1 es un platane-
ro. En 2007, Hrnciar y Monoszové probaron en [16] que todos los plataneros generalizados
son elegantes, dando la construccion de un etiquetado elegante. La demostracion no vamos
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Figura 2.6: Etiquetado elegante de una traca

a incluirla en este trabajo, pero se basa en transferencias de hojas de primer y segundo
orden, que introducimos en la seccién 2.2.

Una traca (firecracker) es un arbol que consiste en un camino y una coleccién de
estrellas, donde cada vértice del camino es adyacente al vértice central de exactamente una
estrella. También puede ser visto como una clase particular de langosta (que estudiaremos
en la seccién 2.1.6). De acuerdo con [5], Chen, Lu y Yeh probaron en 1997 que todas
las tracas son elegantes. No obstante, al no encontrar dicho articulo, he realizado una
demostracion independiente:

Teorema 2.10. Todas las tracas son elegantes.

Demostracion. Supongamos que tenemos una traca de n + 1 vértices formado por un
camino P = (py,...,Pn,p), y que cada p; es adyacente al vértice central de la estrella S,
que tiene [; hojas.

Comenzaremos etiquetando los vértices del camino formado por py, ps y las estrellas
S1 y Sa, alternando las etiquetas disponibles méximas y minimas (de forma similar al
etiquetado que realizdbamos para una oruga). Asi, las hojas de S seran etiquetadas,
indistintamente, con las etiquetas {n — Iy + 1,...,n}; el vértice central de Sy llevard la
etiqueta 0; py llevara la etiqueta n — ly; la etiqueta de p; serd 1; el vértice central de S;
llevara la etiqueta n — I, — 1; y las hojas de S; seran etiquetadas, indistintamente, con las
etiquetas {2,...,2+1; — 1}.

Generalizando el procedimiento, tenemos que para i € {2,..., %]}, las hojas de So;
llevardn las etiquetas {n — > |l —2i +3,...,n — Z;;ll ly; — 20 + 2}; la etiqueta del

vértice central de Ssy; serd Z;;ll loj—1 + 2i — 2; py; llevard la etiqueta n — 23:1 lo;j — 21+ 2;
p2j—1 llevard la etiqueta Z;;ll lyj—1 + 21 — 1; la etiqueta del vértice central de Sy;_; serd
n— 22:1 ZQj —2i+1; y las hojas de Ss;_; tomaran etiquetas en el conjunto {Z;;ll loj—1 +
20, .., 3 Ly + 20— 1}

Si np fuese par, el etiquetado estaria terminado; en caso contrario, terminariamos

el proceso de etiquetado comenzando por las hojas de S,,,, que llevarian las etiquetas
no+1 np—1

(=320 lbj—(mp+1)+3,...,n=>7,3 oy — (np+1)+2}; el vértice central de S,
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Arbol S Arbol T

Figura 2.7: Arboles S y T con etiquetados elegantes s y ¢

nP—l nP+1

llevarfa la etiqueta ;7 loj—1 + (np +1) — 2; y la etiqueta de p,,, serfan — 3, 5 Iy —
(np+1)+2. O

En la Figura 2.6, podemos ver un ejemplo de etiquetado elegante en una traca.

2.1.4. Construccion de arboles elegantes a partir de otros

Dos métodos importantes que tenemos para construir arboles elegantes grandes a
partir de otros mas pequenos son los siguientes, conocidos como A-construccion y A ;-
construccion, descritos por Stanton y Zarnke en 1973 y que se pueden encontrar en [30,
pp. 8-10].

Definicién 2.11. Sean S y T dos arboles, y v € V(T'), |V(S)| = ng. Consideremos el
arbol que resulta de identificar cada vértice v; de S con el vértice correspondiente a v en
un arbol T; isomorfo a T, para 0 < 7 < ng — 1. Llamaremos a este arbol SAT, y a esta
construccién, A-construccion.

Teorema 2.12. 51 .S y T son elegantes, entonces SAT es elegante.

Demostracion. Sean s y t etiquetados elegantes de S y T, y supongamos que S y T
tienen, respectivamente, ng y nr vértices, por lo que SAT tendra ng subgrafos isomorfos
a T, {Ty,...,Ths—1}. Vamos a construir ng etiquetados {to,...,t,q—1} de los arboles
{Tb,...,Thg—1} isomorfos a T. Para ello, como T es bipartito, elegiremos la particién
(V1,V3) de V(T') que nos da dicha propiedad, y las particiones (V;,, V5,) de T; obtenidas
por el isomorfismo de T" a T;. Tomando estas particiones, definiremos las etiquetas de Tj,
coni€{0,...,ng — 1}, como:

() = inp + t(v) siveVy,,
ST (ns =1 —i)ny +t(v) siv e Vs,

Por lo tanto, los vértices v; € V4,, con v; imagen de v en el isomorfismo de T" a T}, para
0 <i < mng— 1, obtendran el conjunto de etiquetas {t(v),t(v) + np,t(v) + 2np, ..., t(v) +
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Figura 2.8: Cinco grafos {T, ..., T} isomorfos a T con los etiquetados {t,...,%}

Figura 2.9: Etiquetado s’ de S

(ns — )nr} en los subgrafos isomorfos {To, T1, T, ..., T,,—1}, respectivamente; sin em-
bargo, si v € V5, las imagenes de dicho vértice por los isomorfismos de T" a T; obtendran
las etiquetas {t(v) + (ng — )ny, t(v) + (ns — 2)ny, ..., t(v)} en {To, Th, To, ..., Trg—1}-
Es claro entonces que todas las etiquetas de los grafos {7;}."5; ! son distintas, que las eti-
quetas inducidas en las aristas de los subgrafos también son distintas, y que los conjuntos

UV,,,UE;, de etiquetas de vértices y aristas empleados en los etiquetados de {T;};"5; ! son:
U‘/ti = {0,1,...,nSnT— 1}
UE, ={0,1,...,ngny — 1} \ {nr,2nr,..., (ns — D)nr}.

Ahora, etiquetemos los vértices de S con un nuevo etiquetado s'(v) = s(v)ny. Por
lo anterior, sabemos que cada etiqueta dada a un vértice de S estd dada también a
un vértice de un 7T; distinto. Ademads, las aristas de S llevan el conjunto de etiquetas
{TLT, ZnT, ey (’n,s - l)nT}

Por dltimo, identificamos cada vértice de S con el vértice del arbol T; que lleva la
misma etiqueta, y obtendremos el arbol SAT con un etiquetado elegante, luego SAT es
elegante. O]
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Figura 2.10: Arbol SAT con un etiquetado elegante

Vamos a ilustrar esta demostracién con un ejemplo. Supongamos que tenemos los
arboles S y T de la Figura 2.7, con ng = 5y ny = 6 y los etiquetados respectivos s y
t, y queremos que SAT contenga ng = 5 subgrafos isomorfos a T. Vamos a realizar los
etiquetados de estos 5 subgrafos, {To,...,T,}. Para ello, primero tomamos la particién
(Vi = {5,4,3},Va = {0,1,2}) de T vy, siguiendo los pasos dados en la demostracion
anterior, obtendremos los etiquetados de la Figura 2.8.

Por 1ltimo, etiquetamos los vértices de S por §'(v) = nrs(v) = 6s(v), lo que da lugar
al drbol etiquetado de la Figura 2.9. Identificando los vértices de S con los de {Ty, ..., Ty}
que tienen la misma etiqueta, obtenemos el arbol SAT con un etiquetado elegante, que
podemos ver en la Figura 2.10.

Definicién 2.13. Sean S, T dos arboles, u, v vértices de S, T', respectivamente, y |V (S)| =
ng. Consideremos el arbol que resulta de identificar cada vértice v; # u de S con el vértice
correspondiente a v en un arbol 7; isomorfo a 7', para 0 <1 < ng — 2. Llamaremos a este
arbol SA 1T, y a esta construccién, SA, -construccion.

Teorema 2.14. Si S, T tienen etiquetados elegantes s,t, respectivamente, con s(u) =
ns — 1 yt(v) =0, entonces SA 1T es elegante.

Demostracion. Vamos a construir un etiquetado similar al del teorema anterior. Dados
|V (S)| = ns, [V(T)| =nr, SA41T tiene ng — 1 subgrafos isomorfos a T', {To, ..., Ty o2},
por lo que vamos a construir ng — 1 etiquetados auxiliares de T', {to, ..., t,q-1}. Como T
es bipartito, sean (V1,V5) la particién de V(7T') dada por dicha propiedad, con v € V; y
las particiones (V3,, Va,) de T; obtenidas por el isomorfismo de T" a T;. Vamos a definir los
etiquetados {t;}7%, > como:
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Figura 2.11: Arbol SA 1T con un etiquetado elegante

() = iny + t(v) siveV,,
S (s —2—d)np+t(v) siv e Vs,

De modo andalogo al de la demostracién del Teorema 2.12, vemos que los conjuntos de
etiquetas de vértices y aristas empleados en los etiquetados de {7;}}5; % son:

uvi, ={0,1,...,(ng — \)ny — 1},

UE, ={0,1,...,(ns—1)np—1}\{np,2nr, ..., (ns—2)nr} =4{0,1,..., (ns—1)nr}\
{nr,2nr,...,(ng — )nr}.

A continuacién, vamos a dar un nuevo etiquetado de los vértices de S, §'(v) := s(v)nr.
Asi, hemos asignado a las aristas de S el conjunto de etiquetas {nr, 2nr, ..., (ns—1)nr},
y cada etiqueta asignada a un vértice de S distinto de u estd también asignada a un
vértice de un T; distinto, por lo que identificando dichas etiquetas obtenemos el arbol
SA 1T con un etiquetado elegante. O

En la Figura 2.11, podemos ver el arbol SA ;T construido a partir de los arboles
elegantes S 'y T' de la Figura 2.7.

El enunciado del siguiente resultado que vamos a ver se encuentra en [15, p. 134] y su
demostracién, que hemos elaborado nosotros, se basa en el Lema 2.1. Aunque en [15] G
es un arbol, veremos que el lema se cumple también para un grafo elegante cualquiera G.

Lema 2.15. Sea G un grafo con |V(G)| = ng y ¢c un etiquetado elegante de G, y sea
u € V(G) tal que ¢(u) =0 o ¢(u) = ng — 1. Sea O una oruga, V(G) NV (0) =0 y sea
v € V(O) un vértice que tiene mdxima excentricidad o es adyacente a uno de mdzima
excentricidad. Sea G’ el grafo obtenido identificando los vértices u y v de G y O. Entonces
G' es elegante.
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(b) Oruga O con un camino Py que conecta
v con una hoja y tiene longitud méxima

e) Grafo G5 con etiquetado elegante ¢¢ f) Grafo G5 = G’ con etiquetado elegante ¢
2 Go

Figura 2.12: Etiquetado elegante del grafo G’ obtenido identificando el vértice con la
etiqueta 0 de G y v € O siguiendo la demostracion del Lema 2.15
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Demostracion. Supongamos que tenemos G, O con |V(G)| = ng, |V(O)| = np, el eti-
quetado elegante ¢¢, y sea v € V(O) un vértice de maxima excentricidad o adyacente
a uno de maxima excentricidad. Sea u € V(G) el vértice tal que ¢(u) = 0 (si tenemos
¢c(u) = ng — 1, podemos tomar ¢, etiquetado complementario de ¢¢, que es elegante y
tal que ¢(u) = 0). Sea Po = (v,vs,03,...,|p,|) un camino que conecta v con una hoja
y tiene longitud maxima.

Sea Gy := (Vi, Ey), con Vi =V U{w; € No(v)}, By = EU {(u,w;) : w; € No(v)},
para i =0,...,go(v) — 1. Definimos el etiquetado elegante ¢, como:

& (t)— ¢G(lf) site G,
ST ng+i o sit=w; € No(v),i=0,...,90(v) — 1.

Entonces ¢, , etiquetado complementario de ¢, , es elegante y cumple ¢, (wgv)-1) =
0.

Ahora, de manera andloga, definimos Gy := (Va, E3), con Vo = V3 U {z; € No(vg) :

z; # U}, Ey, = Fy U {(wgo(v)—laxi) 1T € NO(U2)79€2‘ # U}, para i = 0,... 7QO<U2) -2y
definimos también el etiquetado elegante

b (t) = o, (1) site Gy,
@AY T ng +i sit=ux; € No(ve),x; #v,1=0,...,90(ve) — 2.

Al igual que anteriormente, ¢, sera el etiquetado complementario a ¢g,, y tendremos
que ¢/GQ (Igo(vz)fQ) = 0.

Repitiendo este procedimiento para los vértices {vs,...,vp,| — 1} del camino Pp,
obtendremos el drbol buscado G|p,—1 = G" y el etiquetado elegante de G|p,|-1, ¢IG‘P e
ol

En la Figura 2.12, se puede ver un ejemplo de los pasos de la demostracién del Lema
2.15.

Por 1ltimo, vamos a incluir un resultado de Huang, Kotzig y Rosa [17], que podemos
encontrar en [30, p. 15] y que permite combinar dos &rboles con a-etiquetados para obtener
otro:

Teorema 2.16. Sean 11,1, dos drboles, vy, vy vértices de Ty, Ty y ¢1, @2 etiquetados de
T, Ty con ¢1(v1) = 0,02(v2) = 0, respectivamente. Entonces el drbol obtenido identificando
los vértices v y vy tiene un a-etiquetado (y, por tanto, es elegante).

Demostracion. Supongamos |V (T1)| = ny, |V(T)| = ng, y supongamos que ¢ tiene
indice k1 y ¢ tiene indice ky. Empleando el Lema 2.3, obtenemos el etiquetado inverso
¢} de ¢1, que sabemos que es un a-etiquetado de indice k1, y tal que ¢ (v;) = k1. Ahora,
consideremos el etiquetado

¢ (v) siv e V(Th)y ¢i(v) < ki,
o) =4 Sv)  siveV(T)y ¢v) > ki,
kl + ¢2(?}) silv € V(Tg)
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Figura 2.13: Arana S con un etiquetado elegante obtenido segtin el Teorema 2.18

Como ¢y (v1) = k1 = ki + ¢o(v2), el etiquetado estd bien definido, y el conjunto de

etiquetas empleadas en los vértices por ¢ es {0, 1,...,n;+ny—2}. Las aristas de Tp toman
mediante ¢ el conjunto de etiquetas {1,2,...,ny — 1}, mientras que las de T} toman el
conjunto {ns,...,ny + ny — 2}, por lo que ¢ es elegante.

Como ¢1, ¢ son a-etiquetados de indices kq, ko, ¢ es un a-etiquetado de indice ky +
ks. ]

2.1.5. Aranas

Definicién 2.17. Una arana (del inglés, spider) es un drbol con como maximo un vértice
de grado mayor que dos. A dicho vértice se le llama centro, y a cada camino que parte
del centro hacia una hoja, pata. Si las longitudes de las patas son 1 < a; < --- < a, (con
r el grado del centro), denotamos a la arafia S como S(ay,...,a,).

El siguiente teorema se puede encontrar en [7, pp. 142-144].

Teorema 2.18. Sea S una arana de | patas, con | impar, cada una de longitud pertene-
ciente a {m,m + 1} para m < 1. Entonces S es elegante.

Demostracion. Asumiremos [ > 3, ya que si no, S es un camino, y ya hemos visto su
elegancia.

Sea | = ly + 11, donde [; es el niimero de patas de longitud m + i, para ¢ € {0,1}. Sea
n+1=ml+1l; + 1 el nimero de vértices de S, y llamemos L1, ..., L; a las patas, donde
Ly, ..., Ly tienen longitud m+ 1y L; 41,..., L; tienen longitud m. Sea v* el centro de S
y denotemos por v; ; al vértice de L; a distancia j de v*.
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Vamos a definir el etiquetado ¢, de manera que ¢(v*) =0 y:

si 2, 7 son impares,

=1 i _ =2t e
() n—5t— 142 si ¢, son pares,

P(vi;) = i G-l i1 e y J es impa
: - siiespary jesi r,
=1, i+l (G=2) i esi | es pa

L e U sl 2 es impar y j es par.

El etiquetado ¢ sitia el 0 en el centro de S, y va alternando entre las mayores y menores
etiquetas que permanecen sin usar, etiquetando los nodos de la arana atravesando primero
las patas de mayor longitud, alejandose del centro en forma de espiral. Un ejemplo para
=7 1p=05,11 =2y m=4lo podemos ver en la Figura 2.13.

Ahora, vamos a ver que ¢ es elegante, y para ello veamos que las etiquetas inducidas
en las aristas son distintas. Para calcularlas, notamos primero que las etiquetas inducidas
se pueden obtener restando ¢(v; ;) — ¢(v; ), con i = j (mod 2) y j' € {j — 1,5+ 1}. Asi,
para i = j (mod 2), tenemos:

| —
Bvg) = B(vign) =n— ot — i+ (1= )i 2.1)

-1

P(vij) — O(vij—1) =n — — it (2=l (2.2)

Supongamos, por reduccién al absurdo, que hay dos aristas distintas con la misma
etiqueta inducida. Considerando dos vértices v; j, vy ,» extremos de dichas aristas, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que i = j (mod 2) y ¢ = j' (mod 2), de donde
obtenemos que las dos aristas pueden venir dadas por tres posibilidades:

¢(Uz’,j> - ¢(Ui,j+1) = ¢(Uz",j') - ¢(Uz",j'+1)> (2-3)

¢(Uz’,j) - ¢(Uz',j+1) = ¢(W,j’) - ¢(Ui’,j’—1)a (2-4)
P(vij) — @(vij—1) = P(vir ) — d(vir jr—1). (2.5)

Consideremos el caso (2.3). A partir de (2.1), tenemos i —i'+ (5 —j')l = 0. Esto implica
j # j', ya que si no tendriamos i = ¢’ también, lo cual se contradice con la suposicién
(1,7) # (i',4"). Asi pues, podemos escribir

Como tenemos |i — 4’| <1y |j—j'| > 1, llegamos a la contradiccién

i—1

=izt !
J—=7 1

Contradicciones similares surgen de suponer (2.4) y (2.5), por lo que no hay dos aristas
distintas con etiquetas iguales, y ¢ es elegante. O

A continuacién, haremos uso de resultados anteriores para probar el siguiente resulta-
do, cuyo enunciado también pertenece a [7].
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Figura 2.14: Arana S con un etiquetado elegante obtenido segiin el Teorema 2.20

Teorema 2.19. Sea S una arana de l patas, con | par, donde al menos | — 1 patas tienen
longitud perteneciente a {m,m + 1} para algin m > 1. Entonces S es elegante.

Demostracion. Denotemos por L a la pata de S = (Vg, Es) cuya longitud es k, con
m # k #m+ 1, o k = m si todas las patas de la arana tienen longitudes pertenecientes
a {m,m + 1}. Sea S’ la arana inducida por el conjunto Vg = {v € Vs : v ¢ L}, y Ps
el camino inducido por Vp, = {v € Vs : vesel centro de S ov € L}. Dado que S’ es
elegante por el Teorema 2.18, podemos aplicar el Lema 2.15 para G = S, O = P y
obtener un etiquetado elegante de S. O]

El siguiente teorema, que se puede ver en [30, p. 71], da un etiquetado elegante de
otra clase de aranas.

Teorema 2.20. Sea S una arana con |V (S)| = n y centro v, y sean las longitudes de sus

patas my, ..., my, conmy > --- > my. Si para cada i € {1,... k} se tiene
n—1
z< i ]-71 . 17
m, < mix(1 logy (25 + 1

entonces S tiene un etiquetado elegante ¢ con ¢(v) = 0.

Demostracion. Vamos a definir el etiquetado elegante ¢. En primer lugar, ¢(v) = 0,
y para cada ¢ tal que m; > 2, asignaremos a los vértices de la pata m;, comenzando
por el adyacente a v, las etiquetas 2™ 1(2; — 1),2™72(2; — 1),...,(2i — 1). Por tltimo,
asignaremos el resto de etiquetas a los vértices de las patas restantes indistintamente.

Todas las etiquetas asignadas son distintas, y ademas para cada i con m; > 2 tenemos

ne —1
omi=l(9; — 1) < 2°B(31) (27 — 1) < 2” -(2i—1) <n—1,
Z —
por lo que el conjunto de etiquetas asignadas a los vértices es {0, 1,...,n—1}. Finalmente,

cabe resaltar que el conjunto de etiquetas inducidas en las aristas de una pata es justo el
conjunto de etiquetas asignadas a los vértices de dicha pata, por lo que las etiquetas de las
aristas son distintas y pertenecen al conjunto {1,...,n — 1}. Asi pues, ¢ es elegante. [

En la Figura 2.14, podemos ver el etiquetado elegante de una arania S con |V (S)| = 16
dado por la demostracion del Teorema 2.20.

Una arana con una o dos patas es un camino, por lo que vamos a dar algunos resultados
para aranas de tres o cuatro patas, los cuales se deben a Huang, Kotzig y Rosa [17], aunque
han sido tomados de [30, p. 25].
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Teorema 2.21. Sea S una arana con tres patas de longitudes p,q,r. Si (p,q,r) # (2,2,2),
S tiene un a-etiquetado, y si (p,q,r) = (2,2,2), entonces S es elegante pero no tiene un
a-etiquetado.

Demostracion. Si (p,q,r) # (2,2,2), podemos asumir (p, q) # (2,2). Entonces S se puede
formar a partir de los caminos P,y,—1 y F,, identificando el vértice v, de P,;,—1 con una
hoja v de P,. Puesto que (p,q) # (2,2), v, no es el vértice central de Ps, luego existen
a-etiquetados de P,i,_1 y P, tales que vy, v llevan la etiqueta 0. Por tanto, aplicando el
Teorema 2.16 obtenemos el a-etiquetado de S(p,q,r).

Si (p,q,r) = (2,2,2), entonces S es simétrica, y por tanto tiene un etiquetado elegante
dado por el Teorema 2.6. Sin embargo, y tal y como vimos en el ejemplo en el que
empleamos la Figura 1.1 de la pagina 15, S(2,2,2) no tiene un a-etiquetado. O

Teorema 2.22. Sea S una arana con cuatro patas de longitudes p, q,r,s. St al menos dos
de las longitudes p,q,r,s no son iguales a 2, S tiene un a-etiquetado. En caso contrario,
S es elegante (y puede o no tener un a-etiquetado).

Demostracion. Si al menos dos de las longitudes p, q,r, s son distintas de 2, podemos
suponer (p,q), (r,s) # (2,2). Entonces S se puede formar a partir de los caminos P, ,_;
y Pr4s—1 identificando el vértice v, de P,i,—1 con el vértice v, de P, ,_1. Puesto que
(p,q),(r,s) # (2,2), ni v, ni v, son los vértices centrales de P5, por lo que existen a-
etiquetados de P,y,-1 ¥ Prys—1 de manera que v, y v, llevan la etiqueta 0. Por tanto,
aplicando el Teorema 2.16 obtenemos el a-etiquetado de S(p, q,r, ).

Si (p,q,7) = (2,2,2), entonces S es simétrica, y por tanto tiene un etiquetado elegante
dado por el Teorema 2.6. Sin embargo, y tal y como vimos en el ejemplo en el que
empleamos la Figura 1.1 de la pagina 15, S(2,2,2) no tiene un a-etiquetado.

Si al menos tres de las longitudes p, ¢, r, s son iguales a 2, podemos obtener S a partir
de S(2,2,2), identificando su centro con una hoja de un camino. Como el Teorema 2.6
nos da un etiquetado elegante de S(2,2,2) cuyo centro lleva la etiqueta 0, S(p,q,r,s) es
elegante aplicando el Teorema 2.15. O]

Ademads de estos resultados, y de acuerdo con [5], Pastel y Raynaud demostraron en
el ano 1978 en [25] que las aranas S(1,2,...,k) (también conocidas como olive trees, del
inglés) son elegantes para cualquier k, mientras que Kanetkar y Sane [18] dieron en 2007
etiquetados elegantes de algunas aranas con cinco y seis patas, de acuerdo con [30].

2.1.6. Langostas

Definicién 2.23. Una langosta (del inglés, lobster) es un arbol cuya eliminacién de
todas sus hojas y las aristas adyacentes a las mismas da como resultado una oruga.

De esta definicién se deduce que las tracas, vistas en la subseccion 2.1.3, son un tipo
especifico de langosta, para el que ya sabemos construir un etiquetado elegante. Aunque
hay muchos resultados acerca de la elegancia de langostas, ninguno de ellos es general,
sino que se centran en un tipo especifico de langosta. Uno de ellos lo encontramos en
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Figura 2.15: Arbol con una langosta de base que no cumple las condiciones del Teorema
2.25

[21], en el que se demuestra que todas las langostas con un emparejamiento perfecto son
elegantes. Sin embargo, creemos que hay un fallo en la demostracion del teorema y que el
etiquetado que proponen no es correcto. No obstante, presentamos otra demostracién del
mismo teorema, el Teorema 2.25, surgida a través del estudio de este tipo de arboles.

Definicién 2.24. Dado un grafo G = (V, E'), decimos que un subconjunto ) de aristas es
un emparejamiento si dos aristas de () no inciden sobre un mismo vértice. Si cualquier
vértice v € V es extremo de una arista de (), decimos que es un emparejamiento
perfecto. Si todos los vértices excepto uno son extremos de una arista de (), decimos
que es un emparejamiento casi perfecto. Es claro que si GG tiene un emparejamiento
perfecto, tiene un niimero par de vértices, y si tiene un emparejamiento casi perfecto,
entonces su numero de vértices es impar.

Teorema 2.25. Sea L una langosta o un drbol que tiene una langosta como base, es decir,
al eliminar todas sus hojas y las aristas adyacentes. Entonces L es elegante si cumple las
siguientes condiciones:

1. Tiene un emparejamiento perfecto Q.

2. Se puede construir a partir de caminos Ps de longitud dos y de una oruga O, iden-
tificando vértices de O con hojas de los Ps.

En la Figura 2.15, podemos ver un ejemplo de un arbol que cumple la primera condicién
del Teorema 2.25, pero no la segunda.

Demostracion. Sea L = (V, E) el érbol dado en el enunciado, con |[V| = n, y O una oruga
en L con el mayor nimero de vértices posible. Sea P = (vy, ..., v;) un camino de longitud
maxima en O. Es claro que, si () es un emparejamiento perfecto de L y se cumple la
segunda condicién del enunciado, entonces Q| es un emparejamiento perfecto en O.

Como L es bipartito, existen dos conjuntos de vértices Wi, Wy con Wi N W, = (),
Wiy UWs, =V vy podemos suponer v; € Wi, donde ademas sabemos que cada arista de @)
incide en un vértice de W; y en otro de Ws.

Vamos a definir los siguientes conjuntos V; ; de vértices parai € {1,...,k},j € {0,1,2}
(algunos de los cuales pueden ser vacios), que nos servirdn para ordenar los vértices de
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Figura 2.16: Arbol que cumple las condiciones del Teorema 2.25. En negrita, vértices y
aristas de la oruga O. En gris, vértices pertenecientes a W;. En rojo, aristas del empare-
jamiento perfecto @)

Wll
Vi,() = {Ui}7
Vz‘,l = NO(Uz’) \ P,
Vie={ve L\O :u; esel vértice de P mds cercano a v}.

Claramente, se tiene U, ;Vi; =V, Vi; N Vi = 0 para (i, 5) # (i, ), por lo que los
Vi ; forman una particién de V.

Ahora vamos a establecer un orden parcial entre los vértices de W; empleando los
conjuntos anteriores:

wy, < wp = w; € Vi wy € Vi <i'oi=i,j<j.

De esta forma, podemos ordenar todos los vértices de W7, ordenando de forma aleatoria
aquellos que pertenezcan al mismo conjunto V;, (dado que V;; tiene como maximo un
elemento si j € {0,1}), y obtendremos el conjunto ordenado (w;i,ws, ..., wx) € Wj.

2

A continuacion, vamos a definir un etiquetado ¢ para los vértices de W;. Asi, definimos
gb(w%) = ¢(Ul) = O, y
1

la menor etiqueta disponible con  si el camino que conecta w; con wy,
P(wp ) = d(w))+1 (méd 2)  tiene una sola arista (i, j) ¢ Q,

P(wyyy) =
la menor etiqueta disponible con  si el camino que conecta w; con wy,,
P(wiy,) = ¢(wf)  (mdd 2) tiene dos aristas (4, j), (i, ') ¢ @,
parat € {2,...,%}. Por iltimo, definimos el etiquetado ¢ de los vértices de I, empleando

el emparejamiento () dado por hipétesis:

p(w?) =n —1— ¢(w"),donde w' € Wy, w? € Ws, (w*, w?) € Q.
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Como sabemos que, dado un vértice w? € Ws, existe una tnica arista de Q incidente
en dicho vértice y en otro de Wi, el etiquetado esté bien definido.

Veamos ahora que este etiquetado es elegante. En primer lugar, es facil ver que hemos
etiquetado los vértices con etiquetas distintas. Asi, los vértices de W; llevan el conjunto
de etiquetas pares {2[}51:0 y el conjunto de etiquetas impares {1 + 2k}’,§1:0, con ly +k; =
|[Wi| =2 = § — 2. Por otra parte, para los nodos de W, hemos empleado el conjunto
de etiquetas pares {(n — 1) — (1 + 2k)};Ly = {n —2,n —4,...,n — 2 — 2k}, con n —
2—2k;=n—2—(n—4-2l) =2l; +2; y el conjunto de etiquetas impares empleado
en los nodos de Wy es {(n — 1) — (2D}1L, = {n — L,n — 3,...,n — 1 — 2;}, donde
n—1—2ly =n—1—(n—4—2k) = 2k; + 3. Por tanto, hemos empleado todas las
etiquetas de 0 a n — 1.

De igual modo, es sencillo notar que las aristas de @), todas las cuales inciden en nodos
cuyas etiquetas suman n — 1, llevan etiquetas distintas, pues, al tener los vértices etiquetas
distintas, llevan el conjunto {(n — 1 — k) — k;},f;ol ={n—-1- Qk},fz_ol. Por tanto, ademés
de saber que son distintas, sabemos que son impares, ya que n es par.

Solo nos queda por probar que las aristas que no pertenecen a () tienen todas etiquetas
inducidas distintas y pares. Vamos a comenzar estableciendo un orden entre ellas similar
al que hemos establecido para los nodos anteriormente, empleando los mismos conjuntos
Vijconi € {0,....k} yj € {0,1,2}. Primero, debemos notar que todas las aristas de
O \ P pertenecen a @, lo que quiere decir que no existen aristas que no estén en @ y
que incidan en nodos de Vo, Vi, para algin ¢. Entonces tenemos dos clases de aristas
en E \ @, aristas que pertenecen a P y aristas que inciden en algiin nodo de L \ O, es
decir, en algiin nodo de V; o, para ¢ = 1,...,k. Si dos aristas pertenecen a P, son de la
forma e, = (vg, Vkt1),€; = (v, v41), ¥ e < e < k < [; si dos aristas ey, e; inciden en
nodos pertenecientes a Vi 2,V 2, tendremos e, < ¢; <& k <[, y si [ = k, entonces como
habiamos establecido un orden aleatorio entre los nodos de W, NV, y para cada uno de
estos nodos existe una unica arista no perteneciente a () y del mismo Pj, ordenamos las
aristas respetando dicho orden; por ultimo, si tenemos la arista ex = (vg, vgy1) v la arista
e; incidente en un nodo de V;;, entonces e, < ¢; < k < [. Con este orden, llamaremos
a estas aristas (eq, e, .. . ,e%_l). Podemos ver las aristas ordenadas en el ejemplo de la
Figura 2.16.

Ahora vamos a ver que ¢(e;) = n — 2. En efecto, ¢(wi) = ¢(v;) = 0 y sabemos que
v; es una hoja en L. Asf pues, (v1,v2) € Q = ¢(vz) = n — 1 y wl es adyacente a vy
con ¢(w3) = 1, pues entre wi y w3 solo hay una arista que no pertenece a Q. Por tanto,
d(e1) = ¢((vy,wd)) = (n — 1) — 1 = n — 2. Es relevante destacar que la etiqueta de e; se
ha obtenido restando a la del vértice de W5 en el que incide la del vértice de Wj.

Para finalizar, vamos a ver que ¢(e;) — ¢(e;41) = 2 para t = 1,...,%5 — 2. Para ello,
vamos a distinguir cuatro casos que se ilustran en la Figura 2.17, y que son los siguientes:

1. e; y €441 inciden en un mismo vértice, es decir, e, = (u,v) y €01 = (v, w).

a) v € Wi. En este caso, como u,w € Wy, existen v, w’ € W; adyacentes a
u,w de manera que (u,u), (w,w’) € Q, y vamos a estudiar el camino P =
(v, u, v, w,w"). Suponemos ¢(u') = k, luego ¢p(u) =n—1—k,y ¢(v) =1, con
y k de distinta paridad, tenemos que el inico camino entre u’ y w’ contiene dos
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aristas no pertenecientes a () que ademds son de la forma ey, ey, 1, luego v’ = w},

w' = wp, ., para algunos r,r’, y de forma que los vértices {w, ,...,w} 1}
tienen todos etiquetas de paridad distinta a «’,w’. Esto implica ¢(w') = 2 +
op(u) =24k = ¢(w) =(n—1)— (k+2) =n—k—3. Ahora vamos a suponer
que la etiqueta de e; se obtiene restando la etiqueta del nodo de W5 en el que
incide, v, menos la del nodo de Wy, u (lo cual, teniendo en cuenta que ¢(e;) > 4,
implica que la de e;,; se obtiene del mismo modo), y tendremos finalmente que
6ler) — dlersr) = 6((v,w) — B{(u,)) = (L— (n—k~3)) — (I = (n— 1— k)) = 2.
Este caso se puede ver para las aristas ey, es del arbol de la Figura 2.16, es
decir, el camino P = (v/,u,v,w,w’) = (wi,...,w}), y también para las aristas
consecutivas ey, €12, que dan lugar al camino (wi,, ..., wi,) en T.

v € Wy, En este caso, suponemos ¢(u) = k, ¢(v) = [, con k y | de distinta
paridad. De forma andloga al caso anterior, tenemos que w es el siguiente a
u con la misma paridad en la ordenacién de los vértices de Wi, ya que en
el camino que los conecta hay dos aristas, luego ¢(w) = k + 2. Si de nuevo
suponemos [ > k + 4, tenemos ¢(e;) — Ppep1) = (1 — k) — (I — (k+2)) = 2.
Las aristas e, €13 son las Uinicas consecutivas del arbol de la Figura 2.16 que
se incluyen en este caso, y dan lugar al camino P = (u,v,w) = (wig, ..., wi,).

2. e; y €41 no inciden en ningun vértice comun, es decir, e; = (u,v) y €41 = (w, x),
con v, w nodos adyacentes.

a)

u € Wi. Entonces, como x € W, existe ' € W; adyacente a x, y vamos a
estudiar el camino P = (u, v, w, z, x’). Suponemos de nuevo ¢(u) = k, p(w) = [,
lo cual implica, como (v,w) € @, ¢(v) =n —1—1, y como P contiene dos
aristas que no pertenecen a (), x’ es el siguiente a u con la misma paridad en
la ordenacion de los vértices de Wy, luego ¢(2') = k+2 = ¢(z) = (n— 1) —
(k+2) = n—k — 3. Asi, suponiendo de nuevo n — 1 — 1 > k + 4, tenemos
oler) —pler1) = (n—1=10)—k)—((n—k—3)—1) = 2. Dos ejemplos de aristas
consecutivas del arbol de la Figura 2.16 que den lugar a este caso son las aristas
e3, €4 y las aristas eg, €19, y dan lugar a los caminos (u, v, w, x, z') = (w3, ..., w})
y (wi, ... wi,), respectivamente.

u € Wy, En este caso, existe v/ € W; adyacente a u, y tenemos el camino
P = (v, u,v,w,x). Suponemos ¢(u') = k, ¢(v) =1, y tenemos ¢(u) =n—1—k,
¢(w) = n —1—1. De forma andloga a las anteriores, tenemos ¢(z) = k + 2,
y suponemos n — 1 — k > 4 + 1, con lo que ¢(e;) — ¢d(egr1) = (n — 1 —
k) —=1)—((n—1—1)— (k+2)) = 2. Este ultimo caso lo encontramos en la
Figura 2.16 en las aristas es, eg v €g, €7, entre otras, y dan lugar a los caminos
(W u,v,w, ) = (Wi, ..., wh) y (w), ..., w), respectivamente.

En los cuatro casos hemos visto que la diferencia entre la etiqueta de una arista y de la
arista anterior es dos, es decir, que si la primera es par e igual a n — 2, todas son pares y
distintas hasta la 2. No obstante, lo hemos hecho suponiendo que para calcular la etiqueta
de la arista ey, restabamos la etiqueta del nodo extremo de e perteneciente a W5 menos la
del extremo de ey, perteneciente a W;. Ademés, hemos visto que si suponiamos ¢(ey) > 4,
entonces obtenfamos que ¢(ex1) se calculaba de la misma manera. Pero podemos suponer
ambas cosas, ya que ¢(e1) = n — 2 > 4 (salvo que el arbol tenga 2 o 4 nodos, pero ya
hemos estudiado esos casos) y se obtiene de esa forma. ]
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Figura 2.17: Casos 1a),1b),2a) y 2b) de la demostracién del Teorema 2.25

Figura 2.18: Arbol de la Figura 2.16 etiquetado siguiendo la demostracién del Teorema
2.25

Corolario 2.26. Todas las langostas con un emparejamiento perfecto son elegantes.

Un ejemplo de un arbol de 28 vértices que cumple las condiciones del Teorema 2.25
lo podemos ver en la Figura 2.16. Asi, tenemos la oruga O en negrita y el camino P =
(v1,...,v10), en gris tenemos los vértices que pertenecen a Wj y el orden dado por la
demostracion de dicho teorema. En rojo, las aristas pertenecientes al emparejamiento
perfecto Q.

Siguiendo la demostracién del teorema, ¢(wi) = 0y @(vg) =n —1— 0 = 27. Como
el camino que conecta w] con wj lleva contiene una arista en £\ Q, ¢(wi) = 1, y, por
el mismo razonamiento, ¢(w3) = 2. Como el camino que conecta wi con wj tiene dos
aristas en £ \ Q, wj lleva la menor etiqueta no empleada anteriormente que tenga la
misma paridad que wj, luego ¢(wy) =4y ¢(vy) = 28 — 1 — 4 = 23, y asi sucesivamente.
Continuando con este proceso, obtenemos el etiquetado elegante ¢ de la Figura 2.18.

En el articulo [19] se demuestra que todas las langostas con un emparejamiento casi
perfecto son elegantes, basandose en el Teorema 2.25 y en la proposicién siguiente:

Proposicién 2.27. Sea T un drbol con un emparejamiento casi perfecto (). Para cada
camino P de longitud mdzrima que acabe en el vértice v, existe un emparejamiento casi
perfecto tal que el unico vértice no extremo de una arista de @) es v.
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Figura 2.19: Langosta que sirve como contraejemplo de la Proposicion 2.27

No obstante, dicha proposicion es falsa, y proponemos como contraejemplo para pro-
barlo la langosta de la Figura 2.19. Asi, en la Figura 2.19 vemos que las aristas en rojo
forman un emparejamiento casi perfecto () del arbol, en el que el vértice w es el inico
que no es extremo de una arista de (). Si tomamos como camino de maxima longitud
P = (v1,vq,...,v9), deberfamos ser capaces de encontrar, segin la Proposicién 2.27, un
emparejamiento casi perfecto que no incluyera a la arista (v1,v2) o a la arista (vs, vg). Si
tratamos de construir el primero, vemos que ha de contener a la arista (vy, v3), con lo que
no contendria a la arista incidente en el vértice u, por lo que no seria casi perfecto. Por
el contrario, si dicho emparejamiento no contiene a la arista (vs, vg), entonces contiene
a la arista (v, vs) y no puede contener a la arista incidente en v, luego tampoco es casi
perfecto.

Existen muchos mas resultados que prueban la elegancia de tipos concretos de lan-
gostas. Varios de ellos se deben a Mishra y Panigrahi, que emplean transferencias como
las que veremos en la seccién siguiente y algunas variaciones para dar varias clases de
langostas elegantes, las cuales se pueden encontrar en [27, p. 18].

Maés casos particulares de langostas elegantes se deben a Wang, Jin, Lu y Zhang [31],
Ng [23], Sethuraman y Jesintha [20] y Abhyanker [1], entre otros.

2.2. Arboles elegantes segin su diametro

En esta seccidén, vamos a ver resultados en etiquetados elegantes de arboles teniendo
en cuenta su diametro. Los resultados de arboles cuyo diametro es menor que cuatro se
pueden encontrar en [10], y los de didmetros cuatro y cinco, en [15].

Teorema 2.28. Todos los drboles de didmetro menor o igual a 3 son elegantes.

Demostracion. Los arboles de didmetro 2 y 3 son, respectivamente, estrellas y orugas,
arboles cuya elegancia ya ha sido probada. O

Existen varias pruebas de que los arboles de didmetro cuatro son elegantes, pero no-
sotros vamos a incluir la demostracion de [15], pues se basa en algunos resultados que se
emplean también para demostrar la elegancia de los arboles de didmetro cinco, y que se
incluyen a continuacién.
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Definicién 2.29. Sea T un arbol y sea (u,v) € E(T). Denotamos por 7, al subgrafo
de T inducido por el conjunto

V(Tyw) ={w € V(T) : w = u o bien v pertenece al inico camino que conecta u con w}.

El método empleado para estas demostraciones se basa en realizar transformaciones
de un arbol elegante dado, y dichas transformaciones se apoyan en el siguiente resultado.

Lema 2.30. Sea T un drbol con un etiquetado elegante ¢ y sea u un vértice adyacente a
los vértices uy,uy. Sea T' el subgrafo de T inducido por el conjunto

V(T') = (V(T) = (V(Tuu) UV (Tuy))) U {u}

yseaveV(T), v+#u.

(a) Siuy # ug, d(u1) + d(ug) = ¢(u) + ¢(v) y el drbol T" se obtiene identificando los
vérticesv € T, w € Ty, y u € Ty, entonces ¢ es un etiquetado elegante de T".
(b) Siuy = ug, 2¢(uy) = ¢(u)+d(v) y el drbol T" se obtiene identificando los vértices

veTl, uel,,,, entonces ¢ es un etiquetado elegante de T".

Demostracion. La demostracion se obtiene a partir de las siguientes igualdades:

(a) |p(u1) = @(u)] = [d(u) + ¢(v) = P(uz) — d(u)| = |P(v) = G(u2)| ¥ |P(uz) — d(u)| =
|0(u) + &(v) = ¢(ur) — P(u)| = [d(v) — P(ua)].

(b) [p(ur)—(u)| = |22 —g(u)| = L2520y [g(uy) —(v)] = |2 —g(v)] =
| ¢(U);¢>(v) | = | ¢>(v);¢>(U) .

]

Las Figuras 2.20 y 2.21 muestran ejemplos de las transformaciones llevadas a cabo en
un arbol elegante 7" de acuerdo con los apartados (a) y (b) del Lema 2.30, respectivamente.
En lo que sigue, no distinguiremos entre un vértice y su etiqueta (para un arbol con
etiquetado elegante dado).

Definicién 2.31. Si consideramos la transformacion del arbol T" en el arbol T” dada por
el Lema 2.30, diremos que el arbol T” se obtiene a partir de T por una transferencia
de los arboles T, ,, y T,., del vértice u al v. Como frecuentemente realizaremos
transferencias de hojas de u a v, hablaremos de transferencias u — v. Si consideramos
transferencias sucesivas a — b, b — ¢, c — d... , escribiremos a - b —c—>d — ---.

En estas demostraciones usaremos dos tipos de transferencias de hojas:

Definicién 2.32. Una transferencia u — v se llama transferencia de primer tipo si
las hojas extremos de las aristas transferidas son £,k + 1, ...,k + m. Dicha transferencia
se puede realizar (segin el Lema 2.30) si u +v = k+ (k+m) (ya que k + (k+m) =
(k+1)+(k+m—-1)=Fk+2)+k+m—-2)=...).
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(a) Arbol T con un etiquetado elegante y (b) Arbol T" obtenido a partir de T' segtin
vértices u, v, U, Us el Lema 2.30(a)

uu2

(c) Arboles Tyuy ¥ Tuu, obtenidos segin (d) Arbol T" obtenido identificando v € T”,
el Lema 2.30(a) UE Ty, yUETyu,

Figura 2.20: Arbol T obtenido a partir de T siguiendo el enunciado del Lema 2.30(a)

(a) Arbol T con un etiquetado elegante y (b) Arbol T’ obtenido a partir de T segin
vértices u, v, Uy, Ug el Lema 2.30(b)

20 1
10O
(¢) Arbol T,,, obtenido segin el Lema (d) Arbol T obtenido identificando v € T”
2.30(b) yu€ Ty,

Figura 2.21: Arbol T"” obtenido a partir de T siguiendo el enunciado del Lema 2.30(b)
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Definicién 2.33. Una transferencia u — v se llama transferencia de segundo tipo si

las hojas de las aristas transferidas forman dos secciones, k, k+1,... . k+my l,{+1,... [+
m. De acuerdo con el Lema 2.30, esta transferencia puede realizarse siu+v=k+1+m
(vaquek+(l+m)=k+D+{U+m—-1)=k+2)+(G+m—=2)=...).

Normalmente, emplearemos transferencias del primer tipo si necesitamos dejar un
nimero impar de aristas incidentes en hojas, y una del segundo tipo si queremos dejar un
nimero par.

A continuacién, mostraremos a partir del ejemplo de la Figura 2.22 ¢cémo emplear los
dos tipos de transferencias anteriores para, a partir de una estrella, dar un etiquetado
elegante de un arbol de didmetro 4 cuyo vértice central (aquel de menor excentricidad)
tiene grado impar, de forma que dicho vértice obtenga la mayor etiqueta.

Supongamos que queremos dar un etiquetado elegante del arbol T de la Figura 2.22a,
que tiene 16 vértices. Para ello, comenzaremos con una estrella £ que se puede ver en la
Figura 2.22b, con |V(E)| = 16 y un etiquetado elegante que asigna la mayor etiqueta al
vértice central de la estrella.

En primer lugar, realizaremos transferencias 15 — 0 de primer tipo de las aristas inci-

dentes en las hojas 3,4, ...,12 (recordemos que dicha transferencia puede hacerse porque
0+15=3+12=4+11=...), obteniendo el arbol de la Figura 2.22c. Después, haremos
transferencias 0 — 14 de primer tipo de las aristas incidentes en las hojas 3,...,11 para

dejar solo una hoja adyacente al nodo 0. Asi, obtendremos el arbol de la Figura 2.22d. A
continuacion, buscando dejar tres hojas adyacentes al nodo 14, realizaremos transferen-
cias 14 — 1 de primer tipo de las aristas incidentes en los vértices 5,6, ..., 10, con lo que
obtendremos el arbol de la Figura 2.22e. Por tltimo, como buscamos dejar dos hojas ad-
yacentes al nodo 1 (un nimero par), realizaremos transferencias 1 — 13 de segundo tipo
de las aristas incidentes en los conjuntos de vértices 5,6 y 8,9, con lo que obtendremos el
grafo inicial T con un etiquetado elegante, que se puede ver en la Figura 2.22f.

Este procedimiento nos permite obtener una prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.34. Todo drbol de didmetro j es elegante.

Demostracion. Debido al Lema 2.15, es suficiente probar que cualquier arbol 7" de diame-
tro 4 con el vértice central de grado impar tiene un etiquetado elegante tal que la etiqueta
del vértice central es maxima.

Sean x, y el numero de vértices de grado par e impar mayor que 1 adyacentes al vértice
central de T, respectivamente. Sea 2k + 1 el grado del vértice central, y [V(T)| = n.
Entonces, partiendo de una estrella £ con |V (E)| = n con la etiqueta n — 1 en el vértice
central, realizamos una transferencia n —1 — 0 de los vértices k+1,k+2,...,n—k — 1.
Posteriormente, llevamos a cabo transferencias

0O—-n—-2—=1=-n-3—=2—=-n—-4—=---,

donde las x primeras (o z — 1 si y = 0) son de primer tipo, y las y — 1 siguientes (si y > 1)
son de segundo tipo. O

Teorema 2.35. Todo drbol de didmetro 5 es elegante.
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QWG 1
1)

(b) Estrella E con |V(E)| =16

(a) Arbol T de didmetro 4, con |V (T')| = 16

OORNOIO DIOIONS®
QW) (1) (19 Q) (19 (2)
15) 25)

(d) Arbol obtenido a partir del anterior rea-
lizando transferencias 0 — 14

(¢) Arbol obtenido a partir de E realizando trans-
ferencias 15 — 0

(f) Arbol obtenido a partir del anterior realizando

() Arbol obtenido a partir del anterior rea-
transferencias 1 — 13

lizando transferencias 14 — 1

Figura 2.22: Etiquetado elegante de un arbol 7" de didmetro 4 con vértice central de grado
impar a partir de una estrella empleando transferencias de primer y segundo tipo
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La demostraciéon de que todos los arboles de diametro 5 son elegantes no vamos a
incluirla en este texto por ser demasiado larga, pero se basa, al igual que la del Teorema
2.34, en las transferencias de primer y segundo tipo, y en otra transferencia que recibe el
nombre de transferencia doble hacia atrds de primer tipo, compuesta por 8 transferencias
de primer tipo, con el objetivo de dejar un niimero par de aristas incidentes en los cuatro
nodos en los que se realiza. Ademéds de esto, se incluyen en el articulo [15] las definicio-
nes de ramas pares e impares, que serviran para diferenciar multiples casos durante la
demostracion.

De momento, no existen resultados que garanticen la elegancia de todos los arboles de
didmetro 6. En [30, pp. 64-68] se dan dos clases de arboles elegantes de didmetro 6 y se
generalizan resultados a drboles de mayor diametro.

2.3.  Arboles elegantes segiin su nimero de nodos

En la primera parte de esta seccién del trabajo, damos un resumen de los avances
que se han logrado en la tarea de probar la Conjetura de Ringel-Kotzig tomando como
criterio el niimero de vértices del arbol. Después, incluimos un modelo de Optimizacion
Lineal Entera dado por Redl en [26] y que nosotros hemos linealizado e implementado en
el optimizador Xpress. A continuacién, proponemos nosotros una nueva formulacion para
abordar la Conjetura, y una serie de desigualdades validas que la refuerzan. Por tultimo,
hemos realizado una comparativa entre el modelo de Redl y el nuestro, con y sin las
desigualdades validas propuestas. Cabe destacar que las formulaciones con que trabaja-
mos sirven también para demostrar la elegancia de grafos (con pequenas modificaciones),
aunque nosotros nos centremos en arboles.

Rosa ya anuncia sin prueba en [28] en 1966 que cualquier arbol de hasta 16 vértices
tiene un [-etiquetado, es decir, un etiquetado elegante. El siguiente articulo que amplia
el nimero de arboles elegantes basdndose en el nimero de vértices es de Aldred y McKay
[3], publicado en 1998. En dicho articulo, establecen el siguiente resultado:

Teorema 2.36. Todos los drboles de orden menor o igual que 27 son elegantes.

Aldred y McKay demuestran el teorema mediante una busqueda computacional, em-
pleando un algoritmo que parte de un etiquetado del arbol 7" que utiliza el conjunto
{0,1,...,n — 1} y que intercambia las etiquetas de dos nodos siempre que se incremen-
te el nimero de etiquetas distintas inducidas en las aristas. Si no se produce mejoria al
intercambiar dos etiquetas para ningin par de vértices, se elige un par que no se haya
intercambiado en un numero fijo M de veces anteriores y que maximice el conjunto de
etiquetas distintas de las aristas.

En 2003, Horton [13] extiende este resultado, concluyendo mediante una bisqueda
aleatoria con retroceso que todos los arboles de orden menor o igual a 29 son elegantes.
Finalmente, en 2010 Fang [12] prueba mediante una bisqueda determinista con retroceso
la elegancia de todos los arboles de hasta 35 vértices.



Capitulo 3

Modelos de Optimizacion Lineal
Entera

En este capitulo, vamos a describir dos modelos de Optimizaciéon Lineal Entera, uno
que presenta Redl en [26] y otro modelo que hemos propuesto nosotros, y algunas de-
sigualdades vélidas que hemos disenado para reforzarlo. La tltima seccion del capitulo
consiste en una comparativa entre ambos modelos, y entre nuestro modelo con y sin las
desigualdades presentadas.

3.1. El modelo de Redl

En 2003, Redl [26] describe dos formulaciones, una que emplea optimizacién entera
y otra que incluye optimizacion con restricciones. Incluimos aqui la primera de ellas,
donde suponemos G un grafo con n vértices y m aristas. Asi, las variables son {z;}!,
y representan las etiquetas asignadas al conjunto de nodos, por lo que son enteras. Este
modelo se puede ver en la Figura 3.1.

En el andlisis que se incluye en [26] de esta formulacién, se explica que tnicamente
interesa encontrar factibilidad, no una maximizacién o minimizacion de una funcién obje-
tivo, y es por esto que se emplea la funcién objetivo constante (3.1). Si logramos encontrar

Minimizar flzy,29,...,2,) =0 (3.1)
sujeto a |z; —xj| =a  para alguna arista (i,5) € E(G),a=1,...,m (3.2)
|z, — x| > 1 para cada i, j tal que (7,j) ¢ E(G) (3.3)

0<xz; <m parai=1,2,...,n (3.4)

x; €7 parai=1,2,...,n. (3.5)

Figura 3.1: Modelo de optimizacién propuesto por Redl en [26]

93
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Minimizar flzy,29,...,2,) =0 (3.6)
sujeto a |z — ;| = 2 para cada arista k = (i,j), con k=1,...,m  (3.7)
lz; — ;] > 1 para cada 4, j tal que (i,j) ¢ E(G) (3.8)

|z — 21| > 1 para k. l=1,....m k<l (3.9)

x; € {0,1,...,m} parai=1,2,...,n (3.10)
zr€41,2,...,m} para k =1,2,...,m. (3.11)

Figura 3.2: Modelo de Optimizacién anadiendo el conjunto de variables {zx}i; vy las
desigualdades correspondientes.

un conjunto de etiquetas que satisfaga todas las desigualdades (3.1)-(3.5) para un grafo
G, entonces G es elegante y {x;}; son las etiquetas de los nodos 1, ...,n, mientras que
si no se obtiene solucion factible, G no sera elegante.

Para linealizar las desigualdades (3.2) y (3.3) hay que hacer uso de variables binarias.
Con el objetivo de disminuir el nimero de variables binarias necesarias, se propone en
[26] emplear las variables enteras {z;},, relativas a una etiqueta de cada arista de G,
de manera que para cada arista k = (7, j), tengamos que su etiqueta viene inducida por
las de los dos nodos en los que incide: 2z = |z; — |, con k = 1,..., m. Empleando estas
variables, llegariamos a la formulacién de la Figura 3.2, en la que tenemos que incluir un
conjunto de desigualdades para que las etiquetas inducidas en las aristas sean distintas,

y que aun no es lineal.

Nosotros hemos llevado a cabo la implementaciéon del modelo utilizando el programa
Xpress. Para ello, hemos optado por introducir el grafo mediante su matriz de adyacencia
M, = (my;), lo cual modifica los indices de las variables asociadas a las aristas de las
formulaciones anteriores, que ahora son {Zij}?,j:u <; bara i,] tales que m;; = 1. Tam-
bién hemos linealizado la formulacién, empleando dos conjuntos de variables auxiliares:
{ug}ij=1 con i < j, variables binarias para linealizar las desigualdades (3.7) y (3.8), es
decir, las relativas a las etiquetas de los vértices; y {vijui )i, =1 Para my = my = 1,
i<j, k<l (i,j) < (k1) con el orden lexicogréfico, variables binarias para linealizar las
desigualdades (3.9), relativas a las etiquetas inducidas en las aristas.

De esta forma, el conjunto de desigualdades (3.7) comprende dos conjuntos de de-
sigualdades a su vez: |z; — x| < z; ¥ |; — xj| > 2;. Cada uno de estos conjuntos supone
dos nuevos conjuntos de desigualdades, que son los siguientes:

T —x; < 2 sii<j,my=1145=1,...,n, (3.12)
;g —x; < 2 sie<g,my=1147=1...,n, (3.13)
x; —x; + Cruy; > 2 sii<j,my=11475=1,...,n, (3.14)
z; —x; + C1(1 —uyy) > 25 sii<j,my=117=1,...,n, (3.15)

donde C es una constante que tenemos que calcular. Si u;; = 0, entonces el conjunto de
desigualdades (3.14) estd activo, y z; —x; + Cy > z; tiene que cumplirse para cualesquier



Arboles elegantes segin su nimero de nodos 5]

Minimizar flzy,29,...,2,) =0
sujeto a i —xj < 2 sie<g,my;=1147=1...,n (3.12)

xrj—x; < zij sii<j,my;=114j=1,...,n (3.13)
Ti — Tj + 2mug; > 25 sii<j,my;=114j=1,...,n (3.14)
xj —x; +2m(l — w;y) > 2 sie<jg,my=1,147=1,...,n (3.15)
ri—z;+ (m+Du; > 1 sii<j,my;=0,4,5=1,...,n (3.16)
rj—z;+(m+1)(1—uy) >1 sii<j,m;=0,17=1...,n (3.17)
2ij — 2+ (m+ Vv > 1

simij=m=1,1<j, k<l (i,5) < (k1) (3.18)
2l — Zij + (m+ 1) (1 —vw) > 1

simyj=m=1,1<j, k<l (i,75) < (k1) (3.19)
x; €{0,1,...,m} parai=1,2,...,n
zij € {1,2,...,m} parai,j=1,2,....,n, my; =1, 1< j.

Figura 3.3: Modelo de Optimizacién Lineal Entera de Redl

valores de z;, x;, 2;; tales que x; — x; > z;;; del mismo modo, para u;; = 1, el conjunto de
desigualdades (3.15) esta activo y se tiene que cumplir z; — x; + C1 > z;; para x;, z;, 2
tales que z; — x; > z;. Por tanto, se tiene que cumplir siempre —|x; — ;| + Cy > z;; =
C1 > zij+|x; — xj|. Como sabemos que z;; < my |x; —x;| < m Vi, j, basta fijar Cy = 2m.

De modo andlogo, linealizamos ahora el conjunto de desigualdades (3.8), obteniendo
los siguientes conjuntos de desigualdades lineales:

ZL’i—l'j—FCQ’LLZ'jZl Sii<j,mij:(),i,j:1,...,n, (316)
x]—$Z+CQ(1—uU)21 51Z<j,m”:(),z,j:1,,n, (317)

donde, con un razonamiento analogo al previo, obtenemos que C5 es una constante que
tiene que cumplir —|z; — x;| + Cy > 1 para cualquier valor de z;, z;. Asi, como |z; —z;| <
m Vi, j, fijamos Cy = m + 1.

Las desigualdades (3.9) se linealizan de la misma manera, obteniendo

Zij — Rkl + C3Uijkl >1 si mi; = My = 1, 1< j, k< l, (Z,j) < (k’,l), (318)
Rkl — Zij + Cg(l — Uz'jkl) >1 si My; = Mg = 1, 1< j, k< l, (Z,j) < (k,l), (319)

con C3 = m + 1. El modelo de Redl linealizado completo se puede ver en la Figura 3.3.

En [26], el modelo visto se implementa en CPLEX y se obtienen resultados compu-
tacionales acerca de la elegancia de algunos tipos de grafos, pero no se muestran resultados
sobre su rendimiento con érboles. Nosotros abordaremos esta tarea en apartados siguien-
tes.
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3.2. Nuevo modelo de Optimizaciéon Lineal Entera

A continuacién, vamos a proponer un nuevo modelo de Optimizacién Lineal Entera
para encontrar etiquetados elegantes de arboles.

Vamos a definir en primer lugar las variables que emplearemos en el modelo. Asi, dado
un arbol T' con |V(T')| = n y |E(T)| = m, tendremos un conjunto de variables binarias

{z;j},coni=0,....n—1y j=0,...,m, tales que x;; = 1 si al vértice ¢ se le asigna
la etiqueta 0, y x;; = 0 en caso contrario. Andlogamente, contaremos con el conjunto de
variables binarias {y;;}, coni=0,...,m—1, j =1,...,m, tales que y;; serd 1 si la arista

¢ tiene la etiqueta inducida 7, y 0 en caso contrario.

Empleando estas variables, un etiquetado elegante debe cumplir las siguientes condi-
ciones:

Cada vértice sélo puede tener asignada una etiqueta:

 ay=1 Vi=0,...,n-1 (3.20)
=0

= Cada etiqueta solo se puede asignar a un vértice:
n—1
ay=1 VYji=0,...,m (3.21)
=0
= Cada arista solo puede llevar una etiqueta:
d yy=1 Vi=0,...,m—1 (3.22)
j=1
= Cada etiqueta solo se puede asignar a una arista:
m—1
ay=1 Vji=1,...,m (3.23)
=0
= Silos nodos i, j llevan etiquetas [ y [+ k, entonces la arista e = (i, j) tiene que llevar

la etiqueta k:

Yek + 1 > Ty + 514k Ve,l=0,....m—1,k=0,...,m—1,
Yek +1 > 21 + T4 144 Ve,l=0,....m—1,k=0,...,m—1.

La forma de introducir el arbol en Xpress ha sido mediante una matriz A,,x2, de
forma que la arista e incide en los nodos (ae1, ae2), para e = 0,...,m — 1. Asi pues,
empleando esta matriz, reescribimos el conjunto de desigualdades anterior:

Yk 1> 2o 1+ Tapurr Ve, l=0,....m—1k=0,...,m—1, (3.24)
Yebo + 1> Zgp01 + Tagyuir Ve, l=0,....m—1k=0,...,m—1 (3.25)
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= Por 1ltimo, incluimos en el modelo las desigualdades de integridad de las variables:

z;; € {0,1} Vi=0,....n—1,7=0,...,m, (3.26)
yi; € {0,1} Vi=0,....m—1j=1,...,m. (3.27)

= Como de este modelo solo nos interesa obtener un etiquetado elegante dado un
arbol, y no pretendemos optimizar nada, podemos establecer una funcién objetivo
que tenga un valor fijo, de la misma manera que en el modelo anterior:

min f(zg,...,2xn—1) = 0. (3.28)

3.2.1. Mejoras del modelo anterior

En este apartado vamos a describir algunas desigualdades validas que podemos incluir
en el modelo anterior.

En primer lugar, observemos los conjuntos de desigualdades (3.24) y (3.25). Fijada
una arista e, si tenemos z,,; = 1 y fijadas [ y k, la desigualdad Z;”:O Tq,,; = 1 (del
conjunto de desigualdades (3.20)) implica que x,,, ;1 = 0, mientras que la desigualdad
Sz (del conjunto de desigualdades (3.21)) implica z,,; = 0. Extrapolando este
mismo razonamiento a cada desigualdad de (3.24), podemos sustituir los conjuntos (3.24)
y (3.25) por el conjunto siguiente:

Yek +1 Z Laeil -+ Laeg,l +xael,l+k +$aeg,l+k Ve,l = O, e, — 1, k= O, e, — l. (329)

Asi, hemos reducido el nimero de desigualdades de este tipo a la mitad, lo cual supo-
ne tener m*(m + (m — 1) +--- + 1) = mzw desigualdades menos, y ademads las
desigualdades (3.29) son mas fuertes que las (3.24) y (3.25).

A continuacién, vamos a describir dos conjuntos de desigualdades que hemos obtenido
atendiendo a las caracteristicas de los arboles elegantes. En primer lugar, como un eti-
quetado elegante ¢ induce en una de las aristas la etiqueta |E(T")| = m, que solo se puede
obtener restando las etiquetas de los nodos 0 y m, es claro que estos dos nodos tienen que
ser adyacentes. Esto da lugar a los conjuntos de desigualdades:

n—1

T+ Y Tjm <1 Vi=0,...,n—1, (3.30)
JénG)
n—1

Tim+ Y wjo <1 Vi=0,...,n—1. (3.31)

j=0
JEN (i)

Siguiendo el mismo razonamiento, la arista de etiqueta m — 1 tiene que ser extremo de
los nodos 0 y m —1 o de los nodos 1 y m, lo cual da lugar a los conjuntos de desigualdades
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validas:

n—1 n—1

Tio + x5 + Z Thm_1 + Z Thom < 3 Vi,j=0,....n—1,i#j,  (3.32)
k(;EN() k¢N(J>
n—1 n—1

Tio + Tjm + Z Thm_1 + Z Tpy <3 Vi,j=0,...,n—1,i#j,  (3.33)
kéZN(Z) kéZN(J)

Timo1+ Ty + Z Tho + Z Thm < 3 Vi, j=0,....n—1,i#7j,  (3.34)
KEN () KENG)
n—1 n—1

Tim1 + Tjm + Z Thot+ Y Tk1 <3 Vi,j=0,....n—1,i#j.  (3.35)
k(;EN() k%l;(y)

Supongamos, dada la arista e; = (i, j;), que ¢(i;) = s, ¢(5;) =t con s € {0,...,s'}t €
{t',...,m}, cont'—s" > 2. Entonces ¢(e) > t'—¢'. Este razonamiento motiva los siguientes
conjuntos de desigualdades validas:

t—s'—1
Zwa 2 vk <2
t=t/
Vl:{O,..., -1} ={0,....m =2}t ={s+2,...,m}, (3.36)
t'—s'—1
Zwa 2 vk <2
=t/
Vl:{O,..., —1}h s ={0,....m =2}t ={s+2,...,m}. (3.37)

Finalmente, vamos a describir algunas caracteristicas de un arbol que nos permiten
definir distintos etiquetados elegantes a partir de uno dado.

Proposicién 3.1. Sea T' = (V, E) un drbol con un etiquetado elegante ¢ y una arista
e = (v,w) € Ep. Sea T' el subgrafo dado por la componente conexa a la que pertenece
venT" = (V,E"), con E" = E \ {e}. Fijemos v raiz de T" y sean vy, ...,v; los nodos
adyacentes a v enT'. Sea T; el subgrafo dado por la componente conexa a la que pertenece
v; en T = (Vpr, Err), con Ery = Ep \ {(vi,v)}, para i = 1,..., k. Entonces, para cada
1 < i < j <k tal que exista p;; : T; — T isomorfismo con ¢;;(v;) = v;, existe un
etiquetado elegante ¢;; de T tal que para cada a € T; existe un b € T; con ¢;;(a) = ¢(b).

Demostracion. Supongamos que tenemos un par de subgrafos 7;,7T; con un isomorfismo
@i« T; — Tj, para 1 <14 < j < k. Podemos definir ¢;; como:

o(w stw e T\A{T;,1}},
gij(w) § ¢(pij(w)) stweT,
¢ (w)) siw e Tj.
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Claramente, todos los vértices de T' llevan etiquetas distintas en el etiquetado ¢;;.
Ademés, tenemos que las aristas de 17"\ {7;,7;} conservan las etiquetas dadas por ¢
en ¢y, ¢ij(v,v;) = O(v,v5), dij(v,v5) = d(v,v;) ¥ Gij(ur, ua) = ¢(ij(ur), pij(usz)) para
uy, up € T;, ¢ij(ur, ug) = gb((p;jl(ul), go;jl (ug)) para uy,us € Ty, por lo que las etiquetas de
las aristas también son distintas. Por tanto, ¢;; es elegante. O]

Corolario 3.2. Sea T un drbol con un etiquetado elegante ¢ y una arista e = (v,w) € Ep.
Sea T" el subgrafo dado por la componente coneza a la que pertenece v en T" = (V, E"),

con E" = E\ {e}. Fijemos v raiz de T" y sean vy, ..., vy los nodos adyacentes a v en T".
Sea T; el subgrafo dado por la componente conexa a la que pertenece v; en I} = (Vr, Erv),
con By = Ep \ {(vi,v)}, parai=1,... k. Entonces, si T' es simétrico con raiz v, para

cada 1 < i < j <k existe un etiquetado elegante ¢;; de T' de manera que para cada u; € T;
eziste un u; € T; con ¢(u;) = ¢ij(u;).

Sea T un drbol con un etiquetado elegante ¢, y sea T' un subgrafo de T simétrico con
raiz v Y vy,...,0 los vértices del primer nivel. Sea T; C T' la componente conexa del
grafo T"\ {(v,v;)} a la que pertenece el nodo v;, para 1 < i < k. Entonces, para cada
1 <i<j <k, existe un etiquetado elegante ¢;; de T de manera que para cada u; € T;
existe un u; € T con ¢(u;) = ¢(u;).

Demostracion. Como el subgrafo T” es simétrico, sabemos por el Lema 2.5 de la pagina 23

que los subgrafos T1,. .., Ty son isomorfos. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar
la Proposicion 3.1 para cada par de subgrafos T;,7T; con 1 < i < j <k, lo que nos da el
resultado buscado. O

Asi, tenemos que para cada arbol T' con T” un subgrafo simétrico de raiz v y k' hojas
en el primer nivel, podemos definir, a partir de uno, Py —1 = k'l — 1 etiquetados elegantes
distintos. Es mas, dados Ti,...,T,, subgrafos simétricos de T con kq,...,k, hojas en
el primer nivel, respectivamente, podriamos formar Py, Py, --- P, — 1 = ki!--- k! — 1
etiquetados elegantes distintos a partir de uno.

m

Proposicion 3.3. Dado un drbol T' con un etiquetado elegante ¢ y vy,vy € T dos vértices
adyacentes, sean Ty, Ty C T las componentes conezas de T' = (V, E'), E' = E\{(v1,v2)} a
las que pertenecen vy, vy, respectivamente. Si existe ¢ : Ty — Ty isomorfismo con p(vy) =
va, entonces existe un etiquetado elegante ¢' de T que cumple que para cada vértice u; €
Ty, existe un vértice uy € Ty con ¢(uy) = ¢'(us).

Demostracion. Vamos a definir el etiquetado ¢':

i T
oy _ [ Ole(w)  siweT,
¢(w) { ol Hw)) siw e Ty
Es claro que ¢’ es elegante, pues el conjunto de etiquetas asignado por ¢ a 17 lo asigna ¢’

a Ty, y viceversa, mientras que ¢'((v1,v9)) = ¢((v1,v2)), v ¢'((u1,u))) = o((p(ur), e(u}))
para ur, 6} € Ty, ¢ () = 9((6™ (), () para up, € T, .

Como T3,T, son isomorfos en la proposicién anterior con V(77) U V(Ty) = V(T),

es claro que |V(T7)| = |[V(Ty)| = W(Q—T)', luego para un arbol 7' solo podré existir un
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Figura 3.4: Arbol T propuesto para ilustrar mediante un ejemplo la utilidad de las Pro-
posiciones 3.1 y 3.3 y el Corolario 3.2

isomorfismo de este tipo, ya que la eliminacién de otra arista en 7' no dejard el mismo
numero de vértices en cada componente conexa.

Cabe destacar también que para un arbol 7" con un etiquetado elegante ¢ y dos
subgrafos T, Ty isomorfos cualesquiera de T, no necesariamente se da la existencia de
otro etiquetado elegante que asigne el conjunto de etiquetas asignado por ¢ a 17 a T y
viceversa. Unicamente los casos descritos en las Proposiciones 3.1 y 3.3 nos aseguran la
existencia de dichos etiquetados.

Vamos a ver a través del ejemplo de la Figura 3.4 los distintos etiquetados elegantes
que podriamos obtener a partir de uno aplicando las Proposiciones 3.1 y 3.3 y el Corolario
3.2.

En primer lugar, podemos aplicar la Proposicién 3.1 para los subgrafos Ty y Ty in-
ducidos por los conjuntos de vértices U = {u;}13, vy V = {v;}}2,. Para Ty, definimos

uy como raiz del arbol, usy, ug son los vértices del primer nivel, T,,, el drbol inducido por

el conjunto de vértices {us,...,ur} y Ty, €l arbol inducido por el conjunto de vértices
{us, ..., ui3}. Asi, podemos establecer el isomorfismo ¢ : T, — Ty, con p(ugir) = Usik,
parak = 0,...,5, yaplicando la Proposicion 3.1, podemos encontrar un etiquetado elegan-

te distinto de T" a partir de uno dado. Podemos repetir el proceso para Ty, obteniendo otro
etiquetado elegante a partir de cada uno de los anteriores, con lo que en total tendriamos
4 etiquetados elegantes.

Asimismo, podemos aplicar el Corolario 3.2 al arbol T y los subgrafos simétricos
Togy Tug, Tos v Ty, inducidos por los conjuntos de vértices {us,...,ug}, {uo,...,uia}t,
{vs,...,v6} y {vg,...,v12} y de raices ug, ug,v3 y v9, respectivamente, obteniendo 3!=6
etiquetados elegantes a partir de cada uno de los anteriores cada vez que aplicamos dicho
corolario. En total, tendrfamos 4 x (3!)* = 5184 etiquetados elegantes.

Por 1ltimo, notemos que también podemos aplicar la Proposicion 3.3 a T', uy, vy vérti-
ces adyacentes y Ty, Ty los arboles definidos anteriormente, pues tenemos un isomorfismo
oy : Ty — Ty dado por ¢py(u;) = v;, para ¢ = 1,...,13. Aplicando dicha proposi-
cién, obtenemos un etiquetado elegante por cada uno de los anteriores, es decir, doblamos
la cantidad de etiquetados elegantes distintos. Por tanto, hemos visto como, suponiendo
que existe un etiquetado elegante de 7', somos capaces de encontrar 10367 etiquetados
elegantes distintos a partir del primero.
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Nosotros hemos disenado un algoritmo que, dado un arbol T', genera desigualdades
validas que eliminan los etiquetados multiples dados por las Proposiciones 3.1 y 3.3 y
el Corolario 3.2 (aunque no hemos de olvidar que pueden existir miltiples etiquetados
elegantes de un arbol que no vengan dados por estos resultados). Para ello, si k subgrafos
de T, T}, ..., Ty, caumplen las condiciones de la Proposicién 3.1 o del Corolario 3.2, con
vy, ...,V las raices de dichos arboles isomorfos, nuestro algoritmo generara las desigual-
dades ¢(v1) < ... < @(vg), es decir, de los k! etiquetados elegantes que tenemos a partir de
uno, tomara aquel en el que las etiquetas de las raices de dichos arboles estén ordenadas
de menor a mayor. Algo semejante ocurre cuando 7' tiene dos subgrafos 77, T, isomorfos
con vy € Ty adyacente a vy € T segun las condiciones de la Proposicion 3.3, ya que en
este caso, se generard una desigualdad vélida del tipo ¢(vy) < ¢(vs).

Para explicar el algoritmo, vamos a introducir algunos conceptos con los que necesi-
taremos trabajar posteriormente:

Definicién 3.4. Sea T un drbol con un etiquetado elegante ¢ y una arista e = (v, w) € Er.
Sea T" el subgrafo dado por la componente conexa a la que pertenece v en 7”7 = (V, E"),
con E” = FE \ {e}. Fijemos v raiz de 7" y sean vy, ..., v, los nodos adyacentes a v en 7".
Sea T; = (Vi, E;), con V; = Vi \ {v}, E; = Ep \ {(v;,v)}, para i = 1,..., k. Entonces, si
dos subgrafos T;,T; cumplen las condiciones de la Proposicién 3.1 (o del Corolario 3.2),
diremos que los vértices v;, v; son simétricos por la Proposiciéon 3.1.

Definicién 3.5. Sea T un arbol con vy, v € T adyacentes y 11,1, C T las componentes
conexas de 7" = (V, E'), E' = E \ {(v1,v2)} a las que pertenecen vy, v,, respectivamente.
Entonces, si T, T5 cumplen las condiciones de la Proposicién 3.3, diremos que los vértices
v1, V9 son simétricos por la Proposicién 3.3.

En el texto que sigue, con la finalidad de abreviar, diremos que vq, vo son simétricos
si lo son por la Proposicién 3.1 o por la 3.3.

Definicién 3.6. Dado un drbol 7'y un vértice v € T, definimos la tensién de v, t(v),
como la minima distancia entre v y una hoja en un camino P que contenga a v y cuya
longitud sea méaxima entre todos los caminos que contienen a v.

Una forma de establecer la tensién de todos los nodos de T recursivamente consiste
en dar a las hojas de T tension 0; a las hojas del subgrafo 77 de T" inducido por todos los
nodos de T" que no son hojas, la tensién 1; a las hojas del subgrafo T5 de T} inducido por
los vértices de T} que no son hojas, la tension 2; y asi sucesivamente.

Lema 3.7. Dado un drbol T y un vértice v € T, se da uno de los siguientes casos:

1. La tension de v es mdxima en T'.

2. Eziste un unico vértice w adyacente a v con t(w) > t(v).

Demostracion. Supongamos que t(v) no es maxima, y vamos a ver que se tiene la se-
gunda condiciéon. Supongamos primero, por reduccién al absurdo, que no existe ningin
vértice adyacente a v de tension mayor que este. Tomemos entonces un camino P que
contenga al nodo v y tenga longitud méxima entre los caminos que contienen a v, que
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conecta la hoja h; con hs. Ahora hemos de ver que existe un vértice u de tension
maxima en el camino. Si suponemos que no, entonces podemos construir un camino
P = (hy,...,v,...,u,...,h3) o bien P" = (hg,...,v,...,u,...,hs), para hy una hoja
a distancia méaxima de u. En cualquiera de los dos casos, la longitud de este camino es
mayor a la de P, y contiene a v, luego tendriamos una contradiccion. Por tanto, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que P = (hy,...,v,w,...,u,...,hs). Pero entonces
tenemos t(w) > d(w, hy) > d(v, hy) = t(v).

Supongamos ahora que v es adyacente a dos vértices u,w de tensiones t,, < t,, respec-
tivamente, y veamos que t(v) > t,. Vamos a tomar el camino P = (hy,...,u,v,..., hs),
con hy, hy las hojas de T" a mayor distancia de wu,v, respectivamente (donde h; pue-
de ser igual a u sin pérdida de generalidad). Tenemos dos posibilidades, que w perte-
nezca a P o que no. Si w € P, entonces existe un camino que contiene a w, empie-
za en hs y tiene longitud méaxima entre los caminos que contienen a w, luego t, <
d(w, he) = t, +1 < d(v,he). Por el contrario, si w ¢ P, podemos tomar un ca-
mino P’ = (hg,...,v,w,..., hg) (donde d(hg,v) > d(v,hs) por hipétesis) y tendremos
d(hg,w) > d(w, h3) = t, < d(w, h3) = t, +1 < d(w,h3) + 1 = d(v,h3) < d(hg,v). Es
decir, en ambos casos se tiene t,, + 1 < d(hs,v).

Entonces tenemos d(v, hg) > 1+t,, > 1+t, > t,, y por lo tanto d(u, hy) = 14+d(v, hy) >
t, = d(hi,u) = t,, pero esto ultimo implica d(hy,v) > t,, luego hemos encontrado un
camino en el que d(v, hy) > t, y d(hy,v) > t,, es decir, t(v) > t,.

La primera parte de la prueba nos indica que, si t(v) no es maxima, existe al menos
un vértice w adyacente a v con t(w) > t(v); y la segunda parte nos indica que no pueden
existir u, w adyacentes a v con t(u) > t(w) > t(v). Por tanto, tenemos el resultado que
queriamos probar. O

Dados dos vértices vi,vo de un arbol T' simétricos, podemos observar las siguientes
caracteristicas, en las que se basa el algoritmo:

= g(v1) = g(v2) y t(vr) = t(v2).
Que el grado de v; y v9 ha de ser el mismo se deduce del enunciado de las Proposi-
ciones 3.1 y 3.3.

En cuanto a la tensién, vamos a llamar hq, hs a unas hojas de T}, T5 cuya distancia a
v1, Ug, Tespectivamente, es maxima (y la misma por ser T7, Ty isomorfos). Entonces,
como cualquier camino que contenga a v; ha de comenzar (o terminar) en una hoja
de T7 (y lo mismo para v,), tenemos t(vy) < d(vy, hy). Ademés, como tenemos el
camino P que conecta hy con hg, se tiene t(vy) > d(nq, hy). Por tanto, tenemos que
t(vl) = d(U17 h1> = d(UQ, hg) = t(UQ).

= Si son simétricos por la Proposicién 3.1, son adyacentes a un mismo nodo v (el que
establece la proposicién) y se cumple t(v) > t(vy) = t(v2).

Supongamos que tenemos los arboles 17,75 y los vértices v, vy, vy dados por la pro-
posicién. Hemos visto en el apartado anterior que t(v1) = d(vy, hy), para hy la hoja
de T} a mayor distancia de v;. No obstante, sabemos que el camino que conecta la
hoja h; con la hoja hy € Ty a mayor distancia de v, contiene al vértice v, por lo que
t(v) > d(vy, hy) + 1, luego t(v) > t(vq).
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= Si son simétricos por la Proposicién 3.3, tienen tensién maxima.

Si se cumplen las condiciones de la Proposicién 3.3, entonces para hq, hy hojas de
T1,T> a maxima distancia d de vy, vo, se tiene que un camino de longitud maxima
P en T conecta hy con hy y mide 2d 4+ 1. Ademads, P contiene a v; y vy (que son los
vértices centrales de P), por lo que se tiene t(v;) = t(vy) = d > t(w) Yw € T.

Por tanto, tenemos que dos nodos vy, vy simétricos tienen el mismo grado y, o bien
tienen la misma tension y son adyacentes a uno de tension mayor, o bien son adyacentes y
tienen tensién maxima dentro de T'. Esto da lugar al siguiente algoritmo para determinar
todos los nodos simétricos de un arbol 7"

Algoritmo 3.8. Dado un darbol T con n vértices, ordenamos los vértices de V : vy, ..., v,,
y creamos la matriz simétrica Sy,xm, donde S;j serd igual a 1 si v;,v; son simétricos y a
0 en caso contrario.

1. Dada tywsy la tension mdzima de los vértices de T y h(T) el nimero de hojas de
T, vamos a construir una matriz My . 1xnr) de manera que la primera fila de
M sea (ki,...,knr)), para {vk}?g) el conjunto de hojas de T y la entrada m;;,
con i > 2, sea v si v, es el unico nodo adyacente a vy, de tension mayor (que
sabemos que existe por el Lema 3.7) y ademds la tension de vy, _, ; no €5 tma, € 00

81 t(Um,;_1;) = tmax-

2. Para k =2,... thwix + 1, hacer:

a) Primero descartamos nodos que no sean simétricos. Asi, parai=1,...,n—1,
j=1+1,...,n, si el numero de veces que aparece el vértice v; en la fila k de
M, nix, es distinto al nimero de veces que aparece v;, entonces S;j = Sj; = 0.

(Esto se debe a que el nimero de veces que aparece v; en la fila k, ng., es iqual
al numero de caminos que conectan v; con una hoja y que pasan unicamente
por vértices de tension menor o igual a t(v;).)

b) A continuacion, comprobamos los que son simétricos en la etapa k a partir de
la matriz M. Para ello, vamos a estudiar, para cada nodo v; que aparezca en la
fila k, la submatriz (M) gxn,, formada por las entradas de las filas 1 a k y de las
columnas j cuya entrada my; =1 (de las cuales hay n;;). Para esta submatriz,
tenemos que la fila k tiene siempre la entrada i, es decir, incluye todos los
caminos distintos que conectan v; con una hoja de T pasando por nodos de
tension menor que t(v;). Esto equivale en la Proposicion 3.1 al subgrafo dado
por la componente conexa a la que pertenece v; en T \ {(v;,u)}, donde u es el
unico nodo adyacente a v; de tension mayor que €l, y cuya raiz es v;.

Siguiendo el enunciado de la Proposicion 3.1, vamos a ver si los vértices hijos
de v;, que en la matriz se encuentran en la fila k — 1, son simétricos, com-
parando los subgrafos que generan dos a dos. Comparar dos subgrafos equivale
a comparar las submatrices de la anterior que estos generan y ver si tienen
el mismo tamano y si se puede establecer una biyeccion entre los vértices de
ambas matrices, de manera que si un nodo aparece m veces en la fila k, exista
un nodo en la otra matriz que aparezca las mismas veces en la misma fila. Si
esto ocurre para las submatrices generadas por v;, vy, de la fila k — 1, entonces
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Figura 3.5: Arbol T propuesto para ilustrar el funcionamiento del Algoritmo 3.8

los nodos v; y vy, son simétricos, luego S;, = Sp; = 1. Notemos que en este
paso la comparacion entre dos matrices se hace con matrices de como mucho

tmax filas.

3. Para k = tysx+1, si existen enI" dos vértices v;,v; de tension mdzima, pueden darse
las condiciones de la Proposicion 3.3 (y si no, es imposible que se den, pues hemos
visto que dos vértices simétricos por dicha proposicion tienen tension mdxima). Por
tanto, hemos de comparar las submatrices que generan v; y v; para k = tymax + 1,
que tendrdn tys + 1 filas, del mismo modo que hemos comparado las de los hijos de
un vértice comin en el apartado anterior (solo que estos dos no son hijos de ningin
vértice comin, pues son adyacentes). Si podemos establecer la biyeccion indicada
anteriormente entre los vértices de dichas submatrices, y no hemos descartado como
simétricos a dichos vértices en algin paso anterior del algoritmo, entonces S;; =
Sji =1.

Vamos a ilustrar el funcionamiento de este algoritmo a través del ejemplo de la Figura
3.5. El Paso 1 da lugar a la matriz:

2 3 79 10 11 13 14 16 17
M- 1 1 6 8 8 &8 12 12 15 15
oo oo 44 4 4 5 5 5 5
o oo 1 1 1 1 1 1 1 1

Pasemos al Paso 2. Para k£ = 2, descartamos como simétricos aquellos nodos que no
aparezcan el mismo nimero de veces en la fila 2 de M. Por ejemplo, descartariamos como
simétricos los nodos 1 y 2, pues el 1 aparece dos veces en dicha fila, mientras que el 2 no
aparece. A continuacién, para cada nodo 7 que aparezca en la fila, creamos la submatriz
que nos indica el Algoritmo 3.8 y vemos si dos nodos de la fila & — 1 son simétricos.
Para i = 1, tenemos la submatriz My = (2%), luego los nodos de la fila k — 1 = 1, 2
y 3, son simétricos. La submatriz dada por ¢« = 6 solo tiene una columna, por lo que no
podemos comparar dos nodos. Para i = 8, tenemos la submatriz Mgy = (29 1), vy por
tanto tenemos que los nodos 9, 10 y 11 son simétricos. Y asi para ¢ = 12,15, obteniendo

que los nodos 13 y 14 son simétricos y los nodos 16 y 17 también.

(

Para k = 3, repetimos el proceso. Asi, para i = 4 tenemos la submatriz My =
10 11

8 8
4 4

—

9
8
4

BT

), y para saber si los nodos 6 y 8 son simétricos, comparamos las submatrices ()
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Minimizar f(z1,z2,...,2,) =0

m
sujeto a injzl Vi=0,....,n—1
j=0

day=1 V¥j=0,....m

m

> yij=1 Vi=0,...,m—1

injzl Vj:l,...,m

xz;; €{0,1} Vi=0,....,n—1,j=0,...,m

yij €{0,1} Vi=0,....m—-1,j=1,....,m

Yek T 12 Zagy 1 + Taga l + Tay 1tk T Tacy,i+k
Ve,l =0,....m—1,k=0,...,m—1

n—1
Ti0 + E Tjim <1 Vi=0,...,n—1
j=0
JEN(4)
n—1
Tim + E o <1 Vi=0,...,n—1
j=0
JEN(4)
n—1 n—1
.1'10—‘1-.%‘714- E Tk,m— 1+ E kag?)
ng() keN(n
Vi,j=0,....,n—1,i#j
n—1 n—1
Tio + XTjm + E Thym—1+ E TE1 <3
k=0 k=0
k&N (i) kZN(j)
Vi,j=0,...,n—1,i4#]
n—1 n—1
Lj,m— 1+-T_]1+ E xk:0+ § kagg
k=0
kggN() k&N (5)
Vi,j=0,....,n—1,i#j
n—1 n—1
Tim— 1+-T_]m+ E xk0+ § xk:l<3
kg{N() kséN(7>

Vi,j=0,....,n—1,i#j

t'—s'—1

sz,s-Fme—k Z Yo <2 VI =1{0,..
t=t’
s =H0,..., —2}t:{s +2,...,
t'—s'—1

t=t'
s':{O,...,m—Q},t ={s+2,...,

m}

Z%ﬁZ%ﬁ Z e <2 VI=10,...,m
m}.

m— 1},

1},

(3.28)

(3.20)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Figura 3.6: Modelo de Optimizacién Lineal Entera con algunas desigualdades vélidas
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y (294 v vemos que no son simétricos, puesto que ambas matrices no tienen el mismo
- : . . 13 14 16 17
tamano. Del mismo modo, tenemos para ¢ = 5 la submatriz Ms3 = (152 1215 155), y al

comparar los nodos 12 y 15 de la fila k—1 = 2, vemos que las submatrices correspondientes
si nos permiten decir que ambos nodos son simétricos. Cabe destacar que, por ejemplo,
no comparamos las submatrices generadas por los nodos 1y 12, (23) v (1313), puesto
que en la fila 3 no tienen el mismo vértice (lo que equivale a decir que no son adyacentes

a un mismo vértice en T, tal y como requiere la Proposicién 3.1).

Por ultimo, para k& = 4, solo tenemos una submatriz, la dada por ¢ = 1, que es la
siguiente:
9 10 11 13 14 16 17
8§ 8 8 12 12 15 15
4 4 4 5 5 5 5
11 1 1 1 1 1

M14 =

N e

Como en la fila 3 solo tenemos los nodos 4 y 5, en este paso solo vamos a comparar las

44
simétricos o no. Como el nodo 6 aparece solo una vez en la fila 2 de la primera submatriz y

no existe ningiin nodo en la fila 2 de la otra submatriz que solo aparezca una vez, tenemos
que los nodos 4 y 5 no son simétricos.

: 7910 11 13 14 16 17 : .
submatrices dadas por ambos nodos, 688 8 )y (12121515 ), para determinar si son

El Paso 3, como solo hay un vértice de tensién méxima en este arbol (el vértice 1),
no se lleva a cabo. Si hubiera dos vértices, tendriamos que comparar ambas matrices de 4
filas y ver si son simétricos o no (siempre que no hayan sido descartados como simétricos
por no aparecer el mismo nimero de veces en cada fila de M).

Hemos programado el Algoritmo 3.8 en Netbeans, empleando lenguaje JAVA de pro-
gramacion, de manera que dado un arbol T" a través de sus aristas devuelva directamente
el conjunto de desigualdades validas que se pueden incluir en nuestro modelo para evitar
la multiplicidad de etiquetados elegantes asociada a estas simetrias de T. Como estas
desigualdades dependen del arbol en cuestiéon, no se pueden incluir como un conjunto de
desigualdades de forma genérica como los anteriores, por lo que no aparecen en la Figura
3.6, que muestra el modelo con todas las desigualdades vélidas vistas en este apartado.
Hay una tultima desigualdad valida que también evita la multiplicidad de etiquetados y
que viene dada por el Lema 2.1. En este caso, basta anadir una desigualdad que haga que
un nodo tenga etiqueta menor que otro, y podemos escoger ambos nodos al azar siempre
que no sean simétricos por ninguna de las proposiciones anteriores.

3.3. Comparativa entre los tres modelos. Resultados
computacionales

En este apartado, vamos a exponer los resultados que hemos obtenido tras comparar el
modelo de Redl y nuestro modelo, con y sin desigualdades vélidas dadas en la subseccion
3.2.1. Para ello, hemos implementado los modelos en el programa de optimizaciéon Xpress-
IVE, en un ordenador Dell modelo Server PET110II, con un procesador Inter(R) Xeon(R)
CPU E31270 @ 3.40 GHz y una memoria RAM de 16,0 GB.
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Ne° de Modelo de Redl Nuevo modelo Nuevo mod. + Des. val.

vértices T(s) N° Nodos Res. T(s) N° Nodos Res. T(s) N° Nodos  Res.
10 21,82 13556,13 15/15 0,33 195,33 15/15 0,43 58,60  15/15
12 283,48 65934,20 10/15 0,63 413,67 15/15 1,85 602,67 15/15

15 396,40 93744,50 2/15 2,26  1887,40 15/15 30,88 10316,14  14/15

Tabla 3.1: Comparativa entre el modelo de Redl y el nuevo modelo sin y con las desigual-
dades validas vistas en la subseccién 3.2.1

Numero de Nuevo modelo Nuevo modelo + Des. val.
vértices T(s) N° Nodos Resueltos T(s) N° Nodos Resueltos
25 135,09 28367,42 12/15 224,89 14864,30 10/15

Tabla 3.2: Comparativa entre nuestro modelo sin y con las desigualdades validas (3.30)-
(3.37)

Primero hemos llevado a cabo una comparativa entre el modelo de Redl, el modelo
dado en el apartado 3.2 (en el que hemos sustituido los conjuntos de desigualdades (3.24)
y (3.25) por el conjunto (3.29)) y este modelo incluyendo ademas las desigualdades (3.30)-
(3.37) v las dadas por el Algoritmo 3.8. Para ello, hemos introducido instancias aleatorias
de 10, 12 y 15 vértices, y los resultados se muestran en la Tabla 3.1. Hemos introducido
15 instancias de cada tipo, y la Tabla 3.1 muestra el tiempo medio en segundos de las
instancias resueltas (T(s)), el nimero medio de nodos del drbol de ramificacién explorados
en las instancias resueltas (N° Nodos) y el nimero de instancias resueltas en menos de 1200
segundos en cada uno de los modelos (Res). En ella podemos ver que para instancias de 10
y 12 vértices el modelo nuevo, tanto con las desigualdades validas como sin ellas, reduce
los tiempos de resolucion con respecto al modelo de Redl en dos érdenes de magnitud.
Para instancias de 15 vértices, el modelo de Redl solo resuelve dos de las quince propuestas
en menos de 1200 segundos, con un tiempo medio de 1092,85 segundos si contamos las
instancias no resueltas. Los otros dos modelos, en cambio, resuelven en pocos segundos
casi todas las instancias propuestas, con lo que podemos concluir que nuestro modelo
proporciona mejores resultados que el modelo de Redl.

Ademas, hemos realizado otra comparativa entre nuestro modelo con y sin desigualda-
des validas adicionales, tomando instancias de mayor tamano. Esta segunda comparativa
se ha realizado incluyendo inicamente las desigualdades validas (3.30)-(3.37), sin tener en
cuenta aquellas derivadas de las simetrias del arbol en cuestiéon. Asi, hemos ejecutado 15
instancias aleatorias de 25 vértices cada una, y en la Tabla 3.2 podemos ver los resultados
obtenidos. El modelo sin las desigualdades validas resuelve dos instancias més que el otro,
y ademads sus tiempos medios de resoluciéon son menores en una media de 90 segundos
aproximadamente, lo que nos lleva a pensar que el gran niimero de desigualdades validas
anadidas al segundo ralentiza la resolucién, aunque si se aprecia que ayuda a reducir el
nimero de nodos explorados. Queremos destacar que los tiempos de resolucién son muy
dispares, oscilando entre los 7,7 segundos y mas de 1200 en el modelo sin desigualdades
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validas y entre los 67,3 segundos y mas de 1200 en el otro, lo que implica que, ademéas
del niimero de nodos, la estructura del arbol influye en su tiempo de resolucion.

Conclusiones y lineas de trabajo futuras

Aunque la Conjetura de Arboles Elegantes cobré interés inicialmente debido a su
relacion con las Conjeturas de Ringel y Kotzig de descomposiciones de grafos, ha ido
creciendo su fama con el paso de los anos y hoy en dia tiene interés en si misma. Sin
embargo, a pesar de los esfuerzos tendentes a la derivacion de una demostracion para esta
conjetura no existen métodos para etiquetar un arbol elegantemente que sugieran una
linea de razonamiento que no dependa de ninguna caracteristica del mismo.

En relacién a la estructura de un arbol, en este trabajo hemos visto demostraciones
de la elegancia de caminos y orugas, algunas clases de aranas y langostas, estrellas y
superestrellas, arboles simétricos y varias clases de arboles que se pueden construir a partir
de otros. Algunas de las lineas de investigacion abiertas mas importantes se centran en
probar la elegancia de todas las clases de aranas y langostas, todos los arboles de cinco
hojas, arboles de diametro seis y arboles de grado maximo tres, entre otros.

En cuanto a los resultados computacionales obtenidos mediante buisqueda exhaustiva
u Optimizacion Lineal Entera, si bien nunca servirdn para probar la veracidad de la
conjetura, pueden resultar ttiles para hallar un contraejemplo. Nosotros hemos disenado
un nuevo modelo de Optimizacion Lineal Entera para abordar el problema. Una extension
natural de esta linea de trabajo cuyo interés ha sido puesto de manifiesto por los resultados
computacionales obtenidos es la adicién de subconjuntos de desigualdades vélidas que
permita reducir el tamano del poliedro subyacente sin incrementar dramaéticamente el
tamano de la formulacion. A tal fin se necesita disefiar un método eficiente de separacién
de desigualdades violadas por la solucion 6ptima de la relajacion lineal del problema, e
implementarlo adecuadamente dentro de un algoritmo de ramificacién y corte.
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