UNIVERSIDAD DE MURCIA

FACULTAD DE MATEMATICAS

TRABAJO FIN DE MASTER

GAPS: UNA INTRODUCCION

Victor Gonzalez Lopez

Dirigido por

Prof. Dr. Antonio Avilés Lopez

Curso 2016-2017






GAPS: UNA INTRODUCCION

Victor Gonzalez Lopez

Memoria presentada como parte de los requisitos
para la obtencion del titulo de Master en Matema-

tica Avanzada por la Universidad de Murcia.

Tutorizada por

Prof. Dr. Antonio Avilés Lopez






Declaracion de originalidad

Yo, Victor Gonzalez Lopez, autor del TEM Gaps: Una introduccon, bajo la tutela del
profesor Dr. Antonio Avilés Lopez, declaro que este trabajo es original en el sentido

de que he puesto el mayor empeno en citar debidamente todas las fuentes utilizadas.

En Murcia, a 3 de julio de 2017.

Victor Gonzalez Lopez.

(Nota: En la Secretaria de la Facultad de Matematicas se ha presentado una copia

firmada de esta declaracion).






Indice general

Introducciéon

1. Teoria Descriptiva de Conjuntos

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Definiciones iniciales . . . . . ... ... ... .. L L.
ElEspaciode Baire . . ... .. ... ... ... ... .. ... ...,
Espaciospolacos . . . . . . ... ..
Conjuntos analiticos . . . . . . .. ... ...
Arboles . . . . . ...
1.5.1. Arbolesproducto . . . ... ... ... ... ... ... ... .

1.5.2. Equivalenciade arboles . . . .. ... ... ... ... ....

2. Conjuntos ortogonales: separacion.

2.1.
2.2.
2.3.

Ortogonalidad y separaciéon . . . . . .. ... ... ... ... .....
Una condiciéon suficiente . . . . . ... ... ...

ElgapdeHausdorft . . . . ... ... ... ... ... ... ......

3. Multiple Gaps

3.1. Generalizando el conceptodegap . . . .. ... ... ... .. ...
3.2. Unejemplocanénico . . . . ... ... ... ..
Apéndices

A. Ordinales

Bibliografia

O NN g W W

17
17
21
34

45
45
48

55

57

65






Introduccion

El objetivo de este trabajo es realizar una introduccion a la teoria de los gaps.
Esta teoria estudia las propiedades que surgen de la mezcla de dos o mas familias de
conjuntos de nimeros naturales. A lo largo de este trabajo veremos algunos resultados
importantes de esta teoria, los cuales conforma el corazon de la introducciéon que
pretendemos ofrecer. La mayoria de estos resultados se deben a Stevo Todorcevic y
Antonio Avilés, por lo que a lo largo del trabajo iremos indicando qué referencias

utilizamos de sus trabajos.

El primer capitulo es un pequefo compendio de resultados de la Teoria Descriptiva
de Conjuntos. Esta rama de las Matematicas estudia determinados tipos de conjuntos
que poseen ciertas caracteristicas relativas a su definicion y a su topologia. Nos cen-
traremos en el Espacio de Baire, los Espacios Polacos y los conjuntos analiticos. Estos
ultimos tienen un papel protagonista a lo largo de estas paginas, puesto que, en mu-
chos casos, las familias de conjuntos que utilizaremos seran analiticas. Para concluir
el primer capitulo, dedicaremos una seccion a los arboles, un concepto de la Teoria
Descriptiva de Conjuntos que constituye una formidable herramienta, como se vera

en el segundo capitulo.

El segundo capitulo es el eje del trabajo. En él, trabajaremos con familias ortogo-
nales de conjuntos de numeros naturales, y trataremos de dar condiciones suficientes
para que estas familias estén separadas. Cuando dos familias ortogonales no puedan
separarse, diremos que forman un gap. La definicién de nociones como la de sepa-

racion y ortogonalidad seran el principio del capitulo, como no podria ser de otro
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modo. Una primera condicion suficiente para que dos familias estén separadas sera la
numerabilidad de ambas familias. La segunda condicion suficiente que daremos estara
relacionada con la analiticidad de las familias. No obstante, la prueba de esta segun-
da condicion requerira de muchos y variados resultados, los cuales llenaran la mayor

parte de las paginas e involucraran elementos como los arboles.

Una vez probada la segunda condicion suficiente, dedicaremos la seccion final del
segundo capitulo a mostrar el ejemplo mas famoso que existe de gap: el gap de Haus-
dorff. Este gap lo conforman dos familias indexadas en w,. Asi, la prueba de la exis-
tencia de este gap involucra ordinales; mas concretamente, induccion transfinita. Esta
es la razon por la cual el trabajo contiene un anexo en el que tratamos determinados

asuntos referentes a los nimeros ordinales.

Finalmente, el tercer capitulo esta dedicado a introducir brevemente la generali-
zacion de la nocion de familias separadas a una cantidad finita de ellas, lo que nos
llevara a definir la nocion de n-gap o gap multiple. Ademas de esto, enunciaremos un
resultado que afirma que todo gap analitico contiene a un determinado n-gap, el de
las [i]-cadenas. Si bien no lo probaremos, si demostraremos que, en el caso n = 2,
este resultado es consecuencia de uno de los teoremas del segundo capitulo, el cual
nos permite probar nuestra segunda condicioén suficiente. Por ultimo, ofrecemos una
seccion en la que hablamos de los posibles pasos a seguir en el estudio de esta teoria

por parte del lector.

En definitiva, con este trabajo pretendemos que el lector pueda introducirse al
estudio de las familias ortogonales y de su separacion. De este modo, y previo paso
por ciertos conceptos de la Teoria Descriptiva de Conjuntos, ofrecemos un recorrido,
con caracter de iniciacion, por el comportamiento de las familias ortogonales bajo

determinadas condiciones.



Capitulo 1

Teoria Descriptiva de Conjuntos

La Teoria Descriptiva de Conjuntos es una rama de las Matematicas que estudia los
subconjuntos de nimeros naturales que se comportan de una determinada manera.
Estos subconjuntos se llaman definibles, y se caracterizan por tener una descripcion

explicita mediante una férmula, por poseer una estructura topolégica “sencilla”...!

Este primer capitulo esta dedicado a estudiar determinados conceptos de esta teo-
ria, en los cuales nos apoyaremos a lo largo de los siguientes capitulos. Comenzaremos
dando una serie de definiciones relativas a las sucesiones. Continuaremos hablando
del Espacio de Baire, de los espacios polacos y de los conjuntos analiticos. Por ultimo,

trataremos el concepto de arbol.

1.1. Definiciones iniciales

En esta pequefia secciéon vamos a fijar la notaciéon que emplearemos a lo largo del
trabajo, en lo relativo a las sucesiones. Para llevar esto a cabo, hemos tomado como

referencia [9, p. 5].

1Véase [5] y [8] para més informacion.
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Sucesiones finitas

Definicion 1.1. Sean A # ¢ conjunto y n € N. Denotamos al conjunto de las suce-
siones s = (s (0),...,s(n—1)) = (so, cees sn_l) de longitud n de elementos de A por

A".En el caso n = 0, A’ = {fJ} que denota el conjunto formado por la sucesién vacia.

Definicion 1.2. Dada s € A” sucesion finita de elementos de A, para referirnos a su

longitud, utilizaremos la notacion “length (s)” . En tal caso, length ( (so, ey Sy ) ) =n.

Definicion 1.3. Dada s € A" y m < n, denotamos por s|m = (so, ey Sy_p) ala

restriccion de la sucesion s a las primeras m coordenadas. En el caso m = 0, x|0 = @.

Definicion 1.4. Dadas s, sucesiones finitas de A, diremos que s es un segmento
inicial de f y f es una extension de s si s = t|m para algin m < length (¢). En tal caso

diremos que s C t. Por tanto, § C s para todo s.

Definicion 1.5. Denotaremos de la siguiente manera al conjunto de las sucesiones

AN = A

neN

finitas de elementos de A:

Definicion 1.6. Dadas dos sucesiones finitas s = (s,.)4 t = (t) ~, la concatena-
i<n J7 j<m

cién de ambas (en ese orden) se denota por s~t = (so, s Sppo by eens tm_l).

Sucesiones infinitas

Definicion 1.7. Para referirnos al conjunto de las sucesiones infinitas de elementos

de A usaremos el simbolo AN,

Nota 1.8. De ahora en adelante, emplearemos el término “sucesién" para referirnos
tanto a sucesiones finitas como infinitas, salvo que el contexto no clarifique el concep-
to al que hacemos referencia, en cuyo caso haremos explicito de qué tipo de sucesion

estamos hablando.
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Definicién 1.9. Sean x € ANy n € N. Denotamos por x|n = (xo, s xn_l) €A”a

la restriccion de x a la n-ésima coordenada. En el caso n = 0, x|0 = 0.

Definicién 1.10. Diremos que s € A" es un segmento inicial de x € AN si s = x|n.

En tal caso, diremos que s C x.

Definicion 1.11. Dada x = (xl.) €EA"ys= (so, <oy Sy ...) € AN, denotaremos

i<n
la concatenacion de ambas (en ese orden) por x~ s =:= (xo, e s Xy S0 ) En caso
de tener otra sucesion t = (to, U ) € AV, la concatenacion de s y 7 (en ese

s tpo

orden) se denota del mismo modo, es decir, st := (so, cees Sy e lge it )

s Opo s Pno

1.2. El Espacio de Baire

Un espacio topologico muy importante en la Teoria Descriptiva de Conjuntos es
el Espacio de Baire. Este espacio topologico esta formado por el conjunto de las su-
cesiones de numeros naturales NN dotado de la topologia producto, donde N posee la

topologia discreta®. Para referirnos a él, utilizaremos el simbolo .

Una primera observacion de importancia es el hecho de que una base de N es el
conjunto de las sucesiones de naturales que poseen una cantidad finita de términos
fija, es decir:

{(an)neN :a; fijoVieJ,J finito}
Otra base de N, la cual utilizaremos con mayor frecuencia es la siguiente:
{(a,), : @ fijoVi<kkeN) (1.1)

En otras palabras, un abierto basico, en el caso de (1.1), es el conjunto de las suce-
siones de numeros naturales que comparten un cierto segmento inicial. Utilizando la
notacion secuencial introducida en el comienzo del capitulo, si fijamos una sucesion
finita s = (si)

€ N*" el conjunto
i<n

N, :={teN :sCt}

ZPara consultar coémo se construye la topologia producto, ver [3].
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es un abierto basico. Asi, (1.1) se transforma en el conjunto { N} cy<n.

Una vez visto como son los abiertos basicos del Espacio de Baire, vamos a probar
varios lemas una serie de resultados que nos llevaran a concluir que este espacio es

un espacio polaco, concepto que definiremos posteriormente.
Lema 1.12. (De[7], p. 40) El Espacio de Baire es metrizable.

Demostracion. Sead: N X N — R de forma que:

donde n es el menor nimero tal que f (n) # g (n). Esta aplicaciéon toma un valor
menor cuantos mas términos compartan las sucesiones, por lo que busca que la dis-
tancia entre dos sucesiones sea mas pequeiia cuanto mayor sea el nimero de términos

que tengan en comun. Probemos que d es una métrica.

En primer lugar d (f,g) = 0 < f = g por definicién. La simetria de la de-
finicion prueba que d (f, g) = d (g, f). Resta probar la desigualdad triangular. Sean,
pues, f,g,h € N. Veamos que d (f,h) < d (f,g) + d (g, h). Si entre estas tres su-
cesiones hay dos iguales, se cumple. Supongamos, entonces, que todas son diferentes
y que d (f,g) = nyd(g,h) = m. Tenemos ahora tres casos. Si n = m, entonces
d (f,h) = n = my queda probado. Si n < m, entonces d (f, h) = n'y queda probado.

Del mismo modo, si n > m, entonces d (f, h) = m. ]

Lema 1.13. (De [7], p. 40) El Espacio de Baire es separable, es decir, contiene un

conjunto denso y numerable.
Demostracion. Consideramos el conjunto
D:={xeN: 3 ny € NtalqueVn > ny,x, =x,

de las sucesiones que son constantes a partir de cierto término. Para probar que es
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numerable, es conveniente notar que

D:U{xeN:VnZk,xnzxk}

keN

k

El cardinal de cada conjunto de esta union es el cardinal de N X --- X N, por lo que D

es union numerable de conjuntos numerables, y, asi, numerable.

Por otro lado, fijado x € N, tomo N, entorno basico de x cualquiera, don-
de s C x es una sucesion finita extendida por x. Consideramos ahora la sucesion
y=5(0,...,0,...) € D. Por definicion de N, tenemos que y € N, lo que prueba
la densidad de D. ]

Lema 1.14. El Espacio de Baire es completo.

Demostracion. Sea (xn)neN C N sucesion de Cauchy. Veamos que es convergente.

Para ello, fijamos € > 0. Como (xn) o €S de Cauchy, existe un natural n, de manera

neN
que para todo n,m > n, se tiene que d (x,,, xm) < e. Esto quiere decir que podemos
encontrar un término de la sucesion tal que a partir de él todos los términos compartan
tantas coordenadas como queramos. Definimos ahora x € N de manera que cada
elemento suyo sea el elemento compartido por todos los términos de la sucesion (a

partir de cierto valor). Esta definicion nos proporciona que lim,_, _ x, = x. [

n—>o0

1.3. Espacios polacos

La Teoria Descriptiva de Conjuntos suele trabajar con un determinado tipo de

espacios topoldgicos: los espacios polacos.

Definicion 1.15. (De [7], pag. 42) Un espacio polaco X es un espacio topologico

que es homeomorfo a un espacio métrico completo y separable.

Ejemplo 1.16. El conjunto de los numeros reales con la topologia usual, (R, z,), es

un espacio polaco.
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Como dijimos previamente, los lemas 1.12, 1.13 y 1.14nos permiten, una vez vista

la definicion de espacio polaco, concluir lo siguiente:

Corolario 1.17. El Espacio de Baire N es polaco.

Los espacios polacos se conservan mediante restricciones a subconjuntos cerra-

dos:
Lema 1.18. Sea X espacio polaco. Todo subespacio cerrado C C X es polaco.

Demostracion. En primer lugar, C es un espacio métrico, ya que basta tomar la
meétrica inducida. Para probar que es completo, tomamos una sucesion (xn)neN de
Cauchy en C. En particular, es de Cauchy en X, que es polaco, por lo que la sucesion
converge en X. Ahora bien, C es cerrado, lo que nos garantiza que el limite queda
dentro de C. Resta probar que C es separable. Como X lo es, tomamos D densoen X y
numerable. Para todo x € Dy para todo n € N, tomamos, si existe, un punto y, , € C
tal que d(x,y,,) < i Tenemos, por tanto, un conjunto de puntos D’ := {y, ,}, el cual
es numerable por serlo D. Veamos que es denso en C. SeaN y € C y n € N. Tomamos
la bola de centro en y y de radio ¢, donde ¢ > % Como D es denso en X, existe un

punto x € D de forma que d(x,y) < % Como B(x, %) NY # @, puedo tomar y, , € D’

tal que d(x,y,,) < % Por consiguiente:

d(y,y. ) <dx)+dxy )< ++1=2 <
’ ’ n n n

lo cual concluye la prueba. []

Enunciamos ahora un resultado que establece, en cierto modo, que el Espacio de
Baire es un ejemplo candnico de espacio polaco, pues cualquier espacio polaco es
imagen continua y suprayectiva de N'. Cabe resaltar que no incluimos su prueba

debido a su extension y al uso de otros resultados no incluidos en este trabajo.
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Proposicion 1.19. Sea X espacio polaco. Entonces, existe
fiN =X
continua y suprayectiva.

Demostracion. Véase el teorema 7.9 de la pagina 38 de [9]. [

Concluimos la seccidon estableciendo la definicién de conjunto de Borel en un es-

pacio polaco, concepto necesario en este trabajo:

Definicion 1.20. (De [7], pag. 132) Sea X un espacio polaco. Un conjunto A C X
es de Borel si pertenece a la menor o-algebra de conjuntos de X que contiene a todos

los abiertos, llamada o-algebra de Borel.

1.4. Conjuntos analiticos

En esta sccién vamos a definir y caracterizar otro concepto muy importante en la

Teoria Descriptiva de Conjuntos, el de conjunto analitico:

Definicion 1.21. (De [7], pag. 134) Un subconjunto A de un espacio polaco X se

dice analitico si existe una funciéon continua
fiN-=>X
tal que f (J\f) = A.
Corolario 1.22. Todo espacio polaco X es analitico.
Demostracion. Basta utilizar la proposicién 1.19 con A = X. [

Proposicion 1.23. (De [7], pag. 134) Todo subespacio cerrado C en un polaco X es

analitico.

Demostracion. Sea C C X cerrado. El lema 1.18 nos dice que C es polaco. Basta

aplicar la proposicion 1.19 y queda probado. [
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Establecemos ahora un teorema que caracteriza a los conjuntos analiticos, y que,

en consecuencia, nos ofrece otras posibles definiciones de este concepto:

Teorema 1.24. (De [7], pag. 134) Sea X espacio polaco. Para un subconjunto suyo

A, son equivalentes:

(I) A es la imagen continua de N'.

(II) A es la imagen continua de un conjunto de Borel B (en algiin espacio polacoY').
(Ill) A es la proyeccion de un conjunto de Borel B en X XY, para algin'Y polaco.
(IV) A es la proyeccién de un cerrado C en X X N

Demostracion.
(I)=UV)
Si existe f : N' = X continua tal que f(N) = A, entonces
A={f@:xeN}=I, ({(f ®).x) : xEN})

Ahora bien, el conjunto {(f (x),x) : x € N'} es cerrado en X X N, por ser el grafo

de una funcién continua.

avy= i)

Es consecuencia directa de que N es polaco (corolario 1.17) y de que todo conjunto

cerrado es de Borel.

I =D

Es directo, teniendo en cuenta que X X Y es polaco.
n =)

Por hipotesis, sabemos que existe g: ¥ — X continua, donde Y es un cierto es-
pacio polaco, de manera que g (B) = A, para cierto conjunto de Borel B. Un resultado
que podemos encontrar en [7], p. 134, el cual no incluimos por su extension, nos dice
que existe C C Y X N cerrado tal que B = II, (C). Ahora bien, como Y X N es

polaco, podemos aplicar la proposiciéon 1.23 y obtenemos f : N' — Y X N tal que
f(N)=cC.
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Una vez tenemos estas aplicaciones, y, como se muestra en el diagrama de arriba,
basta definir & := g, B°H1|c° f» que es continua por serlo cada una de las tres funciones

que la componen. [

Dentro de esta demostracion, y de forma implicita, hemos probado el siguiente

resultado:
Corolario 1.25. Todo conjunto de Borel es analitico.

Demostracion. Sea X espacio polaco y sea B C X de Borel. Segin vemos en la
prueba del teorema 1.24, existe C C X X N tal que B =11, (C). Ahora bien, el propio
teorema nos dice, una vez probado, que, en tal caso, B es analitico (véase la condicion

(IV)). O

1.5. Arboles

Los arboles son el objeto de estudio de esta ultima seccién. Constituyen una he-
rramienta importante en este trabajo, puesto que trabajaremos con ellos de manera

recurrente. Comenzamos, entonces, con unas primeras definiciones:

Definicion 1.26. (Basado en la def. 2.1 p. 5 de [9]) Un arbol en un conjunto A # ¢
es un subconjunto T C A<N cerrado bajo segmentos iniciales, es decir, tal quesit € T
y s C t, entonces s € T. Llamaremos nodos a los elementos de T El conjunto de los

nodos con una misma longitud perteneceran al mismo nivel.

En consecuencia, un arbol no es mas que un conjunto de sucesiones cerrado bajo
segmentos iniciales. Esta caracteristica nos permite visualizar este tipo de cojuntos

como si fueran arboles reales, como se puede ver en la figura 1.1:
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Figura 1.1: Ejemplo de arbol

Asi mismo, esta analogia nos permite dar las siguientes definiciones:

Definiciéon 1.27. Dado T arbol en A, una rama finita de T es una sucesion finita

s € T tal que no existe x € A que cumplaque s"x € T.

Definicion 1.28. Dado T arbol en A, se denomina rama infinita de T a una suce-
sion x € AN tal que x|n € T para todo n € N. Denotaremos al conjunto de las ramas

infinitas de T" de la siguiente forma:
[T] :={x€ AV : xlneT VneN)

Nota 1.29. Si consideramos el arbol A<N, tenemos que [A<N] = AN, por lo que
las ramas infinitas del arbol de las sucesiones finitas esta formado por las sucesiones

infinitas de dicho conjunto.

Definicién 1.30. Dado T C A<N arbol, un conjunto S C T es un subarbol de T
si para todo s € S y paratodor € T con r C s, se tiene que r € S, es decir, si S es

cerrado bajo segmentos iniciales.

1.5.1. Arboles producto

Supongamos ahora que tenemos un arbol 7' en un conjunto A = B X C. En este

caso, los nodos de T  son sucesiones s = (s,-)4 = (b,., c,.)_ ,conb, € Byc; € Cpara
i<n i<n
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todo i < n. No obstante, es més conveniente visualizar s no como una sucesién en
un espacio producto, sino como un producto de sucesiones. Para ello, consideramos

la siguiente aplicacion inyectiva:
f: BxCON- BNxcN
(bi’ ci)i<n = ((bi)i<n ’ (Ci>i<n>

de manera que podamos ver a T como un subconjunto de B<N x C<N que cumple que
(t,u) € T siy solosilength (t) = length (u) (la restriccion del codominio a este subcon-
junto haria f biyectiva). Ademas, por ser arbol, ha de cumplir que si (r,u) C (¢, ),

esdecir,t Ct yu Cu/,con (t',u') € T, entonces (t,u) € T.
Tras esta identificacion, el conjunto de las ramas infinitas de T es

[T]={(x,y) € BNXCN : (x|n,y|ln) €T VY neN}

Del mismo modo, esta identificacion nos permite dar la siguiente definicion:

Definiciéon 1.31. Sea T arbol en B X C. Definimos la restriccion del conjunto de las

ramas infinitas de 7" a la primera coordenada como

[T,] := {x € B" : existe y € C" tal que (x,y) € [T]} =11, ([T))

1.5.2. Equivalencia de arboles

Acabamos de ver como un conjunto que no esta estrictamente formado por suce-
siones, sino por productos de ellas, puede ser considerado un arbol. En este apartado
vamos a establecer un homeomorfismo entre dos espacios topologicos que nos va a

permitir hablar de arbol en un conjunto que no esta formado por sucesiones.

Tomamos el conjunto N<N de las sucesiones finitas de nimeros naturales. Segtin
lo visto en las definiciones arriba expuestas, es un arbol que, graficamente, se puede

ver como el de la figura 1.2.
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Figura 1.2: Arbol de N<M

La relacion de extension/restriccion existente entre los nodos del arbol N<N nos
permite dotar a este conjunto de un orden (parcial) natural “<", conocido por el nom-
bre de “end-extension":

s<t:eosCt (1.2)

Cabe resaltar que este orden se puede definir para cualquier arbol en cualquier

conjunto A # (4.

Consideremos ahora la coleccion de los conjuntos finitos de niimeros naturales
[N]<” (analogamente, [N]” denota la colecccion de los conjuntos infinitos de natu-
rales). Dotamos a este conjunto de un orden (parcial) de la siguiente manera: dados
A, B € [N]*

A<B :& Bextiendea A (1.3)

donde “extender” significa que los primeros |A| elementos de B conforman A (orde-
nados de menor a mayor). Es rutinario comprobar que < es, en efecto, un orden. A

modo de ejemplo, {0,1,5} < {0,1,5,6,7}, pero {0,1,5}X{0,1,4,6,7}.

Una vez definidos estos conjuntos ordenados, veamos que podemos biyectarlos
conservando el orden, lo cual nos permitira afirmar que, a efectos de finitud, podemos

considerar a ([N]<?, <) como un arbol.

3La definicién de orden parcial se puede consultar en A.2. La prueba de que “end-extension” es un

orden es directa.
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Teorema 1.32. Existe f biyeccion que conserva el orden entre (N<N, S) y (IN]=*, <),

es decir, tal que dados A, B € NN
A<B < f(A)=[f(B)

Demostracion. Sea A € N<N sucesién finita. Supongamos, sin pérdida de genera-

lidad, que A = (al,

k4 n

) Definimos ahora

f: N<N—> [N]<a)
A=(ay,....a,) — f(A)

donde f (A) = {a;,a,+a,+1,...,a,+-+a,+(n—1)}. Esta aplicacion es claramente
inyectiva, puesto que si tenemos dos sucesiones, al menos uno de los elementos del
conjunto imagen es diferente en ambos casos. Mas concretamente, este elemento es

el correspondiente al niumero de término en el que difieren las sucesiones.

Del mismo modo, para probar la suprayectividad, sea B € [N]<¢. Buscamos A € N<N
tal que f(A) = B. Para que esto se cumpla, segun la definiciéon de f, en particular,

a, := b,. Definimos ahora
a,'=b,—b_, -1 V2<Li<|B|

Comprobemos que f (A) ( = b, para todo 2 < i < length (A):

< )+(l—1)_a1 <Zaj>+(i—1)
i =i
a1+< (b, —b,_ 1))+(i—1)

=b1+< (b, = b,_,) )—Zl+(i—l)
j=2 j=2

=b +b—b —(i—1)+(i—1)
=W +b -y -G—D+i—1D=b

f(A)(a)

- “MN
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Resta probar que esta biyecciéon conserva el orden. Sean, en primer lugar, A, < A,
sucesiones finitas de naturales. El hecho de que estén ordenados nos dice que A, ex-
tiende a A,, por la definicion del orden. Ahora bien, la definiciéon de f nos dice que las
primeras length(A,) coordenadas de f(A,) van a ser las coordenadas que conforman
f(A)), por lo que tenemos que g(A;) < g(A,). Sean, por otro lado, B, < B, conjuntos
finitos de naturales. Como g es suprayectiva, tenemos que B, = f(A,) y B, = f(A,),
para ciertas A, A, sucesiones finitas de naturales. Ahora bien, como B, extiende a
B,, los primeros | B,| elementos de B, conforman B,, por lo que, yendo hacia atras,

A, extiende a A, lo que nos proporciona la otra implicacion.

(a) Arbol de N<N (b) Arbol de [N]<®

Este resultado se puede extender, mediante una prueba completamente analoga,
al caso infinito, lo cual nos proporciona una biueccién entre NN y [N]® (nétese que en

este caso no hay un orden):

Teorema 1.33. Existe g biyeccion entre NN y [N]®.
Este resultado nos permite identificar dos espacios topoldgicos. En efecto, si to-
mamos el Espacio de Baire N y decimos que un conjunto A € [N]® es abierto si y

solo si g7! (A) lo es en N, tenemos que:

Corolario 1.34. N y[N]® son homeomorfos.
En suma, hemos conseguido extender nuestra concepcion inicial de arbol mas alla
de conjuntos de sucesiones. Este hecho nos va a permitir tratar, a lo largo de este

trabajo, con el “arbol" [N]® sin ningin tipo de problema.



Capitulo 2

Conjuntos ortogonales: separacion.

Este capitulo, central en este trabajo, esta dedicado al estudio de los conjuntos or-
togonales de numeros naturales. Mas concretamente, trataremos de discernir cuando

dos familias ortogonales de conjuntos pueden (o no) separarse.

Comenzaremos por clarificar las nociones de “ortogonalidad” y “separacién’, lo
cual nos llevara al concepto de “gap". Seguidamente, dedicaremos una seccién a la
prueba de una condicion suficiente para que dos familias ortogonales puedan sepa-
rarse. Concluiremos el capitulo demostrando que, fuera del paraguas de los conjuntos

analiticos, existen familias que no estan separadas.

A la hora de desarrollar este capitulo, nos basaremos principalmente en el trabajo
de Stevo Todorcevic ([10]), excepto en la parte final, donde usaremos [4]. Asi mismo,

utilizaremos puntalmente [1].

2.1. Ortogonalidad y separacion

Para dar comienzo a este capitulo, es necesario realizar un par de observaciones.
En primer lugar, cabe resaltar que trabajaremos con familias de conjuntos de nimeros
naturales. Asi mismo, dado que seran objeto de nuestro estudio conjuntos que difieren

en un numero finito de elementos, es preciso fijar una notacion a este respecto:



18 Gaps: una introduccion

Definicion 2.1. Sean x,y C N. Diremos que x esta casi contenido en y, lo cual
denotaremos por x C* y,six \ y = {a € x : a € y} es finito. Dicho de otro modo,
X esta casi contenido en y si todos los elementos de x estan en y salvo un niimero
finito de ellos. Si, ademas, y C* x, es decir, si x e y difieren en una cantidad finita de

elementos, diremos que x =* y, es decir, que x e y son casi iguales.

Podemos pasar a definir conjuntos ortogonales y familias de conjuntos ortogona-

les:

Definicién 2.2. (De [10] ) Dos conjuntos de nimeros naturales x e y son ortogo-
nales si x N y =* @, es decir, si su interseccion es finita. En ocasiones utilizaremos la

notacién x L y.

Definicion 2.3. (De [10] ) Dos familias de conjuntos de nimeros naturales I, y I’}
son ortogonales si x Ny =* {J para todo x € I, e y € I',. En tal caso diremos que

r,Lr,.

La primera pregunta que surge tras la definicion de familias ortogonales es cuando

dos familias lo son. Una condicién suficiente es la siguiente:

Proposicion 2.4. (De[10]) SeanI’y yI'; familias de conjuntos de nimeros naturales.
Supongamos que existea C N talquex C* aya L y paratodox € I'yey € I'y, es decir,
existe un conjunto de niimeros naturales a tal que casi incluye a todos los elementos de

I'y y cuya interseccion con todos los elementos de I'; es finita. Entonces, I'y L T';.

Demostracion. Sean x € I'y e y € T';. Queremos probar que x Ny =* {J. Sabemos

que existe a C N tal que x C* ay a L y Entonces:
CxnyCany="0

Al ser todas estas diferencias finitas, queda probado que x Ny =* @. [

Esta condicion suficiente para que dos familias de conjuntos de naturales sean

ortogonales recibe un nombre:



Conjuntos ortogonales: separacion. 19

Definicion 2.5. (De[10]) SeanI')yI', familias de conjuntos de nimeros naturales.
Supongamos que existe a C Ntalque x C* aya L yparatodox € Ijey € T,.

Diremos entonces que a separal’ y I'; y que I’y y I'; estan separadas o se pueden

separar.

En definitiva, la proposicion 2.4 nos dice que si dos familias de conjuntos de nua-
meros naturales se pueden separar, entonces son ortogonales. Ahora bien, ;cuando
se cumple el reciproco? Estudiar posibles respuestas a esta pregunta es el objetivo de
este capitulo. Un primer resultado que nos proporciona una condicién suficiente es el

siguiente:

Proposicion 2.6. (De [1] ) Sean I'y y I'; dos familias numerables y ortogonales de

conjuntos de niimeros naturales. Entonces, se pueden separar.

Demostracion. Sean I, = {x,},., v I} = {y,},<,- Si consideramos los conjuntos

x,= Ux, ey, = Uy, las familias resultantes son crecientes. Notemos, en primer
k<n k<n

lugar, que nuestras dos nuevas familias Fo ={X,} <0 ¥ I',{3,},-, siguen siendo orto-

n<w

gonales, puesto que x, Ny, = Y (x, N y,). Probemos ahora que T, y T, se pueden
<m,<m

separar. Sea
a:=U,\y,)
n<w
Afirmamos que a separa nuestras familias. En efecto, por un lado, para todo natural
X, =" (x,\y,) Ca
luego x, C* a. Por otro lado,
y,Nna=y,N UK, \y)
k<n

yaque y,N(x,\y,) C ¥,N(x,,\,) = @ paratodom > n. Ahorabien, Y (x,\y,) C Y Xy,

por lo que

ynNnNacynNnux,=Uld nx)cul nx)=y Nnx, ="
yn yn k<n k kgn(yn k) kgn(yn n) yn n g



20 Gaps: una introduccion

Por tanto, y, N a esta contenido en un conjunto finito y, por tanto, es finito. Una
vez visto que T, y ', se pueden separar, observemos que x, C X, e y, C ¥, para todo

natural n. En consecuencia, para todon € N

x,Cx,C"a
y,NaCx,Nna="0
Asipues, I') y I'; se pueden separar. O]

Este primer resultado nos proporciona un caso particular donde siempre vamos a
tener separacion entre dos familias ortogonales, que es el de familias numerables. Sin

embargo, esto no es asi en todos los casos.

Ejemplo 2.7. (De [10] ) Consideremos las siguientes familias de subconjuntos de

numeros naturales:
Iy i={x,}peer I =T ={yCN:ylx,VneN}
donde x, := {2"(2m+1)},,., paratodo n € N, es decir, x,, es el conjunto de numeros

naturales que son multiplos de 2" pero no de 2"+,

Una primera observacién de este ejemplo nos dice que x, N x,, = @ para todo
n # m, es decir, que I'; es una familia formada por conjuntos disjuntos dos a dos. Por
otro lado, I'y y I'; son ortogonales por la propia definicién de I';. Sin embargo , no

estan separadas:
Proposicion 2.8. (De[10]) Las familiasT'y yI', del ejemplo 2.7 no se pueden separar.

Demostracion. Supongamos que si se pueden separar, y que, por tanto, existea C N
tal que x; C* aparatodon € Ne y L a paratodo y € I';. Como los conjuntos x, son

infinitos, para todo n € N existe ¢, € a N x,. Definimos ahora

b:={c,c,y, ...}
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Como la familia I esta formada por conjuntos disjuntos dos a dos y ¢, € x,, para
todo n natural, tenemos que b N x, = {c,}. En otras palabras, hemos probado que
be Fé = I',. Ahora bien, como a es un conjunto separador, bNna =* ). Pero, por otro
lado, todo elemento de b esta en a, por lo que b N a = b, es decir, un conjunto finito
es igual a otro infinito, lo cual es una contradiccion. En consecuencia, Iy y I'; no se

pueden separar. [

El hecho de que no siempre tengamos separacion entre dos familias ortogonales

motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.9. (De [10] ) Sean I’ y I'; familias ortogonales de conjuntos de nu-
meros naturales. Si no estan separadas (no se pueden separar), diremos que existe un

Ty, I'))-gap, o simplemente un gap.

Ahora bien, ;jpor qué el nombre de gap? Sea {I'),I';} un gap. Definimos ahora
[T = {N\x : x €I''}. Si tomamos x € I'j e y € I';, como estas dos familias son

ortogonales, x Ny =* ). Seay = N'\ y € I'}. Por tanto, x C* y.

Supongamos ahora que existe un conjunto a C N tal que x C* @ C* y. En ese caso,
x C*ayany=*0,esdecir, I'y y I'| estarian separados. En consecuencia, ya que no

existe tal conjunto a, existe un “hueco” entre Iy y I'}, y, de ahi el nombre de gap.

2.2. Una condicion suficiente

En esta extensa seccién vamos a probar una condicién suficiente para que dos
familias ortogonales de conjuntos de naturales estén separadas. Esta condicion es di-
ferente a la de la numerabilidad y requiere de otros resultados para poder ser demos-
trada. En consecuencia, comenzamos definiendo un par de conceptos que utilizaremos

recurrente de ahora en adelante:

Definicion 2.10. (De [10] ) Dadas dos familias de subconjuntos de nimeros na-

turales I'y y I';, decimos que I, estdi numerablemente generada en I'; si existe
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una sucesion {y,},., de elementos de I'; de forma que todo elemento de I';, esté casi

n<w
incluido en un elemento de la sucesiéon. En otras palabras, I'j estd numerablemente

generada en I'; si existe {y,},., C I'; tal que para todo x € I', existe n, natural tal

n<w

que x C* y, .

Lema 2.11. La unién numerable de conjuntos numerablemente generados esta nume-

rablemente generada.

Demostracion. Basta concatenar las sucesiones, es decir, si A = U A,, para cada
neN

A, existe una sucesion y,. Entonces, y := U y, es la sucesién que buscamos. [
neN

Lema 2.12. Sea I', conjunto no numerablemente generado en otro conjunto I';. Sea
a C I' numerablemente generado en I',. Entonces, a° no esta numerablemente generado

enl’).

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que a° esta numerablemente gene-
rado en I';. En ese caso, y dado que I' = a U a°, si utilizamos 2.11, I" estaria numera-

blemente generado en I'}, algo que contradice la hipotesis. [

Definicion 2.13. (De [10] ) Decimos que una familia de subconjuntos de naturales

I" es o-dirigida si para toda sucesion {x,},., de elementos de I existe un elemento

n<w

x € I"tal que x,, C* x para todo n < w.

Una vez vistas estas definiciones, enunciamos un teorema que no probaremos has-

ta el final de la seccion, pues su prueba requiere de otros resultados:

Teorema 2.14. (De[10]) SeanT, yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con Ty analitica. Entonces , T, esta numerablemente generado en Ty si y solo

si todo subconjunto numerable de ', puede ser separado de T',.

No obstante, de este teorema se desprende la condicion suficiente que da nombre

a la seccidn, la cual si estamos en condiciones de probar:
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Corolario 2.15. (De [10]) SeanI'y yI'| familias ortogonales c-dirigidas de subcon-

juntos de N. Si una de ellos es analitico, entonces se pueden separar.

Demostracion. Sean I, y I'; familias ortogonales o-dirigidas de subconjuntos de
N y supongamos, sin pérdida de generalidad, que I';) es analitica. En primer lugar, sea
Yo = {¥,},<, un subconjunto numerable de I';. Como I'; es o-dirigida, existe y € I',
tal que y, C* y para todo n < w. Tomamos ahora a := )°. Por un lado, claro que
y, Na =* @ para todo n < w. Por otro lado, dado x € T, como las familias del
enunciado son ortogonales, tenemos que y N x =* @, es decir, x C* a. En definitiva,
hemos encontrado un conjunto de naturales a que casi contiene a todo elemento de I,

y es ortogonal a todo elemento de y, C I';. Concluimos, pues, que todo subconjunto

numerable de I'; se puede separar de I,

En virtud de esto, estamos en condiciones de aplicar el teorema 2.14 y obtenemos

de

que T estd numerablemente generada en I'y. Existe, pues, una sucesion {z,},,
elementos de I'} tal que, fijado x € Ty, existe ny, <  de forma que x C* z,,- Esta
sucesion es la que nos va a dar el conjunto separador entre I') y I';.

Si todo elemento de I, estuviera casi contenido en un mismo elemento de la suce-

sion, ese seria nuestro separador, al estar la sucesion {z,} contenida en FIL. Como

n<w
I', es o-dirigido, existe x* € I', de forma que x, C* x* para todo natural n. Ahora bien,
como I, estd numerablemente generado en I'}, existe z,, tal que x* C* z, . Entonces,

para todo natural »n tenemos que (noétese que n, depende de x* solamente.)

x C*x"C"z ]

n = = “ng

Asi pues, acabamos de probar que dos familias ortogonales estan separadas si son

o-dirigidas y una de ellas es analitica.

En consecuencia, y con el fin de dar consistencia a este ultimo resultado, dedica-
mos el resto de la seccion a probar el teorema 2.14. Sin embargo, esto va a requerir de
varios resultados, por lo que iremos desgranando la prueba. Un primer paso en esta
direccion consiste en dividir el teorema 2.14 en sendas implicaciones. Mostramos a

continuacion el teorema 2.14 y las dos implicaciones en las que lo dividimos:
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Teorema 2.14. (De[10]) SeanT', yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con Ty analitica. Entonces , T, esta numerablemente generado en Ty si y solo

si todo subconjunto numerable de ', puede ser separado de I',.

Teorema 2.16. (De [10] ) SeanT, yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con Iy analitica. Supongamos que I, esta numerablemente generada en Fll.

Entonces, todo subconjunto numerable T, C T, se puede separar de I,

Teorema 2.17. (De[10]) SeanT, yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con Iy analitica. Si todo subconjunto numerable de I'; puede ser separado de

[, entonces Ty estd numerablemente generado en T’}

De estas dos implicaciones, podemos probar directamente el teorema 2.16. Ca-
sualmente, esta implicaciéon no es la que se utiliza en el corolario 2.15, por lo que

tendremos que continuar en busca de una prueba para el teorema 2.17:

Teorema 2.18. (De [10] ) Sean ', y I', familias ortogonales de conjuntos de niime-
ros naturales. Supongamos que Ty estd numerablemente generada en I'\. Entonces, todo

subconjunto numerable T, C T, se puede separar de T,.

Demostracion. Como I') estd numerablemente generada en '}, existe {z, } oy € Fll

neN
tal que, para todo x € I'y, existe ny, € N de manera que x C* z,, . Sea [, C I, nume-
rable. En primer lugar, notemos que {z,},en Y I'1 = {¥,),en S€ pueden separar por
ser numerables y ortogonales (véase la proposicion 2.6). Por tanto, existe z € {z,}1_

conjunto tal que y, C* z para todo natural n. En suma, para todo x € I';:
xNzC z, Nz="0

es decir, Iy y F_l se pueden separar. []

Nota 2.19. Estrictamente hablando este resultado no es el teorema 2.16, sino un

resultado mas general, ya que no se utiliza la hipétesis de la analiticidad de I',.



Conjuntos ortogonales: separacion. 25

Nuestros esfuerzos se centran ahora en probar el teorema 2.17. Para ello, van a
ser necesarios varios resultados previos, para los cuales necesitamos el concepto de
arbol. En efecto, recordemos que, en la secciéon 1.5.2, vimos que podemos considerar
a la familia [N]<“ de los subconjuntos finitos de naturales como un arbol. AGn mas,
probamos que este es equivalente, topologicamente, al arbol de las sucesiones finitas

N<N. En esta linea, si definimos
[NT*? @ [N]=” := {(s,1) € [N]*” X [N]** : |s] = |7]}

podemos hablar de este conjunto como un arbol (equivalente topolégicamente al ar-
bol N<N x N<M). Veamos ahora un primer resultado auxiliar que relaciona arboles y

conjuntos analiticos:

Proposicion 2.20. Un conjunto A C [N]® es analitico si y solo si existeT C [N]<*®[N]<®
arbol tal que A = 11,([T]).

Demostracion. En primer lugar, notemos que el teorema 1.24, que caracteriza a los
conjuntos analiticos, nos dice que, A C [N]“ es analitico si y solo si existe C C [N]*X[N]®

cerrado tal que I, (C) = A.

Veamos que [T] es cerrado. Para ello, probemos que su complementario es abierto.
Sea x € [T]°. Entonces, existe n € N tal que x|n & T. Ahora bien, N/, es un entorno

de x que no comparte nada con [T'], porque, de ser asi, existiria y € [T]Nn N, es

x|n>

decir, x|n = y|n € T, lo cual es una contradiccién. Hemos encontrado, entonces, un
entorno de x contenido en [T']¢, probando que este conjunto es abierto. (Notese que

tratamos con la topologia de [N]® como si fuera la de N').

Definimos el siguiente arbol:

T :={(s,t) € [N]** Q [N]*“ : existe (a,b) € C : s < a,t < b}
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Veamos que C = [T], donde, recordemos,
[T]={(x,y) € [N]” X [N]” : (x|n,y|n) €TV neN}

En primer lugar, es claro que C C [T'], por definiciéon de C. Probemos que C 2 [T].
Tomemos, en primer lugar ({a,, a,, ...}, {by, by, ...}) & C.Por ser C cerrado (C° abier-
to), existe un abierto basico cuya interseccion con C es vacia (basta ver el argumento

utilizado en la implicacion anterior), es decir, existe k tal que
{(a,b) C[IN]* X [N]? : {ay,ay,...,a,} <a;{by,by,....,0,} <b}NC =0
Por tanto, ({ay, ay, ..., a,}, {by, by, ..., b, }) &€ T, lo que implica que

({ag, ay, ...}, {by, by, ...}) &€ [T]

En definitiva, IT, ([T']) =1, (C) = A. Il

A continuacion, definimos un tipo especial de arbol que utilizaremos en la prueba

del siguiente teorema, clave para probar el teorema 2.17:

Definicion 2.21. (De [10] ) Sea I' familia de subconjuntos de nimeros naturales.
Decimos que una familia de subconjuntos finitos de numeros naturales £ C [N]<“ es

un ['-arbol si:

) e

II) Paratodo o € X, el conjunto {i € N : o U {i} € X} es infinito y esta contenido

en un elemento de I'.

Nota 2.22. UnTI-arbol es un arbol, como se desprende de la segunda condicién im-

puesta en su definicion.

Definicion 2.23. Una familia de conjuntos de nimeros naturales I" decimos que es
hereditaria si es cerrada bajo subconjuntos de sus elementos, es decir, si para todo

x € 'y paratodo y C x, tenemos que y € I'.
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Llegados a este punto, enunciamos y demostramos el siguiente teorema, el cual,
como veremos con posterioridad, es una pieza clave del camino que nos llevara a la

prueba del teorema 2.17, y, con ello, a la del teorema 2.14:

Teorema 2.24. (De [10] ) Sean I’y y I', familias ortogonales de subconjuntos de nii-
meros naturales. Supongamos que I, es analitica y hereditaria. Si ', no esta numera-

blemente generada en ', existe un I';-arbol cuyas ramas infinitas son elementos de T',,.

Demostracion. Tomemos dos familias Iy y I'; como las del enunciado y suponga-

mos que I'y no esti numerablemente generada en I';.

En primer lugar, dado que I'; es analitica, podemos usar la proposiciéon 2.20 y
afirmar la existenciade T' C [N]**®[N]<” arbol de forma que I1, ([T']) = I', (podemos
suponer que esta formada por conjuntos infinitos ya que aceptamos errores finitos.
Véase el lema 2.25). Por tanto, un conjunto infinito A C N esta en I’ si y solo si existe
f = {{s,,1,)}72, rama infinita de T tal que A = ngwsn. Asi, vamos a asignar a cada

conjunto A € I, una rama infinita de 7', a la que llamaremos f,. Ahora, para un

(s,t) € T fijo, definimos
[y(s,t) :={A €T, : f, extiende a (s,1)}
Sea ahora

T, :={(s,t) €T : T'y(s,t) estd numerablemente generado en I f}

Notemos que I, (Q) = I', ya que toda rama extiende al conjunto vacio. Ahora
bien, I'; no estd numerablemente generado en Fll por hipdtesis. Asi pues, @ € T}, es
decir, T} # . Esto da sentido al siguiente conjunto, ya que lo dota de al menos un

elemento:

Ty =T\ [J Tots.n

(s.0)€ET,

El conjunto F_O consiste en eliminar de I'j todo lo numerablemente generado en

', v no est4, en consecuencia, numerablemente generado en I'*, en virtud del lema
1
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2.12. Definimos ahora, para todo (s, t) € T}, el conjunto
F_O(s, t) ={A € F_o : f, extiende a (s,1)}
el cual no estd numerablemente generado en I” ll porque, si lo estuviera
L, =T,(s,H)\{A€ U T, (s'.1") 1 f, extiende a(s, 1)}

(s'.1eT,

=Ty(s,0\ U {A€eT,(s.1) : f, extiende a(s, 1)}

(s'.1)ET,

y este segundo conjunto no esta numerablemente generado en FIL, ya que es el com-
plementario de otro que si lo esta, por ser unién numerable de conjuntos numerable-

mente generados. En efecto,
{A€eT, (s’,t’) : f, extiende a(s,1)} C T, (s',t’)

por lo que, al estar contenido en un conjunto numerablemente generado, esta nume-

rablemente generado.

Una vez hechas estas consideraciones, pasamos a construir un I';-arbol £ C [N]<*
cuyas ramas sean elementos de I';,. Lo vamos a construir de manera inductiva junto
a una sucesion (s,,7,) (6 € X) de elementos de T, y una sucesion d, (c € X) de

elementos de I'; de forma que se cumplan:

(1) Sit extiende a ¢ de manera estricta, entonces (ST, tT) extiende estrictamente a

(sg,ta).
(2) o0 C s, paratodo o € X.

(3) b, ={i€d, : cU{i} € X} es infinito para todo ¢ € Z.

Comenzamos fijando § € X y definimos s; = t; = @. Entonces, el conjunto
F_o (ﬂ, ﬂ) no estd numerablemente generado en I'} (recordemos que (ﬁ, @) € T)). Sea
¢y :=U F_o (ﬂ, ﬂ) = F_o- Este conjunto esta compuesto de todas las primeras coor-
denadas de las ramas del arbol T' que conforman algin A € F_O. Tenemos, entonces,

que, dado A € F_O, A C ¢y Veamos ahora que c; & Fll. En caso contrario, dado que ¢
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contiene a todo elemento de F_o (Q, Q), este ultimo conjunto estaria numerablemen-
te generado en I'}, algo que probamos falso anteriormente. En definitiva, ¢; ¢ T}

Existe, entonces, d; € I'; de forma que b, := dj N ¢, es infinito.

Sea i € by. Sabemos que, como i € ¢y, existe a; € F_O (ﬂ, ﬂ) de forma que i € a;.
Como g; es unioén de las primeras coordenadas de los nodos que conforman la rama
f,,» tomo (si, ti) el menor nodo de s, tal que i € s'. De este modo, para todo i € by
hacemos {i} € X, ademas de fijar s, = s' y t;;, = t'. Esto concluye el primer paso de

la construccion. Notemos que (si , ti) esta en T porque a; € F_o-

Supongamos que tenemos un cierto ¢ € X, asi como (sa, ta) € T,. Razonando
de manera analoga, dado que F_o (sg, tg) no esta numerablemente generado en rL
entonces ¢, := UL, (55.1,) & I't. Tomamos d, € T, tal que ¢, N d, es infinito.
Definimos

b, :=={i€c,Nd, :i>max s,)}

Esta definicion requiere la eliminacion de una cantidad finita de elementos de ¢, Nd,,
ya que hay que mantener el orden de end-extension. De nuevo, para todo i € b, to-
mamos a; € I, (54:1,) de forma que i € a,. En consecuencia, tomamos tomo (s’ ,#)
el menor nodo de f, talque i € s! y que extienda a (sg, tg). Hacemosoc U {i} €Xy

definimos s,,;) = s’ , t,,(;; = 1., finalizando la construccion del I’} -tree.

Comprobemos que, en efecto, el conjunto X es un I';-tree. En primer lugar, § € X.
Ademas, el conjunto b, = {i € d, : ¢ U {i} € X} es infinito para todo ¢ € X por
la propia construccién. Resta comprobar que b, esta contenido en un elemento de I';.

Ahora bien, esto es cierto, ya que en cada paso construimos b, C ¢, Nd, Cd, €T',.

Finalmente, tenemos que comprobar que todas las ramas infinitas de X son ele-

mentos de I'). Una rama infinita de X es un conjunto infinito

a={igi,...}

que cumple que a = Y O donde o, = {iy,i,...,i,_;} € X paratodon < w.En
ne

determina una

este contexto, (sgn, ta,,) € T, para todo n < w. Entonces, {(sgl_, ta,.) }ico
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rama infinita de T' cuya proyeccion en la primera coordenada

©
a=|)s,
n=0

es un elemento de I',, por la propia definicién del principio del teorema. Por otro

lado, gracias a la condicion (2), obtenemos que a C a, puesto que, para todo x € aq,

x € 0, Cs, C a Dadoquel) es cerrado bajo subconjuntos de sus elementos,
no

tenemos que a € I, lo que concluye la prueba. [

Al comienzo de la demsotracion, hemos dicho que bastaba probar el teorema en

el caso de conjuntos infinitos. A continuacion, ofrecemos un lema que clarifica esto:
Lema 2.25. El teorema 2.24 es equivalente a su restriccion a conjuntos infinitos.

Demostracion. Supongamos el teorema probado en el caso de conjuntos infinitos
y queremos probar el caso general, tomamos conjuntos Iy y I'; como en la hipétesis.

Definimos entonces

[, i={xel,: x| =8}
[i={yer : |yl =R}

Podemos ver I:0 como Iy N (P(N) \ fin), donde fin simboliza los conjuntos finitos de
naturales. La coleccion de conjuntos finitos de naturales es de Borel por ser unién
numerable de cerrados (union de los conjuntos unipuntuales que conforman la colec-

cién). Asi, su complementario también es de Borel, por lo que 1:0 es de Borel. Asi, por

la proposicién 1.25, I, es analitico.

En definitiva, tanto l:0 como 1:1 cumplen las hipotesis del teorema. Ahora bien, si

I’y no estd numerablemente generado en ', entonces para toda sucesion {y, } ., C I’

existe x € I, tal que para todo v, € {y,} tenemos que xg y,. Veamos que 1:0 no

n<w?’

esta numerablemente generado en Ff‘. Supongamos que el conjunto x € I'; tal que



Conjuntos ortogonales: separacion. 31

x&*y, paratodo y, € {y,},<, €s finito. Ahora bien, todo conjunto finito esta casi con-
tenido en cualquier otro conjunto, pues aunque no esté ningun elemento suyo en el
otro conjunto, siguen difiriendo en una cantidad finita. Por tanto, el susodicho x € I',,
es infinito, es decir, x € 1:0, lo que nos da lo que buscabamos. Como estamos supo-
niendo este cierto para el caso de conjuntos infinitos, tenemos que existe un I';-arbol
cuyas ramas infinitas son elementos de I:O, ya que todo I:I—érbol es un I';-arbol. Pero,

I:0 c I'y, por lo que queda probado el teorema para los conjuntos originales.

Esta implicacién sumada al reciproco, el cual es trivial, nos dicen que estas dos

versiones son equivalentes. [

Recordemos que nuestro objetivo no es otro que probar el teorema 2.17, con el fin
de concluir la prueba del teorema 2.14. No obstante, para ello necesitamos aun otro

resultado, el cual probamos a continuacion:

Proposicion 2.26. Sean I, yI', familias ortogonales y hereditarias de conjuntos de
nimeros naturales, con I' analitica. Si existe un I';-arbol cuyas ramas infinitas son
elementos de I, entonces existe un subconjunto numerable I'y C I'; que no se puede

separar de T,

Demostracion. Supongamos que X es un I';-arbol cuyas ramas infinitas son ele-
mentos de I',,. Por ser I';-arbol, fijado ¢ € Z, el conjunto b, :={i €N : cU{i} € X}
es infinito est4 contenido en un elemento de I',. Por tanto, la familia T, := {b, Yoes
es una familia numerable contenida en I',, por ser I, hereditaria. Veamos que I'; no
se puede separar de I'). Supongamos, por el contrario, que existe un conjunto a € I'y
tal que para todo ¢ € X, b, C* a. Tomo ahora 6 = J. Entre los elementos de by, existe
oy € a, por ser by infinito (esto wltimo implica que existe un elemento en by N a).

Procediendo de esta forma, obtenemos una rama infinita del I';-arbol
D :={oy,0,,...}

formada por elementos de a, es decir, contenida en a. No obstante, esta rama infinita,
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por hipotesis, es un elemento de I';,. Pero ningtn elemento infinito de I, puede estar

contenido en a dado que a € I'%, lo cual nos lleva a una contradiccion. [

Estos dos ultimos resultados son los que nos van a permitir probar el teorema 2.17,
y, con €l, el teorema 2.14. Sin embargo, tanto el teorema 2.24 como la proposicion 2.26
tienen como hipdtesis el hecho de que una (o ambas) de las familias involucradas
sean hereditarias. Esto no ocurre con los teoremas que queremos demostrar, por lo

que necesitamos probar que estas hipotesis no alteran el resultado:

Lema 2.27. El teorema 2.14 es equivalente al que resulta de afiadir la hipétesis de que

ambas familias sean hereditarias.

Demostracion. La version sin familias hereditarias es mas general, por lo que basta
probar la otra implicacion. Asi, sean dos familias de conjuntos I', y I'; ortogonales con
I’y analitica. Definimos ahora

I,:={xCN:3x el,:xCx'}

[ :={ycN:3y el :ycy)
Estas familias son hereditarias por definicion. Ademas, son ortogonales por serlo I,

y I';. Por otro lado, 1:;) es analitica porque la aplicacion
¢: PN)xT, - I,
(x,a)» xNa

es continua y suprayectiva, lo que, componiendo

~

N—NxN-=PN)xT, > I},

prueba que 1:;) es imagen continua de N.

Notemos, en primer lugar, que Fll = Fll. En efecto, como I'y C I';, entonces
Fli D Ff‘. Por otro lado, sea z € Fi‘. Tomamos ahora un elemento x € l:1 Existe,

por definicion, y € I'; tal que x C y. Entonces,

xNzCynz="§



Conjuntos ortogonales: separacion. 33

es decir, z € Fll. Por tanto, podemos concluir que I, esta numerablemente generado

~ L ~
enT'| siy solo i) esta numerablemente generado en I},

Por otro lado, como I';, C FNO, si este ultimo esta numerablemente generado en I:I,
también lo esta I'y. Ahora bien, como todo elemento de I:0 esta contenido en un ele-
mento de I, también se cumple el reciproco. En definitiva, I, esta numerablemente
generado en Fli siy solo si ﬁ) esta numerablemente generado en 1’:1I Asi pues, hemos
probado que I, esta numerablemente generado en I'y si y solo si ﬁ) esta numerable-

mente generado en I'T.

Supongamos que todo subconjunto numerable de 1:1 se puede separar de ﬁ). Vea-
mos que, entonces, todo subconjunto numerable de 1:1 se puede separar de I'j. Ahora
bien, como I'y C I:O, queda probado. Para ver el reciproco, basta notar que, dado

b S ﬁ), existe y € I'; tal que x C y, por lo que, para cierto a C N
anxCany=*0§

En definitiva, todo subconjunto numerable de I:J1 se puede separar de ﬁo si 'y solo si

todo subconjunto numerable de I:1 se puede separar de I',.

Del mismo modo, supongamos que todo subconjunto numerable de I'; se puede
separar de I',. Veamos que, en ese caso, todo subconjunto numerable de 1:1 se puede
separar de I',. Sea N C I:l numerable. Entonces, por definicién, existe N ¢ N’ C I,
numerable. Como N’ se puede separar de '), entonces, para todo x € N, existe
x" € N'tal que x C x’ C a, para cierto a C N. Para probar el reciproco, basta notar
quel’, C I:1 por lo que todo subconjunto numerable de I'; también lo es de 1:1 Asi,
hemos probado que todo subconjunto numerable de 1:1 se puede separar de ﬁo siy

solo si todo subconjunto numerable de I'; se puede separar de I',. 0

Ahora si, una vez hecha esta dltima aclaracion, vamos a demostrar el teorema 2.17

como consecuencia del teorema 2.24 y de la proposicion 2.26:

Teorema 2.28. SeanI'y y I'; familias ortogonales y hereditarias de subconjuntos de

numeros naturales, donde I, es analitica. Supongamos que I'j no esta numerablemente
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generado en T'y. Entonces, existe un subconjunto numerable [, C T, que no se puede

separar de T,

Demostracion. En virtud del teorema 2.24, existe un I';-arbol cuyas ramas infini-
tas son elementos de I';. Aplicando ahora la proposicion 2.26, existe un subconjunto

numerable I'; C I'; que no se puede separar de T',. [

Teorema 2.17. (De[10]) SeanT, yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con I, analitica. Si todo subconjunto numerable de ", puede ser separado de

T, entonces I, estd numerablemente generado en T’}

Demostracion. Basta aplicar el teorema 2.28 y el lema 2.27. [

En definitiva hemos probado el teorema 2.14:

Teorema 2.14. (De[10]) SeanT, yI'| familias ortogonales de conjuntos de niimeros
naturales, con ' analitica. Entonces , I, esta numerablemente generado en Ff‘ si y solo

si todo subconjunto numerable de I, puede ser separado de T,

Demostracion. Basta combinar los teoremas 2.18 y 2.17. [
['ynonum... == Iy nonum...
|
12.17=2.26+2.24 224
L

AT, CT, ... <& 31, —arbol ...

Figura 2.1: Teo. 2.24 + Prop. 2.26 = Teorema 2.17

2.3. El gap de Hausdorff

En la seccion anterior hemos probado un resultado que nos dice que dos familias

ortogonales y o-dirigidas de conjuntos de nimeros naturales pueden separarse si una



Conjuntos ortogonales: separacion. 35

de ellas es analitica (corolario 2.15). El objetivo de esta nueva seccion es ver que esta
ultima hipoétesis es fundamental.

Para llevar a cabo nuestro proposito vamos a probar la existencia de dos familias
de subconjuntos de naturales o-dirigidas que no pueden separarse, es decir, que con-
forman un gap. Esta construccion es conocida como el gap de Hausdorff, e involucra
el proceso de induccion transfinita. Asi pues, durante esta seccién utilizaremos con-
ceptos relacionados con los numeros ordinales, cuyos enunciados pueden consultarse
en el anexo dedicado a ellos.

Sin mas preambulos, enunciamos el teorema que prueba la existencia de estas

familias:

Teorema 2.29 (Gap de Hausdorft). (De [4], pag. 38)
(a) Existen familias indexadas {As}ec, Y {Bslico, de conjuntos de niumeros natura-
les tales que
1 Sin <& < wy, entonces A, \ A;, B, \ B; y A: N B; son finitos; A; \ A, y
B. \ B, son infinitos.

2. Sié <w; yr €N, entonces {n : n <&, B, NA; Cr} es finito.

(b) No existe C C N tal que A; \ C y B, N C son ambos finitos para todo & < w,.

Este enunciado es poco esclarecedor, ya que no hay en él indicios de que las fa-
milias cuya existencia prueba sean o-dirigidas ni de que conformen un gap. Por ello,
antes de probar el teorema, vamos a tratar de clarificar tanto su enunciado como las
consecuencias que este tiene.

En primer lugar, nos fijamos en el apartado (a). Este afirma la existencia de dos
familias de conjuntos indexadas en w,, y, por tanto, no numerables (véase A.31). Estas

familias satisfacen varias condiciones:

= Respecto al apartado (a).1, cuando decimos que si < § < @, entonces 4, \ A,

y B, \ B; son finitos, decimos que estas familias son “casi crecientes":

AgC A C o CF A, C" A, T

w+1
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B,C*B, C*--C*B,C*B c* ...

w+1

Atlin mas, el hecho de que A, \ A, y B; \ B, sean infinitos nos dice que estos
“casi contenidos" son estrictos, es decir, que dados dos elementos de la fami-
lia, no se diferencian en una cantidad finita de elementos, ya que el que tenga
una posicion mayor posee infinitos elementos que no estan en aquel con una
posiciéon mas pequefia.

Una consecuencia inmediata de que estas familias sean “casi crecientes" es que

también son o-dirigidas:
Proposicion 2.30.  Las familias {A;} .., y {B;}:,, de 2.29 son o-dirigidas.

Demostracion. Sea {4, },., sucesionde elementosde {A;}., .Seaa 1= U«

i<w .
i<w

Como {A,},, es casi creciente, tenemos que A, C* A, para todo i < .
Noétese que @ < @, porque la unién numerable de conjuntos numerables es

numerable. La prueba es analoga con { B, } ., - []

Por otro lado, el apartado (a).1 afirma que A; N B; es finito para todo § < w.
Esto se traduce en que {A.}., y {B;}.., son ortogonales, ya que, dados
n<é<w, A, C Ay B, C° B, porloque A. N B, y A, N B, son fini-
tos. En otras palabras, las familias son “casi disjuntas".

» La condicién (a).2 establece que, en cierto sentido, estas familias no se estancan,
porque, fijados el natural y el elemento que queramos, las intersecciones con la
otra familia hasta llegar a nuestro puesto elegido estan contenidas en el natural

elegido en un numero finito de casos.

Pasamos ahora al apartado (b). La consecuencia inmediata de este apartado es que

las familias {A,},, vy {B:}:.,, forma, en efecto, un gap:

Proposicion 2.31.  Las familias {A:}:.,, ¥ {B;}s,, del teorema 2.29 no se pueden

separar.

Demostracion. Debemos probar que no existe C C N de manera que A, C* C
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y B, n C =" 0 para todo &, < w,. Supongamos, por el contrario, que si existe tal
conjunto. Notemos que A, \ C es finito siy solo si A, C* C. Tomando, entonces, 7 = &

contradiriamos el apartado (b) del teorema 2.29. ]

Una vez explicadas las consecuencias de este teorema, pasamos a su demostracion.

Teorema 2.29 (Gap de Hausdorft). (De [4], pag. 38)

(a) Existen familias indexadas {A;}:.,, ¥ {B;}.,, de conjuntos de niimeros natura-
les tales que
1 Sin <& < wy, entonces A, \ A;, B, \ B; y A: N B; son finitos; A: \ A, y
B. \ B, son infinitos.

2. Sié <w; yr €N, entonces {n : n <& B,NA; Cr} es finito.
(b) No existe C C N tal que A; \ C y B, N C son ambos finitos para todo & < w,.

Demostracion. Comencemos con la prueba de (a). Hagamos induccién transfinita
(véase el teorema A.22). Incluimos, como parte de la hipétesis de induccion lo siguien-
te, ya que necesitamos asegurarnos de que, al construir los conjuntos, estos no cubran
todo el espacio:

N\ (4; U B,) es infinito V § < o, (2.1)

Paso 1 (Ordinal cero)

En este primer paso hay que probar el teorema para & = (. Basta entonces definir

Paso 2 (Ordinal sucesor)

Supongamos el teorema cierto para £ < @, y probémoslo para £ + 1. Dados A, y B,
consideramos tres conjuntos infinitos disjuntos C, Dy E de N\ (A, U B;), gracias a

(2.1). Definimos

Ag = A UC

B..,:=B.UD (2.2)
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Como A; C A,y B; C B;,,, por definicion, tenemos que A\ A;,;, =@ = B;\ B, .
Ademas, para todo < ¢&:

AN\ Agy = A NAS CANA =4\ 4,

B,\B,,, =B,nB, CB B =B8\B,

pUtilizando la hipotesis de induccion, A, \ A, y B, \ B, son finitos para todon < &.
Ademas, por (2.2) y por ser C, D C N\ (A, U B;) disjuntos:

A§+1nB§+1 = (AfuC)n(Bqu) = (A,;nt)u(CnD)u(AgnD)u(BénC) = (Agnt)

De nuevo, gracias a la hipotesis de induccion, A.,; N B, es finito. Fijamos ahora
n < &y consideramos el conjunto C \ (4, \ A,), el cual podemos reescribir de la

siguiente manera:
C\(An\A§)=C\(AnnAg)=Cn(A;UA§)=(CnA;)U(CnA§)=(CnA;)

donde la dltima igualdad se da porque C C N\ (A; U B;). En definitiva, y usando de

nuevo (2.2):
C\(A,\A)=CNASC(CUA)INA = A, \ 4,

Tenemos, pues que A.,; \ A, 2 C\ (4, \ A;). Debido a que este ltimo es in-
finito por ser C infinito y A, \ A, finito, A.,; \ A, contiene un conjunto infinito y,
por tanto, es infinito. Un razonamiento completamente analogo permite probar que
B..;\ B, 2 D\ (B,\ B;), por lo que B, \ B, es infinito. Tomamos ahora el conjunto
N\ (A¢; U Bg,). Operando:

N\(A§+1UB§+1)=N0A2+10B2+1 =(A§UC)°ﬂ(B§UD)°=A§ﬂC°ﬂBgﬂD°

Ahora bien, sabemos que el conjunto E es infinito, disjunto con C y D y ademas
esta contenido en N\ (A; U B;). Podemos concluir que £ C N\ (A ; U B,,) v, en

consecuencia, este ultimo es infinito.
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Finalmente, fijamos r < w. Veamos que el conjunto {7 : n <&, B, N A, Cr}es

finito. Si notamos que A, C A;,; (2.2), tenemos que
m:n<é&BNA,,,Cr}C{ltu{n:n<{ B NACr}

Como este ultimo conjunto es finito por la hipétesis de induccion, queda probada la

finitud.

Paso 3 (Ordinal limite)

Supongamos que 0 # £ < ®, es un ordinal limite y supongamos el teorema cierto

para todo n < &. Veamos que se cumple para &. Sea {{(n)},_, sucesion estrictamente

n<w

creciente de ordinales con supremo &, comenzando en {(0) = 0 (véase el lema A.23).

Sabemos que, por la hipétesis de induccion, para todo n < w, A,y N By, es finito.

Mas atn, A, N B, es finito para todo i < n. Por tanto, Q(Ag(n) N B,;) es finito para
Isn

todo n < . Existe pues, k, < w tal que |J(A,,, N B;) C k,.
i<n
Definimos A; = U \ k,). Vamos a probar ciertas propiedades sobre este

n<w
conjunto auxiliar que nos serviran de puente para hacerlo con A,. Fijamos n < ®.

Entonces:

Agy N AL = A 0 (U (g \ k) = Agy 0110 (A5, UK,) =

= 0 (A U k) 0 Ag) € (Ag,) UK N Ay =
= (A7) NAr) Uk, N Ay =k, N Ay, Sk,

Sea ahora 7 < £. Por la forma que tiene la sucesion {{(n)} existe m < w tal que

n<w?

{(m) > n. Por tanto, usando la hipdtesis de induccion:

AN\ AL C Ay \ A, CK,

Por tanto, 4, \ Aé es finito. Por otro lado, haciendo uso de la hipotesis de induccion,

sabemos que A, \ A, es infinito. Ademas, A, € A[. Por tanto:

Ay \ A, € AL\ A,
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Concluimos que Aé \ A, es infinito, ya que contiene un conjunto infinito. Sea m < w.
Aént(m) = L<J (A¢mNBg(m\k,). Como ya hemos visto antes, sin > m A, N B, C k,.
n<w

Por tanto:

AN By, = U(Acoo N By \ k)

n<m

Como cada conjunto de esta tltima union es finito por la hipotesis de induccion, en-

tonces Aé N By, es finito para todo m < . Continuamos fijando n < @ y definimos
J,=1{n:¢m<n<{n+1),B,nA,Cn}

Como, dado 1 € J,, B, N (Agusry \ ki) € U B, 0 (Agiy \ k) = B, N AL

m<w

J, (0 C) <0< 1, B0 (A \ ) S 1) C
C{n:in<fn+1),B N(A 1 \ k) Sn} =

={n:n<fn+1),B,NAy. Cmax{nk,, }}

Para poder obtener la tltima igualdad, basta distinguir si un natural i es mayor o no

que k,, ;. Aplicando la hipotesis de induccioén a {(n+ 1), este ultimo conjunto es finito,

n+l*

por lo que J, también lo es. Sea J = |J J,. J N7 es finito para todo n < & porque
n<w

al intersecar con 7 estamos considerando tan solo los ordinales menores que # y, por

tanto, una cantidad finita de uniones de J,,.

Para todon € J \ {0} definimos
C, :=B,\ U{Bm) Ti<w, () <n}
Sea p = max{n : {(n) < n}. Entonces,
(B, \ B;,) \ (B, \ nngc:(n)) = (B,Nn B;,)N(B;U nngg(m) =B,n ngp(Bg(n) \ B,

Como B, C* B, paratodon < pcon{(i) < 1, tenemos que (B, \ B, (,)) C* (Bn\nLSJpBg(n)).
Pero (B, \ B,(,) es infinito, ya que podemos usar la hipotesis de induccion con {(p) < 7.

Por tanto (B, \ U B:) también lo es, es decir, C,es infinito. Definimos ahora
n<p

j(m) :=min{C, \ n} sin € J, \ {0}
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Notemos que {J, \ {0}},., forman un cubrimiento disjunto de J \ {0}. Es por esto
que el n presente en la definicién de j() es aquel que corresponde al tnico J, \ {0}
al que pertenece 7.

Pasamos a definir ya el conjunto A, de la siguiente manera:
A= ALU LG s ne T\ (0})

Utilizamos ahora las propiedades que el conjunto Aé posee y que antes hemos
probado. En efecto, hemos probado que, para todon < §, A, \ Aé es finito y Aé \ 4,

es infinito. Ahora, por definicién, tenemos que Aé C A.. Por tanto:
!
A, \ A:C A, \ A .

AL\A, CAN\A,

Como uno esta contenido en un conjunto finito y otro contiene a un conjunto infinito,
podemos concluir la finitud del primero y la infinitud del segundo, para todo n < &.

Por otro lado

Ag N Bg(n) = (A; u{jitm :neJ\{0}}hn Bg(n) =
= (A:: N Be,)) U{im) :ne J\{0}} nB,,) C
C (A, N By,) U {jm) : n € T\ {0},n <L(m)}

Para justificar este dltimo contenido, notemos que j(n) € C, C B, \ By, sin > {(n).

Ahora bien, con anterioridad probamos que Aé N By, es finito para todo n < .
Ademas, {j(n) : n € J\ {0},n < {(n)} es finito porque estamos restringiendo J a
una cantidad finita de J,,. En definitiva, A £N By, es finito para todo n < w. Sea ahora

r < w. Definimos
n:in<é: BnnAfgr}:U{n DM <n<C(n+1),B,NA; Cr)= UK;
n<w n<w

Si conseguimos probar que esta union es finita, habremos probado la finitud del

primer conjunto, que es uno de nuestros objetivos. Para ello, vamos a trabajar con un
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cierto K. Fijamos n < w:

K/ C{n:im<n<¢{m+1),BNnA Cr}C
Cin:lm<n<{n+1),B,N A Cmax{rk,,}}
C{n:lm<n<{n+1),B,NAy,,, Cmix{r.k,,}}C

C{n:in<fn+1),B,NAy. Cmax{rk,,}}

El primer contenido se debe a que A; C A,, mientras que los otros se obtienen
de manera analoga a los obtenidos cuando trabajamos con el conjunto J,. Ademas, el
ultimo nos permite utilizar la hipotesis de induccién y concluir que K es finito para
todo n < w. Si conseguimos probar que, salvo una cantidad finita, los conjuntos K’
son vacios, habremos demostrado que su union es finita.

Como r esta fijo, trabajemos con n. Sin > r, K" c J, dado que r C n. Por otro
lado, dado 7 € J, \ {0}, j(1) € A, por definicién de A,. Ademas, por la definicion de
Jj(m)y C,, se tiene que j(n) € B, \ n. Sea entonces n € K conn >r. Sabemos que

B,] N A.f C r C n. Como hemos visto,
j(n)eAgn(Bn\n)gB”nAégrgn

Sin embargo, como j(1) = min{C, \ n}, J(n) & n. Esto nos lleva a una contradiccion.
Asi, K" =@V n > r,lo cual nos dice que nL<JwKn’ es finito para todo r < .

Dado que A;N B, es finito paratodon € N, tenemos que B;,,1,\ By, C Ag\Bm).
Ahora bien, A; \ B,y C A; \ iL<JnB§(,.), ya que la sucesion de B, ;) es casi creciente por
hipotesis de induccion. Asi pues, A7 \ iLanBg(i) es infinito. De esta forma, puedo ir to-
mando elementos e; € A; \ iL<JnBC(l.) para todo i € N de forma que construyo un
conjunto E = {e,},cy cuya interseccion con B, es finita para todo natural, ya que,

a partir del término n-ésimo, e, & B,

Una vez tenemos esto, definimos B, := AS, \ E. En primer lugar, notemos que

B,y € B. para todo n, ya que A; N By, y E N B, siempre es finito. Ademas,

B:\ B, es infinito, pues contiene a un conjunto infinito: By, \ B, € B: \ By,
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Pasamos ahora a probar (b). Supongamos que existe C C Ntal que A.\Cy B,nC

son ambos finitos para todo & < w,. Entonces,

o =|J{g: B.nCcn)

n<w

Por tanto, existe n < w tal que
H :={¢: B.nCCn}

tenemos que H es no numerable. Sea ahora §{ € H tal que £ N H es infinito. Por

hipétesis, A; \ C es finito. Por tanto, existe m < w tal que A, \ C C m. Entonces
HnéC{n:n<§& B,NA, Cmax{m,n}}

ya que dado x € B, N A, si x € C, basta aplicar la definicion de H. Si, por el
contrario, x & C, entonces A, \ C C m. Como H N ¢ es infinito y en el apartado (a)
hemos probado que {5 : 7 < &, B, N A; C r} es finito para cualquier r < w, esto es

una contradiccion. Por tanto, no existe tal C C N. ]






Capitulo 3

Multiple Gaps

El objetivo de este capitulo es generalizar el concepto de familias no se para-
das a una cantidad finita de ellas. De esta forma, introduciremos la nocién de «gap-
multiple» como una generalizacion de la de gap. Una vez hecho esto, buscaremos un
ejemplo de gap multiple que sea, en cierto sentido, canoénico; el cual estara relaciona-
do con un resultado del capitulo anterior. Para llevar a cabo esto, nos basamos en el

trabajo de Stevo Todorcevic y Antonio Avilés, y, mas concretamente, en[2] y en [1].

3.1. Generalizando el concepto de gap

Comenzamos el capitulo estableciendo qué significa que una coleccion finita de

familias de subconjuntos de N se diga separada o se pueda separar:

Definicion 3.1. (De [1], pag. 9) Sea {I';},., una coleccion finita de familias de sub-
conjuntos de un cierto conjunto numerable N. Diremos que estas familias estan se-

paradas o se pueden separar si existen a, ..., a,_, subconjuntos de N tales que

1. x C* g

2. Na =*0.

i<n

Vxel,.
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Nota 3.2. Permitir errores finitos es crucial, puesto que en caso contrario, nuestra
definicion se reduciria a que NI"; = @. A modo de ejemplo, si fijamos n = 2 y tomara-
i<n

mos z € I'yNI'}, este cumpliria que z C ayNa, = @, luego z = @, es decir, I yNT"; = @.

En consecuencia, estariamos diciendo que tenemos dos familias disjuntas.

Dado que estamos tratando de generalizar el concepto de gap a una cantidad finita
de familias cualquiera, es de esperar que esta dltima definicion sea equivalente, en el
caso n = 2, a la que dimos de dos familias separadas en el capitulo anterior. Asi
pues, a continuaciéon probamos esta equivalencia, no sin antes recordar la definicion

bidimensional dada en el capitulo anterior:

Definicion 2.5. (De[10]) SeanI')yI', familias de conjuntos de nimeros naturales.

Supongamos que existe a C Ntalque x C* aya L yparatodox € Ijey €T,.

Diremos entonces que a separal’ y I'; y que I’y y I'; estan separadas o se pueden

separar.
Proposicion 3.3. Sin = 2, las definiciones 2.5 y 3.1 son equivalentes.

Demostracion.

Supongamos que existe a C N tal que x C* g paratodo x € Il yany =* {J para
todo y € I'|. Sean q; := ay a, := a°. Evidentemente, a, N a; = @J. Asi mismo, dado

x€ly,xC*a=a,y dadoyel,,yC*a®=a,.

Sea ahora a := ay. Dado x € I', x C* g, = a. Por otro lado, dado y € I,
yna=yna, C a;Na,="0 = yna="40. O

Nota 3.4. La condicion a, N a; =* @ es irrelevante en el sentido de que la prueba

también es valida si se cumpliera que a, N a, = 0.
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Del mismo modo que, en el caso n = 2, definiamos el concepto de gap negando la
separacion de dos familias ortogonales, para el caso n > 2 haremos lo propio. No obs-
tante, hay una salvedad, y es que distinguiremos cuando las familias sean ortogonales

dos a dos de cuando cumplan una condiciéon mas débil, caso de la siguiente definicion:

Definicion 3.5. (De [1], pag. 9) Una coleccion finita I' = {I';},_, de familias de
subconjuntos de N es un n, -gap si

1. Sitomamos x € I, para todo i < n, entonces [ x; =* @.

2. Las familias {I';},_, no se pueden separar. -

3. Cada familia es hereditaria, es decir, si x € I'; e y es un subconjunto de x,

entonces y € I';.

Nota 3.6. Si eliminamos la dltima condicién, esta definicién es la misma que la de

gap para dos familias ortogonales dada en el capitulo anterior.

Algo muy importante en esta definicion es el hecho de permitir errores finitos
al intersecar conjuntos de diferentes familias: la condicion 1. Esto hace que nuestra
definicion no lleve a un absurdo. Supongamos que no permitiéramos errores finitos y
que nuestra condicién 1 fuera sustituida por la siguiente:

1’. Sitomamos x; € I'; para todo i < n, entonces nx; = 0.
<n

En estas condiciones, la familia de conjuntos {q;},.,, donde a, = UI';, haria de se-

i<n’

parador. En efecto, x; C* UI'; para todo x; € I';, por definiciéon de UI'; (de hecho, el

contenido es completo). Ademas, N (UI';) = @, ya que Nx; = @. Por tanto, es esencial
i<n i<n

que la condicién 1 permita errores finitos.

Esta primera y esencial condicién de la definicion de n,-gap puede ser endurecida,

como es el caso de la definicién del concepto de n-gap:

Definicién 3.7. (De [1], pag. 10) Un n-gap es un n,-gap I" en el que, ademas, las

tamilias {I';},., son ortogonales dos a dos.

Notese que, en el caso n = 2, un n-gap y un n,-gap son lo mismo, y se suele llamar

simplemente gap.
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3.2. Un ejemplo canénico

Nuestro propodsito en esta seccién, como su propio nombre indica, es el de dar
con un n-gap canodnico, un n-gap que se esconda tras cualquier otro. Para intentar
dar respuesta a esto, vamos a comenzar definiendo una serie de conceptos, asi como

estableciendo una notacion:

Al igual que, anteriormente, hemos trabajado con el arbol NN de las sucesiones
finitas de niimeros naturales, ahora vamos a trabajar con el arbol de las sucesiones
finitas de ntimeros naturales del O al n — 1, el cual denotamos como #n<* y llamamos
arbol n-adico. Consideraremos el orden end-extension, al igual que en temas ante-

riores.

Una vez fijada esta notacién, pasamos a definir un concepto clave en esta seccion,

como es el de [i]-cadena:

Definicion 3.8. Una cadena en el arbol n-adico es un subconjunto X C n<® total-

mente ordenado.

Un tipo especial de cadenas son las [i]-cadenas:

Definicion 3.9. (De [1], pag. 12) Sea 0 < i < n nimero natural y sea X C n<?.
Diremos que X es una [i]-cadena si podemos escribir X = {x, x,, ...} de tal modo

que x;,, = x_ i~ w,, donde max{w,} <i.

Definiciéon 3.10. (De[1], pag. 12) Fijado0 < i < n, denotaremos a la coleccion de to-

das las [i]-cadenas del arbol n-adico como C!'. Del mismo modo, definimos C" := {C},_,

la familia de las colecciones de [i]-cadenas del arbol n-adico.
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Ejemplo 3.11. El conjunto
X =1{2,2,1,0,1),(2,1,0,1,1,0,0,0,1,0),(2,1,0,1,1,0,0,0, 1,0, 1)}
es una [1]-cadena porque X = {x,, x,x,, X3}, donde

Xg=2
x;p=x,17(0,1)
x, =x;17(0,0,0,1,0)

X3=x, 170

Recordemos que el arbol n-adico es numerable, por lo que estamos en condiciones
de preguntarnos si C" se puede separar o no, ya que es una coleccion finita de fami-
lias de subconjuntos del arbol n-adico. Asi pues, vamos a probar que C" no se puede

separar. Previo a esto, veamos el siguiente lema:

Lema 3.12. Si la familia C" cumple que existen a,, ..., a,_, subconjuntos de N tales
que x C* a; para todo x € C!, entonces para todot € n~” existe s > 1 tal que s r € q;

paratodor € {0,1,...,i}<” yparatodo0 < i < n.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que existe t € n<® tal que para todo
s >1,8"r & a,paraciertor € {0,1,...,i}” y para cierto 0 < i < n. Si encontrarmos
una [i]-cadena que no esté casi contenida en a,, habremos terminado, por contradic-
ci6on. Tomamos, entonces, t € n<“ que cumpla lo arriba dicho. Defino s, := 7.
Por tanto, existe r, € {0,1,...,i}<* de forma que 5o T & a; Definimos entonces
sy i= s, ry iy volvemos a repetir el proceso. De esta forma, mediante induccion, en-

contramos una [i]-cadena cuyos elementos no estan en g;, por lo que la [i]-cadena es

disjunta con a;, que es lo que buscabamos. O]
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Proposicion 3.13. La familia C" no se puede separar.

Demostracion. Supongamos que la familia C” se puede separar. Existen, entonces,
ay, --. ,a,_; subconjuntos de N de forma que x C* g, para todo x € C7', con na =* .
En tal caso, en virtud del lema 3.12, para todo t € n<” existe s > t tal que s~ r € g,
para todo r € {0, 1,...,i}<” y para todo 0 < i < n. En particular, para todo t € n<®,
existe s tal que s~0 € g, para todo 0 < i < n, es decir, para todo t € n*?, existe
scons” 0 € Q a;. Dado que n<“ es numerable, queda probado que _Qnai es infinito,
contradiciend; ;a hipétesis de la separacion. l [

Proposicion 3.14. La familia C" es un n-gap.

Demostracion. Dados i # j, una [i]-cadena no puede ser una [j]-cadena, puesto
que una vez se ha fijado el primer elemento en el orden, el siguiente elemento de la

sucesion ha de contar con i. Asi pues, la familia C" es ortogonal dos a dos.

Por otro lado, cada familia de [i]-cadenas es infinitamente hereditaria, dado que
todo subconjunto de una [i]-cadena es una [i]-cadena. La proposicion 3.13 termina la

prueba. 0

El n-gap C" es aquel que estabamos buscando. De hecho, recibe el nombre de n-
gap critico porque cualquier otro n-gap analitico lo contiene. Este resultado, el cual

no probamos por su gran extension, es el siguiente:

Teorema 3.15. (De [2], p. 70) Sea I = {I';},., una coleccion de familias heredita-

i<n
rias y analiticas en N que no estan separadas. Entonces, existe una funcion inyectiva
<w

u @ n~® — N yuna permutacion € : n — n tal queu(C") C T, para todo i < n, es

decir, tal que u(x) € [ para toda [i]—cadena x, coni < n.

No obstante, como dijimos al comienzo de este capitulo, el teorema que acabamos
de enunciar tiene relaciéon con un resultado del tema anterior. Mas concretamente,
en su version n = 2 es consecuencia del teorema 2.24. Asi, nuestro propésito en las

proximas lineas es demostrar esto. Comencemos con el siguiente resultado:
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Teorema 3.16. (De [2], p. 70) Sean I',,I"; familias hereditarias analiticas en N ta-
les que I', es analitica y no esta numerablemente generada en Fg. Entonces, existe una

funcion inyectivau : 2<° — N tal que u(x,) € I, para toda [i]-cadena x, i = 0, 1.

Demostracion. Elteorema 2.24 afirma que, en estas condiciones, existe un I'-arbol

cuyas ramas estan en I';, es decir, existe una familia > C [N]<“ tal que

1. deX.
2. 2, :={keN:auU{k} € X} es un conjunto infinito que estd en I',,.

3. Si{a,},c, €, conag,Ca, C--, entonces Ua, €I,.
i<w

Vamos a definir de manera inductiva la funciéon u : 2 — N, junto con una funcion

a:2%” — %, de forma que u(s) € Z,:

» a(®) =@y u(f) es un elemento cualquiera de ;.

» Dado s € 2<%, definimos a(s~0) := a(s) y a(s—1) := a(s) U {u(s)}. Notemos
que a(s~ 1) € Z, porque u(s) € X,). Del mismo modo, u(s~0) se define como
un elemento de X, = X diferente de los u(?) anteriormente elegidos. Fi-
nalmente, definimos u(s~ 1) como un elemento de X, diferente de los u(7)

anteriormente elegidos.
En estas condiciones, tenemos que:

» Six = {sy,5,...} es una [0]-cadena en 2=, entonces a(s;) = a(s,) para todo
i < w (solo afladimos ceros). En consecuencia, {u(s), u(s,),...} C Za(SO), por lo
que u(x) = {u(sy), u(sy), ...} C Zy, ) € I'y. Como I es hereditaria, u(x) € I,

» Six = {54, 5,...} es una [1]-cadena en 2<?, entonces a(s,) C a(s;) C -y
u(x) = {u(sg), u(sy), ...}, C Ua(s;) €'}, debido a que u(s;) C a(s;" 1) C a(s;;)
Por tanto, como I'; es here(li<i;0aria, u(x)el;.

» Finalmente, u es inyectiva porque en cada paso nos aseguramos de que u(?) es

diferente de todos los valores anteriores elegidos de u. [
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En la prueba de este resultado hemos hecho uso del teorema 2.24. Del mismo modo,
para probar el teorema en su version n = 2, vamos a hacer uso del teorema que
acabamos de probar. Asi, el teorema en su version n = 2 es consecuencia del teorema

2.24:

Teorema 3.17. (De [2], p. 70) Sean I" = {I';},_, dos familias hereditarias analiticas
en N que no estan separadas. Entonces, existe una funcion inyectivau @ 2<“ — N y una
permutacione : 2 — 2 tal queu(C?) C T, paratodoi < 2, es decir, tal queu(x) € T,

para toda [i]—cadena x, con i < 2.

Demostracion. Si probamos que, o bien I') no estd numerablemente generado en
I'l, o bien I'; no est4 numerablemente generado en I';, podremos aplicar el teorema

3.16 y quedaria probado, con la permutacion € = Id.

Supongamos, por el contrario, que ambas familias estan numerablemente genera-

das en el ortogonal de la otra. En virtud de esto, existen {x,},., € {¥,},<, sucesiones

n<w
en F(J)' y ', respectivamente, de forma que todo elemento de I'; (I, resp.) esta casi

contenido en un determinado elemento de la sucesion {x,}, ., ({¥,} <, resp.) Asi mis-
mo, podemos suponer las sucesiones crecientes, como hicimos en pruebas anteriores.

Sean ahora

X = U(xk\yk) y= U(yk\xk)

k<w k<w

Afirmamos que x e y separan I'; y I'. Para que esto ocurra, en primer lugar, debe

cumplirse que x Ny =* @. Ahora bien:

XNy= (kgka \y)n (lgw)ﬁ \ x) = k}iw(xk \ v N\ x)

= wakny;ny,nx?= U x,Ny,nynx; =0

k,I< I<k<w

donde las dos ultimas igualdades se da gracias a que son sucesiones crecientes. Resta
probar que y, C* yparatodoy, € I'yy quey, C* x paratodoy, € I';. Comprobaremos
tan solo el segundo, ya que el otro es analogo. Sea, pues, y;, € I';. Como I'; esta

numerablemente generado en I'%, existe k, < w tal que y, C* xy,- Por otro lado, como
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(V) h<w C Fll, tenemos, en particular, que Vi, N7 =* @, es decir, y, C* yZO. En suma,
71 € X, N Yy = X, \ Vi, pOr lo que

71 cr U(xk \ V) =X

k<o

En conclusion, hemos encontrado una separacién para nuestras familias, algo que

contradice las hipotesis. []

Nota 3.18. Notemos que en estas dos ultimas demostraciones no aparece la hipo-
tesis de la ortogonalidad de las familias, algo necesario para poder aplicar el teorema
2.24. No obstante, lo que ocurre es que si nuestras familias no fueran ortogonales,
bastaria enviar mediante la aplicacion u el arbol diadico al conjunto infinito pertene-
ciente a la interseccion de ambas familias. De esta forma, tanto las [0]-cadenas como

las [i]-cadenas estarian contenidas en nuestras familias mediante u.
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Apéndice A

Ordinales

A.1. Relaciones de orden

Establecemos una serie de definiciones que utilizamos a lo largo del trabajo y del

apéndice:

Definicion A.1. (De [6], pags. 69, 77 y 78) Sea R una relaciéon binaria en A, es

decir, un subconjunto del producto cartesiano A X A

» Decimos que R es reflexiva en A si para todo a € A se tiene que aRa.

» Decimos que R es antisimétrica en A siparatodoa,b € A, aRby bRa implica
a=h.
= Decimos que R es transitiva en A si para todo a, b,c € A se tiene que aRb y

bRc implica aRc.

= Decimos que R es asimétrica en A si para todo a,b € A, aRb implica que no

ocurre bRa. Es decir, a y b no pueden ser ambos elementos de R.

Definicion A.2. (De [6], pag. 77) Una relaciéon R en A que es reflexiva, antisimé-
trica y transitiva se llama orden (parcial) en A. El par (A, R) recibe el nombre de

conjunto (parcialmente) ordenado. Denotaremos usualmente por ’<’ a los érdenes.
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Definicion A.3. (De [6], pag. 78) Una relaciéon S en A que es asimétrica y tran-
sitiva se llama orden estricto en A. Denotaremos usualmente por ’<’ a los 6rdenes

estrictos.

Teorema A.4. (De [6], pag. 78)

= Sea R un orden en A. Entonces, la relacion S definida en A por aSb si y solo si

aRb y a # b es un orden estricto en A.

= Sea S un orden estricto en A. Entonces, la relacion R definida en A por aRb si y

solosiaShoa=besunordenen A.

Este teorema nos dice que los 6rdenes y los 6rdenes estrictos se corresponden
de manera mutua, es decir, dado un orden, podemos construir un orden estricto, y

viceversa.

Definicion A.5. (De [6], pag. 79) Sean a,b € Ay sea < un orden en A. Diremos

que a y b son comparables en el orden < si
a<b o b<a

Definiciéon A.6. (De [6], pag. 79) Sean a,b € Ay sea < un orden estricto en A.

Diremos que a y b son comparables en el orden estricto < si
a<b, a=b o b<a

Definicion A.7. (De [6], pag. 79) Un orden (estricto) < (<) es llamado lineal o

total si para todo a, b € A, a y b son comparables en tal orden.

Definicion A.8. (De [6], pag. 80) Sea < unordenen Ay sea B C A.

» b € Besel elemento minimo (primer elemento) de B en el orden < si para

todox € B, b < x.

= b € Besel elemento maximo de B en el orden < si para todo x € B, x < b.
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Definicion A.9. (De [6], pag. 98) Decimos que un conjunto x es transitivo si para

todo y € x, y es un subconjunto de x, es decir, y C x.

Definicion A.10. (De [6], pag. 85) Un conjunto parcialmente ordenado (W, <) se
llama bien ordenado si cada subconjunto no vacio B C W tiene elemento minimo.

En tal caso al orden ’<’ se le llama buen orden.

Nota A.11. Notar que cualquier conjunto bien ordenado (W, <) es totalmente or-

denado, ya que el par {a, b} tiene elemento minimo para todo a,b € W'

A.2. Ordinales

A.2.1. Motivacion y definicion

Definicidon A.12. (De [6], pag. 98) Un conjunto x es un niimero natural si cumple

las siguientes condiciones:
= X es transitivo.
» La relacion de pertenencia restringida a x (€,) es un orden lineal estricto en x.

» Todo subconjunto no vacio de x tiene elementos minimo y maximo en el orden

S

-
Un ndmero natural z es el conjunto

n=1{0,1,...,n—1}
Denotaremos al conjunto de los nimeros naturales N por w, es decir,
w=1{01,...,n—1,n,...}

"Podemos pensar que o es el primer «ntimero» mas grande que cualquier natural’. !

Para ir generando «nimeros», recurrimos a la operaciéon de sucesor, teniendo

Sw)=wu{w}={0,1,....,n—1,n,..., w}

! Asi se introducen los ordinales de manera intuitiva en el capitulo 9 de [6]
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Utilizando la convenciéon w + 1 := S(w), obtenemos que

wo+2:={0,1,....n—1,n,...,0,S(@)} =SS () =Sw+])=(@w+1)+1

Del mismo modo que ocurria con los numeros naturales, tenemos ahora una serie
de nimeros 0,1,...,w,w + 1,...,® + n,.... Podemos proceder de manera analoga
y construir el primer «niimero» mas grande que todos estos, que seria el siguiente
conjunto:

w-2=w+w={0,1,...,0,0+1,...,0+n, ...}
Esta construccion puede continuar, dando lugar a @ - n para todo n € N, e incluso a
@ .

Cabe resaltar que todos estos conjuntos poseen todas las condiciones establecidas
en la Definiciéon A.12 por la manera en la que los hemos construido, salvo la tercera,
ya que no estan acotados superiormente. En otras palabras, son transitivos y estan

linealmente ordenados por
x<y < x€,y Vx,yez
Esta serie de consideraciones motivan la siguiente definicion:

Definicion A.13. (De [6], pag. 218) Un conjunto x es un namero ordinal u or-

dinal si:

m X es transitivo.

» Xx es bien ordenado por €,.

Ejemplo A.14. Todo numero natural es un ordinal y w es un ordinal.

A.2.2. Propiedades de los ordinales

Dado a ordinal, como hicimos de manera intuitiva en la presentacion de los ordi-
nales, definimos su sucesor como S(@) = a U {a}, y lo denotaremos por @ + 1. En tal

caso, el sucesor de un ordinal también es un ordinal:
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Proposicion A.15. (De [6], pag. 218) Sia es un numero ordinal, entonces S(a) tam-

bién es un ordinal.

Distinguimos ahora entre dos tipos de ordinales. Si bien todo niimero natural es
un ordinal, asi como lo es w, existe una diferencia sustancial entre ellos, y es que, asi
como todo nimero natural » distinto de cero tiene un predecesor, (n — 1), esto no

ocurre con w.

Definicion A.16. (De [6], pag. 219) Un ordinal a se llama ordinal sucesor si para
algin ordinal f se tiene que @« = f+1. Sino existe tal ff, @ recibe el nombre de ordinal

limite.
Ejemplo A.17.

» Los numeros naturales distintos de cero, w+1 y w+747 son ordinales sucesores.

s 0, w, w - 2 son ordinales limite.

Definicion A.18. Para ordinales « y f ordinales definimos
a<p &&= acp
Nota A.19. Este orden estricto podemos extenderlo de manera natural a
alf &S ac€f o a=/pf
como dice el Teorema A 4.

Proposicion A.20. (De [6], pag. 220) Dado X conjunto de ordinales, el conjunto
U X es un niimero ordinal. Ademas, es el minimo ordinal mayor o igual que todos los

elementos de X .

Esta proposicion justifica la siguiente definicion:
Definicion A.21. (De [6], pag. 220) Sea X conjunto de ordinales. Entonces:

sup X = UX
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Del mismo modo que con los numeros naturales tenemos el Principio de Induc-

cidn, con los ordinales tenemos el Principio de Induccion Transfinita:

Teorema A.22 (Principio de Induccion Transfinita). (De [6], pag. 227) Sea P(x) una
propiedad. Supongamos que:

= P(0) se cumple.

» P(a) implica P(a + 1) para todos los ordinales a.

» Para todo ordinal limite a # 0, si P(f) se cumple para todo f < a, entonces P(«)

se cumple.

Entonces, P(a) se cumple para todos los ordinales a.

Lema A.23. Seaé < w, ordinal limite. Entonces, existe {{(n)}, ., sucesion de ordinales

n<w

tales que sup{¢(n)} ., = &.
Demostracion. Como & es numerable, tenemos que & = {£(0), £(1), £(2), ... }. Defi-

nimos {(0) = 0y, por inducciéon {(n) := min{a < & : a > max{{(n—1),{(n)}}. U

A.2.3. Ordinales Iniciales

Definicion A.24. (De [6], pag. 246) Un ndimero ordinal a se llama ordinal inicial

si no es equipotente a ningin f§ < a.

Ejemplo A.25. Todos los nimeros naturales son ordinales iniciales, asi como ®.

@ + 1 no lo es. Tampoco lo son @ - ® ni @”.

Teorema A.26. (De [6], pag. 246) Todo conjunto bien ordenado es equipotente a un

unico ordinal inicial.

Corolario A.27. (De [6], pag. 246) El Axioma de Eleccion implica que todo conjunto

es equipotente a un ordinal inicial.

Definicion A.28. (De [6], pag. 246) Dado X conjunto, se define el cardinal de X,

al que denotaremos por | X | como el Gnico ordinal inicial equipotente a X.
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Por tanto, acabamos de ver que los cardinales son ordinales iniciales.

Definiciéon A.29. (De [6], pag. 247) Para cualquier conjunto A, sea h(A) el minimo
numero ordinal que no es equipotente a ningtin subconjunto de A. Llamaremos a 7(A)

el namero de Hartog de A.

Proposicion A.30. (De [6], pag. 247) Para todo conjunto A, h(A) es un ordinal ini-

cial.

Podemos definir entonces una ’escala’ de nimeros ordinales iniciales:
Definicion A.31. (De [6], pag. 247)
w, = w;

®,, = h(w,) para todo «;

w, =sup{w, : f < a} sia # 0 esun ordinal limite.

En particular, @, es el minimo numero ordinal que no es equipotente a ningin

subconjunto de w, es decir, es el minimo nimero ordinal no numerable.
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