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Introduccion

Uno de los problemas mas célebres de las matematicas es el relativo al ntimero 16 de
la conocida lista de 23 problemas que publicé Hilbert en el segundo Congreso Interna-
cional de Matematicos celebrado en Paris en 1900. Muchos de estos problemas han sido
resueltos con el transcurso del tiempo. Se trata de una lista de problemas especiales
que ha marcado el desarrollo de algunas ramas de las matematicas como los sistemas

dindmicos.

La segunda parte del problema 16 de Hilbert, estd relacionada con esta rama y versa
sobre la existencia de una cota superior y la posicién relativa de los ciclos limites' de
un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

ox oy

= P@y), =2 =Qlw,y) (1)
donde P y () son polinomios de grado menor o igual que un cierto n. Esta segunda parte

se suele dividir en tres problemas, cada cual incluido en el siguiente.

» El primer problema es si todo sistema de ecuaciones diferenciales (1) tiene un

numero finito de ciclos limites.

= El segundo es si existe una cota para el nimero de tales ciclos que solo dependa del
grado de P y Q. De existir tal cota se denotard como H(n) y se llamara nimero

de Hilbert para ecuaciones diferenciales polinémicas (1) de grado n.

» El tercero es determinar H(n).

Tal y como indica Llibre (2015) [6], el primer problema se conoce como teorema de
Dulac, quien dio una demostracién en 1923. No obstante, transcurridos 62 anos, en 1985
Ilyashenko encontré un error en la demostraciéon de Dulac. El propio Ilyashenko en 1991
e independientemente Ecalle en 1992 publicaron dos nuevas demostraciones, aunque es

bien sabido que ambas demostraciones son verdaderamente complicadas.

1Orbita periédica topoldgicamente aislada del conjunto de érbitas periddicas.
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Por otro lado, como se indica en Llibre y Rodriguez (2004) [7], el reciproco del teorema
de Dulac, es decir, que dada una configuracién o un conjunto finito de curvas de Jordan
disjuntas C, existe un sistema polinomial con un conjunto de ciclos limite topoldgica-
mente equivalente a C, fue probado por Schecter y Singer en 1985, e independientemente
por Sverdlove en 1981. No obstante, la novedad introducida por estos dos autores refe-
renciados es la construccién de tal sistema polinomial. Mas tarde, Peralta-Salas (2005)
[9] dio otra construccién més sencilla para tal reciproco, aunque con ella se obtiene un

sistema de grado mayor.

No obstante, cabe destacar que los dos ultimos problemas siguen abiertos (lo dltimo
que se sabe es que se estd comprobando la validez de una posible prueba de Llibre y
Pedregal). De hecho, estos problemas ya han sido objeto de demostraciones incorrectas.
Tal y como se expone en Ilyashenko (2002) [4], Petrovski y Landis publicaron en la
década de 1950 una solucién al tercer problema estableciendo que H(n) < P3(n) con
P;(n) un polinomio de grado tres y que H(2) = 3. Dicha prueba fue refutada por S.
P. Novikov en la década de 1960 y ademds hoy dia también se sabe que H(2) > 4. A
pesar de que existen conjeturas sobre el valor de H(n) para algunos valores de n, lo
cierto es que, como se puede leer en Han y Li (2012) [3], el valor del nimero de Hilbert
no se ha determinado ni siquiera para ecuaciones de grado 2. En este mismo articulo
también se exponen una serie de cotas inferiores concretas como H(3) > 13 y algunas

cotas generales como H(n) > (n — 1)(n — 2)/2, que se debe a Ilyashenko.

De lo anterior podemos deducir que lo tinico «real» que sabemos de este problema de
Hilbert es el teorema de Dulac, cuya demostracion es extremadamente dificil. Por tanto,
si queremos hacer un trabajo fin de méster accesible y con «sustancia» sobre el problema
de Hilbert, lo méas razonable es realizar la demostracién del reciproco de este teorema,
probada constructivamente por Llibre y Rodriguez y simplificada por Peralta-Salas, que

es la que seguiremos.

Cabe destacar que cuando decimos «demostracion» pensamos en una demostracion au-
tocontenida, es decir, que solo dé por sabidos resultados estudiados en el grado -aunque
anadiremos referencias bibliograficas a algunos de estos resultados cuando pensemos que
potencialmente puedan no ser recordados por el lector-. Asi pues, ese serd el objetivo de

este TFM: hacer una demostracion autocontenida del reciproco del teorema de Dulac.

La construccién mencionada de Peralta-Salas, recogida en el capitulo cuarto de este
trabajo, es muy corta y asequible, pero requiere de un hecho «bien conocido» en la li-
teratura: dada cualquier configuracién C curvas de Jordan, existe una configuracién de
circulos topolégicamente equivalente a C. Ni Llibre y Rodriguez ni Peralta-Salas dan
referencia alguna a dicho resultado y nosotros tampoco la hemos encontrado. Cierta-

mente, algunos de los casos particulares de este resultado son bien conocidos: el caso de
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una tUnica curva de Jordan es el llamado teorema de Schoenflies, y el caso en el que las
curvas de Jordan tengan interiores también disjuntos dos a dos estd demostrado en el li-
bro Kuratowski (1968) [5] (aunque la demostracién completa de Kuratowski es bastante
dificil de seguir). En los primeros tres capitulos de este trabajo trataremos de demostrar
este dltimo hecho, que ocupard casi la totalidad del trabajo. Estos resultados, aunque
intuitivamente obvios, no son nada triviales, asi que una demostracién autocontenida

requiere bastante esfuerzo.

En el primer capitulo probaremos el teorema de la curva de Jordan que nos dice que cada
una de estas curvas separa el plano en dos regiones, una acotada y la otra no acotada. El
segundo capitulo recogeréd algunos resultados del andlisis complejo como el teorema de
la aplicacién de Riemann que nos brindard un homeomorfismo conforme entre la regién

interior a una curva de Jordan y el interior de un circulo.

El tercer capitulo constituira el capitulo central de este trabajo. En él, nos trasladaremos
a la esfera de Riemann C, donde serd més facil extender, via el teorema de Schoenflies,
la aplicaciéon conforme proporcionada por el capitulo segundo. A continuacién se ex-
pondran, también para C, algunos resultados recogidos en Kuratowski (1968) [5], que
abordan el caso de que las curvas de Jordan tengan interiores disjuntos. A partir de este
caso, se deducird facilmente este mismo caso para el plano complejo, que extenderemos
al caso en que las curvas de Jordan se encuentren contenidas en la region interior de

otras.

En suma, aunque nuestro altimo objetivo sea el reciproco del teorema de Dulac, la mayor

parte del TFM la dedicaremos a probar el teorema de equivalencia de configuraciones.
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Capitulo 1

Teorema de la curva de Jordan

En este TFM, siempre trabajaremos en el ambito del plano C o de la esfera de Riemann
C (la compactificacién de C afiadiendo el punto del infinito). B(xg,r), Blxo, 7] y C(x0,7)
denotardn, respectivamente, la bola abierta, la cerrada y su frontera de centro un punto

zg € C y radio 7.

Antes de comenzar a extender homeomorfismos, vamos a realizar esta parada en la
topologia del plano para proveernos de un resultado que requeriremos en los capitulos
venideros. A pesar de que el enunciado del teorema de la curva de Jordan sea tan
conocido como intuitivo, lo cierto es que en nuestro caso se ha obviado su prueba durante
el grado dado el caracter técnico de las demostraciones existentes. No obstante, como
lo convocaremos para la batalla reiterativamente, resulta razonable concederle al menos

en un primer capitulo un momento de protagonismo.

1.1. Teorema de la curva de Jordan

A lo largo de todo el trabajo usaremos con frecuencia muchos objetos que convendria

concretar mediante algunas definiciones.

Definicion 1.1. Una curva de Jordan es un conjunto J homeomorfo a la circunferencia
unidad S'.

Definicion 1.2. Un arco es un conjunto J homeomorfo a un intervalo cerrado y acotado
1.

Presentemos el enunciado de nuestro teoremas
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Teorema 1.3 (Teorema de la curva de Jordan). Dada una curva de Jordan
J C C, esta divide el plano en una componente conexa acotada y otra no acotada.

Ademds J es la frontera de ambas componentes.

Salta a la vista la naturalidad de este enunciado que podria ser explicado intuitivamente
a cualquier persona que no dudaria de su veracidad. No obstante, debemos ser cautos
ya que se trata de un resultado muy enganoso. No solo no hemos encontrado una de-
mostracién sencilla, sino que en ella debemos hacer un esfuerzo para no dar por cierto,
por mucho que nos seduzca nuestra intuicién geométrica, todo aquello que no hayamos

demostrado o pertenezca al bagaje de cualquier graduado en Matematicas.

Para abordar la demostracion requeriremos de algunos resultados asi como el empleo de
cierta notacion que nos facilitara nuestra tarea, extraida de nuestro texto guia para este
capitulo Luisto (2011) [8], de donde provienen todos los resultados de esta seccién. En
este documento se exponen varias pruebas de nuestro teorema. Dados nuestros conoci-
mientos previos, hemos escogido la ultima, que se basa en el teorema del punto fijo de

Brouwer.

En cuanto a notacion, cabe aclarar que cuando tratemos con una curva de Jordan o
un arco J, si I' : St — J es el correspondiente homeomorfismo (o T' : [0,1] — J),
llamaremos a I' también curva de Jordan o arco, respectivamente, entendiendo que estara
siempre claro segin el contexto. No obstante, para facilitar la distinciéon de ambos usos,
emplearemos letras griegas para designar a la parametrizaciéon y letras latinas para el
conjunto o la traza de dicha parametrizacién. También usaremos la notacién J = |I'|.
Por 1ltimo, para el caso de las curvas de Jordan, ocasionalmente también tomaremos

I': R — J con I' continua, 2m-periodica y con I'|j; 44 or) biyectiva Vt.

Comenzamos observando que al ser todo arco o curva de Jordan J compacto y C\ B¢
conexo para cualquier bola cerrada B, solo puede existir una componente conexa no
acotada en C\ J.

Denotando como ID al disco unidad abierto, nuestra prueba tomaria como punto de
partida el siguiente teorema conocido como el teorema del punto fijo de Brouwer, que

consideramos perteneciente al bagaje mateméatico habituall.

Teorema 1.4 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Sea f : D — D una funcion

continua. Entonces existe zg € D de modo que f(z0) = 20.

'En el trabajo que estamos siguiendo, Luisto (2011) [8], p. 19, se recoge una prueba de este resultado.
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Dado que el cuadrado de lado dos, I? = [~1,1]%, es homeomorfo a la clausura del disco

unidad, el teorema también es cierto para funciones continuas f : I? — I2.

También requeriremos un corolario de este teorema, que usaremos reiteradamente en la

prueba del teorema de la curva de Jordan:

Corolario 1.5 (De [8], p. 20). Sean h = (hi,ha),v = (vi,v2) dos funciones

continuas de I en I? tales que

entonces existen t,s € I tales que h(s) = v(t).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que h(s) # v(t) Vs,t € I. Pode-

mos definir una funcién continua

N 2 — (=(ha(s)=v1(t)) _ha(s)—va(t)
FoI7 =1 f(s,0) = (T ol * Ths) oDl

ya que |[|h(s) — v(t)|lec # 0,Vs,t. Por el teorema de Brouwer debe existir al menos
un punto fijo de esta funcién que denotaremos (sg,tp). No obstante, la grafica de f estd
contenida en 912, por lo que (sg, ) € OI%. Por tanto, se tiene que o bien sqg = 1, o bien

top = +1. Considerando las cuatro posibilidades llegamos siempre a una contradiccion:

L _ —(-wilto) . wi(te)=1
so=1=fil.t0) = mi—wwlle = TO—v@ls = 0
__1- _ (lwle)  _ wilte)+l

so=—1=fi(-110) = mro—s@ilx = MCD-vils = &

to=1= fa(so,1) = % <0,

to=—-1= f2(807_1) = % 2 0.

O]

Cabe aclarar que este corolario también es cierto en rectangulos arbitrarios para los
que se tengan dos funciones continuas que los crucen de forma horizontal y vertical
respectivamente, debido a que podemos reducir este caso al considerado en este corolario

mediante el homeomorfismo pertinente.

También requeriremos la siguiente versién del teorema de extensién de Tietze que nos

permitird més adelante probar que el complementario de cualquier arco es conexo.
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Lema 1.6 (De [8], p. 21). Sean A C C un conjunto cerrado y f : A — [a,b]

continua. Entonces existe una funcion continua g : C — [a,b] tal que g4 = f.

Demostracion. En primer lugar observemos que si tomamos dos conjuntos cerrados dis-

juntos Aq, As podemos definir la siguiente aplicacién continua

h:C—[0,1], h(z)= %

ya que por ser disjuntos d(z, A1) + d(z, A3) > 0. Ademas, esta funcién satisface que
h(A1) = {0} y h(A42) = {1}. Si la componemos con h'(y) = (b — a)y + a, habremos

conseguido una funcién continua h : C — [a, b] satisfaciendo h(A;) = {a} y h(A2) = {b}.

Sea f : A — [a,b] continua y supongamos sin pérdida de generalidad, componiendo f

con la correspondiente trasformacion afin si fuese necesario, que a = -1y b = 1.
Consideremos los conjuntos cerrados de A, y por tanto de C, 4y := f~([-1,-3]) y
Ay = ffl([%, 1]). Como habiamos observado antes, existe una funcién continua h; :

C — [—3, 3] tal que hi(A1) = {—3} v ha(42) = {3}

Por consiguiente se tiene que si z € A; U Ay, |f(2) — hi(z)| < 2; mientras que si
x ¢ A1 U Ay también sucede que |f(z) — hi(z)| < [f(z)| + |hi(z)] < 2.
Repitiendo este procedimiento con la funcién (f — hya) : A — [—%, %] y cambiando

los cerrados por (f — h1|A)*1([—%, —%]) y (f — h1|A)*1([%, %,]), obtenemos otra funcién

hy: C — [~2,2] tal que |f(z) — hi(z) — ha(z)| < (2)%.

Continuando inductivamente encontramos una sucesién h,, de funciones continuas defi-

nidas en todo el plano, que satisfacen que

@)= 3 )] < (g)k VoA

Definiendo la siguiente funcién g := >, hy, se tiene que

00 00 o0 1/2 n—1
S| <Xl <Y 3 (3)  wec
n=1 n=1 n=1
por lo que g : C — [~1, 1] estd bien definida y satisface que g4 = f. O

Ahora que ya tenemos las herramientas necesarias vamos a comenzar con la demostracién
de nuestro teorema que abordaremos, para facilitarnos el trabajo, en varios pasos. En

primer lugar, demostraremos el siguiente teorema mediante una doble inclusién.
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Teorema 1.7 (De [8], p. 22). Dados una curva de Jordan o un arco J, y A una

componente conexa de C\ J, se tiene que 0A = J.

Demostracion del teorema 1.7, inclusion “C”. Supongamos que existe xg € 0A \ J. Al
ser J un cerrado debe existir » > 0 de modo que B(zg,r) N J = 0. Como B(xg,r) es
conexa y contiene a xg, por ser A una componente conexa tenemos que B(zg,r) C A,
de donde deducimos que xg no puede pertenecer a la frontera de A como habiamos

supuesto. ]

Antes de demostrar la otra inclusién haremos un pequefio inciso para introducir el si-

guiente resultado ya que nos resultard 1til en nuestro propédsito.

Lema 1.8 (De [8], p. 22). Dado un arco I' : [0,1] — C, se tiene que C\ |I'| es

conexo.

Demostracion. Vamos a proceder mediante reduccion al absurdo para llegar a una con-
tradiccién con el teorema de Brouwer 1.4 puesto que, gracias al lema anterior, seremos

capaces de construir una aplicaciéon continua del disco en si mismo sin puntos fijos.

A pesar de que supongamos que existan varias componentes conexas, solo una de dichas
componentes es no acotada ya que |I'| es compacto. Por tanto, nuestra tarea equivale a

probar que no existen componentes conexas acotadas.

Sea A una de dichas componentes, g € A y tomemos r > 0 de modo que |I'| C B(xo, 7).
Denotando como S a C(zg, ), se tiene que S estd contenida en la componente no acotada.
Al ser |I'| un cerrado y T~! : |T'| — [a, b] continua, por el lema 1.6 podemos extenderla
a todo el plano obteniendo una funcién -1:C— [a,b], que podremos componer con
I" obteniendo una funcién continua s : C — [T'|. Ademés se tiene que en s coincide

con la identidad.

Si consideramos ahora la funcién ¢ definida sobre B[z, r| como sigue:

s(z), si z€ A

z, si z € A°N Blxo,7];

tenemos que la funcién resultante estd bien definida, ya que A C |I'| (segin hemos
probado con anterioridad) donde s coincide con la identidad, y por el conocido lema del

pegamento es continua.
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No obstante, el punto z no pertenece a la imagen de g porque AN|I"| = (). Aprovechando

este hecho, definimos las siguientes funciones continuas:

p: Blxo,r]\ {zo} — S, p(z) =

t:S—S, t(z)=z0— (2 —x0) =220 — 2;

que se pueden componer en una funcién continua top o q : Blxg,r] — B[zg,r]|. Esta

composicion debe tener al menos un punto fijo que ha de pertenecer a S.

Ahora supongamos que zg € S es un punto fijo de ¢t o p o g. Tenemos que 29 & A, ya que

SNA=0y SNI|T| =0,y por tanto
zg =topoq(zo) =top(z0) =t(20) = 220 — 20;

de donde obtendriamos que xg = zg llegando a una contradiccion. ]

En este punto nos gustaria resaltar que este ultimo resultado también es valido en
la esfera C, observando que si J es un arco de C (usando una adecuada rotacién no
es restrictivo suponer que J C C) entonces el hecho de que C\ J es conexo implica

automéaticamente que C \ J también lo es.

Ahora vamos a continuar con la demostracién del teorema 1.7 en la que nos faltaba

probar la inclusién de J en la frontera de A.

Demostracion del teorema 1.7, inclusion “ O”. Comencemos por el caso en que solo ha-
ya una dnica componente conexa. En este caso, el conjunto C\ J constituye una compo-
nente conexa y por tanto su frontera debe ser todo J, puesto que de lo contrario habria
un disco contenido en J (0A es un subconjunto cerrado de J) y no seria homeomorfa a

un intervalo o a una circunferencia.

Si hay mas de una componente conexa, tal y como indica el lema 1.8, nuestro conjunto
debe ser una curva de Jordan. Procedamos de nuevo por reduccién al absurdo suponien-
do, con lo que ya sabemos, que dA C |I'| = J. Sea, en efecto, a = I'(ty) € |I'| \ JA.
Podemos considerar r > 0 de modo que Bla,r] N A = (. Para simplificar notacién
supondremos que I' : R — J es continua y 2m-periddica, con I'j; ;495) biyectiva Vt. Con
esto y suponiendo también que I'(—7) = T'(w) € A # 0 y que ty € (—m, ), podemos

definir los dos siguientes puntos:

t] = inf{t > 1g F(t) S C(a,'r)}
to:= sup{t <to:I(t) € C(a,r)}
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con lo que resulta que [:= I\ (=7 7]\ [t1,t2) €S ahora un arco.

Si tomamos un punto en A y otro en otra componente conexa de C\ |I'|, podemos
encontrar un arco a C C\ |T'| que los una, por lo que dicho arco cortara a |T'| en Bla, 7],

lo cual es imposible ya que el primero de dichos puntos debe pertenecer a la frontera de
A. O

Con todas estas herramientas por fin nos encontramos en una situacién apropiada para

abordar la demostracion del teorema de la curva de Jordan.

Demostracion del teorema 1.3 (De [8], p. 24). Antes de comenzar vamos a fijar algunos
puntos en nuestra curva. En primer lugar, al ser J compacta, tenemos que d : J x J
es continua. Por tanto, existen dos puntos a1, as de modo que d(ai,as) = diam(J). Sin
pérdida de generalidad, haciendo un movimiento rigido y una homotecia, supondremos
que a; = (—1,0), y que ag = (1,0). De este modo obtenemos que, dado que diam(J) = 2,

nuestra curva estd inscrita en el rectangulo [—1, 1] x [—2, 2] que llamaremos R.

Sean b; = (0,2) y by = (0,—2) que no forman parte de la curva puesto que, dado el
didmetro de J, RN J = {ai,as}. Como J une a; con az, aplicando el corolario 1.5,
tenemos que el segmento [by,bs] corta a nuestra curva, teniéndose ademds que dicha
interseccién es compacta. Tomemos entonces m € [by, ba] N J con mayor segunda coor-

denada.

Denotemos J; y J2 los dos arcos que unen a; con ag, siendo Jj el que pasa por m
y, de manera anéloga, consideramos n € J; N [by, bs] con menor segunda coordenada.
Denotando por mn el arco de J; que une m con n (eventualmente, puede degenerar
al punto m = n), se tiene que, de nuevo por el corolario 1.5, Jo se interseca con la
yuxtaposicién de [by,m]|, mn y (n,bs]. Este corte debe producirse en [n, bs] ya que Jo
no sobrepasa a m ni corta a Ji. Hecha esta aclaracién, consideramos dos puntos maés
k,j € JoNn,by] con mayor y menor segunda coordenada, respectivamente, y z el punto

medio de [n, k], como se ilustra en la figura 1.1.

Observemos que = ¢ J ya que queda por debajo de n y por encima de k en el segmento
b1, ba].

Para proceder con nuestra prueba, vamos a ver en primer lugar que x pertenece a una

componente acotada y, posteriormente, que no hay mas componentes acotadas:

Supongamos que existe un arco v : [0,1] — C que une x con un punto en el exterior de

nuestro rectangulo R sin intersecar con J y consideremos
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a

o2

FIGURA 1.1: Fijacién de puntos en una curva de Jordan.

@ =0, to=f{t€0,1]:~(t) € OR}.

Como a no corta a nuestra curva se tiene que «(tp) debe tener una segunda coordenada

no nula para no cortar a J en aj o en ao.

Si dicha coordenada es positiva, J; ha de cortar a la yuxtaposicién de [by, z], a y el arco
mas corto de R uniendo «(ty) con by. Dicho arco no pasaria por ninguno de los a; de
donde podemos extraer una contradiccion ya que Jj solo corta a R en los a;, no corta a

a y tampoco al segmento [be, z] por la definicién de n y z.

Si por el contrario, dicha coordenada es negativa, de manera andloga, Jo debe cortar a
la yuxtaposicién de [b1, z], a y el arco més corto en R uniendo «a(ty) con ba. De nuevo

dicho arco no pasaria por ningun a; lo cual resulta también contradictorio.

Deducimos asi que el punto x pertenece a una componente conexa acotada por lo que

solo falta ver que no existen mas.

Supongamos que existe A otra componente conexa acotada y comencemos viendo que
podemos unir b; con bs a través de un arco que no corte a A. En efecto, los segmen-
tos [b1,m) v (j,be] pertenecen a la componente conexa no acotada, los arcos mn y kj
pertenecen a J y el segmento (n, k) se encuentra incluido en la misma componente co-

nexa que x. Por consiguiente, si hubiese otra componente conexa acotada, no contendria
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ningun punto de la yuxtaposicién de [by, m], mn, [n, k], E y [4,b2], que llamaremos a.
Por supuesto tampoco contendria a a; ni a as y ademads se tendria que ACR ya que

solo puede haber una unica componente no acotada.

Por otro lado, segiin el teorema 1.7, ay,as € 811, por lo que, podemos tomar dos puntos
ay,as de A tan cerca como queramos de a1 y ay respectivamente. Ademds, como los
arcos mn y Ej no cortan a R, tomaremos aj con primera coordenada menor y as con
primera coordenada mayor que cualquier punto de |a|. Como aj, az se encuentran en la
misma componente conexa, se podran unir mediante un arco 7 C A que estaria también

contenido en el interior de R.

Si denotamos como a; > —1 a la minima primera coordenada de 7, y az < 1 a la
méxima, tendremos que tanto 7 como & estarian incluidos en [a1, az] X [b1, ba] de donde
se deduciria por el corolario 1.5 que habrian de cortarse, lo cual es imposible ya que
Ana=0. O

Vamos a aprovechar este momento para probar este teorema también en C ya que lo

requeriremos en los capitulos venideros:

Corolario 1.9. Dada una curva de Jordan J C C, esta divide a C en dos componentes

conezxas, siendo J es la frontera de ambas.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que oo € J. Dado que C \ {oo}
es homeomorfo al plano, del teorema de la curva de Jordan en el plano deducimos que
(C\ {oo}) \ J tiene dos componentes conexas, A y B, cuya frontera es J (en C\ {oc}).
Como solo una de ellas es no acotada, pongamos B, y J es acotada, tenemos que {co}UB
es un conjunto conexo de C\ J. Finalmente, como A y B son conexos, abiertos, cerrados
y constituyen una particién en C\ .J, son las dos componentes conexas buscadas, y como

vimos su frontera (en C) es J. O
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Capitulo 2

Algunos resultados de analisis

complejo

En este capitulo probaremos dos resultados a través de herramientas del anélisis comple-
jo: el teorema de Janiszewski y el teorema de la aplicacién de Riemann. Ambos resultados
seran importantes en nuestro proposito y dardn cuenta de la potencia de este campo en

la topologia del plano.

En dichos resultados y en lo que sigue llamaremos region a un conjunto abierto y conexo,
camino regular a una aplicacién v : [a,b] — G de clase C! y camino regular a trozos a

una yuxtaposicion finita de caminos regulares.

2.1. Teorema de Janiszewski

Para este resultado topoldgico, como hemos dicho, utilizaremos algunas herramientas
de analisis complejo. La primera es el siguiente teorema que nos limitaremos a enunciar
porque lo consideramos perteneciente a los conocimientos habituales de analisis comple-
jo.
Teorema 2.1 (De [13], p. 4). Sea G C C una region. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. Para toda funcion analitica f : G — C y camino regular a trozos cerrado |y| C G

se tiene que fyf =0.

2. Toda funcion analitica f : G — C tiene antiderivada.

15
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3. 5t f: G — C es analitica y no se anula en G, entonces existe un logaritmo de f

en G (existe g : G — C tal que e9 = f).

4. Para cada w € C\ Gy~ C G, Indy(w) = 0.

A la luz de este ultimo resultado definiremos region simplemente conera como aquella

que cumpla las condiciones del teorema 2.1.

En particular, este teorema nos sirve para garantizar la existencia de logaritmos en la

siguiente situacion:

Proposicién 2.2 (De [13], p. 6). Si G C C es una region y cada componente conezxa de
C\ G es no acotada, entonces G es simplemente coneza.

Demostracion. Veamos que se satisface la cuarta propiedad del teorema anterior:

Siy C G, entonces w € (C\ G) C C\ ~. Por tanto, la componente conexa de w en
C\ G esté contenida en la componente conexa de w en C\ v, de donde se deduce que w
pertenece a la componente conexa no acotada de C\ . Como Ind,(2) es constante (por

ser continuo y entero) en cada componente conexa de C\ 7 y se satisface que

1 / ds / ds
— < | —
2mi J, s — 2 v |5 — 2|

tomando z € G suficientemente alejado del compacto v, se tiene que Ind,(w) =0. O

[Tnd, (2)| =

Con todo esto, deducimos que los interiores de las curvas de Jordan son conjuntos

simplemente conexos.

A continuacién, vamos a probar un resultado conocido como el teorema de Janiszewski

con el que se pondré de manifiesto la potencia de las herramientas del andalisis complejo.

Teorema 2.3 (Janiszewski. De [10], p. 31). Sean Ay y Aa dos conjuntos cerrados
de C, tales que Ay N Ay es conexo. Sia yb € C no estdn separados ni por Ay ni

por A, entonces tampoco estan separados por A1 U As.

Demostracion. Seguiremos la prueba referenciada, aunque hemos completado algunos

detalles.

Supondremos por reduccién al absurdo que tenemos dos puntos a,b € C y dos conexos

cerrados A1 y As tales que su interseccion es conexa, que no separan a de b, pero cuya
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unién si los separa. Ademds sin pérdida de generalidad asumiremos que a = 0 y que

b = oo, por lo que A7 U As es un conjunto acotado.

En esta situacién, sabemos que existen C; C Af con 7 = 1,2 dos arcos que unen 0 y oo,

que deben ser distintos ya que A; U Ay separa estos dos puntos.

El conjunto conexo A; N Ay pertenece a una de las dos componentes conexas de C \
(C1 U C9). Llamemos F' a dicha componente. Como los cerrados en esta topologia son
compactos, podemos encontrar dos abiertos disjuntos V; y Vo que contengan a Ay \ F'y
Ag \ F respectivamente. Reduciendo ain més estos abiertos si fuera necesario podemos

obtener dos abiertos disjuntos V; y V5 tales que
A\FCV,cC\C; (i=1,2).

Por otro lado, los conjuntos G; = (C\ C;) C C, con i = 1 y 2, son abiertos y cone-
xos (observacién tras el lema 1.8) y satisfacen la proposicién 2.2. De este modo, al no
contener al punto 0, se puede definir en cada G1 y G2 un logaritmo analitico f1 y fo
respectivamente. Sumando un multiplo de 27¢ a una de ellos si fuera necesario, podemos
suponer que coinciden en F. Tomando el abierto H = V4 U Vo U F' que contiene a A; y

a Ao, definimos la funcién analitica f: H — C,

_ fi(2) st zeV;
fz): {fl(z):fg(z) si z€F.

Como 0 e oo pertenecen a dos componentes conexas distintas en C\ (4; U Ay), la compo-
nente conexa de 0 en C\ (A1 U Ay) estd acotada (recordemos que A; U As estd acotado).
Llamemos G a tal componente que satisface que 0G C H. Al ser H abierto se tiene
que OH N OG = ) con lo que podemos tomar 0 < § < d(0H,dG) !. Cubrimos el plano
con una cuadricula formada por cuadrados de didmetro §, parametrizados mediante una
orientacion positiva, de manera que el punto 0 esté en el interior de uno de dichos cua-
drados. Solo una cantidad finita de ellos, 1, ..., @, cortard a (G, ya que se trata de un
conjunto acotado. Llamando @ a la unién de tales cuadrados, como 0 solo pertenece al

interior de uno de ellos se tiene que
n
Indg(0) := ) Indg,(0) =1.
k=1

Pensemos ahora en () como un grafo dirigido (V, Q) cuyo conjunto de nodos esta formado

por los vértices de los cuadrados de (Q y su conjunto de arcos por el de los pares de

Nétese que d representa la distancia euclidea en C y que aunque H sea no acotado, la distancia entre
ambos es real y positiva.
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vértices (v1,v2) para los que exista un lado de algiun @Q; que vaya de v; a vy. En este
grafo el niimero de arcos de entrada en un determinado vértice es el mismo que de salida.
Ahora bien, cuando calculamos el indice de @ los lados de cuadrados adyacentes (que
se corresponden con arcos contrarios en nuestro grafo dirigido) se cancelan por lo que a
partir de (Q podemos formar un conjunto @ obviando todos estos lados adyacentes. De
este modo Indg(0) = Indg (0). Como hemos retirado de () los mismos arcos de entrada
que de salida en cada vértice, se sigue cumpliendo que el nimero de arcos de entrada en
cada vértice es el mismo que de salida por lo que en el subgrafo (V, @), se satisface que
@ es unién de circuitos?. De este modo, tenemos que é se puede expresar como union
de curvas de Jordan. Cada uno de estos lados que forman @ debe pertenecer a un @Q;
que corte a C\ G, puesto que si ; C G, entonces los ocho cuadrados adyacentes a Q;
pertenecen a (). Asi que todos los lados de @ estdn a distancia menor que § de 0G C H.
Como habfamos tomado § < d(0G,0H) se tiene que @ C H donde habiamos definido
un logaritmo analitico que es una antiderivada de % lo cual constituye una contradiccién

ya que en esta situacion tenemos que

1 -1
Indg(0) = Ind@(()) =5 /@ 27 dz = 0.

2.2. Teorema de la aplicaciéon de Riemann

Este resultado también dara cuenta de la utilidad del anélisis complejo. Con él seremos
capaces de dar un primer paso en nuestro propdsito y establecer un homeomorfismo

entre el disco unidad y el interior de una curva de Jordan.

2.2.1. Teorema de la aplicacién de Riemann

Definiciéon 2.4. Dado 2 C C abiertoy f : Q — C, diremos que f es conforme si es

analitica e inyectiva.

Teorema 2.5 (De [16], p. 9). Sea G C C una region simplemente conexa con

G # C. Sea a € G. Entonces existe una aplicacion conforme y biyectiva f : G — D
tal que f(a) =0y f'(a) > 0.

2Si el lector no estéd familiarizado con los grafos no dirigidos, puede consultar una breve demostracién
de este hecho en el anexo de este TFM.
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Puede probarse, de hecho, que dicha aplicacién es tinica, pero nosotros no lo necesitamos
) ) b
para nuestro propésito. Por otro lado, para la demostracion de la existencia requeriremos

de varios resultados. El siguiente es consecuencia directa del teorema 2.1.

Lema 2.6 (De [16], p. 10). Sea G C C una region simplemente conexa. Si f es una

funcion analitica que no se anula en G, existe una raiz cuadrada analitica de f en G.

Demostracion. Tomando g un logaritmo de f en G, tenemos que h(z) := ¢39) s una
raiz cuadrada de f en G. O

Teorema 2.7 (De [14], p. 9). Sea G C C una region y f : G — C analitica y no

constante. Entonces f es abierta.

Demostracion. Sea U C Gy wo € f(U). Tomemos zp € U con f(29) = wo y definamos
9(z) := f(2) — wp que es analitica y no constante. Si 1 < m < oo es la multiplicidad
de zp como cero de g, tenemos que existe h analitica, con h(zg) # 0, tal que g(z) =
(z—20)"h(z). Tomemos 6 > 0 tal que zp es el tnico cero de g en B(z,d), de modo que

h no se anula en dicha bola. Debido a que

9'(2) m W(2)
g(z) z—2 * h(z)’

si tomamos 0 < 7 < J, como el segundo sumando tiene antiderivada, se tiene que

1 f'(z)dz 1 g(2)dz  m dz -
2m C(z0,7) f(Z) — Wo 2mi C(zo0,r) g(Z) 2mi C(zo,r) # — %0 ‘
1 "(2)d
Por otro lado, definiendo F(w) := M, se tiene que si 0 < € =

% C(zo0,r) f(Z) —w

gl(in : | f(2) — wol, entonces para cada w tal que |w — wp| < § se cumple que
zeCl(zo,r

/'(2) f'(2)

1
F(wy) — F(w)| < / — dz <
|[F'(wo) — F(w)] 21 Joony | F(2) —wo  f(z) —w
|w0 _w‘ 2‘71)0 —w| ~
M/ dz< M —————dz = M|wy — w|,
Cleor) 17(2) — wol[F(2) — w] S [wo = 1wl

deduciéndose que F' es continua. De este modo, existe 0 < é tal que F'(w) > 0 para todo
w € B(wy, 5), lo cual implica que f(z) — w se anula en B(zp,7), ya que de lo contrario
F(w) serfa igual a 0. Tenemos entonces que B(wg, ) C f(U), de donde concluimos que

f es abierta. 0

El siguiente corolario no contribuye a la demostracion del teorema de la aplicacién de

Riemann, sino a la del teorema de Caratheodory que se encuentra en el capitulo siguiente.
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No obstante, dada la similitud entre los argumentos que emplearemos en ella y los del

resultado anterior, nos ha parecido apropiado incluirla en este momento.

Corolario 2.8 (De [14], p. 10). Si G C C es una region y f : G — G’ es una biyeccion

conforme, entonces f' no se anula en G y f~1 es también conforme.

Demostracion. Comencemos probando por reduccién al absurdo el primer hecho:

Supongamos que existe zp € G tal que f'(z9) = 0. Tomando de nuevo g(z) = f(z) — wo,
donde wg = f(2p), tenemos que existe h analitica con h(zp) # 0y 2 < m < oo tales que

g(z) = (z — 20)™h(z), con lo que, definiendo F' como antes, se tiene F(wg) = m.

Por tanto, al ser F' continua, se tiene que para cada z suficientemente cerca de zp,
F(f(z)) > 1, lo cual implica que f’(z) = 0 (de lo contrario F/(f(z))) < 1), contradiciendo

que f sea inyectiva.

Como [ es abierta G’ es una regién y f~! es también un homeomorfismo. Solo falta
ver para la segunda parte que f~! es holomorfa (y por tanto analitica). Como f’ no se
anula, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, su diferencial, df, tiene rango dos. Por
tanto, tenemos que d(f~!') = (df)~! que también satisface tales ecuaciones, de donde

concluimos que f~! es también analitica. O

Tras esta proposicién seguiremos nuestro camino hacia la aplicacién de Riemann.

Lema 2.9 (De [16], pp. 10y 11). Si G C C, es una regidn simplemente coneza, entonces

existe una aplicacion conforme f: G — D satisfaciendo:

fla) =0,
0< f'(a) €R.

Demostracion. Tomemos b & G. Como h(z) := z — b no se anula en G admite una raiz
cuadrada analitica en G. Llamando g a dicha funcién, cabe aclarar que debe ser inyectiva
ya que

g(z1) = g(ze) = 21 — b= g(zl)2 = 9(22)2 =29 — b= 21 = 2.

Al ser analitica, el teorema 2.7 nos dice que se trata de una aplicacién abierta. De este

modo g(G) es también abierto.
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Seawg € g(G) yr > 0tal que B(wg, ) C g(G). Se debe satisfacer que B(—wq, 7)Ng(G) =

(), ya que de lo contrario existirfan z1, 20 € G con g(z1) = —g(22) y tendriamos que

g(z1)=g(z)? =21 —b=20—b= 2 = 2
:>g(21):0:g(z1)2:z1—b:>b€G,
que es una contradiccién. Podemos tomar la siguiente funcién f : G — C

A rEEIm)

que es analitica ya que su denominador no se anula porque |g(z) + wg| > r, con lo que

ademads |f] < % También cabe aclarar que es inyectiva al serlo g.

Por ultimo hacemos

f(z) = /\ —
- f ( )f ( )
con algin A de médulo uno que consiga f’(a) = 1)\fl|(;‘)2 >0

Notemos que f estd bien definida y es analitica ya que su denominador no se anula.

Claramente f(a) =0y

f(z) — f(a)

‘ <2g<1.
1-F@f(z)] ~ 38

1f(2)| =
Por tltimo observemos que f es inyectiva por serlo f y la transformacién que le estamos

aplicando. ]

Mediante este lema, hemos construido una aplicacién conforme entre G y el disco. Para
lograr un homeomorfismo serd preciso dotar de una cierta estructura al conjunto de
funciones que cumple las propiedades de este lema y tomar la que tenga mayor derivada

en a.

2.2.2. Familias normales

En Timoney (2005B) [15] se caracterizan las sucesiones de funciones holomorfas que ad-
miten una subsucesion convergente. Como nuestra sucesion estd uniformemente acotada
en norma por uno, vamos a reforzar las hipétesis de estos resultados restringiéndonos
a la suficiencia de los mismos, que es lo que nos interesard. Denotaremos como 2 a un
conjunto abierto del plano complejo. Por otro lado, en las pruebas de Timoney seran

precisos algunos resultados que extraeremos de De Amo (2008) [1].
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Definicién 2.10. Una familia de funciones holomorfas F C H(£2) es normal si es

relativamente compacta3.

Nuestro objetivo es ver que si tenemos una sucesién de funciones holomorfas {f,}>2,
con |f,| < 1, entonces esta sucesién es normal. Comencemos viendo que existe una

subsucesién convergente en cada conjunto numerable:

Lema 2.11 (De [2], p. 3). Sea {fn} C H() una sucesion de funciones de  a D y
A C Q un conjunto numerable. Entonces existe una subsucesion { fyn)} convergente en

A.

Demostracion. En efecto, escribamos A como sucesién A = {a, }. Como |f,(a)| < 1, ad-
mite una sucesién de indices I; para los que fy,(a1) converge. Del mismo modo podemos
tomar otro subconjunto de indices Iy C I; para los que fy,(a2) converge. Procedien-
do iterativamente construimos una sucesiéon de subindices encajados Iy D Is... tal que

{fn(a;j)}ner; converge para cualquier j.

Finalmente, mediante un método diagonal tomamos ¢(n) = I,(n). Con la subsucesién
asi definida es claro que {fy(n)(a;)};2; es convergente para cualquier j ya que esta

sucesién, a partir del término j-ésimo, es una subsucesion de { f,,(a;)}ner, - O

En segundo lugar probaremos la equicontinuidad de toda sucesiéon que combinaremos

con un argumento de densidad en la prueba final de esta seccidn.

Proposicién 2.12 (De [15], p. 11). Si F C H(Q) es una familia de funciones de Q a

D, entonces F es equicontinua.

Demostracion. Sea a € 0, R > 0 tal que B(a,R) C , z € B(a,%) y f € F. Por la

férmula de Cauchy:

|1 fw) 1 fw) |

SO @l =g [ g [ ] =
1 z—a l]z—al

M/C,(G’R)f(w)(w—z)(w—a)dw S o R = k(a)|z — al

O]

Lema 2.13 (De [2], p. 2). Sea f, una sucesion de funciones equicontinuas en § y

convergente en A C Q) denso. Entonces f, converge sobre los compactos de ).

3Toda sucesién admite una sucesién que converge uniformemente sobre compactos de .
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Demostracion. Sea K un compacto de £ y € > 0. Como las f,, son equicontinuas, para

cada b € K se tiene que

|b—z| <d(b) = |fn(b) — fu(z)| <€ Vn.

Como K C U B(b,5(b)), tenemos by, b, ..by, tales que K C U B(b;, d(b;)). Por tanto,
beK i=1
si z € K, existird b; con z € B(b;,d(b;)) y en consecuencia, |fn(b;) — fn(z)| < € para

cualquier n.

Por ser A denso, para todo i = 1,...,m existen a; € B(b;,0(b;)), de modo que uno de

ellos satisface |f,(a;) — fn(2)| < 2¢ para cualquier n.

Ademds, para cualquier ¢ = 1, ..., m existe n; a partir del que las f,(a;) estdn suficiente-
mente préoximas (a una distancia menor que €). Tomando ng el mayor de ellos, si z € K

y p,q > ng se satisface que

[fp(2) = fa(2)| < |fp(2) = fpla)| + [fp(a) = fola)l + [ fg(a) — fy(2)] < 5e,

por lo que f,, converge uniformemente sobre cada compacto K C Q. O

A continuacién presentamos una versiéon adaptada para nuestro propdésito (a fin de reali-
zar un esfuerzo menor) de un teorema de Ascoli-Arzeld, cuya demostracién queda como

un corolario de los resultados anteriores.

Teorema 2.14 (Ascoli-Arzeld versién débil). Sea F C H(Q) una sucesion de

funciones de  a D, entonces F es normal.

Demostracion. Tomemos una sucesion {f,} C Fy A := (Q+iQ) N, que es denso y
numerable en Q. Por el lema 2.11, existe una subsucesién { f¢>(n)} convergente en Ay
por la proposicion 2.12 y el lema 2.13 dicha sucesién es convergente sobre los compactos

de © con lo que F es normal. O

2.2.3. Prueba de la aplicacién de Riemann

Como punto de partida para enlazar estos resultados con nuestra prueba tomaremos
el siguiente resultado conocido como teorema de Weierstras, que puede obtenerse como

consecuencia del teorema de Morera:

Teorema 2.15. Si {f,}22, C H(Q) converge uniformemente a f sobre los compactos

de Q, entonces f € H(Q) con f'(z) = lm, f],(z) para cualquier z € Q.
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Sabiendo que el limite de funciones analiticas es analitico, probaremos que el de funciones
inyectivas es inyectivo o constante. Para ello, primeramente probaremos un teorema de

Hurwitz que enuncia lo siguiente:

Teorema 2.16 (Hurwitz. De [1], p. 12). Si f,, C H(Q) es una sucesion de fun-
ciones que no se anulan y convergen uniformemente sobre compactos de Q a f no

constante, entonces f tampoco se anula en €.

Demostracion. Al no ser f constante, sus ceros deben de ser aislados por lo que si existe
29 € Q con f(z9) = 0, existird r > 0 tal que f(z) # 0si 0 < |z — z| < r. Como f no
se anula en C, := C(20,7) y fn y [}, convergen uniformemente sobre Blzg,7] a [y f’

tenemos que, dado 0 < 7 < r, existen M, > 0y ng € N (dependientes de 7) tales que

lf ()| [fu(2)] > @ Vz € Crn > no,
I (), |fh(z)] < M Vz € Czn > ng.
I I

Con estas cotas tenemos que f—” converge uniformemente a Fen Cr y por el teorema de
n

la convergencia acotada se tiene que

DR B 16 P S 6

0= =
w2 Jo, fa(2) T 27 Jo, F(2)

dz, YO<7<r.
No obstante, al ser f analitica, la multiplicidad de zg como cero de f es finita, pongamos
m. De este modo, existe g € H(B(zo,71)) tal que g(z0) Z0y f(z) = (2 — 20)"g(2). Con

esto, para 7 < min{ry,r}, la integral de la derecha queda

1 fl(z) ., m 1 B
2mi - f(z)dz_Qm' C;z—zodz_m#o'

O

Proposicién 2.17 (De [16], p. 2). Sea G una region, si {fn} C H(G) es una sucesion
de funciones inyectivas convergente a f sobre compactos de G, entonces [ es inyectiva

o constante.

Demostracion. Supongamos que f no es ni inyectiva ni constante, con lo que existirdn

a # b tales que f(a) = f(b) = w. Restando a w si fuese necesario, podemos suponer que

w = 0. Por el principio de acumulaciéon de ceros también debe existir r < @ tal que

a y b son los unicos ceros de f en B(a,r) y B(b,r), respectivamente. Como las f,, son

inyectivas podemos extraer una subsucesién que no se anule en un entorno de a o de b
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que llamaremos V', lo cual contradice el teorema de Hurwitz 2.16 que nos dice que en

tal caso f tampoco se anula en V' como habiamos supuesto. O

Demostracion del teorema 2.5 (de [16], p. 11). Sea F C H(G) la familia de funciones
inyectivas f : G — D, que cumplen f(a) =0y f/'(a) > 0. Por el lema 2.9, F # 0.

Supongamos que no se alcanza en F el supremo « := sup{f’(a)}, y que existe por tanto
feFr

fn una sucesion tal que f] (a) tiende a «. Por el Teorema de Ascoli-Arzeld 2.14, tenemos
que existe una subsucesién convergente sobre compactos de G a f € H(G). En primer
lugar vemos que f satisface f'(a) = lim,, f)(a) > 0y f(a) = 0. Como f/(a) # 0, f no
es constante, por lo que ha de ser inyectiva segin la proposicién 2.17. Ademés también
se tiene que | f(z)| < 1 pero como por el teorema 2.7 f(G) debe ser abierto, se tiene que

f(G) C D. En suma, concluimos que f € F.

Supondremos que esta ultima funcién no es suprayectiva y llegaremos a una contradiccion

ya que seremos capaces de construir otra funcién con una derivada en a mayor.

En efecto, sea w € D\ f(G). Como toda funcién que no se anule admite una raiz

cuadrada, existe h € H(G) tal que

20\ _ flz) —w
=Ty

y sea g definida con |A\| = 1 que haga ¢'(a) > 0:

Como es natural, lo primero que debemos ver es que g esta bien definida. Con un sencillo

ejercicio podemos probar que si |z|, |w| < 1 entonces
|z —w|* < |1 —wz|?,

de donde se deduce que

1) vl
&= )

<1l=|h(z)| <1.

De este hecho deducimos que g estd bien definida y es analitica, y que ademas g(G) C D.
Asimismo, la transformacién que estamos aplicando es inyectiva, con lo que si h es

inyectiva también lo serd g.

Supongamos que h(z1) = h(z2), tendrfamos que h(z1)? = h(z2)?, pero como h? es

inyectiva por serlo f, deducimos que z; = 2.
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En suma, concluimos que g € F. Dedicaremos lo que queda de demostracién a calcular

d'(a) para ver que ¢'(a) > f'(a) llegando a una contradiccidn:

En primer lugar notemos que h(a)? = —w, con lo que

W(2)(1 = h(a)h(2)) + (h(2) — h(a))h(a)H'(2)
(1= h(a)h(2))?
W(a)d = |ha)]?) _ | h'(a)

g'(2) = A

/ —_—
Por otro lado, sabiendo que f(a) = 0:
2h(2)h' (z) = S (z)(l—m{gz_))%((fzg,)zg—w)wf ()
2]’L(a)h/(a) — f’(a)(l N |QU|2)7

‘ 2

' _ ! I—jw|?,
W (a)] = \f(a)lzm,

1+ |w|

24/Juw]

Para finalizar este apartado nos gustaria remarcar que si G es el interior de una curva

Con lo que finalmente |¢'(a)| = | f'(a)| > |f'(a)], ya que 0 < |w| < 1. O

de Jordan, entonces es simplemente conexo. Por tanto, el teorema de la aplicacion de
Riemann nos dice que existe una aplicacién conforme (y biyectiva) entre ella y D, por lo
que en particular deducimos que el interior de una curva de Jordan es conformemente

homeomorfo al disco unidad.



Capitulo 3

Teorema de Schoenflies

Este capitulo constituird la parte central del trabajo. En él trataremos de construir un
homeomorfismo entre una configuracion de curvas de Jordan disjuntas y otra formada

por circunferencias.

Para tal fin, extenderemos el homeomorfismo entre la frontera del disco unidad y una
curva de Jordan a todo el espacio donde esta se encuentra contenida, para lo que reque-
riremos el uso de los teoremas de la curva de Jordan y de la aplicacién de Riemann que

probamos con anterioridad.

Teorema 3.1 (Teorema de Schonflies). Dada una curva de Jordan J C C (resp.
J C C) y un homeomorfismo h : 0D — J, existe otro homeomorfismo h:C—C
(resp. h:C— C) de modo que fqm = h.

Este teorema nos llevard realizar otro pequeno viaje con paradas en la conexién local

para probar el teorema de Carathéodory o la compactificacién del plano complejo donde
1

aprovecharemos que algunas funciones como ; resultan ser homeomorfismos.

3.1. Conexioén local y el teorema de Carathéodory

El primer paso para facilitarnos la prueba del teorema de Schoenflies, al cual dedicaremos
este apartado, serd extender el homeomorfismo conforme (en lo que sigue entenderemos
que las aplicaciones conformes son biyectivas) entre el interior de una curva de Jordan J
v D a sus fronteras. Para esto serd necesario trabajar sobre propiedades como la conexién

local, que nos ayudaran a caracterizar cuando podemos realizar esta extensién.

27
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Cabe destacar que en esta seccion trabajaremos en C. No obstante, como los resultados

que obtendremos son topoldgicos, seremos capaces de extenderlos también a C.

Comencemos dando una posible definicién de conexién local que luego refinaremos en

conexién local uniforme:

Definicion 3.2. Un conjunto S C C se dice que es localmente conexo si para cualquier
a € Sye>0 existe 6, > 0 de modo que cualquier punto b € Bg(a, dq,c) se pueda unir

con a mediante un subconjunto conexo de S de didmetro menor que e.

Hay otras posibles definiciones para esta conexién local. La siguiente proposiciéon nos

brinda otra:

Proposicién 3.3 (De [12], p. 1). Un subconjunto S C C es localmente conexo si y solo

st tiene una base conexa para su topologia de subespacio.

Demostracion. Asumamos que S es localmente conexo y consideremos z € S. Efectiva-
mente, los elementos de la forma Bg(x, %) con n € N forman una base de entornos de
x. Por tanto, fijado n serd suficiente encontrar un entorno abierto conexo incluido en
Bg(z, %) Para tal fin, tomemos C la componente conexa de x en Bg(z, %) y veamos
que es abierta. Sea y € C'y denotemos como € := d(y, C(z, 1)). Como S es localmente
conexo, tenemos que cualquier z € Bg(y, d,,) se puede unir con y mediante un conexo

deduciéndose que Bg(y,dy.c) C C.

El reciproco resulta directo ya que fijada Bg(a,€), podemos encontrar un entorno de a
conexo de la base A C Bg(a,€) que al mismo tiempo contendra una bola Bg(a,d) con

lo que cualquier elemento de esta tltima bola se puede unir con a mediante A. O

Para conjuntos compactos podemos obtener otra caracterizacion.

Proposicién 3.4 (De [12], p. 2). Un conjunto S C C es compacto y localmente conexo
sty solo si, para cualquier € > 0, S se puede escribir como union finita de conjuntos

conexos y compactos cuyos didmetros no excedan a €.

Demostracion. Dado que esta proposicion es trivial si S es un conjunto unipuntual,
supondremos que estd formado por méas puntos. Comenzaremos probando el reciproco
de esta proposicién donde evidentemente se da la compacidad de S con lo que solo nos

restaria probar su conexion local.

Tomemos € > 0 y escribamos S = Ul K;, donde los K; C C son compactos, conexos y
con diam(K;) < e. Tomemos ahora x € S para el que si ocurre que = € K; Vi entonces

se tendria que los propios K; serian los conexos que unirian a x con cualquier otro punto
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y € S a distancia € de x. En caso contrario, tomando ;. = d(z,Uygk, K;) de nuevo

algin K; unirfa a  con un punto que tomdsemos a distancia menor que J, . de x.

Para la implicacién directa, sabiendo por la proposicion anterior que existe una base de
abiertos conexos, podremos escribir S = UC; como unién de abiertos (en la topologia
relativa) conexos con diam(C;) < e y extraer por su compacidad un recubrimiento finito,
teniéndose que S = U™, C;. Como S es cerrado, se tiene que S = U, C; siendo los C;

conexos, cerrados y de didmetro menor que € y por tanto también compactos. ]

Corolario 3.5 (De [12], p. 2). Si S C C es compacto, localmente conexo y f : S — C

es continua, entonces f(S) es localmente conezo.

Demostracion. Recordemos que f(S) es compacto y f uniformemente continua por lo
que fijado € > 0 encontramos ¢ de modo que al escribir S = U}, K; como unién finita de
compactos conexos con diam(K;) < § se tenga que diam(f(K;)) < e. De este modo, po-
demos escribir f(S) = U ; f(K;) como unién finita de compactos conexos de didmetros
menores que € concluyendo por la proposicién anterior que f(.S) es en efecto localmente

conexa. O

A continuacién vamos a refinar nuestra nocion de conexion local a una conexién local

uniforme en la que J, . solo dependerd de e.

Definicion 3.6. Un conjunto S C C se dice que es uniformemente localmente conexo
si para cualquier € > 0 existe §. > 0 de modo que cualquier par de puntos a,b € S con
|a — b| < dc se pueden unir mediante un subconjunto conexo de S de didmetro menor

que €.

Proposicién 3.7 (De [12], p. 2). Todo conjunto S C C compacto y localmente conexo

es uniformemente localmente conezo.

Demostracion. En esta ocasion razonaremos por reduccion al absurdo fijando € > 0 y
suponiendo que para cada n podemos encontrar dos elementos x,,y, € S con |x, —
Yn| < % que no se pueden unir con un conexo de didmetro menor que €. Dado que nos
encontramos en un compacto, podremos extraer una subsucesién x,, convergente a un
punto p € S. Considerando los mismos indices en la sucesién {y, }>° ;, de la subsucesién
{yny 1721 podemos extraer otra subsucesién que para simplificar notacién denotaremos
Yn, convergente también a p. De este modo obtenemos dos sucesiones Z,,, ¥, convergentes
a p que han sido extraidas de las dos sucesiones originales con los mismos indices. Como
S es localmente conexo, basta tomar Z,,, yn, que disten de p menos de 5p7§ para que

existan dos conexos C y C3 con didmetro menor que § que los unan con p. La unién de
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C1 y Oy es un conexo que une T, con ¥, con didmetro menor que € lo que contradice

nuestra suposicién. ]

A partir de este momento trabajaremos con aplicaciones conformes ya que, gracias a
la aplicacion de Riemann, sabemos que existe una aplicaciéon conforme entre el interior
del disco y el interior de una curva de Jordan. El hecho de trabajar con aplicaciones
conformes en lugar de homeomorfismos cualquiera nos va a ayudar en lo que nos queda
de capitulo ya que la demostracion mas sencilla que hemos encontrado aprovecha esa

conformidad.

El primer paso serd extender un homeomorfismo dado a la clausura de ambos conjuntos.
A tal fin, daremos primeramente un lema que nos resultara util para determinar cuédndo

se puede realizar esta extension.

Lema 3.8 (De [12], p. 2). Sea f : D — Q wuna aplicacion conforme y zy € D.
Denotamos como C, a la curva C(zg,r) ND. Entonces para cualquier p € (0,1)
se satisface que

m area(2)

inf 1 C,))) <2
iy ong(f(Cy)) toa (1)

Demostracion. Comencemos aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz para obtener

long(£(C) = | 1 (el < ( /. T 12dz)é ( | T \f’(zz)\%k)é -

que

y como long(C}) < 2mr obtenemos que

long(f(Cy))?

r

< 27T/C 1) 2. (3.1)

A continuacién usaremos que 1 = 2 f VP du oon 1o que:
log(;) P U

inf long(f(C,))% = 2 /ﬁ inf long(f(C,))*—
p<r<./p & " log(%) o P<r<\p & "

2 [P el C i
log(%) p u
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donde aplicando 3.1 resulta que

2 VP 4 VP
inf long(f(C,))? < - / om / If'(2)|?dzdu = - / / If'(2)|dzdu.
p<r</p log () /o Cu log(5) /o Je

Dado que f es analitica, cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann y su jacobiano es

Jr = |f'|?. Sustituyendo en el tiltimo miembro de la expresién anterior obtenemos

4 N 4 Vo 4710
7T1/ / Jrdzdu = 7r1 / / dzdu < LJ,
log(5) Jp s log(3) Jo  Js(ow log(;)

puesto que en el primer miembro de la desigualdad estariamos integrando sobre un

subconjunto de €. O

De este lema lo que nos va a interesar es que la acotacién realizada no depende de zg y

que ademas tiende a cero con p si {2 es un conjunto acotado.

A continuacion, dedicaremos un apartado a la prueba del teorema de Carathéodory que

nos facilitard el camino para alcanzar nuestro anhelado teorema de Schoenflies.

3.1.1. Teorema de Carathéodory

Con propésito de simplificarnos la demostracion de este teorema, comenzaremos por

probar una versién mas débil. Denotaremos como 2 a una regién de C.

Teorema 3.9 (De [12], p. 3). Sea f : D — Q wna aplicacion conforme. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f se extiende de manera continua a D,
2. 08 es una curva cerrada (imagen continua de S*),
3. 00 es uniformemente localmente coneza,

4. C\ Q es uniformemente localmente conexo.

Demostracion. Comencemos probando que (1) implica (2) viendo que f(9D) = 0%

Por la continuidad de esta extensién se debe satisfacer que f(D) C Q. De este modo

tendriamos que f(9D) C 99, porque de lo contrario existiria una sucesién {z,} en D
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C

F1aurA 3.1: Tlustracién de (3) implica (4).

convergente a z € 9D, tal que f(Z) = f(zo) con 29 € D. Esto resulta imposible ya que al

ser f un homeomorfismo se tendria que lim z,, = zp.

Para la otra inclusién, 092 C f(0D), bastarfa tomar una sucesién {w,} C Q convergente
aw € 0Ny z, = fH(wy,) €D. De la sucesién z, podemos extraer una subsucesién Zny
convergente a cierto z € D, que por la continuidad de f satisfarfa que f(z) = w. Como

f es un homeomorfismo entre los abiertos D y € a la fuerza se debe dar que z € 0.

De este modo, si D = h(S!), con h una funcién continua, entonces 9 = f o h(S!) y es

por tanto una curva cerrada.

Para probar que (2) implica (3) simplemente hay que hacer uso del corolario 3.5 y de la

proposicion 3.7.

Si asumimos (3) para probar (4), fijado € > 0 vamos a ver que nos basta con tomar d¢ < §

dado por la conexién local uniforme de 9€2. Por un lado, dados dos puntos a,b € C\
con |a — b| < d< podrfa ocurrir que [a,b] C C\ Qy en tal caso [a,b] serfa un conjunto
conexo de €\ © que unirfa a con b con diam([a,b]) < d< < 5. En el caso contrario,
ilustrado en la figura 3.1, se tendria que [a,b] N 9N # () y, al ser esta interseccién un
compacto, podrfamos considerar a’, b’ el primer y el dltimo punto de corte de [a, b] con
9. Como o', b’ € [a,b], se cumple que |a’ —b| < 5§ por lo que existe un conjunto conexo
C C 992 que los une de didmetro menor que 5. Dado que § es abierto, 92 C C\ Q con
lo que [a,a’] UC U [V, b] constituye un conjunto conexo de C\ € que une a con b de

diametro menor que e.

En ltimo lugar, supondremos (4) para demostrar (1). Sabemos que si f fuese uniforme-
mente continua, existiria tal extensién, por tanto, nos concentraremos en probar que f es
uniformemente continua. De hecho es suficiente probar que lo es en A := {% < |z| < 1}
ya que 0D C 0A. En efecto, fijemos € > 0 y tomemos p, suficientemente pequeno para

que se satisfagan las siguientes condiciones:
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= La cota del lema 3.8 sea estrictamente menor que un cierto 5§ < 5 proporcionado

por la conexién local uniforme de C\ Q;

m e < % a fin de que se tenga que d(0, A) > /pe.

Sin pérdida de generalidad asumiremos que § < d(f(0), Q) y, razonando por reduccién

al absurdo, que existen 2,2’ € D con |z — 2/| < pe y | f(2) — f(Z)] > €.

Como la cota de nuestra primera condicién es estrictamente menor que 6;, tomamos
Cyr :=C(z,7)ND con pe < r < /pe que satisfaga que long(f(C,)) < 55. Distinguimos

dos casos:

Si Blz,r] C D, se tiene que C, = C(z,r). Dado que f se trata de un homeomorfismo,
se tiene que f(C,) = df(B(z,r)). Resulta que f(B]z,7]) es un compacto, con lo que
su didmetro se alcanza: diam(f(B[z,r])) = |f(z0) — f(21)|- Para garantizar la maxima-
lidad de esta distancia se debe cumplir que estos puntos no pertenezcan al interior de
f(Blz,7]), con lo que f(z1), f(22) € 0f(B[z,r]). En este punto llegamos a una contra-

diccion ya que:

[f(2) = f(Z)] < [f(20) = f(21)] < long(f(Cr)) < ds < %

En otro caso, B|z,r] € D, tendremos que C, es un arco de circunferencia desprovisto de
sus puntos extremos. Asi mismo, podemos parametrizar su imagen mediante 7 : (0,1) —
f(Cr). Como long(f(Cr)) < s < o0, existen lim,—,0 y(2) = a y limg—1 v(x) = b (como la

longitud es finita los puntos de acumulacién son tnicos) con lo que f(C,) = C,U{a, b}. Se

tiene por tanto, que los extremos de C,. pertenecen a 9D y los puntos a y b a 9Q C C\ Q.

En este punto notamos que [a — b < long(f(Cy)) < ¢ de modo que si asumimos (4)

debe existir un conexo £ C C\ Q que contenga a {a, b}, con diam(E) < § (supondremos

que tal conjunto es cerrado tomando su clausura si fuera necesario). Como f(C,) es
conexo y f(C,) N E # 0, se tiene que A; := EU f(C,) es también un conjunto conexo y
cerrado, que ademds esta contenido en B(a, §). Debido a esta tltima afirmacién al menos
uno de los puntos f(z), f(2') debe quedar fuera de B(a, §). Supongamos sin pérdida de

generalidad que dicho punto es f(z).

Como habiamos tomado e suficientemente pequenio para que § < d(f(0),01), tenemos
que f(0) & B(a, §). Por tanto, A; no separa f(0) y f(z) en C. Como Q es conexo, es
obvio que As := C \ 2 tampoco separa estos puntos, asi que, al ser estos dos conjuntos
cerrados, conexos y de interseccién conexa (A; N As = E), por el teorema de Janiszewski
A1 U Ay tampoco los separa en C. Esto significa que existe un arco o en 2\ f(C,) que

une f(0) y f(2), el cual compuesto con f~! constituirfa un camino en D\ C, entre 0 y
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z. Esto es imposible ya que al pertenecer z a B(z,r), dicho camino habria de atravesar
C(z,r)ND=C,. O

No obstante, con este teorema no podemos asegurar que la extension sea homeomorfa. El
problema es que no se tiene garantia de inyectividad. En el trabajo que estamos siguien-
do, Soto (2011) [12] p. 4, se ejemplifica esta problematica considerando una aplicacién
conforme h entre D y (—1,1)%\ (—1,0]. Segtin el teorema anterior podemos extenderla
a la frontera de estos conjuntos ya que la frontera de este conjunto es uniformemente
localmente conexa. Sin embargo, cada punto del intervalo (—1,0) debe tener al menos
dos antiimagenes en JD. Para lograr esta inyectividad, seguiremos una prueba de Ru-
din (1970) [11] a la que hemos anadido algunas modificaciones con el fin de completar

algunas cuestiones que en nuestra opiniéon no quedaban del todo claras.

Definicién 3.10. Un punto de corte en un conjunto A en un punto a € A tal que A\{a}

no es conexo.

Proposicién 3.11 (De [11], p. 280). Si f : D — Q es una aplicacion conforme y
Q el interior de una curva de Jordan, entonces f se extiende a un homeomorfismo

entre D y Q.

Demostracion. Como sabemos que f se extiende continuamente a la clausura de ambos
conjuntos y se tiene que f(0D) = 9Q, dada la compacidad de D solo falta ver que esta

extension es inyectiva.

Razonando por reduccién al absurdo supongamos que existe a € 9 tal que {f~*(a))}
no es un conjunto unipuntual. Sean 51 # [z dos antiimagenes de a (recordemos que
B; € D). Para k = 1,2, tomamos la funcién v (t) := tBk, que une 0 y By en D y
definimos I'y, := f oy, Jr = I'x(]0,1]). Como estos dos arcos solo se intersecan en sus
extremos, la unién de ambos define una curva de Jordan J := J; U Js que separa el plano

en dos regiones.

El conjunto 99 \ {a} es conexo (02 no tiene puntos de corte) por lo que debe estar
contenido en la regién interior o en la exterior de C \ J. La regién exterior a Q) debe
estar contenida en la exterior a J porque es una regiéon no acotada que no contiene
puntos de J. Por tanto, si 92\ {a} estd contenido en el interior de J tomando un punto
p € 90\ {a} tenemos que cualquier entorno de p interseca tanto al exterior de € y, como
acabamos de ver, al exterior de J, lo cual es imposible porque dijimos que estaba en el

interior. Deducimos que el interior de J no contiene puntos de 0f2.
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Definimos g := f~!, que es conforme en € por el corolario 2.8. Como 7, tiende a f3,

existe 0 > 0 tal que si wy = ['k(tx) € B(a,d) con k = 1,2 y wy, ws # a; entonces

%Wl — B2| < In(t1) —2(t2)| = [g(w1) — g(w2)].

A continuacién vamos a intentar parametrizar una regién de B(a,d) en coordenadas
polares para poder integrar sobre ella. El problema (que no se considera en nuestra
referencia y que he arreglado gracias a mi tutor) es que el radio de I'; no tiene por
qué ser inyectivo. No obstante, como veremos a continuacién, se trata de una funcién
analitica y las imédgenes de los ceros de su derivada no se acumulan en €. Probaremos

Unicamente que no se acumulan a lo largo de J; ya que para Jy se probaria igual.

Sin pérdida de generalidad supongamos que a = 0 y consideremos para cada w € €2 la
funcién r(w) que le asocia su radio en coordenadas polares. Supongamos que también
existen wg = I'1(¢g) € Q y una sucesién {t,}°2, C [0,1) tal que I'y(¢,) tiende a wo
con (roT'1)(t,) = 0 para todo n (notemos que lim,,_,~ t, = to). Consideremos h(z) :=

f((z+1t0)B1) definida en un entorno de 0. Al ser f analitica, h también lo es, con lo que

h(z) = i anz".
n=0

Ademas tenemos que h(t) = f((t+to)B1) ='1(t + to), con lo que

en un entorno de 0 se tiene

h(t) = ant™ =3 ant" +i Y ynt" = hi(t) + iha(t), Tn,yn € R,
n=0 n=0 n=0
donde hy y hs son dos funciones reales analiticas que satisfacen
2 _ 2 _ 2 2
re o1 (t+to) = (r(h(t))* = hi(t)” + ha(t)~.

Como la suma y el producto de funciones analiticas es analitica, la funcién r2 o T';(¢)
es también analitica en un entorno de tg. De este modo, si el conjunto de ceros de la
derivada de 7 o I'; se acumula en tg, también lo hace el de 72 o I'y, deduciéndose de su
analiticidad que se trata de una funcién constante. Al ser esto iltimo imposible, tenemos
que el conjunto de ceros de la derivada de nuestro radio no se acumula en ningun ¢ € [0, 1)
y que por tanto hay una cantidad finita o a lo sumo numerable t,, de ellos, de modo que

si se tratara se un conjunto numerable ¢ = 1 seria su Unico punto de acumulacién.

Evidentemente este hecho no garantiza la inyectividad necesaria para nuestra ansiada
parametrizacién, pero si que vamos a ser capaces de construir una nueva regién que estara
delimitada por arcos de ambas curvas y que podremos parametrizar con coordenadas

polares. Un ejemplo de lo que pretendemos hacer se muestra en la figura 3.2.
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FiGURA 3.2: Obtencién de regiones en las que el radio es inyectivo.

Consideremos E7 := {w =T1(¢t) : (roT1)'(¢t) =0}, By := {w =T2(t) : (roly)(t) =0}
y E = (E1 U E3) N B(a,d). Se deduce que E es un conjunto finito o numerable con a lo
sumo un punto de acumulacién en w = 0. Por tanto, para cualquier r > 0 el conjunto
{w € E : |w| > r} es finito. A partir de esta ultima afirmacién deducimos que JNC(0, )
es también finito ya que si fuera infinito habria infinitos puntos en {w € E : |w| > r}!.
Tomemos roe? € E y sean rq := méx{r : re’ € E,r < r9}?, ry := min{r : re?? ¢
E,r > 1}?. En la situacién en la que nos encontramos, si I'y(t) € C(a,rg), entonces en
un intervalo de la forma (¢,¢') la funcién r o Ty es mondtona y L'jjt,¢4) une un punto a
distancia rg de a con otro a distancia r; 6 ro. De este modo, tenemos que cada corona
circular de radios ro y r; estd dividida por los arcos de J; y J2 que la cruzan. Como I'y ()
tiende a a, estas curvas deben cruzar cada una de estas coronas circulares un ntimero
impar de veces, dividiéndola en un nimero par de regiones disjuntas (véase la figura
3.3). Estas regiones estan delimitadas por dos arcos de circunferencia (ocasionalmente

uno de ellos puede ser un punto) y por dos arcos de la misma curva o de curvas distintas.

En tal situacién, dos arcos de curva vecinos* que crucen la corona forman una curva de
Jordan junto con los arcos de circunferencia de radios rg y r1 que unen sus extremos,
delimitando en su interior una regién. En este punto es preciso aclarar que el interior de
dichas regiones no interseca a J, ya que de hacerlo, por la monotonia del radio en esta
regién, un arco cruzaria la corona entre dichos segmentos y no serian vecinos. Concluimos

que estas regiones se encuentran en el exterior o en el interior de J.

1Si 7 : [a,b] — R es derivable y existe ¢ € (a,b) tal que r(a) = r(b) = r(c) entonces existe d € [a, ]
tal que r'(d) =0y r(d) > r(a).

2Haremos 1 = 0 si este conjunto fuese vacio.

3Haremos r» = § si este conjunto fuese vacio.

4No daremos una definicién rigurosa, pero entiéndase como el arco més préximo en sentido horario o
antihorario.
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Ficura 3.3: T'; y T'5 dividen la corona circular en regiones disjuntas.

Con todo esto, para enlazar con la demostracién expuesta en Rudin (1970) [11], solo nos
falta ver que alguna de las regiones en las que hemos dividido la corona circular esté

delimitada por arcos de curvas distintas y se encuentre contenida en el interior de J.

Como hay al menos un segmento de cada Ji, existen al menos dos regiones delimitadas
por segmentos de curvas distintas. Sabemos que J es la frontera de las regiones que
delimita, con lo que cualquier entorno de un punto de los arcos contenidos en nuestra
corona circular debe contener puntos tanto del exterior como del interior a J. Por tan-
to, regiones adyacentes en la divisién realizada, deben pertenecer a regiones distintas,
es decir, una al exterior de I' y otra al interior. Si suponemos que todas las regiones
delimitadas por segmentos de curvas diferentes estdn contenidas en el exterior llegamos

a una contradiccién:

Si recorremos la corona circular en sentido horario comenzando en una regién exterior
delimitada por dos curvas distintas, entre esta regién y la siguiente con las mismas
caracteristicas debe haber un ntimero de segmentos par de la misma J; y ninguno
de la otra. De este modo, si recorriésemos la corona hasta volver a la regién inicial,
notarfamos que hay un niimero par de segmentos de ambas curvas, lo cual es imposible

como aclaramos con anterioridad.

En suma, tenemos una sucesién (o conjunto finito) de radios § > 4 > re > ... >0 en la
que para cada radio r, existe una regién incluida en el interior de I' que es exactamente
{re? . 7y > 1 > rpp1,0i(r) < 0 < 0(r),i # j} donde Ox(r) denota el argumento de el

unico punto de {J N C(0,r)} = {wi(r)}.

Con toda la estructura que hemos construido, ya podemos enlazar con la prueba de

Rudin como habiamos enunciado que hariamos.
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Consideremos 0 < r,41 < r < 1, < §. Al ser g analitica se tiene lo siguiente:

02(r) , ,
g(wa(r)) — g(wi(r)) = / g (re®yire?do =
01(r)
02(r) )
%lﬁl — B2| < |g(wa(r)) — glwi(r))] < / rlg (re’?)|de.
01(r)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

02(r) O2(r) ,
< / r2d9/ g’ (re*)|2dh =
01(r) 61(r)

O2(r) ) 62(r) )
16a(r) — 0,(r) / 2g e < 2n / r2\g/(re')|2d8,
01 (7') 01 (7‘)

2

1 2 b2(r) / 0
Ao —pl < | [ rlg el
01(r)

de modo que tomando N como el cardinal de la sucesién de radios ry,:

1 2 %) NE
ol - P < / rlg (rei®)2d0 =
7TT 0

1\7r

Z/ —\51 Bo|dr < Z/ /( rlg'(re”)|*dodr =
oy 8 rug1 J01(r)
%0 = / 1B~ Bofdr < Z/

Tn+1

/9 r|g’ (re?)|?dbdr. (3.2)

Sin embargo, en el lado derecho de 3.2 se esta integrando el jacobiano de g expresado

02(r) ,

en polares. Por tanto, cada / / rlg'(re®)|?dfdr se corresponde con el drea de
Tn+1

una regién de D disjunta del resto por ser g un homeomorfismo. La suma de estas areas

equivale al area de la unién de las regiones, que es un subconjunto medible de D que no

puede tener en ninguin caso drea infinita como hemos obtenido.

Gracias a esta ultima proposicion el siguiente teorema queda como un mero corolario.

Teorema 3.12 (Carathéodory. De [12], p. 5). Sea f una aplicacion conforme de
D a una region simplemente conexa y acotada . Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1. f se extiende a un homeomorfismo de D a ,

2. 000 es una curva de Jordan.
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Demostracion. Como vimos en el teorema 3.9 f(0D) = 0f2, de donde deducimos a partir

de (1) que 99 es una curva de Jordan.

Para ver la otra implicacién basta aplicar la ltima proposicién. ]

Solo nos falta ver cémo extender estos homeomorfismos en la region exterior de las curvas
de Jordan.

3.2. Teorema de Schoenflies

La prueba constarda de dos pasos. Partiendo de que sabemos extender la aplicacién
conforme proporcionada por la aplicacién de Riemann a un homeomorfismo entre las
clausuras, en primer lugar extenderemos este 1ltimo a la regién exterior. En segundo
lugar, modificaremos este homeomorfismo para que coincida con otro prefijado sobre la

frontera de nuestra curva.

Para llevar a cabo nuestro propédsito, cabe advertir que trabajaremos en C, ya que nos

serd mas facil, para mas tarde deducir nuestro resultado en C.

El siguiente resultado junto con su prueba ha sido extraido de Soto (2011) [12]. No
obstante hemos retocado ligeramente la demostracion consiguiendo que la extensién
obtenida satisfaga f(oo) = oo, lo cual nos permitira restringir los homeomorfismos en C

a homeomorfismos en C.

Corolario 3.13 (De [12], p. 6). Sea f una aplicacion conforme de D, a la regién interior
de una curva de Jordan, Q@ C C. Entonces f se puede extender a un homeomorfismo de

C a si mismo, que satisface f(oco) = oo.

Demostracion. Primeramente construiremos un homeomorfismo de D* := C\ D a Q* :=
C\ Q.

Por el teorema de Carathéodory 3.12 f se extiende a un homeomorfismo en el que

1
f(0D) = 09 es una curva de Jordan. Por tanto, el conjunto C := { ———— : 0 <

f(e?) = f(0) "~
0 < 27} es también una curva de Jordan en C. Esta curva divide a C en dos conjuntos
conexos disjuntos A y B que tienen por frontera a C'. Denotaremos como A al no acotado
(0o € A). Observemos que la aplicacién h(z) = #(0) es un homeomorfismo en C que

satisface h(Q) = A y h(Q*) = B. En particular, h(cc) =0 € B.
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Por otro lado, gracias al teorema de la aplicacion de Riemann 2.5, existe una aplicaciéon
conforme ¢ : D — B que cumple ¢(0) = 0, y que también se extiende a un homeomor-

fismo de D a B. Definimos ahora la aplicacién f* : D* — Q* como:

@) = o
6(3)
Esta aplicacién estd bien definida ya que {2 : z € D*} =D, ¢(D) = By h™'(B) = %,
con h™1(w) = % + f(0). De este modo f* es un homeomorfismo al ser composicién de

tres homeomorfismos y satisface f*(o0) = oco.

Ahora tomando el homeomorfismo 1 : 9D — 9D, ¢ := (f*)~! o f, podemos extender f
a todo C haciendo

r(lee () sico> =1,

00 si zZ = 00.

f(z) =

Con esta férmula, que coincide con nuestra f inicial en JID, obtenemos una extensién
de f a C. Si {zn}52; es una sucesién que tiende a oo, entonces para todo z, # oo se
tiene que w(é—z‘) % 0, por lo que |zn|1/)(|§—z‘) — o0. Al ser f* continua, tenemos que
f(zn) = f*(00) = 00, deduciéndose la continuidad de f en co. Tenemos entonces que f

es continua en D y en D* y por tanto en todo C.

Para ver que es inyectiva recordemos que f constituye un homeomorfismo entre D y Q.
Por otro lado, la aplicacién ¢(z) := ]z\w(é) completada con g(oo) = oo se trata de un
homeomorfismo de D* a D* por lo que flﬁ es un homeomorfismo. Finalmente, vemos
que esta extension coincide con la original en 0D con lo que la funcién resultante es un

homeomorfismo en C. O]

Como dijimos, el siguiente paso serd modificar el homeomorfismo proporcionado por el
resultado anterior para que coincida en la frontera de D con uno prefijado. Comencemos

haciendo esto en C.

Demostracion del teorema de Schoenflies 3.1 en C. De [12], p. 6. Primero supondremos
que o ¢ J. Sea ¢ : D — ) la aplicaciéon conforme entre el disco y el interior de J que
podemos extender homeomoérficamente a todo C por el resultado anterior. La aplicacion

f := ¢! 09 constituye un homeomorfismo en D que puede extenderse haciendo

|z| f (é) si oo > |z| >0,
z si  z € {o0,0}.

f(z) =
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Finalmente, para obtener un homeomorfismo que coincida con 1 en 9D, basta considerar

pof.

Si por el contrario co € J, bastarfa realizar en C una rotacién g que consiga que oo ¢ g(.J)

1

y componer g~ con el homeomorfismo del caso anterior. O

Ahora basdndonos en el caso de C obtenemos como corolario el de C:

Demostracion del teorema de Schoenflies 3.1 en C. Basta observar que en el homeomor-
fismo del primer caso del resultado anterior oo es un punto fijo, por lo que basta restrin-
girlo a C. O

Finalmente incluiremos los siguientes corolarios, de los que el primero es una versién

mas general del teorema de Schoenflies:

Corolario 3.14 (De [12], p. 6). Un homeomorfismo v : J; — Ja entre dos curvas de

Jordan de C (resp. C)) puede ser extendido a un homeomorfismo en C (resp. C).

Demostracion. Si 1; es el homeomorfismo brindado por el teorema de Schoenflies 3.1

(en la versién correspondiente) que lleva 9D a J;, entonces el homeomorfismo buscado
es P 0y L O

Ahora introduciremos un corolario que se tomard como base para la induccién que

pretendemos realizar:

Corolario 3.15. Un homeomorfismo 1 : D1 — Do entre la clausura de dos regiones

delimitadas por curvas de Jordan de C puede ser extendido a un homeomorfismo en C.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que oo no pertenece a ninguna
de las clausuras, es decir, pertenece a las regiones C\ D;. Aplicando el corolario 3.13 a
una aplicacién conforme entre Dy y DD, obtenemos un homeomorfismo en C, ¢, tal que
¢(D;) =D.

Extendemos 1)5p,, mediante el corolario anterior, a un homeomorfismo en C, 1/; Si
z/;(Df) = D5, entonces al pegar 1 con 1/7 obtenemos una extensién de v ya que ambas
coinciden en 9D;. En caso contrario, componemos esta funcién con ¢ := ¢~' or_j 0 ¢,
donde 7_1 es el homeomorfismo que invierte el radio en polares de cada punto de C e
intercambia los puntos 0 e oo, con lo que ¢ intercambia las dos regiones de C\ 9D y

deja 9D fija, de modo que reducimos este caso al anterior. O
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3.3. Induzcamos el Teorema de Schoenflies

En esta seccién trataremos de abordar el caso en que tengamos varias curvas de Jordan

disjuntas.

El texto seguido serda Kuratowski (1968) [5] cuya estrategia se basa en la induccidn.
No obstante, en este ultimo trabajo no se contempla que haya curvas contenidas en el
interior de otras, por lo que maés adelante anadiremos una breve seccién que abarque

también este caso.

Siguiendo la notacién de nuestra referencia, llamaremos disco a todo subconjunto de C
homeomorfo a D cuya frontera sea una curva de Jordan. De este modo, ya sabemos que

todo homeomorfismo entre la frontera de dos discos se puede extender a todo el espacio.

Con todo el trabajo realizado hasta ahora ya hemos visto que el homeomorfismo entre

la clausura de dos discos se puede extender a todo el espacio.

3.3.1. Discos disjuntos

Este caso serd probado primeramente en C de donde lo trasladaremos a C. Comenzare-

mos probando el siguiente resultado conocido como el teorema de la curva Theta:

Teorema 3.16 (Curva 0. De [5] p. 511). Si C C C es un conjunto compuesto por

tres arcos Lo, L1 y Lo que solo tienen en comun sus extremos a y b, entonces
E\C:DOUDluDQ

donde los D; son tres discos.

Demostracién. Ya sabiamos que cada curva de Jordan divide a C en dos regiones, pero
por el corolario 3.13, ademas sabemos que el interior es homeomorfo a D y el exterior
a C\ D. Por ser este tltimo conjunto homeomorfo a D tenemos que el exterior de una
curva de Jordan en C es también homeomorfo a ). En suma, una curva de Jordan divide

a C en dos discos.

Tomando indices modulo 3, tenemos que J; := L; U L; 1 es una curva de Jordan. Como
L; 9 sin sus extremos es conexo, debe estar contenido en el interior o el exterior a J;.

Llamemos D; a tal region.

Notemos que cada D; es una componente de C\ C ya que son abiertos conexos cuya

frontera estd contenida en C. Ademds son disjuntos ya que al ser componentes conexas,
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si se intersecan coinciden, lo cual es imposible ya que las fronteras son distintas. Con

todo esto, solo resta ver que C = C'U Dy U D U Ds.

En efecto, tenemos que Do N Dy = (Lo U L1) N (L1 U Ly) = Ly, que es conexo. Como

C \ DyyC \ D; son conexos, por el teorema de Janiszewski 2.3 tenemos que
A:=C\ (DyuUD;)=C\ (CUDyU D)

es también conexo.

Ahora bien, €2 es una componente conexa de C\ C que estd contenida en A, que es

también un subconjunto conexo de C\ C, por tanto, deducimos que A = Ds. ]

En las demostraciones venideras serd necesario comprimir un disco en un punto. Si
nuestra curva fuera un subconjunto de C, esta compresion consistira en el paso al espacio
cociente C/D en el que, tomando ¢ el homeomorfismo en C que lleva D a I, la aplicacién
h: C/D — C definida como sigue:

ol ol

0 st z=2D;

h(2) ;:{ (I9(2)| = 1)g(2) si z¢

constituye un homeomorfismo entre nuestro espacio cociente y el plano complejo.

Por otro lado, si nuestro disco D es un subconjunto de C e co ¢ D, podemos aplicar
el caso de C obviando oo, ya que ¢(00) = oo, y definir después h(occ) = oo con lo que
obtendriamos también un homeomorfismo h : C/D — C. Por 1ltimo, si oo € J, bastaria

realizar una rotacion que nos lleve al caso anterior.

Realizada esta observacion, probemos el caso de dos discos disjuntos:

Teorema 3.17 (De [5] p. 536). Sean Dy, D1 y D§, D} dos parejas de discos de C
tales que

DonDy=0=D;nDr.

Entonces cada homeomorfismo h : Dy — D§ se extiende a un homeomorfismo en
C tal que h(Dy) = Dj.

Demostracion. Comencemos probando el caso en el que Dy y D1 son dos circulos con el

mismo radio, del que después deduciremos el caso general.

Tomemos dos puntos a; € D] y otros dos b € D7 situados debajo de estos y suficiente-

mente cerca, de modo que los segmentos [do, 1] y [bo, b1] sean paralelos (véase la figura
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FiGURA 3.4: Representacién de 6 y 6*.

3.4). Llamemos A* = [aj, bj] y B* = [a}, bj] a los segmentos que se obtienen al restrin-
girlos entre el Ultimo punto que toca a ﬁg y el primero que toca a Dii* Consideremos los
puntos ag := h~Y(a) € Dy y by := h~1(b}) € ODy, y dos puntos distintos ay,b; € Dy
fijados a placer. Unamos ag con a; y by con by a través de dos arcos en el exterior de
ambas circunferencias que llamaremos A y B (para hacer esto facilmente es por lo que

hemos empezado suponiendo que D; son circunferencias).

Tomando los conjuntos resultantes, 6 := 0DyUAUBUOD: y §* := 0D;UA*UB*UODY,
vamos a comenzar viendo que C\ § y C\ §* tienen el mismo ntimero de componentes
conexas. Como nuestros razonamientos seran también aplicables a 6, veamos que C \ 6*

tiene cuatro componentes:

Cuando realizamos el paso al cociente @/D7;‘ el conjunto #* se convierte en una unién de
tres arcos a los que les podemos aplicar el teorema de la curva Theta 3.16. De este modo,
tomando p; la proyeccién al cociente que constituye un homeomorfismo entre C \ Diz* y
(C/Di) \ {D;}, tenemos que (C/D7) \ p;(0*) esta compuesto por tres regiones. Dado el
cardcter homeomérfico de p;, si j # i, resulta que pi(D}‘) es la regién de que no contiene
a p(A*) U {D;} U p(B*). Por tanto las otras dos regiones, Ry y Ra, si que contienen
a este arco en su frontera y a uno de los dos arcos de p(0D;) que unen p(a}) y p(b})
(cada una a uno distinto). Ademds p; ' conserva conjuntos conexos de (C/D¥), con lo
que p~1(Ry) es conexo y abierto, para k = 1,2. En efecto son componentes conexas,
ya que si pudiésemos conectar un punto de p; 1(Rk) con otro fuera de ella mediante un
arco J que no corte a #*, llegarfamos a una contradiccién con el hecho de que p;(J)

abandonarfa Ry, sin cortar a p;(6%).
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Con esto deducimos que C \ (D] U 6) estd compuesto por tres regiones y que los arcos
A* B* y los dos de GD;‘ forman parte de la frontera de dos de ellas. Realizando este
razonamiento para ¢ = 0 e 4 = 1, como las regiones distintas a Dj y D] deben coincidir
dos a dos, concluimos que C \ #* estd compuesto por cuatro regiones y que cada arco de
6* que une dos puntos de {ag, b, aj, bj} sin pasar por otro, esta incluido en la frontera
de dos de estas regiones. Recordemos antes de continuar que lo que hemos concluido en

C\ 6* también se cumple en C \ 6.

Partimos de un homeomorfismo h : Dy — ﬁé. Denotando como My v Ny a los dos arcos
de 0Dy que unen ag con by, haremos My := h(My) y N§ := h(Np), y llamaremos D)y,
Dy a las regiones distintas de Dy que los contienen en su frontera (resp. D3, Dy).
Ahora llamamos M; al arco de 0D que esta contenido en la frontera de Dy; y Ny al

que lo estd en la de Dy. Procedemos con analogia con M{ y N7.

En este punto extendemos h a # de modo que a cada arco de este conjunto, le corresponda
su homénimo con asterisco (x), es decir h(M;) = M y lo mismo con N;, Ay B. De
este modo, conseguimos que h(0D;) = 0D; para i = 0,1, M, N. Por tanto, aplicando el
teorema de Schoenflies para ¢ = 1, N, M podemos extender el homeomorfismo h : dD; —
0D} a un homeomorfismo h; en C. Restringiendo cada h; a D;, como coinciden con h
sobre #, podemos pegarlos obteniendo un homeomorfismo en C que respeta nuestro h

original.

Para el caso general, tomemos ¢ un homeomorfismo proporcionado por el caso anterior
que convierta nuestra primera pareja de discos en D y otro circulo Dy. Si h es el homeo-
morfismo que se obtiene al extender h o qSﬁ)l : D — Dg, habiendo tomado como discos

nuestra pareja de circulos y los D}, se tiene que ho ¢ es el homeomorfismo buscado. [

El siguiente paso serd probar el resultado anterior pero para n discos disjuntos. A tal
fin, hemos extraido algunas ideas de la segunda parte de la prueba expuesta en nuestra

referencia, aunque la hemos modificado para facilitarla.

Teorema 3.18 (De [5] p. 536). Sean Dy, ..., Dy, y D, ..., D} dos colecciones de
n + 1 discos de C, tales que D,NDj =0y ﬁfﬂﬁ; = () Vi # j. Entonces
cada homeomorfismo h : Dy — D se extiende a un homeomorfismo en C tal que
h(D7) = DF.

Demostracion. Si n = 1 basta aplicar el resultado anterior 3.17. Procediendo por in-
duccién, supongamos que el resultado es cierto para n ciclos y tratemos de ampliarlo
para n + 1. Ademas, sin pérdida de generalidad, supondremos que co no pertenece a la

clausura de ninguno de los discos, realizando una rotacién en C si fuera necesario.



Teorema de Schoenflies 46

Con nuestra hipotesis de inducciéon podemos tomar un homeomorfismo arbitrario ¢ que
transforme los n primeros D; en n circulos disjuntos. También con nuestra hipdtesis
de induccién podemos obtener otro homeomorfismo ¢* que extienda a ¢ o h™! y que
transforme los n primeros discos D} en los circulos ¢(D;). Con esto buscaremos dos
homeomorfismos g y g* que transformen ¢(D,,) y ¢*(D;};) en el mismo circulo D, distinto
de los demds, manteniendo fijos los n primeros ¢(D;), de modo que (¢*) 1o (g*)"togod

serfa el homeomorfismo que buscamos ya que (g*) ! ©g|¢(D,) coincidiria con la identidad.

Hecha esta observacién, dado i = 0,...,n — 1 supondremos que D; = D} y que es un
circulo y que h es la identidad sobre Dg. Lo primero que veremos es que podemos
separar D,, y D} del resto de circulos. Lo haremos solo para D,, puesto que para D} el

procedimiento es el mismo:

Sea p la composicion de las n proyecciones sobre los primeros D;, con la que obtenemos
un espacio homeomorfo a C, en el que p(9D,,) sigue siendo una curva de Jordan y el resto
de circulos se comprimen en puntos en su exterior. Tomemos h, un homeomorfismo que
convierta p(D,,) en un circulo C,, y que fije co. Consideremos asimismo, una semirrecta
[ que una un punto de C), con el infinito y no pase por ningin z; := h,(p(D;)). Veremos

a continuacién que podemos separar con una curva de Jordan nuestros n puntos de C,,.

omo ni [ ni separan nuestros puntos, por el teorema de Janiszewski ampoco
C I ni Cy, sep tros puntos, por el t de J ki, lUC), tamp
los separa. De este modo, podemos concluir que existe una poligonal rg que une 2y
y 21 y no interseca ni a [ U C,, ni a ningtin otro punto®. Como 79 es una poligonal,
podemos tomar otro punto Z; suficientemente cerca de z; para que [z1, Z1] una estos
puntos sin intersecar en su interior a 7o, ni a [ U C,, o al resto de puntos. De nuevo por
aniszewski, tenemos otra poligonal 7; que une z; con zo. Esta poligonal yuxtapuesta
J ki, t tra pol 171 q Esta pol 1 yuxtapuest
con ro y [#1,71] supondrd una nueva poligonal que atravesard nuestros tres primeros
puntos y no tendra autointersecciones, a menos que interseque a (r1,71). En este caso,
realizaremos la yuxtaposicién de ro, [21,21] ¥ 71|[z1,2,), donde 21 es el dltimo punto de

interseccién de (ry,71) con 71 como se muestra en la figura 3.5.

Mediante argumentos andlogos al anterior, podemos construir una poligonal r simple y
cerrada que atraviese todos nuestros puntos una tnica vez y no corte a Cp, Ul, que al
ser un conjunto conexo y no acotado debe estar incluido en la componente conexa no

acotada delimitada por r.

Por el teorema anterior, podemos transformar la regién interior de nuestro poligono
en un circulo C sin alterar C, mediante un homeomorfismo ¢. Ampliando un poco
el radio de este ultimo circulo obtenemos otro circulo, llamémoslo C', que lo contiene.

Resulta entonces que al realizar la inversa de la transformacién que hemos realizado,

®Recordemos que todo abierto conexo por arcos es conexo por poligonales.
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FiguraA 3.5: Construccion de una poligonal que aisle a C,,.

p~ Y (h (¢~ 1(DC))) se transforma en otra curva de Jordan J que alberga a los n circulos

en su disco interior, D := p~1(h-1(¢~1(C))), separéndolos de D,,, con oo & D.

n

Realicemos el mismo procedimiento con D} y llamemos D* al disco obtenido.

En este punto podemos aplicar el resultado anterior que nos brinda un homeomorfismo
g (resp. g*) que mantiene D fijo y transforma D,, en cualquier otro disco D,, contenido
en el exterior de D (resp. (%)). Como podemos tomar como D, a placer en el exterior de
D, tomémoslo también en el exterior a D* (por ejemplo centrdndolo en oo y tomandolo
suficientemente pequeno), de modo que g y g* transformen D,, y D}, respectivamente,

en el mismo disco con lo que finalizamos la demostracion. ]

Ahora que hemos probado este caso en C, lo adaptaremos a C.

Corolario 3.19. Sean Dy, ...,D,, y D, ..., Dy, dos colecciones de n+ 1 discos de
C, tales que D; N ﬁ] =0y ﬁf N ﬁj = () Vi # j. Entonces cada homeomorfismo

h:Dg— ﬁo* se extiende a un homeomorfismo en C tal que h(E) = D7;*

Demostracion. Tomamos R suficientemente grande para que todos nuestros discos estén
contenidos en la bola B(0, R) y consideramos el disco Dy, 11 = Dj, | := C\ B[0, R].

Aplicamos a estas familias de discos topoldgicos el resultado para la esfera obteniendo
un homeomorfismo g : C — C que satisface g(D;) = D} para cada i y que, por tanto,

lleva B0, R] a ella misma. Restringiendo g a B[0, R| podemos extenderlo a C haciendo

o(2) = g<z|f|>, Vel > R
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O]

Una vez que hemos trasladado este resultado a C, nos estableceremos en este espacio para
realizar el trabajo restante, aunque ocasionalmente retornaremos a C para ayudarnos a

probar el caso general que abordaremos en la siguiente seccién.

3.4. Generalizacion de Schoenflies

En el apartado anterior extendimos el teorema de Schoenflies al caso de n discos dis-
juntos. En esta seccién abordaremos un caso mas general en el que incluimos el caso de
que nuestros discos puedan estar contenidos unos en otros. Con el fin de presentar esta
extension, que solo estudiaremos en C que es el caso que nos interesa, introduciremos

los siguientes conceptos:

Definicion 3.20. Sea V un conjunto finito, no vacio de vectores cuyas coordenadas sean

enteros positivos. Decimos que V' es factible si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Siv=(i1,...,0x_1,%) € V, entonces (i1, ...,ix_1,j) € V para todo 1 < j < i.
2. Siv=(i1,..,ik—1,1%) € V, entonces (i1, ...,i,) € V para todo 1 <r < k.

Definicion 3.21. Dados un conjunto factible V' y una configuracién de curvas de Jordan
disjuntas C = {C4, ..., C, }, decimos que V etiqueta a C si existe una biyeccién ¢ : V- — C
que satisface que 1(v) estd contenida en el interior de t(v') si y solo si v = (i1, ...,4%) ¥

v = (i1, ...,4r) con k < r. Al par (V,) lo llamaremos etiquetado de C.

Es facil de ver que para cada configuracién C, podemos construir un conjunto factible
de vectores V' que lo etiquete que, en general, no serd unico. Para esto consideremos la
relacion de orden parcial en C: C; < C; si C; estd contenida en el interior a C;. Con
esta relacion, llamaremos primer nivel, C1, a las n1 curvas de C que no estén contenidas
en el interior de ninguna otra y, en general, nivel k-ésimo, C, a las np curvas que
estén contenidas exactamente en el interior de k — 1 curvas. Siguiendo esta notacidn,
etiquetamos a las curvas del primer nivel en cualquier orden con vectores de longitud uno.
Proseguimos inductivamente, con las de C; tomando para cada C; € C,_1 las curvas de
Cj, contenidas en el interior de C; y anadiendo a su etiquetado un entero positivo escogido

en cualquier orden para cada curva de Cg.

De manera reciproca, dado un conjunto factible de vectores V', podemos construir una
configuracién de circulos C de manera que V etiquete a C. Probablemente la mayoria de

los lectores estén convencidos de este hecho. No obstante, para satisfacer a aquellos que,
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como nosotros, sean amantes del escepticismo requerido en el buen hacer matematico,

presentamos un algoritmo explicito que construya tal configuracién:

Tomemos los ng vectores de V de longitud uno y mg el entero no negativo tal que

2mo—l < g < 20, Fijemos co = 0, 79 = 3 y las circunferencias

TO 2kme ’I"O mo
c 70 ¢ 55 .
{ (CO+ 3¢ ,3(27”0))}1@:1

Notemos que para cualquier mg > 1 estas circunferencias no se intersecan ya que la

. . . 4rg
distancia entre sus centros es mayor o igual que 3oy que es mayor que el doble de
sus radios. De estas myg circunferencias elegimos las ng primeras y se las asignamos a
nuestros vectores. Procediendo por induccion, tomamos v de longitud k& — 1 y realizamos
el mismo proceso con los n, vectores de V' de longitud k cuyas primeras k — 1 entradas

coinciden con las de v, cambiando el conjunto de circunferencias por

Ty  2kmi T Mo
C Y o 5my v
{ <C'U+ 3€ 73(2mv)>}k1a

donde ¢, y 7, son el centro y el radio de la circunferencia 1 (v). Estas circunferencias

son disjuntas por el mismo argumento que antes y ademds tampoco intersecan a 1 (v)

ya que sus centros estan a distancia 2% de ella.

En este punto, presentamos el resultado central de esta seccién:

Proposicion 3.22. Dadas dos configuraciones de curvas de Jordan disjuntas
C,C' que admitan etiquetados (V, 1), (V,4') sobre el mismo conjunto de vectores
factible, existe un homeomorfismo h : C — C tal que h(C) = (¢')~1(x(C)) para
toda C € C.

Demostracion. Para realizar esta prueba, vamos a aplicar la extensiéon que realizamos

del teorema de Schoenflies en C para cualquier conjunto de discos disjuntos.

En efecto, tomemos los discos delimitados por curvas del primer nivel C; y C’'1 y ob-
tengamos un primer homeomorfismo, h; : C — C, que lleve cada disco D delimitado
por una curva C' € C; al delimitado por ¢(C) := (1)~ (¢(C)). Ahora procediendo por
induccién, lo que haremos serda obtener un homeomorfismo que haga lo mismo con las

curvas del nivel k-ésimo en el interior de las del nivel anterior.

Supongamos que tenemos nuestro homeomorfismo h definido en el exterior a las curvas

del nivel (k — 1) y en dichas curvas (o equivalentemente el complementario de la unién
k—1

de sus interiores), que cumple h(C) = &(C’), para toda C € U C;. Tomemos Cy €
i=1



Teorema de Schoenflies 50

Ck—1, Cj := h(C) € C'y_1 y las ng curvas de Cj contenidas en el interior de Cjp, que
denotaremos como (1, ...,Cy,. Andlogamente denotaremos como C7,...,Cy ~a las ng
curvas de C'y contenidas en C§. Considerando que estas curvas se encuentran en C,
denotamos como Dy la regién exterior a Cp (que contiene a 0o0) y como Dy, ..., Dy, a las

regiones interiores a las C;. Procediendo con analogia con Dfj, D7, ..., Dy, , se tiene que

%
no>
hjop, : Do — 0D es un homeomorfismo que admite, por el corolario 3.15 del teorema
de Schoenflies, una extensién h : C — C que lleva Dy a D, por ser co un punto fijo
de en el teorema de Schoenflies. Aplicando ahora el teorema 3.18, podemos extender el
homeomorfismo E| po Do — D§ a un homeomorfismo h en C, que satisfaga H(Dl) =Dy
para cada 7 = 0,...,n9, ¥y que cumple ﬁIBDo = E|6D0 = hjpp,- Ademds, como h le hace
corresponder al interior de Cy el interior de C§ porque ﬂ(ﬁg) = ﬁg, }Al‘ Dg Se pega bien
con nuestro kA y nos permite extenderlo al interior de Cj llevando las ng curvas de C, en

su interior a las ng del interior de Cf de C'.

Repitiendo este proceso para cada C € C,_1, completariamos nuestra prueba por induc-

cién al conseguir extender el homeomorfismo hasta el nivel k-ésimo. O

Finalmente concluimos que podemos pasar cualquier configuracion C de curvas de Jordan

disjuntas a una formada por circunferencias.

Corolario 3.23. Dada una configuracion C de curvas de Jordan disjuntas, existe otra

C' de circunferencias y un homeomorfismo h : C — C tal que h(C) € C' para cada C € C.

Demostracion. Tomando (V1) un etiquetado de C, construimos una configuracién de
circunferencias C' que sea etiquetada por un etiquetado (V,1’). Aplicando ahora el re-

sultado anterior obtenemos el homeomorfismo buscado. O



Capitulo 4

El reciproco del teorema de Dulac

4.1. Situacion

En esta seccién abordaremos el problema de obtener un sistema de ecuaciones diferen-
ciales polinomial en el plano como el siguiente, cuyos ciclos limites sean homeomorfos a

otros dados:

O = P(‘T’y)a @ = Q(CC,y)

at ot
Asi mismo, siguiendo la dindmica de trabajo del articulo seguido en este capitulo,

Peralta-Salas (2005) [9], comenzaremos con algunas definiciones para comprender mejor

nuestra tarea a realizar:

Definicién 4.1. Una configuracién de ciclos es un conjunto finito C = {C4,..C),} de

curvas de Jordan tales que C; N C; = 0.

Definicion 4.2. Dos configuraciones C y D son equivalentes si existe un homeomorfismo
H:C—C, tal que H(C) =D.

En cuanto a notacién relativa a conceptos bésicos, cabe aclarar que dado p € C, I,
denotara el intervalo maximal de definicién de la solucién a nuestro sistema ¢, : I, — C,
que satisface ¢,(0) = p. Tomaremos asimismo, O(p) := |op(L,)| y O (p) == |op(L,) N
[0,400)|. A las O(p) se les suele llamar orbitas. Un ciclo limite es una 6rbita periddica
aislada topologicamente del resto de érbitas periddicas de nuestro sistema. Finalmente,

si by es el extremo superior de I, (puede ser 00), w(p) := {q : It, = b, con @(t,) = q}.

Definicion 4.3. Diremos que el campo de vectores X realiza C si su conjunto de ciclos

limite es equivalente a C.

51
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Cabe destacar que con esta ltima definicién estamos permitiendo que haya méas puntos
criticos en el sistema. De hecho, cada ciclo limite debe encerrar al menos un punto critico

que podria ser atractor.

4.2. Teorema de realizabilidad

En esta ocasion alcanzaremos nuestro propésito mediante un teorema cuya demostracién,

al ser constructiva, nos brinda un método para realizar los ciclos limites deseados.

Como advertimos, en esta prueba haremos uso del resultado final de los tres primeros
capitulos, el corolario 3.23, que nos permite reducir el problema al caso en que nuestra

configuracién C esté compuesta por circunferencias:

Teorema 4.4 (Reciproco del teorema de Dulac. De Peralta-Salas (2005) [9]). Sea
C una configuracion de n circunferencias. Entonces C es realizable por un campo

de vectores polinomial de grado < 4n — 1.

Demostracion. Tenemos que C estd compuesto por circunferencias de centro (x;,y;) y

radio r;. Definimos
Fa,y) =] fitw,v); fi = (@ —wi)® + (y —9:)* — 17
i=1

con lo que el conjunto {(z,y) € C: f(z,y) = 0} es exactamente C. Su gradiente es el

vector de coordenadas

n n
Viy) =0 2@ —2) [[ £l 9, 20 —v) [[ fi(.v), (4.1)
i=1 i#] i=1 i#j
de modo que V fic # 0 al no intersecarse las circunferencias y al no anularse en ningtn

punto (z,y) € C; simultdneamente x — z; e y — y;.

A continuacién vamos a definir un campo que por un lado pretende ser tangente a
nuestras circunferencias para que estas sean ciclos limites, y por otro, tener una cierta
componente normal a nuestras circunferencias que sea proporcional a f para conseguir

las condiciones de atraccién deseadas:

X = (_fy_ffx)5x+(fz_ffy)5y- (4'2)
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Lo primero que cabe observar es que X|¢ # 0 dado que Vfic # 0. Ademds resulta

que f2? es una funcién de Lyapunov como veremos a continuacién:

2=V 2 fy = ffosfo— [Fy) = @F fur2f o) (—fy — ffor fo — [ fy)
= 2(—ffofy — P2+ ffofo — 21D = —272(f2 + f2) <.

Como Vfic # 0y {f = 0} coincide con C que estd formado por un conjunto finito
de compactos disjuntos, existe un entorno acotado U; de cada circunferencia en el que
f2 < 0 en U; \ C; que satisface U; N C = C;. Asf mismo, para comprobar la estabilidad
de C, tomemos Uy otro entorno cualquiera de C;. Resulta que 9(U NUp) es un compacto
que no corta a C y por tanto fﬁ?(UmUo) > § > 0. Dado que f? es continua, podemos
tomar otro entorno Vi C U; NUj en el que f|2v1 < d por lo que las 6rbitas que comiencen
en este dltimo entorno no podran salir de Uy ya que si atraviesan su frontera en algin

momento incumplirdn f2 <0.

Para comprobar la atraccién tomemos p € V;. Tal y como acabamos de ver O (p)
estd contenida en un compacto y por tanto w(p) # (). Tomando g € w(p), tenemos que
O(q) C w(p). Siq ¢ C;, como f2(q) < 0 podemos encontrar ¢ € OT(q) con f2(¢') <
f2(q) y dos sucesiones (), (t,) con limite infinito cuyas imégenes por la solucién ¢,
tiendan a ¢ y ¢’ respectivamente. Esto no puede ser ya que en tal caso existirfan ¢, >t
con f2(pp(tr)) < f2(pp(t))) contradiciendo que f2(q) < 0, con lo que concluimos que
w(p) C C;.

Por otro lado, para cualquier p € C; se tiene que O(p) = Cj, ya que si g € C;, al ser
f2 < 0 tenemos que O™ (q) C C; donde no hay puntos criticos, deduciéndose que @p(t)

recorre periddicamente C;. Resulta entonces que los C; son atractores estables.

Ahora solo resta ver que no hay méds orbitas periédicas en el sistema. Para ello, comen-
cemos observando que si V f(z,y) = 0 entonces (x,y) es un punto critico. Por tanto, si
existe otra érbita periddica I', para no contener puntos criticos se debe satisfacer que
Vfir # 0. Esto junto con el hecho de que I'N C' = () nos permitiria deducir que f‘zF <0

lo que contradiria la periodicidad de I'. O
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Anexo: Grafos dirigidos

En este anexo probaremos un resultado relativo a los grafos dirigidos usado en la de-
mostracién del teorema de Janiszewski 2.3. Este resultado no es muy complicado, pero
como en las fuentes que hemos consultado se deja como ejercicio y como la teoria de

grafos dirigidos no suele impartirse en el grado, hemos decidido incluir este breve anexo.
Definimos a continuacién los conceptos béasicos de esta teoria:

Definicién 4.5. Un grafo dirigido G = (V, A) es un par formado por un conjunto no
vacio y finito V' al que llamaremos nodos y por A C V x V un subconjunto de pares
ordenados (v;,v;) de elementos distintos al que llamaremos arcos. Dados dos grafos
dirigidos G’, G decimos que G’ = (V', A") es un subgrafo de G = (V,A) o G' C G si
VicVyACA.

Definicién 4.6. El grado de salida de un nodo v de G es ot (v) := [{(v,v;) € A}|, y

analogamente el grado de entrada es o~ (v) := |{(v;,v) € A}

Definicién 4.7. Un camino de G = (V, A) es una secuencia finita de arcos de A que no
se repiten, en la que el segundo nodo de cada arco coincide con el final del siguiente y
que contiene a lo sumo un arco de entrada y de salida de cada nodo. Un circuito de G
es un camino en el que el segundo nodo del Ultimo arco coincide con el primer nodo del

primer arco.

Proposicién 4.8. Dado un grafo dirigido G = (V, A), A es unidn de circuitos disjuntos

si y solo si o™ (v) = 0~ (v) para todo v € V.

Demostracion. Como cada circuito aporta el mismo niimero de arcos de entrada que de

salida a cada nodo, la implicacién directa es inmediata.

De manera reciproca, supongamos que A # () y tomemos (v1,v2) € A. Como o™ (v9) =
0~ (vg), debe existir otro arco de A de la forma (vq, v3). Del mismo modo, al ser o™ (v3) =
0~ (v3), o bien vz = w1, o0 bien existe otro arco distinto de los anteriores de la forma
(vs,v4). Tomando m = min{|A|, |V}, deducimos que repitiendo este razonamiento a lo

sumo m veces debemos volver a algin nodo v; para el que ya hayamos escogido un arco
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de salida a. Resulta entonces que los arcos que escogimos a partir de dicho a constituyen

un circuito Cf.

Haciendo A; := A\ C] y considerando G = (V, A;) tenemos que este grafo también
satisface nuestra hipdtesis, de modo que por el razonamiento anterior, o bien Ay es vacio

y hemos terminado, o bien existe un circuito Cs disjunto a Cj.

De nuevo de la finitud de A deducimos que podemos escribir este conjunto como un

nimero finito de circuitos disjuntos C1, ..., Ci, donde k < ‘—’g'. O
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