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Introduccion

A'lo largo de la formacion de un estudiante de Matematicas, éste debe aprender
a utilizar herramientas algebraicas, geométricas, analiticas, estadisticas, etc. Todas
ellas pueden combinarse de tantas formas como se pueda imaginar. De este modo,
las distintas areas se enriquecen y dan lugar a los resultados mas bellos: aquéllos

que pueden interpretarse desde distintos prismas.

Sin embargo, cuando entramos en los detalles técnicos de cada una de estas
ramas, perdemos un poco la perspectiva del arbol completo. Para mi, las matema-
ticas son un gran arbol y cada nuevo concepto que surge es un nuevo “nutriente”
que el matematico, que trabaja desde las raices, ha sido capaz de captar, aprender
y comprender. A veces, los nuevos descubrimientos alimentaran a todo el arbol.
Otras, solo irdn a parar a una rama especifica de las matemaéaticas. Por tltimo,
hay ocasiones en las que este nuevo “nutriente” no sera 1til para ninguna parte del
arbol. Este caso es el més especial: el nuevo concepto permanecera latente hasta
que sirva para desarrollar nuevas teorias, es decir, hasta que crezca un nuevo brote
-una nueva linea de investigacion- capaz de metabolizar los tesoros que la tierra le

ofrece.

Puedo imaginar a los mateméaticos de todos los tiempos trabajando desde sus
despachos en lo méas profundo de la tierra. Los imagino decidiendo a qué rama
envian los nuevos descubrimientos, especificando a qué hojas debe ir exactamente
la nueva herramienta que, con mucho trabajo y esfuerzo, ha sido desenterrada y

formalizada. En una palabra: los imagino clasificando.

Si, al matematico le gusta clasificar. Le gusta poner nombres. Necesita saber
cuando dos cosas son “la misma” o, mejor, saber como diferenciar dos objetos. En
el caso de la Geometria, los objetos de estudio y clasificaciéon son las variedades.

En este marco se encuentra nuestro trabajo, titulado Cohomologia de De Rham de
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variedades, cuyo objetivo principal es presentar al lector los espacios vectoriales
de cohomologia de De Rham, cuyo nombre se debe al mateméatico suizo Geor-
ges De Rham. Estos espacios son cocientes de espacios vectoriales de formas
diferenciales. Lo verdaderamente sorprendente de estos espacios es que, a pesar
de estar definidos desde el punto de vista de la geometria diferencial, constituyen
un invariante homotoépico de variedades. Esto es, podemos obtener informaciéon

topologica de una variedad a partir de un concepto puramente diferencial.

En ocasiones, la literatura hace referencia a estos espacios como grupos de
cohomologia, puesto que son los duales de los conocidos grupos de homologia. Sin
embargo, no utilizaremos esta nomenclatura, pues queremos tener siempre presente
que, ademaés de ser grupos abelianos para la suma, estan dotados de estructura de

R-espacio vectorial.

Historicamente, el estudio global de las formas diferenciales de una variedad
aparecié por primera vez en 1895 en Analysis situs de Henri Poincaré. Desde
entonces, 1o se conocen resultados al respecto hasta que el matematico Elie Car-
tan, en 1922, publicara su libro Integral Invariants. Durante ese tiempo si se habia
investigado en el estudio de las formas diferenciales, pero siempre desde un punto

de vista local.

Cartan advirtio que toda forma con derivada exterior nula (forma cerrada)
sobre el espacio euclideo podia expresarse como la derivada exterior de otra forma
diferencial (forma exacta). Ademéas, probd que esto no ocurre en cualquier espacio,
dando como contraejemplo la 2-forma cerrada sobre R3 \ {0}

xdy N\ dz + ydz N\ dx + zdx A dy
W= (22 + 2 + 22)3/2

La pregunta natural y nada facil de responder es: “;qué condiciones son necesarias

para que toda forma cerrada sobre una variedad sea exacta?”

Cartan sigui6 trabajando en esta linea, en la que el hilo conductor era la relacion
entre las formas diferenciales y la derivada exterior, cuya propiedad d> = 0 le

recordaba inevitablemente a la condicién de complejo de cadenas.

En 1928, un joven De Rham, mientras trabajaba en su tesis, se encontrd con
una serie de conjeturas de Cartan. Sorprendentemente, De Rham fue capaz de

probarlas. De este punto parte nuestro trabajo, cuya estructura es la siguiente.

En el primer capitulo presentamos los conceptos principales de la teoria de
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De Rham: formas diferenciales, derivada exterior y producto exterior. Para ello,
las primeras secciones introducen al lector en el lenguaje del &lgebra tensorial-
primero considerando tensores sobre espacios vectoriales en general y, después,
considerando el caso particular de los espacios tangentes a variedades. Tras esto,
estarfamos en condiciones de definir los espacios vectoriales de cohomologia de
De Rham. Sin embargo, esto no ocurrird hasta el tercer capitulo, ya que antes
(capitulo II) daremos las herramientas algebraicas que facilitaran la comprension

y las pruebas de los resultados posteriores.

En el capitulo IV se pone en préactica todo lo anterior y se calculan los espacios
de cohomologia de De Rham de algunas variedades . Por 1ltimo, el quinto capitulo

es una coleccion de resultados que pueden probarse a partir de la teoria de De
Rham.
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Capitulo 1

Algebra tensorial

Para la redaccion de este capitulo nos hemos basado en los apartados I y 111 de [2], II de

[4], VII de |7] y los capitulos XVIII y XIX de la quita parte de [8].

Este primer capitulo tiene la finalidad de presentar al lector el concepto de
forma diferencial, el eje en torno al que gira toda la Teoria de De Rham. Esta
nocién no aparecera hasta la seccion 1.4. Hasta entonces, daremos las herramientas
algebraicas y geométricas necesarias para poder desarrollar el trabajo de forma

adecuada.

1.1. Tensores en R"

En esta seccidon, introduciremos algunos conceptos basicos de algebra ten-
sorial. Debemos pensar que ésta no es mas que la extension natural del dlgebra
lineal. Asi, introduciremos la nocién de tensor como la generalizacion de aplica-

cion lineal.

Definiciéon 1.1.1 Dados, Vi,...,V,, W R-espacios vectoriales, se dice que una
aplicacion f : Vi x --- x V,, — W es multilineal si, para cada 1 < i < n,
verifica:

(i) f(vr, ..., ..o v) = Af(vg, . 05,000 0,), YA ER.

(i) f(ur,...,0+0 ... 00) = f(v1,.. 0,0 00) + f(U1,.. 0,00 .o ).
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En lugar de considerar espacios vectoriales distintos, podemos tomar V; = --- =
V, = V. Si nos centramos en el caso en que el espacio de llegada es 1-dimensional;

esto es, W = R, salvo isomorfismo; tenemos la siguiente situacion.

Definiciéon 1.1.2 Llamaremos tensor n veces covariante a toda aplicacion mul-

tilineal de la forma T :'V X . xV —R.

Esta primera version de tensor serd modificada a continuaciéon. Recordemos
que, dado un V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, podemos considerar su
espacio dual V* definido como el K-espacio vectorial de las aplicaciones lineales
de V en el cuerpo, es decir, V* = Homg (V, K). Ademaés, estos espacios vectoriales

son isomorfos. Por ello, podemos sustituir V' por V* en la definicién anterior.

Definiciéon 1.1.3 Dado un espacio vectorial V', llamaremos tensor n veces con-
travariante a toda aplicacion multilineal T : V* X . x V*— R.
Estas dos definiciones pueden recogerse en una mas general.
Definicion 1.1.4 Dado V' un R-espacio vectorial y sea V* su dual. Llamaremos
tensor r wveces contravariante y s veces covariante o simplemente tensor de tipo
(r,s) a toda aplicacion multilineal de la forma T : V*x 7 VXV x 2 V — R
Segun esta definicion, los tensores n veces covariantes son tensores de tipo (0,n)

y los n veces contravariantes, de tipo (n,0).

1.1.1. Componentes de un tensor

Del mismo modo que una aplicacion lineal puede darse mediante una matriz en
una base prefijada, nos preguntamos si podemos conocer univocamente un tensor
si sabemos c6mo actiia sobre ciertas bases de los espacios que intervienen. Surge asi

el concepto de componentes de un tensor que recogemos en la siguiente definicion.
Definicién 1.1.5 Sea V un R-espacio vectorial y V* su dual. Consideremos una
base B = {e1,...,em} de V y sea B* = {p',..., ¢} su base dual. Llamaremos
componentes del tensor T de tipo (r,s) a los nimeros reales

ivig..dr . i 2 i
Tz =T (", 02, @, €41, €y oo E),)-

J1J2---Js

Observacion 1.1.6 Recordemos que dada una base B = {e1,...,en} de 'V, su

dual es la tinica base B* = {p', ... o™} de V* que verifica:
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. [
p'(e;) =05 =
S (R

st 1 =7

A partir de las componentes de un tensor 7' podemos extenderlo, via multi-
linealidad, a todo su dominio. Asi, las componentes de T juegan el papel de las

entradas de una “matriz”’ n-dimensional.

Ademas, podemos considerar cada vector v € V' como un tensor de tipo (1,0)
que, a cada ¢ € V* le asigne p(v) € R. Por otro lado, cada ¢ € V* puede verse
como un tensor del tipo (0,1). Por todo lo anterior, el algebra tensorial puede

considerarse como una extension natural del algebra lineal.

Del mismo modo que podemos dotar de estructura de espacio vectorial a las
aplicaciones lineales de V' en R, podemos hacerlo con los tensores de tipo (r, s). Es
evidente que podemos sumar y restar tensores del mismo tipo y que el producto
por escalares reales esta bien definido. Por ello, para cada par de enteros r, s, el

conjunto de tensores de tipo (r, s) tiene estructura de R-espacio vectorial.

Ademés podemos definir una ley externa sobre el conjunto de tensores que, a
cada par de tensores no necesariamente del mismo tipo, le asocie un nuevo tensor

estrechamente relacionado con los dados.

Definicién 1.1.7 Dados dos tensores T y S de tipo (r, s) y (u,v), respectivamente;
llamaremos producto tensorial de T y S al tensor T ® S de tipo (r + u, s + v)
dado por:

(T®S><(p17 EIR) ()OTJrulea s >Us+v) = T(Spla s 790T7U17 s 7'US)'S(SOT+17 ER) ¢T+U7US+17 s 7U8+U>

Es de esperar, segiin la definicion, que las componentes del tensor producto ten-
sorial puedan calcularse facilmente en funcién de las componentes de cada factor.

El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 1.1.8 Sean T y S dos tensores de tipo (1,1) sobre un espacio vectorial
2-dimensional, cuyas uinicas componentes no nulas son T =1, T§ =2 y S5 = 3,
S? = 4. Sequin la definicion de producto tensorial, las tinicas componentes no nulas
componentes del tensor T ®@ S son: (T®S)13 =3, (T® 9 =4, (T®S)3 =6y
(T ® S)% = 8.
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1.2. Variedades diferenciables

En esta seccion recordaremos al lector algunos conceptos relacionados con va-
riedades diferenciables. Intuitivamente, una variedad diferenciable n-dimensional,
o n-variedad, es un espacio topologico Hausdorff que verifica el segundo axioma de
numerabilidad (2AN) y que se puede cubrir por “parches” homeomorfos a abiertos

de R™. A continuacion, formalizaremos este concepto.

Definiciéon 1.2.1 Dado un espacio topologico M Hausdorff y 2AN, llamaremos

carta n-dimensional de M a todo par (U, ¢), donde

= U es un abierto de M,

» ¢: U — R" es un homeomorfismo en la imagen.

Si escribimos ¢ = (21, ..., "), cada z' recibe el nombre de i-ésima funcién coor-

denada de la carta (U, ).

Ahora, nos proponemos cubrir el espacio topolégico M por un conjunto de car-
tas que nos permitan “deformarlo” localmente en abiertos de R™. Cabe contemplar
la posibilidad de que un punto p de M esté cubierto por varios abiertos. Por ello,
debemos elegir las cartas con cierto criterio. La siguiente definiciéon establece la

condicién que exigiremos a dos cartas para poder ser compatibles.

Definicién 1.2.2 Diremos que dos cartas (U, ), (V1)) con UNV # 0 son com-

patibles si las aplicaciones “cambio de carta”
Yo tipUNV)— p(UNV), pop i p(UNV) — p(UNV)

son funciones C*.

En el caso de que dos cartas sean disjuntas, diremos que son vaciamente com-

patibles.
Definicién 1.2.3 Dado un espacio topologico M Hausdorff y 2AN, llamaremos

atlas diferenciable n-dimensional (o estructura diferencial n-dimensional) de
M a todo conjunto mazimal de cartas n-dimensionales {Uy, ¢otacn compatibles,

que cubran todo M.

Tras esta definicion, estamos en condiciones de presentar el concepto de varie-
dad diferenciable.
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Definiciéon 1.2.4 Dado un espacio topoldgico M Hausdorff y 2AN, diremos que
es una variedad diferenciable n-dimensional si podemos dotarlo de una estructura

diferenciable n-dimensional.

La relaciéon entre los abiertos de una variedad diferenciable y los abiertos de
R"™ nos permitira definir la nocién de aplicacién diferenciable entre variedades en
términos de la diferenciabilidad euclidea.

Definicién 1.2.5 Dada una n-variedad diferenciable M y una aplicacion f -
M — R. Diremos que [ es diferenciable si, para cada carta (U, @), la aplica-
cion fo¢~t: p(U) — R es diferenciable en el sentido habitual.

Se definen las dertvadas parciales de f en un punto p € U como

of |

| =
axp

Di(fo¢™)(6(p)),

donde D; denota la derivada parcial usual.

Del mismo modo, diremos que una aplicacion definida entre dos variedades
f: M — N es diferenciable si, para cualquier par de cartas (U, ¢), (V,¢) de M

y N, respectivamente; la aplicaciéon

bofop i p(U) — (V)

lo es en el sentido habitual.

1.2.1. Espacios tangente y cotangente

Dar una definicion de espacio tangente es algo relativamente sencillo si consi-
deramos la variedad como un subconjunto de algiin R™. Sin embargo, si estudiamos
la variedad como un objeto matematico en si mismo, sin importar déonde viva, la
tarea se complica. A continuacién daremos dos definiciones de espacio tangente a
una variedad en un punto. La primera de ellas esta relacionada con los vectores
velocidad de curvas sobre la variedad. La segunda, trata los vectores tangentes co-
mo operadores lineales. Ambas definiciones tienen en comin mas de lo que pueda

parecer.
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Definicion 1.2.6 (Espacio tangente I).

Dado un punto p en una n-variedad diferenciable M, consideremos el conjunto
Kpy(M) de curvas ¢ : (—e,€) «— M tales que c¢(0) = p. Sobre este conjunto,

consideremos la relacion de equivalencia ~ dada por
ci~e = (¢poc)(0)=(doc)(0),

para alguna carta (U, @) de M que contenga a p.

Llamaremos espacio tangente a M en p, y lo denotaremos por T,M , al conjunto
cociente
T,M =IK,(M)/ ~ .
Sus elementos reciben el nombre de vectores tangentes a la variedad M en el
punto p.
Definiciéon 1.2.7 (Espacio tangente II).

Dada una variedad diferenciable M y sea p un punto de ésta. Denotaremos por
E,(M) al anillo de funciones diferenciables de M en R definidas en un entorno
suficientemente pequeno de p. Con esta notacion, llamaremos vector tangente a

M en p a cualquier operador R-lineal v : £,(M) — R, satisfaciendo
v(fg) =v(f)g(p) + fp)v(g), Vf.g€ EM).

El conjunto de los operadores de este tipo se llama espacto tangente a M en

Notemos que, aunque a priori estas definiciones puedan parecer independientes,
a cada curva ¢ € £,(M) podemos asignarle el operador v, : £,(M) — R, dado
por
ve(f) = (f 2 ¢)(0),
que satisface la segunda definicion de vector tangente. Ademaés, esta asignacion es
biyectiva, ya que si ¢; y ¢z son dos curvas tales que v., = v.,, basta aplicar estos

operadores sobre las funciones coordenadas para obtener que

(¢oc1)'(0) = (¢0c2)(0).
En otras palabras, que ¢; y ¢y representan el mismo elemento de T,,M.

A continuacién, dotaremos a T, M de estructura de espacio vectorial de dimen-

sibn dimM. La siguiente proposicion recoge este resultado.
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Proposicion 1.2.8 Sea p un punto de una n-variedad diferenciable M. El espacio

tangente T,M es un R-espacio vectorial n-dimensional.

Aunque no realizaremos la prueba de este resultado, ésta se basa en lo siguiente. En
primer lugar, las operaciones suma y producto por escalares estan bien definidas

en T,M. Para ver que la dimension de T, M es n, basta considerar las curvas

a(t) = 07 (o(p) +te), i=1,...,n,

donde {ey,...,e,} es la base candénica de R"™. En esta situaciéon, los vectores
{lei]}-, son linealmente independientes y generan todo el espacio T,M, es de-

cir, forman una base del espacio tangente.

En general, utilizaremos la notacion | = le;], i =1,...,n. Esta eleccién no
. e, v P .
es casual, pues con la segunda definicion de vector tangente, el operador v., asigna

a cada aplicaciéon diferenciable f su i-ésima derivada parcial en el punto p.

En ocasiones, por abreviar la notacion y siempre que no dé lugar a confusion,
escribiremos {01, ..., 0,} para hacer referencia la base de T,M.

La siguiente definiciéon pone de manifiesto como podemos relacionar los espacios
tangentes de dos variedades a partir de aplicaciones entre ellas.
Definiciéon 1.2.9 Dadas dos variedades diferenciables M y N, un punto p € M y
una aplicacion diferenciable f : M — N, llamaremos aplicacion tangente de

f enp (o diferencial de f en p) a la aplicacion lineal df,, definida por

dfpt TpM — Tf(p)N
v o dfy(v) @ Epp(N) — R
g — w(gof)

Prestaremos especial atencion a las diferenciales de las funciones coordenadas.
Sea (U, ¢ = (z!,...,2™)) una carta conteniendo a un punto p de M. Consideremos
cada funcion coordenada z° : U C M — R. Su diferencial en p es una aplicacion
lineal de T, M en T,:,)R = R, dada por

do'|,: T,M — R
v d2'], (v) = v,

donde v = (vy,...,v,) son las coordenadas del vector v en la base {0i,...,0,}.
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En particular, si aplicamos dxi]p al vector tangente 8j|p, obtenemos que

; ; 1, si? =7,
a'l, (931,) = o = { .
, en otro caso.

Por lo tanto, tenemos que {dz'| ..., dz"[ } es la base dual de {04, ..., Ou|,}-
En particular, es una base del espacio vectorial dual de T,M, que denotaremos
por 1> M. Nos referiremos a este espacio como espacio cotangente a M en p
y a sus elementos como covectores o 1-formas. Este concepto serd retomado y

generalizado en secciones posteriores.

1.3. Tensores en el espacio tangente

Dado un punto p de una variedad M podemos considerar los espacios vectoriales
T,M y T;M. Fijado p, podemos definir tensores de tipo (r,s) sobre los espacios
vectoriales V' = T,M y V* = T M. La finalidad de este capitulo es ver de qué

forma podemos asociar tensores a toda la variedad M conservando cierta suavidad.

Definicion 1.3.1 Dada una variedad M. Llamaremos campo de vectores C*>

sobre M a toda aplicacion

X: M — T,M
p —> v
que asigne a cada p € M un vector en T,M de forma diferenciable.

Localmente, si (U, @) es una carta en p, el espacio tangente puede verse como
T,U = 81|p,...,8n|p . Ast, un campo de vectores C* es una aplicacion X :
U — T,U dada por X(p) = >_ fi(p) 9il,, con cada fi : U — R funciones

i=1
C>(U).
De forma totalmente andloga, podemos definir campos de 1-formas. La siguien-

te definicion engloba a éstas.
Definicion 1.3.2 Campo tensorial (extension de campo vectorial).

Llamaremos campo tensorial de tipo (r,s) sobre una variedad M (o tensor de

tipo (r,s) en M) a toda aplicacion diferenciable T que a cada punto p € M le
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asocie un tensor T'(p) =T, de tipo (1, s)

)

T, TM % x M x T,M x - x T,M — R.

En cada carta (U, (z!,...,2")), las componentes de un tensor T de tipo (r, s)
sobre una variedad, definen funciones C*(U) dadas por:

pr— T(p)(dz™, ... dz", Dilys--s 05,

p)'

Estas componentes no son independientes de las cartas elegidas, sin embargo,
podemos calcular unas en funcién de las otras de forma sencilla. Dadas dos cartas
(U, (z',...,2"), (V,(y',...,y")) tales que U NV # 0, puede comprobarse que,
paracadape UNV,

o0
Oyit’ " Oy

Tp(dyila e 7dyi707

coincide con
oykr Oykr ozl Ozl & k. O 0
— . — oo —— | T (dx™, .. dY, — . ——
(am“ Ox'r dyir  yls plda . o, ol axls)

1.4. Formas diferenciales

En este capitulo presentaremos a las grandes protagonistas de la teoria de De
Rham: las formas diferenciales. En secciones anteriores dimos la definicion de
1-formas de una variedad; ahora, generalizaremos esta nocion a la de k-forma y
daremos un operador, introducido por E. Cartan, llamado derivada exterior,

que jugara un papel crucial en el desarrollo de las secciones siguientes.

Definiciéon 1.4.1 Dado un espacio vectorial V', diremos que un tensor T de tipo
(0,k) es una k-forma alternada si es antisimélrico en cualquier par de variables.

Esto es,

Denotaremos por Al*(V) al conjunto de todas las k-formas alternadas sobre

un espacio vectorial V.

El concepto de forma diferencial surge al tomar como espacio vectorial el espacio
tangente de una variedad M.
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Definicién 1.4.2 Dada M una variedad, llamaremos k-forma diferencial sobre
M a todo campo de k-formas alternadas sobre M. El conjunto de k-formas dife-

renciales sobre la variedad M se denota por QF(M).

Igual que convenimos para tensores, AltO(V) estd formado por las constantes,
es decir, es R. El espacio Q°(M) es el de las funciones C*°(M), pues cada 0-forma
diferencial es una asignacion diferenciable de 0-formas alternadas (constantes) a

cada punto de la variedad.

En el caso k = 1, la definicién de 1-forma alternada es la misma que la de tensor
del tipo (0,1). Asi, la nocion de 1-forma diferencial coincide con la de 1-forma que

conocemaos.

Para valores de k mayores que la dimension del espacio vectorial, toda k-forma
alternada es nula, debido a la dependencia lineal que presentan sus argumentos.

Como consecuencia Q¥(M) = 0 para cualquier k > dim (M),

Notemos que para cualquier valor de k, Alt"(V') puede dotarse de estructura
de R-espacio vectorial con las operaciones suma y producto por un escalar. En
el caso de QF(M), los escalares dependeran del punto de la variedad sobre el que
consideremos el espacio tangente, por lo tanto Q2%(M) tiene estructura de médulo
sobre el anillo de funciones C*°(M). Sin embargo, localmente, cada espacio de

k-formas puede tratarse como un espacio vectorial real.

Igual que definimos una ley externa para los tensores, podemos dar una ope-
racion de formas, que llamaremos producto exterior, que nos permite obtener

formas de orden superior a partir de otras dadas.

Definicién 1.4.3 Sea V un espacio vectorial y tomemos @', 0, ..., o%F € V* =
Alt' (V). Definimos su producto exterior, o' AN@* A--- Ak, como la k-forma dada
por:
(" AP A AP (01,02, ) = det (9 (0)1<i gk
La siguiente proposicion pone de manifiesto que esta operaciéon permite descri-

bir univocamente los espacios de k formas a partir de las 1-formas.

Proposicion 1.4.4 Sea {¢', 0% ..., ¢} una base de V* = Alt' (V). Entonces
{gpil/\cph/w--/\goik 1< <, < <ik}

es una base de Alt"(V).
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Demostracion.

Tomemos una base {e1,...,e,} de V que tenga como dual {o', % ..., ¢"}y

consideremos una combinacion lineal de los @ A @2 A -+ A @' :

T = Z ail...ikgpil AQ2ZA- AP,
1< <ip
Si T fuese el tensor 0, basta aplicarlo sobre cada k-upla (e;,,...,€;, ), con 1 <iy <
-+ » < i < n, para obtener que todos los coeficientes a;, ..., son nulos. Por lo tanto,

los elementos del conjunto son linealmente independientes.

Por otra parte, si consideramos una k-forma, w € Alt"(V), de componentes

Wiyiy..i, €0 la base {e1,...,e,}. Bastaelegir T = Y w;..; 0" A@2 A=+ A
17 < <ip
cuyas componentes coinciden, por construccion, con las de w. Se sigue, haciendo

uso de la multilinealidad, que 7" = w. De la eleccién arbitraria de w se sigue que

el conjunto dado es un sistema generador de Altk(V) y, por lo tanto, una base. W

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos los siguientes resulta-

dos.

Corolario 1.4.5 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Todo elemen-

to de Qk(M) puede escribirse de forma local como:
W= Z firigda™ Ao Ada't.
1<ip<...<ip<n

Corolario 1.4.6 Dada una variedad diferenciable M de dimension n y sea 0 <

k <n. La dimension de Q*(M) como R-espacio vectorial es (7).

Hasta ahora, solo ha aparecido el producto exterior de 1-formas. Sin embargo,
podemos definir el producto exterior de formas de mayor orden. Dado un espacio

vectorial V' y sea {p!, ... ¢"} una base de su dual. Resulta natural definir
(gpil /\SOiQ/\' . '/\QOik)/\(<,0j1/\90i2/\- X '/\Spjl) — gDil /\90i2/\' X '/\ﬁpik/\(pjl/\g&iQ/\- X ‘/\Spjl-

Podemos extender esta definicion haciendo uso de la distributividad respecto

de la suma y obtener una operacion, que también llamaremos producto exterior.

A AR (V) x AN (V) — ALEPTH(V).
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Del mismo modo, si p es un punto de una variedad M y consideramos el espacio

V =T,M, el producto exterior de formas diferenciables es una operacion
A QF (M) x QM) — QFFH(M).

Observacion 1.4.7 En el caso de O-formas, el producto exterior coincide con el

usual.

De la definicion de producto exterior como un determinante, se siguen las si-

guientes propiedades:

» Asociatividad.
» Anticonmutatividad: w A p = (—=1)*pu Aw, Yw € Q¥(M), Vu € QY(M).

Definicion 1.4.8 Dada w € QF(M), segiin los resultados anteriores, podemos ex-

presarla como

W= fivinyinda™ Ada™ A A da'
1522550k

1<i1<..<ip<n

Liamaremos derivada exterior de la k-forma w a la (k + 1)-forma dw €
QF1(M) dada por

dw = Z Z Ofiyiaein 18;9 Eodad Ndxt Ndx? A - A datt

j=1 1<i1<...<ix<n

Observacion 1.4.9 FEn el caso k = 0, toda 0-forma es una funcion f € C>(M)
of

y su derivada exterior estd dada por df =5 mdxj. En otras palabras, aplicada
~ Ox
j

a funciones, la derivada exterior coincide con la diferencial.

Proposicion 1.4.10 Dadas w € Q*(M) y n € QY(M), se satisfacen las siguientes
propiedades:

(1) dlwAn)=dwAn+(—1)FwAdn

(i1) d(dw) = 0.
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Demostracion.

(i) Por linealidad, podemos suponer que w y 1 son de la forma:

para ciertas funciones diferenciables f, g.

Si calculamos d(w A 1), tenemos:

dwAn) = d(fgdx™ A--- Ndx™ ANdx? A --- A dxt)

( )

dz™ A dxt A - Adx Adadt A - A dad

afg agf)cix Adzit A Adats Adzit A A dad

of
oxm

aa—mfda; Adx A - Adx Adadt A A da;fl>

= den+(—1)kwAZ%dxmAdle/\---/\d:zcjl

2 pm

%: oxrm
S| ==dx™ ANdx A - Adxik) Agdxit A A da
2.

= dwAn+(—1)*w Adn.

La pentltima igualdad es consecuencia de la anticonmutatividad del produc-

to exterior.

(1) Dada una funcion diferenciable f, es facil ver que:

_ of 4 Of _
d(df) = d ( - ) o’ Adat =0,
va que dx’ A do? = —dz? A dx' y las parciales cruzadas coinciden.

De (i) se deduce que d*(wAn) = d*w An—wAd*n. A partir de esta formula,
podemos probar que (ii) es cierto para el caso k = 1. Sea w una 1-forma.
Por la linealidad, podemos suponer que w = fdx® para alguna funcién dife-

renciable f. Si calculamos su segunda derivada exterior, tenemos:

d*(w) = d*(fda") = d*(f Ada') = d*(f) Aw — f A d*(dat) = — fd*(da").
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Por otra parte, w también puede expresarse como dz’A f, de donde obtenemos

que
d*(w) = d*(d2'f) = d*(da* A f) = d*(dx") A f — wd?(f) = fd*(da"),
por lo tanto, si f no es la funcién constante cero, se sigue que d?(w) = 0. En

caso de que f = 0, se tiene trivialmente el resultado.

De nuevo, utilizando la formula d?(w A n) = d*w An —w A d*n, se prueba por

induccion que el resultado es cierto para cualquier valor de k.

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivada exterior, tal y como

la hemos definido, es tnica.

Teorema 1.4.11 Si d' es una derivacion satisfaciendo:
(1) d(w+n) =d(w)+d(n),

(ii) d'(wAn)=dwAn+ (=1 wAdn,

(i) d'od =0y

(tv) d' f coincide con la diferencial usual sobre funciones.

Entonces, d = d.

Demostracion. En primer lugar, veamos que si d’ satisface las propiedades anterio-
res, verifica también la siguiente. Dada una variedad diferenciable M y sea p € M,
consideremos dos k-formas w y 1 que coincidan en un entorno abierto U de p.
Veamos que, en tal caso, dw = d'n en U. Equivalentemente, haciendo uso de la
linealidad, si w es una k-forma que se anula en un entorno U de p, veamos que
dw=0enU.

Para ello, consideremos una funcién bump ¢, que se anule en todo U y que
tome valor constante 1 fuera de U. En esta situacion, se tiene que ¢ - w = w. Si
calculamos d'w:

dw=d(¢-w) A W ot ¢ dw.

Notemos que los dos sumandos se anulan en todo U, por lo tanto, d'w = 0 en U.
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Sean ahora p € M y w € QF(M). Si consideramos un entorno abierto U de p y

expresamos w en las coordenadas (U; (z!,...,2")), tenemos:

v Z fil...ikd/ac“ Ao AdziE

1<i1 <. <ip<n

Calculemos d'w:

dw = d ( > firipd T A A d’xik)
‘ 1<i1<..<ip<n
g Z d/ (fl'lmikd/l'il VANCIRIVAN d/l’zk)
o 1< <. <ig<n
(L) X @ AT A AT fiad (d3 A A7)
<1 <..<1p<n
@) 3 (d’ Firrin ANz A A d'z

1<iy <. <ip<n

k
+ i, oo (=D (A A AN (AT N A dx’k)>

=1

& S dfiy g NN AN DT
1<i1<..<ip<n

(iv) n Ofi.

1<ii<...<ip<n \ j=1 Ox

Por lo tanto, en U, cualquier derivacion satisfaciendo (i), (i), (éi7) y (iv), coincide

con la derivada exterior definida previamente.

Para ver que esto no depende de las coordenadas elegidas, consideremos otro
entorno abierto V de p y las coordenadas (V;(y!,...,y")). En V, w adquiere la

forma

wy= Y. fuadyt A Ady

1<li<..<lp<n

Puesto que en el abierto U NV, las k-formas wy y wy coinciden, de las primeras
lineas de la demostracion tenemos que d'wy = d'wy en U NV, Esto es, la forma

d'w no depende de la carta elegida. |
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1.5. La aplicacion pullback

1.5.1. El pullback de una aplicacién lineal entre espacios

vectoriales
Definicién 1.5.1 Consideremos dos espacios vectoriales V.W y una aplicacion

lineal f : V — W. Para cada valor natural de k, el pullback de f es la aplicacion
definida por:
fro AlW) — AlF(V)
w —  ffw,
donde f*w es la k-forma alternada sobre V' dada por:

(ffw)(v1,. .. vp) == w(f(v1), ..., fog)).

Proposicién 1.5.2 El pullback de una aplicacion lineal satisface las siguientes

propiedades:

(1) Si f es lineal = f* también es lineal.

(i) Si f=idy = f*=idypu

(tii) Sif:U—=Vyg: VoW = (gof)=fog
() Si f esisomorfismo = f* también lo es.
Demostracion.

(1) Sea f : V. — W una aplicacion lineal y consideremos la aplicacion f*.
Veamos que es lineal. Para ello, tomemos dos k-formas alternadas w;,ws €
Alt(W), un escalar A € Ry vectores vy,..., v, € V.

ffwr +wo)(vr,...o8) = (w1 +wo)(f(v1),-.., fug))
= wi(f(v1), ., flor) Fwr(f(vr), ... flow)

= frwi(vr, ..., o) + ffwa(vr, ... 0k)

fr(Awi)(vr, - o) = (Qw)(f(v1),- .-, flor))
= Mwi(f(v1),.--, f(vk)))
= Afwi(vr,...,v)
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(ii) Si f = idy y tomamos w € Alt*(V). La k-forma f*w coincide con w. En

efecto, si consideramos k vectores vy, ..., v, de V:
f*CU(Ul, v 7Uk> = W(f(U1>, ceey f(vk)) = w<U17 e 7Uk)

(443) Consideremos las aplicaciones f* : Alt*(V) — AlF(U), ¢* : AltF(W) —
Alt*(V), y (go f)* : Alt*(W) — Alt*(U). Sea w una k-forma alternada sobre
W'y uq,...,u; vectores de U.

(go ) (W)(ur, - ux) = w((go f)u), ..., (g0 f)(ux))

Por otra parte, g*(w) es una k-forma sobre V. Si le aplicamos f*, obtenemos

g™ (@) (ur, - ue) = g™ (@) (f(wa), - fur)) = wlg(f(ur)), - g(f (wr))),
que coincide con la expresion de (g o f)*(w)(uy, ..., ug).

(iv) Si f : V. — W es un isomorfismo, podemos considerar su inversa f~' :

W — V. Estas aplicaciones satisfacen
foft=idw y flof=idy.

En tal caso:

(f)of = (fof™h)y = idy = idyew)
frof7) = (fTlef) = idy

idAltk(V) .

De donde se deduce que f*y (f~1)* son isomorfismos de espacios vectoriales,

inversos el uno del otro.

Proposicion 1.5.3 El pullback de una aplicacion lineal conmuta con el producto

exterior.

Demostracion. Sea f una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' 'y W.
Consideremos ©',..., 0" € W* = Alt'(W). Veamos que f*(o' A --- A pF) =
f*gpl/\_../\gok.
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Para ello, consideremos k vectores vy,..., v, de V' y calculemos

S A NG (o, o) = (@A AR (f(01), - (k)

Luego, el resultado es cierto para 1-formas alternadas. Teniendo en cuenta que
toda k-forma se expresa como combinacién lineal de productos exteriores de k 1-

formas y que la aplicaciéon f* es lineal, se tiene el resultado general. |

1.5.2. El pullback de una aplicaciéon diferenciable entre va-

riedades

Hemos visto como funciona el pullback de una aplicaciéon lineal entre espacios
vectoriales. Ahora queremos generalizar la nocién de pullback a aplicaciones entre

variedades.

Sean M y N dos variedades diferenciables y sea f : M — N una aplicacién
diferenciable entre ellas. Sabemos que, para cada punto p € M, la aplicacion df,
es lineal entre los espacios vectoriales T,M y Ty, N. Utilizaremos este hecho para
definir el pullback de una aplicacién diferenciable f* : QF(N) — QF(M) de la

siguiente forma.

Tomemos un punto p de M y calculemos su imagen por f. Consideremos un

entorno U de f(p) en N. Siw es una k-forma sobre N y la escribimos en las coor-

denadas (U; (z',...,2")) como wy) = > Giy..ipydT A+ - Adx'™. Entonces
1<t << <n

[*w es una k-forma definida en un entorno de p como f*(w), := (dfy) Wy, €s

decir:

(ffw)p(vr, .. o) = wiey(dfp(v1), .., dfp(vg)),  Yor,... v € T,M.
Mas concretamente, (f*w), adquiere la siguiente forma:

(fwhp= Y (giip o Hdf" Ao AdfE.

1< < <ipg<n
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Observacion 1.5.4 Debido a que hemos definido el pullback de una aplicacion
como el pullback de su diferencial que, localmente, es una aplicacion lineal entre

espacios vectoriales, sabemos que:

f* es una aplicacion lineal de Q*(N) en Q°*(M).

f* conmuta con el producto exterior de k-formas diferenciales.

Zd}kw = Zon (]M) .

(fog) =g of

El pullback de un difeomorfismo entre variedades es un isomorfismo entre los

espacios de k-formas diferenciales.

Ademas de éstas, el pullback de una aplicaciéon diferenciable verifica la siguiente

propiedad, que sera de gran utilidad en los capitulos posteriores.

Proposicion 1.5.5 El pullback de una aplicacion diferenciable conmuta con la

derivada exterior.

Demostracion. Consideremos dos variedades diferenciables M y N y sea f :
M — N una aplicacion diferenciable entre ellas. Sea w € QF(N), veamos que
dM(f*w) = f*(d"w); donde d™ y dV denotan la derivada exterior en las variedades

M y N, respectivamente.

Notemos que, en virtud de la linealidad de f* y de la derivada exterior, basta

probar el resultado para k-formas del tipo
w = gil...ikdx“ Ao Adt
En tal caso,

de—Z%dxj/\dx“/\-'-/\dxik y
j

f*(de):Z 99 df? Ndfft A - A dfE
- oxJ

Por otra parte,

d"(frw)=d" ((go f)df* A--- Adf'*) =d(go f) Ndf" A~ Ndf™,
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donde

oxJ oxI

J

dgo ) =32 4i - S99 pyaps

de donde se sigue la igualdad deseada. ]



Capitulo 2

Cocadenas y cohomologia

Los resultados expuestos a continuaciéon estan basados principalmente en el capitulo IV

de [6]. También, aunque en menor medida, en el apartado XI de [7].

En este capitulo, daremos las herramientas algebraicas necesarias para probar
los resultados de la Teoria de De Rham. Para ello, nos alejaremos del lengua-
je de las variedades y nos centraremos en resultados relativos a cohomologia.
En este desarrollo, aunque no lo digamos explicitamente, consideraremos siem-
pre R-modulos sobre un anillo R conmutativo y unitario. En capitulos posteriores

aplicaremos estos resultados al caso particular de R-espacios vectoriales.

Definicion 2.0.1 Diremos que una sucesion Ay = {A;, d;},c, de mddulos {A;} y
homomorfismos {d; : A; — A;11} es un complejo de cocadenas si dj10d, =0

para todo entero k.

En esta situacion, tenemos que Im(dy) C ker(dy,1) y para cada valor de k,

tiene sentido considerar el cociente

. ker(dk)
H*(A,) = Tm(dy )’

que llamaremos “k-ésimo moédulo de cohomologia” de la sucesion A,.

Definicién 2.0.2 Dado un complejo de cocadenas Ay = {A;,d;} llamaremos

i€z
k-cociclos (o k-cerrados) a los elementos de ker(dy) y k-cobordes (o k-exactos)

a los elementos de Im(dy_1).

29



30 Cohomologia de De Rham

Con esta notacion, el k-ésimo modulo de cohomologia es

_ {k — cociclos}

H*(A,) = .
(4.) {k — cobordes}

Observacion 2.0.3 Si invertimos las flechas y consideramos que cada d; es una

aplicacion d; : A; — A;_1, obtenemos lo que se conoce por complejo de cade-

ker(d
nas. Cada uno de los cocientes Hy(As) = er(dy)

= ——— " ¢s conocido como k-ésimo
Im(dp+1)

mddulo de homologia.

A lo largo de este capitulo, puesto que queremos obtener resultados relativos a

cohomologia, trabajaremos siempre con complejos de cocadenas.

La siguientes definiciones surgen al imponer que se dé la condicion mas fuerte

Im(dy) = ker(dg1) en cada paso.

Definicion 2.0.4 Diremos que una sucesion A, = {A;,d;},., es exacta si se

satisface que Im(dy) = ker(dg,1) para cualquier valor de k.

En este caso, cada médulo de cohomologia es trivial. En cierto modo, los mo-
dulos de cohomologia nos dan informaciéon de cuanto se diferencia un complejo de

cocadenas de una sucesion exacta.

Definicién 2.0.5 Dados tres modulos A, B, C, llamaremos sucesion exacta cor-

ta a cualquier sucesion exacta del tipo
0—A-L B2 0c—o.

En cuyo caso, se verifica que Im(f) = ker(g), f es inyectiva y g es suprayectiva.

2.1. Sucesiones exactas de complejos de cocadenas
Definicién 2.1.1 Dados dos complejos de cocadenas Ay = (A, dit) y Be = (By, dP),

llamaremos aplicacion de cocadenas f : A, — B, a toda sucesion de homo-
morfismos de mddulos f = {fx : Ax —> Bg}trez, satisfaciendo

frprody =dP o fi,



Miguel Angel Navarro Pérez 31

para cada valor de k. En otras palabras, una aplicacion de cocadenas es una colec-

cion de homomorfismos que hace conmutativos todos los diagramas del tipo

di;

Ap

Ar

fx Q et

By 5 B

k

Lema 2.1.2 Dada una aplicacion de cocadenas f : A, — B,. Para cada valor

de k € Z, la aplicacion
f*=Hf): H¥A,) — H¥B,)
o] — [fila)]
es un homomorfismo de maodulos.

Demostracion. Notemos que H*( f) es un homomorfismo de modulos por serlo cada
fr. La demostracion se reduce a probar que dicha aplicacion esté bien definida en

el nivel cohomologico.

Sea [a] € H*(A,), es decir, a es un elemento cerrado de Ay. En otras palabras,
d(a) = 0. Si calculamos dZ(f#(a)), por definicion de aplicacién de cocadenas,

tenemos que:

di; (fi'(@)) = (di o fi)(a) = (frrr 0 di)(a) = fra(dii(a)) = fr1(0) = O,
es decir, fr(a) es un elemento cerrado de By y tiene sentido tomar su clase en
H*(B,).
Veamos que la aplicacion H*(f) no depende del representante elegido. Tomemos
dos elementos aq, as cerrados de Ay que definan el mismo elemento en el cociente

H*(A,). En tal caso, a; — as € Im(dj ;). Luego, existe un elemento = € A;_; tal

que a1 — as = dy_; (x). Aplicando f a esta igualdad, tenemos:

felar) = fulag) = fular —az) = (fu o dy 1) (x) = (d ;o fror)(2x) = diy (fro1 ().

Por lo tanto, fiy(a;) — fx(az) pertenece a Im(d? ) y se da la igualdad [fi(ai)] =
[fr(az)]- _
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Definicion 2.1.3 Dados tres complejos de cocadenas A, Be, Cy y dos aplicaciones

de cocadenas f: Ae — Be y g : B¢ — C,. Diremos que la sucesion
0— A LB, 50 —0
es una sucesion exacta corta de cocadenas si, para cada valor de k,
Tk 9k
00— Ay — B, — Cp, —0

es una sucesion exacta corta (de mddulos).

Lema 2.1.4 Sea 0 — A, i> B, —25 C, — 0 es una sucesion exacta corta de

complejos de cocadenas. Entonces, para cada valor de k, la sucesion
H* (A L BB L5 HA(CL)
es exacta.

Demostracion.

Por ser 0 — A, -1+ B, —%+ C, —> 0 exacta, tenemos que Im(fy) = ker(gx)

para todo k. Si tomamos [a] € H*(A,), se verifica

(g" o f*)([a]) = g"([fr(a)]) = [gx(fr(a))] = O.
Por lo tanto, Im(f*) C ker(g*).
Sea ahora [b] € ker(g*) C H*(B,). En tal caso, g*([b]) = [gx(b)] = 0, es decir,

gr(b) es un elemento de la imagen de d§ ,. Por lo tanto, existe un ¢ € Cj_; tal
que gx(b) = d{ ,(c). Por ser g,_; sobreyectiva, sabemos de la existencia de algtin

by € By_; satisfaciendo ¢ = gx_1(by).

Entonces

g0 —dP_ (1)) = gr(b) = (gx 0 di1)(b1)
= dkc_1(0) - (dg_1 o gr-1)(b1)
= dkc—l(c) - dg—l(c)
0,

esto es, (b — dP (b)) € ker(gr) = Im(fy). Asi, existe a € Ay tal que fr(a) =
b — dP | (by). Veamos que este a es cerrado, es decir, que dii(a) = 0. Para ello,

basta considerar que

(fear 0 di)(a) = d (fu(a)) = dif (b — iy (br)) = di/ (b) — (di’ © di_;)(b1) = 0.
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Notemos que la ultima igualdad es inmediata, teniendo en cuenta que b es un

elemento k-cerrado y que (d? od? ) = 0 por definicion de complejo de cocadenas.
De la inyectividad de fj se sigue que di(a) = 0.

Luego, hemos encontrado un elemento [a] € H*(A,) satisfaciendo
f*la] = [fi(@)] = [b— di_1(b1)] = [0].
Lo que nos lleva a que ker(¢g*) = Im(f*) y, por lo tanto, a que la sucesion
H*(A)) L BB L5 HA(C)

es exacta. |

Definicién 2.1.5 Dada una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas 0 —
A. L> B, - C, — 0, podemos definir un homomorfismo

o H*(C,) — H"(A,)

del siguiente modo: 0*([c]) := [ fi; (dE((g;")(e)))]-

A continuacion, veremos que esta aplicacion esta bien definida. Para ello, nos

apoyaremos en el siguiente diagrama conmutativo:

00— A, o1 Bi_; gkf.lm o |
df& _,.v-.,....dfil dgil

0 Ak < Tk Bk; gk Ck |

S ﬂ By Ih+1 Clri1 0

En primer lugar, dado [c] € H*(C,), en virtud de la sobreyectividad de cada

gk, sabemos que existe algin b € By, tal que gx(b) = c. En tal caso, se satisface

Gos1 (AP (b)) = d (d(6)) = dS(e) = 0,
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es decir, d2(b) € ker(gry1) = Im(fy11). Por lo tanto, existe algin a € Ay, cum-
pliendo fis(a) = dP(b)

Veamos que este a es un elemento cerrado. Para ello, basta considerar que

(frr2 © dityy)(a) = (df o fra)(a) = diy, (d (b)) = 0.
De la inyectividad de frio, tenemos que d,?ﬂ(a) = 0. Por lo tanto, para cada
[c] € H¥(C,), podemos encontrar un 9*([c]) = [a] € H*"(A,).

Ahora, veamos que 0* esta bien definida. Para ello, consideremos dos elementos
by # by € g ' {c}. El razonamiento utilizado anteriormente nos lleva a la existencia
de elementos ay, ay € Apyq tales que fryi(a;) = d2(b;), con i = 1,2. Queremos ver

que éstos representan la misma clase en H*"1(A,). Razonamos del siguiente modo:

gr(by — b2) = gr(b1) — gr(b2) = c—c =0,

luego, (by — by) € ker(gr) = Im(fr). Asi, existe a € Ay tal que by — by = fr(a).

Componiendo con d?, tenemos:

di (b1) = di (b2) = di (by — by) = di (fula)) = frsr(di (a)).

Si sustituimos dZ(b;) por fii1(a;), tenemos

fer1(ar) = frsr(az) = fera(dii(a))

y, en virtud de la inyectividad de fi,, tenemos que a; — ay = di(a), es decir,
[a1] = [az] en HF(A,).

Lema 2.1.6 570 — A, i> B, L5 C, — 0 es una sucesion ezxacta corta de
complejos de cocadenas. Entonces, la sucesion H*(B,) 2= H*(C,) AN HFL(A,)

es exacta.

Demostracion. Debemos probar que Im(g*) = ker(0*).

Sea [b] € H*(B,) y consideremos el elemento g*([b]) € Im(g*). Veamos que
0*(g*([b])) = 0. En efecto, por ser b un elemento k-cerrado y fi1 inyectiva,

tenemos que

0" (g ([b1)) = 0" (lge (D)) = [/ (di (0)] = [£i512(0)] = 0.
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Tomemos [c] € ker(9*), es decir, fi2 (dP((g;")(c))) es un elemento k-exacto.

Lo que es lo mismo: existe un a € A, que verifica que

fii (@2 (g )(e) = dil(a).

Si elegimos un b € By, tal que gx(b) = ¢, se tiene que d2(b) = fi1(di(a)) =
dB(fi(a)), de donde deducimos que el elemento b — fi(a) es un k-cerrado de

By, que satisface ¢*([b — fi(a)]) = [gx(b) — gr(fr(a))] = [gr(b)] = [c]. Luego,
[c] € Im(g").

Lema 2.1.7 5t 0 — A, L) B, X5 C, — 0 es una sucesion ezxacta cor-
ta de complejos de cocadenas. Entonces, la sucesion H*(C,) AN HFL(A,) AN

H*1(B,) es ezacta.

Demostracion. De nuevo, debemos probar que Im(9*) = ker(f*).

Consideremos un elemento de Im(0*), pongamos 0*([c]), para algun [c] €
H%(C,). Por la definicién de 9* y la suprayectividad de g, tenemos que
9*(e]) = [fi1(dB(b))], para algin elemento b € By, tal que gy(b) = c.

Si componemos con f*, tenemos que
F0 ([e)) = F I (e 0))] = [fear (fidi (d5 (0)))] = [d ()] = 0, en H*(B,).
Por lo tanto, cada elemento de Im(0*) es del nicleo de f*.

Reciprocamente, consideremos un elemento [a] € ker(f*). Equivalentemente,
fri1(a) = dB(b), para algin b € By. Si consideramos la siguiente cadena de

igualdades:

(dy, © gi)(b) = (gk41 © ) (D) = grr1(frs1(a)) =0,

tenemos que el elemento gx(b) es k-cerrado y podemos considerar su clase en

H*(C,). Si aplicamos 9* a dicho elemento, obtenemos:

0" (lgr(®)]) = [fici1 (di’ (g5, (9 (0))))] = [a]

y, por lo tanto, [a] es un elemento de la imagen de 0.
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El siguiente resultado es consecuencia directa de los lemas anteriores y resultara

clave en los capitulos posteriores.

Teorema 2.1.8 $i 0 — A, i> B, 25 C, —> 0 es una sucesién exacta corta

de complejos de cocadenas. Entonces, la sucesion de cohomologias

—  HYA) S oHRBYD LS omRMC) D
O omeva,) Sopeysy S B D
O oma,) L

es exacta.

2.2. Algunos resultados interesantes

Este apartado es un compendio de resultados necesarios para el correcto desa-
rrollo del trabajo. Quiza, el lector no imagina (todavia) como conectarlos. Siga

leyendo, prometo que todo cobraré sentido.

Definicién 2.2.1 Dadas dos aplicaciones de cocadenas f,qg: Ae — B,, diremos
que son homotdpicas (como aplicaciones de cocadenas) si existen homomorfismos
Sg : Ax — By_1 satisfaciendo:

iy o sk + sppody = fi — g Ay — By,
para todo valor de k. En otras palabras:

dPos+sod*=f—g: A— B,

Llamaremos homotopia de cocadenas (entre f y g) a toda familia s =

{sk: k € Z} de homomorfismos de mddulos, satisfaciendo la condicion anterior.

Akfl . Ak Ak+1

j /,Sk lfk/;gkls'kﬁ j

B4 By, By1
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Observaciéon 2.2.2 No debemos confundir este concepto con el de homotopia
entre aplicaciones diferenciables de la definicion 3.2, aunque mds adelante veremos
que estos dos términos estdn estrechamente relacionados. Concretamente, en la

prueba de la proposicion 3.2.5 se pone de manifiesto dicha relacion.

Proposicion 2.2.3 Dadas dos aplicaciones de cocadenas f,q: Ae —> Bes homo-
topicas. Para cada valor de k, las aplicaciones f* = H (f) y g* = H*(g), definidas

sobre los modulos de cohomologia, coinciden.

Demostracion. Basta considerar un elemento [a] € H*(A,) y calcular

(f*=g")lal) = [fu(a)—gn(a)] = [di_1(s0(a))+srs1(di(a))] = [d (se(a))]+[sk+1(di(a))],

donde s es una homotopia de cocadenas entre f y g.

Por ser [a] un elemento de H*(A,), tenemos que di(a) = 0. Ademas, d? | (si(a))
es un elemento k-exacto y, por lo tanto, su clase en H*(B,) es el cero. Teniendo

en cuenta estas observaciones, se sigue que (f* — ¢*)([a]) = 0, es decir, f*([a]) =
g*(lal). u
Proposicion 2.2.4 Dados dos complejos de cocadenas Ao, B,, se verifica

H*(A, @ B,) = H*(A,) ® H*(B,).

Demostracion. Si consideramos el complejo de cocadenas A,dB, = {Ai @ B;, dAeB

v €7’
donde d*®8 = (d#, dP). Se satisface
ker(di®P) = ker(dy)) @ ker(dP) e Im(di®P) =TIm(dy |) @ Im(dy ,).
Por lo tanto,
, ker(di'®B) _ ker(df) ker(d?) .
H*(A. ® B,) = bl : b = H*(A,) @ H*(B.).
e BB = ) = T ey ) S
[

Definiciéon 2.2.5 Diremos que una suecesion exacta corta de mddulos 0 —» A AN
B -2 C — 0 es escindida (0 escinde) si B= A& C y las aplicaciones f y g

son la inclusion y proyeccion candnicas, respectivamente.
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El siguiente resultado caracteriza las sucesiones escindidas.

Lema 2.2.6 (Lema de escisidn.) Dada un sucesion exacta corta de mddulos
0—4a4-L B4 c—o0
Son equivalentes:
(1) La suecesion escinde.

(11) Ezxiste un homomorfismo de mddulos f': B — A tal que la composicion
f'o f esla identidad en A.

(1ii) Existe un homomorfismo de médulos g’ : C — B tal que la composicion

gog esla identidad en C.

Demostracion.

(1) = (ii), (i17) | Basta tomar los homomorfismos de modulos siguientes:

f' BE2ApC — A g: C — BZAsC
(a,c) — a c — (0,¢)

(1) = (i)| Dado b € B, podemos escribirlo como b = ff'(b) + b — ff'(b).
Notemos que b — ff/(b) es un elemento en ker(f’), ya que

Fb=Ff®B) = f1(b) = (f/)(f (b)) = f(b) = f(b) = 0.

Se sigue que B = Im(f) + ker(f’). Veamos que esta suma es directa. Para

ello, consideremos un elemento b en la interseccion de Im(f) y ker(f’). Debe

existir un a € A tal que f(a) = b, satisfaciendo

0=f'(b) = f(fla)) = (ff)la) =a
y, por lo tanto, b = 0 y B se descompone como suma directa B = Im(f) ®
ker(f").
A continuacién veremos que estos sumandos directos son isomorfos a C'y

A, respectivamente. En primer lugar, por ser g suprayectiva, dado ¢ € C

podemos expresarlo como

¢ =g(b) = g(f(a) + k) = g(k), para cierto k € ker(f"),
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esto es, C' = g(ker(f')). Ademaés, si k es un elemento de ker(f’) tal que
g(k) =0, tenemos que

k € ker(f') Nker(g) = ker(f") NIm(f) =0,

de donde se deduce que g es un isomorfismo entre ker(f’) y C.

Por otra parte, por ser f inyectiva, tenemos que A = Im(f). Por lo tanto:

B=TIm(f)@ker(f)=A®C.

(i1i) = (i)| De forma anéloga, se prueba que B = ker(g) @ Im(g’). De la

inyectividad de f, tenemos que A = Im(f) = ker(g). Por otra parte, puesto
que g o ¢ = idc es un isomorfismo, ¢’ ha de ser inyectiva. Se concluye que
C = 1Im(g') y, por lo tanto, B=A® C.

Lema 2.2.7 (Lema de los cinco.) Sea

A, a Ay b A ¢ A, d As

R

B, ¢ Bo g Bs h B, i Bs

un diagrama conmutativo en el que las filas son sucesiones exactas de mddulos. Si

las aplicaciones f1, fa, f3, f4 son isomorfismos, entonces fz también lo es.

Demostracion. La biyectividad de f3 se prueba por caza de diagramas:

= Veamos que f3 es inyectiva. Para ello, tomemos un elemento x € As tal que

f3(x) = 0y veamos que x es necesariamente 0. Por ser f; un isomorfismo y

el diagrama conmutativo, se sigue que c¢(z) = 0. Asi, z € ker(c) = Im(b); es

decir, © = b(y) para cierto y € As. Si calculamos

9(fa(y)) = f3(b(y)) = fs(x) =0,

se tiene que fo(y) € ker(g) = Im(e). Por lo tanto, podemos escribir fo(y) =

e(z), para cierto z € Bj.
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Por ser f; un isomorfismo de moédulos, existe un tinico u € A; verificando

fi(u) = z. Este u satisface:

fala(u)) = e(f1(u) = e(z) = fa(y)

y, por ser fo un isomorfismo tenemos que y = a(u). Por lo tanto

por la exactitud de la primera sucesion.

Falta probar que f3 es también suprayectiva. Para ello, tomemos un elemento

x € B3. Veamos que x es imagen por f3 de algin elemento de As.

En primer lugar, de la exactitud de la segunda sucesion, tenemos que i(h(z)) =
0. Por otra parte, consideremos el tnico y de A4 que satisface fi(y) = h(z).

En tal caso,
fs(d(y)) = i(fa(y)) = i(h(z)) = 0,
de donde se sigue que d(y) = 0. Por lo tanto, y € ker(d) = Im(c) y podemos

escribir y = ¢(z) para algin z € Aj. Para este z se cumple que

h(fs(2)) = fa(e(2)) = faly) = h(z).

En otras palabras, (f3(z) —z) € ker(h) = Im(g). Escribamos f3(z) —z = g(u)
con u € By y consideremos el tnico v € Ay que satisface fo(v) = u. En estas

condiciones
f3(b(v)) = g(f2(v)) = g(u) = f3(z) — =,

de donde obtenemos que z es la imagen de z — b(v) por fs.



Capitulo 3
Cohomologia de De Rham

Para la redaccion de las primeras secciones de este capitulo, nos hemos basado en resul-
tados que pueden encontrarse en [6]. Concretamente en los capitulos III y V. Ademas,
hemos hecho uso de los capitulos XXIII y XXV de la séptima parte de [8], asi como del
capitulo XI de [7].

Por otra parte, 3.3 utiliza resultados de las secciones §3 y §4 del tercer capitulo de [3] y
del apartado §15 del capitulo III de [9].

En capitulos anteriores, vimos que la derivada exterior es un operador d :
Q* — Q**! con la propiedad de que d o d = 0. Por lo que, dada una variedad

diferenciable M, la sucesion

d _ d d d

S QY M) S oF () S R Y (M) S -
es un complejo de cocadenas de R-espacios vectoriales. En esta situacion, tiene
sentido estudiar sus espacios vectoriales de cohomologia. En este caso particular,
en el que los espacios vectoriales que intervienen son los espacios de k-formas de

la variedad M, los llamaremos espacios vectoriales de cohomologia de De
Rham de M.

Definicién 3.0.1 Dada una variedad M, definimos su k-ésimo espacio vectorial

de cohomologia de De Rham como el cociente

B ker (d QA Qk“)
~ Im(d: QF1 — QF)

H*(M

41
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Definicion 3.0.2 Sea M una variedad diferenciable y w € QF(M). Diremos que
una k-forma w es cerrada si dw = 0. Por otra parte, diremos que w es exacta si
existe n € QY (M) que satisface dn = w.

Observemos que toda forma exacta es cerrada. Basta considerar una forma

exacta w y escribir dw = d(dn) = 0, ya que d?> = 0. Con esta notaciéon, tenemos

que
_ {k-formas cerradas sobre M}

H*(M) = :
(M) {k-formas exactas sobre M}

Por lo tanto, los elementos de H*(M) son de la forma
(w] = {w+dn, neQH(M)},

donde w es una k-forma cerrada.

Estos espacios, o mejor dicho, sus dimensiones, nos ayudaran a “medir” cuan-
tas k-formas cerradas no son exactas sobre una variedad diferenciable dada. Mas

adelante veremos como podemos clasificar variedades utilizando estos espacios.

Observacién 3.0.3 Para valores de k mayores que n = dim(M), Q¥(M) = 0 y,
por lo tanto, H*(M) = 0. Por otra parte, Q~1(M) = 0, de donde se deduce que
HY(M) = {f € C>®(M):df =0}.

En capitulos anteriores, vimos que el pullback de una aplicacion diferenciable
entre variedades nos permite relacionar sus respectivos espacios de formas. Parece
natural pensar que tomando clases modulo formas exactas, podemos establecer
aplicaciones entre los espacios de cohomologia de De Rham. El siguiente resultado

formaliza esta idea.

Proposicion 3.0.4 Sean M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una
aplicacion diferenciable entre ellas. Entonces la aplicacion pullback de f define
una aplicacion entre los espacios de cohomologia de De Rham H*(f) : H*(N) —
H*(M), dada por H*(f)([w]) = [f*w]. Generalmente, escribiremos f* para refe-

rirnos a esta aplicacion.

Demostracion. Basta ver que f* lleva k-formas cerradas (exactas) sobre N en k-
formas cerradas (exactas) sobre M. Esto es inmediato, teniendo en cuenta que el
pullback de una aplicacién conmuta con la derivada exterior. Tomemos w € QF(N)

cerrada, es decir, dw = 0. En tal caso, se satisface

d(f'w) = f*(dw) = f*0 =0,
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es decir, f*w también es cerrada.

Por otra parte, si consideramos una k-forma exacta sobre N, pongamos 7, y
sea p una (k — 1)-forma satisfaciendo n = dpu, se verifica que f*n = d(f*u), donde
f*p es una (k — 1)-forma sobre M. |

De nuevo, haciendo uso de la conmutatividad entre la derivada exterior y el
pullback de aplicaciones diferenciables entre variedades, basta tomar clases moédulo
formas exactas en las propiedades de la observacion 1.5.4 para probar los siguientes
resultados.

Proposicion 3.0.5 Dadas tres variedades diferenciables M, M', M" y aplicacio-
nes diferenciables f : M — M', g : M' — M". Entonces (go f)* = f*og*:
HE(M") — H®(M).

Proposicién 3.0.6 Sea M wuna variedad diferenciable y denotemos por idy; la

aplicacion identidad sobre M. Entonces (idps)* = id g ).

Corolario 3.0.7 Los espacios de cohomologia de De Rham son invariantes por

difeomorfismos.

Demostracion. Sean M, N dos variedades difeomorfas y tomemos un difeomorfismo
f: M — N entre ellas. Por ser f un difeomorfismo, podemos considerar su inversa

f~1, que también es diferenciable. Por las proposiciones anteriores, tenemos que:

(f)rof = (fof™) = (idu)* =idgray vy
fro(f=) = (frof) = (idn)" =idgry,

de donde se deduce que f*y (f~1)* son isomorfismos inversos el uno del otro. W

Este resultado, nos permitira clasificar variedades en el sentido de que si somos
capaces de encontrar un valor de k satisfaciendo que H*(M) y H*(N) no son
isomorfos, podremos asegurar que las variedades M y N no son difeomorfas. En
secciones posteriores veremos resultados de clasificacion méas potentes, asi como

herramientas para calcular los espacios de cohomologia de De Rham.

De los resultados anteriores, se deduce también el comportamiento funtorial
del operador H*(-).

Corolario 3.0.8 El operador H*(-) es un funtor contravariante entre las catego-

rias Man (categoria de variedades diferenciables) y R-Mod (categoria de R-espacios
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vectoriales).

Del mismo modo que hemos definido el pullback de una aplicacién sobre los
espacios de cohomologia de De Rham, el producto exterior de formas diferenciales

puede extenderse de forma natural al nivel cohomolégico del siguiente modo:

Proposicion 3.0.9 Dada una variedad diferenciable M. La aplicacion A : H¥(M)x
HY (M) — H*Y(M), dada por

(W] A [n] = [wAn]

es una aplicacion bilineal bien definida sobre los espacios de cohomologia de De

Rham.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que la imagen por A(+,-) no depende del
representante elegido en cualquiera de los dos argumentos. Para ello, consideremos
k-formas cerradas w,w’ satisfaciendo w’ — w = da, para alguna (k — 1)-forma y [-
formas cerradas n,n’ tales que ' —n = dj3, con 8 € Q'"1(M). En tal caso, tenemos

que
dlann) = daAn+ (=1)landy = danng vy
dwAB) = doAB+(=Dfwnds = (=1)*wAdp,
de donde obtenemos que
WA = (w+da)A(n+dp)
= wAn+wAdf+daAn+dandp
= wAn+ (=Dkd(wAB) +d(aAn)+dandb)
= wAn+d(-D*wAB+aAn+ands),
donde (—1)*w A B+ aAn+aAdfS es una (k+1— 1)-forma sobre M. Por lo tanto,
tomando clases en H*(M), tenemos que [w’' A 7] = [w A 7).

La bilinealidad es consecuencia directa de las propiedades del producto exterior

de formas diferenciables y la estructura de espacio cociente. ]

3.1. La sucesion de Mayer-Vietoris

El objetivo de esta seccidon es dar herramientas operativas para el calculo de

los espacios vectoriales de cohomologia de De Rham de variedades. La estrategia
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en la que se basan estos resultados es la de “divide y venceras”, es decir, dada una

variedad diferenciable M, buscaremos abiertos Uy, Us de M que verifiquen:
s M =U,U0,
» H%(U;) sean “faciles” de calcular.

A partir de los espacioss de cohomologia H*(U;), seremos capaces de calcular
HY(M).
Teorema 3.1.1 Dados dos abiertos Uy, Uy C R"™ y sea U = U;UU,. Consideremos

las siguientes inclusiones:
Uy
Uz

U, UU,

J1
no \
J2

Para cada valor de k, la sucesion 0 — QF(U) AN QF(Uy) @ QF(Uy) AN QF(U, N
Us) — 0 es exacta, donde I*(w) = (i}(w), i5(w)) y J¥ (w1, ws) = 75 (w1) — 73 (wa).
Demostracion. En general, dados dos abiertos V, W, una aplicacion diferenciable

¢:V — W ywe QFW). Si escribimos w en coordenadas, adquiere la forma

W= frada AN dat

Si calculamos el pullback de w por ¢, obtenemos la k-forma de V' dada por
¢ (W) =D (fra,00) do A Adgh.

En el caso particular de que la aplicaciéon ¢ sea una inclusion de abiertos de
R™, tenemos ¢'(x) = z' y, por lo tanto, i%(w) = > (fi,..1, ©%a) dz'* A... Adz' con
a=1,2.

Veamos que I* es inyectiva. Para ello, supongamos que [*(w) = (0,0) para
cierta w € QF(U). Si escribimos w = > frdxl, donde L es un multi-indice L =
(Iy,..., k), con 1 <y < ... <l <nydz* =dz" A--- Ada*. Debe satisfacerse

it(w) = i5(w) = 0, es decir, fr 04y = fr oiy = 0. Basta tener en cuenta que
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0= froi,= fL’Ua con « = 1,2y que U = U; UU,. Se tiene entonces que fr, =0
en todo U y, por lo tanto, w = 0.

Veamos ahora que ker(J*) = Im(/*). Dada una k-forma w sobre U, se verifica:
(J* o I")(w) = JH(i(w), i3(w)) = jiif(w) — jziz(w).

Consideremos la inclusion j : Uy NU; —— U = Uy UU,. Es evidente que j hace

conmutar el diagrama

y, por lo tanto, j* = (i,041)* = (i2072)*. Se sigue que (J¥oI*)(w) = j*(w)—j*(w) =
0, de donde obtenemos la inclusion Im(7*%) C ker(J*).

Para ver la otra inclusion, consideremos k-formas w, = > frdal € Q¥U,) v

= Y grdxt € QF(Uy), tales que el par (w;,ws) es un elemento del niicleo de J*,
donde L = (Iy,...,l}),con 1 <y < ... <l <nydxl =dx"" A--- Adalk. Se sigue
que ji(w1) = j3(ws) v, por lo tanto, fr, 0 ji = gz © jo. En otras palabras, fr y g1
coinciden en Uy N Us.

Consideremos la aplicacion hy : U = U; UU; — R, definida del siguiente
modo:

gr(x) si x €U

ho(z) = { fo(x) si zel;

Notemos que la aplicaciéon estd bien definida, en el sentido de que si x € Uy N Uy,
hi(z) = fu(z) = gu(z).

En tal caso, basta considerar la k-forma 1 := > hpdaxl € QF(U), que verifica
I*(n) = (w1, ws). Por lo tanto, (wy,ws) € Im(I*) y se tiene Im(I*) = ker(J*).

Falta probar que la aplicacion J* es sobreyectiva. Para ello, haremos lo siguien-
te. Dada una aplicacion diferenciable f : UyNU; — R, consideremos una particiéon
de la unidad subordinada a {U;, Us}; esto es, aplicaciones p, : U — [0, 1], con
a = 1,2, satisfaciendo:
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e s0p(pa) C Uy, con av =1,2.

o pi(x) + pa(x) =1, para cada x € U.

En tal caso, dado que sop(p;) NU; C Uy NU, con 4,5 = 1,2, i # j, podemos
definir nuevas aplicaciones diferenciables f, : U, — R, para a = 1,2, definidas

del siguiente modo:

= 4 f@ee(z) st zelinle
hie) { 0 si zeUi\sop(p)

) J@ee) siozeUinl,
R { 0 si x € Uy \ sop(p1)

En esta situacion, dado x € U; N Us, se verifica

f(z) = f(@) (pr(z) + p2(x)) = (f1 — fo)(2).

En otras palabras, podemos encontrar funciones fi, fs tales que su diferencia f; — f5

extiende la funcién dada.

Consideremos ahora una k-forma w € Q*(U; N Uy). Si escribimos w en coorde-

w = Z frdz",

con fr : UyNU; — R una funcioén diferenciable. Por lo anterior, podemos encon-

nadas, adquiere la forma

trar funciones fr, : Uy, — R, con a = 1,2, verificando:
Jo="Jc1— fr2
Basta considerar las k-formas dadas por
Wy = ZfLadJUL € Qk(Ua); a=1,2,

que satisfacen:

Jk(W1,WQ) = w,

es decir, la aplicacion J* es sobreyectiva y la sucesion es exacta. [
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Observacion 3.1.2 Para cada valor de k, los siguientes cuadrados son conmuta-

tivos
QOk(U) I QF(Uy) @ QF(U) i QO (U, N )
d Q d Q d
QFL(U) QML) @ QFL(U,) QL (U, N Uy),

[k+1
donde d representa la derivada exterior sobre el espacio de k-formas en cuestion.

En otras palabras, las familias I = {Ik ke N} yJ = {Jk ke N} son apli-
caciones de cocadenas.

Como consecuencia del teorema y de la observaciéon anteriores tenemos una

sucesion exacta corta de complejos de cocadenas
0— QU) -1 Q*(U7y) @ Q°(Us) -5 Q° (U, N Us) — 0
y, en virtud del teorema 2.1.8 y de la proposiciéon 2.2.4, tenemos el siguiente resul-
tado.
Teorema 3.1.3 (Mayer-Vietoris). Dados Uy, U, dos abiertos de R" y sea U =
U, UU,. La sucesion
o — HRYU) S HYUy) @ HYNUy) 5 HYU N Uy) S HY(U) — -+

que llamaremos sucesion de Mayer-Vietoris de U, es exacta; donde las apli-

caciones I* y J* estan dadas por las siguientes expresiones:

I*(lw]) = (iFw], i5fw]), I ([wr], [we]) = Jilwr] — jzlwe]
y 0 es la aplicacion dada en la definicion 2.1.5.

Corolario 3.1.4 Dados U;,Uy, C R™ con interseccion Uy N Uy = 0. Entonces,
H*(U, U Uy) y H¥(Uy) & H*(Uy) son isomorfos para todo valor de k.

Demostracion. Basta considerar la sucesion de Mayer-Vietoris de U = U; UU, que,

en el caso de que Uy N U, = 0, se reduce a

0 — H(U) — HY(U)® H'(Uy) — 0 —
— HYWU) — HYU)® HY(U;) — 0 —
— I — E — 0 —
— H™"(U) — H™(U;))® H"(U;) — 0 — 0.
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De esta forma, obtenemos n + 1 sucesiones exactas del tipo
0 — H*U) 5 HYUy) @ HF(Us) — 0,

de donde se deduce que I* es un isomorfismo para cada valor de k, lo que concluye

la prueba. [ |

En el caso de considerar variedades con un nimero finito de componentes co-

nexas, es inmediata la generalizacion siguiente:

Corolario 3.1.5 Dada una variedad diferenciable M con un numero finito ¢ de

componentes conexas M, ..., M.. Entonces, para cada valor de k:
HY(M) = HY M) @ --- & H*(M,).

A continuacion, daremos una serie de resultados que nos permitiran reducir la
dificultad en el célculo de los espacios de cohomologia de De Rham de una variedad
dada.

Y

Proposiciéon 3.1.6 Dada una variedad diferenciable M conexa. Entonces H°(M) =
R.

Demostracion. De la observacion 3.0.3 se deduce que H°(M) puede identificarse
con el espacio de funciones constantes en M. A su vez, este espacio puede identi-

ficarse con la recta real. [ |

Corolario 3.1.7 Si M es una variedad con un numero finito de componentes

conezxas, pongamos c. Entonces HO(M) = Re.

En otras palabras, para cualquier variedad diferenciable M, la dimension de
H°(M) como R-espacio vectorial coincide con el niimero de componenetes conexas

de la variedad.

3.2. Lema de Poincaré

Vimos que los espacios de cohomologia de De Rham constituyen un invariante
diferencial de variedades. En esta seccion veremos un resultado mas fuerte: es tam-
bién un invariante homotopico. A lo largo de esta seccion daremos resultados que

relacionan los espacios de cohomologia de De Rham con conceptos homotépicos.
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En primer lugar, recordamos al lector algunas definiciones basicas sobre homo-
topia.
Definicién 3.2.1 Dadas dos variedades diferenciables M y N y dos aplicaciones
diferenciables fo, f1 : M — N entre ellas. Llamaremos homotopia entre fy y fi
a toda aplicacion diferenciable F : M x [0,1] — N, que verifique:

» F(-,t) es una aplicacion diferenciable entre M y N para cada valor de t,
= F(50) = fol),
= F(1) = f1()-

Definicién 3.2.2 Dadas dos variedades diferenciables M y N, diremos que dos
aplicaciones diferenciables f,g : M — N son homdtopas (u homotdpicamente

equivalentes) si existe una homotopia entre ellas.

La relacion “ser homotopas” asi definida es una relacion de equivalencia, que lla-

maremos relacién de homotopia (sobre aplicaciones).

Definiciéon 3.2.3 Diremos que dos variedades diferenciables M y N son homd-
topas (u homotdpicamente equivalentes) si existen aplicaciones diferenciables f :
M — N yg: N — M tales que las composiciones (fog) y (go f) son homdtopas

a las correspondientes identidades.

Definicion 3.2.4 Diremos que una variedad diferenciable M es contrdctil (o con-

tractible) si es homotdpicamente equivalente a un punto.

Tras estas definiciones previas, estamos en condiciones de enunciar y probar

los siguientes resultados.

Proposicién 3.2.5 Sean M y N dos variedades diferenciables y consideremos dos
aplicaciones diferenciables fo, f1: M — N. Si fo y f1 son homdtopas, para cada
valor de k, las aplicaciones fi y fi, definidas de H*(N) en H*(M), coinciden.

Demostracion. Supongamos que f§ v fi son homotopas y sea F': M x[0,1] — M

una homotopia entre ellos, tal que F'(m,t =1i) = f;(m), parai =0, 1.

Nuestro objetivo es probar que las aplicaciones f; y f; coinciden sobre H*(N)
o, equivalentente, su diferencia es una k-forma exacta sobre N. A partir de ahora,

intentaremos construir un operador lineal H : QF(N) — QF~1(M) satisfaciendo

doH+ Hod=f§— f{ (3.1)
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En tal caso, las aplicaciones f{, f{' seran homoétopas como aplicaciones de co-

cadenas y, haciendo uso de la proposicion 2.2.3, tendremos el resultado.

Consideremos la variedad producto M x [0,1]. Si ¢ es una k-forma sobre M x
[0, 1], podemos expresarla de forma tnica como o = a§°’ +dt A at(l), donde at(o) y
at(l) son k y (k—1)-formas sobre M, respectivamente, que dependen del parametro
t. Esto puede probarse tomando coordenadas en M. Tras esta aclaracion definamos
la siguiente aplicacion:

K: QF(Mx[0,1) — QM)

1
o +dtnal? —  [oMat,
0

donde la integracion se realiza sobre el pardmetro ¢.

Veamos que la aplicacion H := K o F™* satisface la condicién (3.1). Para ello,
dado que F* conmuta con la derivada exterior, basta ver como actia do K + K od
sobre k-formas sobre M x [0, 1].

En primer lugar, tomemos una k-forma o = a§0) + dt A ail) en QF(M x [0,1])

y calculemos do.

do = d(at(o) +dt A a§1))

00(0)
Aol +dt N
oy + BN

o1 ooV
+ (dM(dt) + 5t A dt) AotV (=1)Ldt A <dMa,§1) +dt A %)

_ M w ) , 99"
= gy —dtN|d Oy +7 s

donde dM denota la derivada exterior en M.

Entonces,

1 (0) 1
K(do) = / — (dMail) + %) dt = —/ (d”%ﬁ”) dt + Ut(i)l - 0’152)0.
0 0

Por otra parte,

1 1
d(Ko)=d / (M)t = / (doM)at.
0 0
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Por lo tanto, para cualquier k-forma o = a§0> + dt N o,f” sobre M x [0,1], se

verifica:

(Kod+doK)(o) = agi)l — afi)o.

Si tomamos w € QF(N) y consideramos la k-forma F*w € QF(M x [0,1]), obtene-
mos que (K od +do K)(F'w) = (Fw)i2) — (Fw)i% = fiw - fow.

De modo que si w es una k-forma sobre N, se tiene que

(Hod+doH)(w) = (KoF*od+doK o F*)(w)
= (KodoF*+do K o F*)(w)
= (Kod+do K)(F*w)
= ffu’_-fga%
de donde se sigue el resultado. |

Teorema 3.2.6 Dadas dos variedades diferenciables homdtopas M y N. Para ca-
da wvalor de k, los espacios de cohomologia de De Rham H*(M) y H*(N) son
1somorfos. En otras palabras, los espacios de cohomologia de De Rham son un

invariante homotdpico de variedades,

Demostracion. Supongamos que las variedades M y N son homoétopas. En tal

caso existen aplicaciones diferenciables f: M — N, g : N — M tales que

fogr~idy
go f ~idy.

Atendiendo al resultado anterior, tenemos que

gioff= (fog) = idy= ide(N)
frogt= (gof)" = idy = idgru,

de donde se deduce que f* y ¢g* son isomorfismos inversos el uno del otro. |

Corolario 3.2.7 (Lema de Poincaré) Si M es una variedad contrdctil, enton-

Hk(M):{R si k=0

CEeS!

0 si E>0
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Demostracion. Sea M una variedad contractil y p un punto de M. En virtud del

teorema anterior, sabemos que H*(M) = H*({p}) para cada valor de k.

En tal caso, puesto que la dimension de {p} como variedad diferenciable es
cero, para cada k > 0 tenemos que H*({p}) es trivial. Por tltimo, por ser {p} una
variedad conexa, H°({p}) = R. |

3.3. Espacios de dimension finita

3.3.1. Entornos normales y entornos convexos

Definiciéon 3.3.1 Sea p un punto de una variedad riemanniana M. Para cada

vector tangente v € T,M, denotaremos por 7, a la inica geodésica que satisface:

w(0)=p y 7,(0) =0
Con esta notacion, definimos la aplicacion exponencial en p como

exp,: UCT,M — M
v — Y (1),

donde U es el mayor entorno abierto del origen de T,M para el que la aplicacion

estd bien definida.

Proposicion 3.3.2 Identificando el espacio To(T,M) = T,M, tenemos que la
aplicacidn d(expp)|0 es la identidad en T,M.

Demostracion. Para cada vector v € T, M, podemos considerar la curva c(t) = tv.
Esta verifica que
c(0)=0 y (0)=nw.

Utilizaremos esto para ver como actia d(expp)‘ , Sobre el vector v:

0 expp(tv)

d(exp,)|, (v) = g exp,(c(t) = &

4] Yo(t) =,(0)
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El teorema de la funcion inversa establece que exp,, es un difeomorfismo local
entre un entorno abierto U, de p y el entorno abierto exp;l(Up) del origen de T),M.
Definicién 3.3.3 Dado un entorno V' del origen de T,M, diremos que U =
expp(V) es un entorno normal de p si exp, es un difeomorfismo sobre V. Si

tomamos un valor r > 0 tal que la bola B, (0,r) esté integramente contenida en 'V,

diremos que su imagen
B(pa ’I“) = epr(Bn<Oa T)),
es una bola normal o bola geodésica de radio r centrada en p, cuya frontera

S(p,r) recibe el nombre de esfera normal o esfera geodésica.

Notemos que si ¢ es un punto en un entorno normal de p, existe una tnica
geodésica que los conecta. Esta estd univocamente determinada por el segmento

de recta entre el origen de T,M y exp,*(q).
Una de las principales propiedades de la aplicacion exp,, estd recogida en el

siguiente resultado, cuya prueba puede encontrarse en [3].

Lema 3.3.4 (Gauss). Dado un punto p de una variedad riemanniana M y sean

v y w vectores de T,M. Entonces,
(d(exp,)|, (v), d(exp,)|, (w)) = (v,w).

Como consecuencia de este resultado, tenemos que las esferas normales cen-

tradas en p son hipersuperficies de M ortogonales a las geodésicas que pasan por
p-

A continuaciéon, daremos dos resultados técnicos, cuyas pruebas no reproduci-
remos. El lector puede encontrarlas en las secciones §3 y §4 del tercer capitulo de
3]

Lema 3.3.5 Para cada p de M, podemos encontrar un entorno abierto W de p y

un valor 6 > 0 que hacen que:

= la aplicacion exp, sea un difeomorfismo en B(0,9) C T, M, para todo g € W
Y

= W Cexp,(B(0,9)) = B(q,9).

En otras palabras, W es un entorno normal de todos sus puntos. FEn esta situa-

cion, diremos que W es un entorno totalmente normal de p.
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Lema 3.3.6 Para cada punto p de M, existe un valor ¢ > 0 tal que sir < c yy es
una geodésica tangente a la esfera normal S(p,r) en un punto q, dicha geodésica

permanece fuera de B(p,r) (cerca de q).

Definiciéon 3.3.7 Diremos que un subconjunto U de una variedad riemanniana
M es fuertemente convezo si dados dos puntos p,q € U, podemos encontrar un

una dnica geodésica minimizante 7y : [0,1] — M tal que

= y(0)=p, (1) =qy

Aplicaremos los dos lemas anteriores para probar el siguiente resultado.

Teorema 3.3.8 Para cada punto p de una variedad riemanniana, existe un valor

rp > 0 tal que la bola normal B(p,r,) es fuertemente conveza.

Demostracion. Dado un punto p de M, consideremos el valor ¢ del lema 3.3.6 y
tomemos un 0 > 0y un entorno W de p satisfaciendo las condiciones del lema 3.3.5,
de modo que § < 3. Fijemos también r, < ¢ suficientemente pequeno para que
B(p,r,) C W. Veamos que en esta situacion, la bola normal B(p, r,) es fuertemente

geodésica.

Para ello, tomemos dos puntos qi,q, € B(p, rp), de la normalidad de W se
deduce que existe una tnica geodésica minimizante que conecta dichos puntos.
Dado que cada ¢; dista de p, a lo sumo, una distancia 7,, se deduce que la longitud

de v debe estar acotada por

[(y) <2r, <26 <c.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que 7y sale de B(p,r,). En otras pala-
bras, que existe algin punto m de 7 tal que la distancia d = d(m, p) > r,. Ademaés,
supongamos que en este m se alcanza el maximo de la funcién distancia entre p y
los puntos de 7. En tal caso, la geodésica v es tangente a la esfera normal S(p, d)
en el punto m. Si aplicamos el lema 3.3.5 a esta situacion, obtenemos que v debe
permanecer fuera de la bola normal B(p, d) en un entorno suficientemente pequeno

de m, lo que contradice la maximalidad de la distancia entre p y m.

Se concluye que la geodésica vy esta integramente contenida (salvo, a lo sumo,

sus extremos) en la bola normal centrada en p y de radio r,,. |
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Como consecuencia de este resultado, toda variedad riemanniana puede cubrir-
se por entornos abiertos fuertemente convexos. Basta considerar el cubrimiento

{B(p, 1) }pem, con r, > 0 del teorema anterior.

3.3.2. Buenos cubrimientos

Definiciéon 3.3.9 Sean M una variedad diferenciable yUU = {U,} un cubrimiento
de M por abiertos. Diremos que que U es un buen cubrimiento de M si cada

interseccion no vacia de un nimero finito de elementos de U es contrdactil.

Teorema 3.3.10 Toda variedad diferenciable admite un buen cubrimiento. En

particular, st la variedad es compacta, admite un buen cubrimiento finito.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable. Dotemos a M de una métrica
riemanniana y tomemos un cubrimiento abierto {B(p,r,)}pem de M, donde cada

r, hace que la bola geodésica B(p,r,) sea fuertemente convexa.

En primer lugar, veamos que la intersecciéon de un nimero finito de bolas norma-
les fuertemente convexas es, de nuevo, un conjunto fuertemente convexo. Para ello,
consideremos dos bolas fuertemente convexas By = B(p1,7p,) v B2 = B(p2,rp,) DO
disjuntas y tomemos dos puntos ¢i,q» € By N By C By N By. Si consideramos los
puntos ¢, ¢ como elementos de B, podemos encontrar una geodésica minimizante
v1 que los conecta sin salir de B;. De la normalidad de B; se sigue que v, esta
univocamente determinada por el segmento de recta que va del origen de coorde-
nadas de T, M a exp !(qz). Este mismo razonamiento es valido si pensamos en
q1, g2 como puntos de B,. Se concluye que la tinica geodésica minimizante que une
q1 'y @2 esta integramente contenida en By N By y, por lo tanto, esta interseccion es

fuertemente convexa.

Ademas, los conjuntos fuertemente convexos son contractiles. Para probarlo,
fijemos un punto p de un abierto fuertemente convexo U. Para cada g € U, podemos
considerar la tinica geodésica minimizante vy tal que v(0) = py (1) = ¢. En esta

situacion, la aplicacion

H: Ux|[0,1] — U
(¢,t) +— H(gt) =),

que satisface:
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= H(q,t) es una aplicacion diferenciable para cada valor de t,
= H(q,0) =71(0) =p,
n H(q,1) =7}(1) = q = idu(q),

es una homotopia entre la identidad y la aplicaciéon constante p, de donde se obtiene
la contractibilidad de U.

Por todo lo anterior, {B(p,,)}pen €s un buen cubrimiento de M. Ademas,
si M es compacta, admitird un subcubrimiento finito de {B(p,r,)}penm, lo que
concluye la prueba.

Ejemplo 3.3.11 La esfera S?
El cubrimiento de la esfera dado por los abiertos U = S*\ {(0,0,1)}, V =

S2\{(0,0, —1)} no es un buen cubrimiento, ya que la interseccion UNV es homo-
topicamente equivalente a una circunferencia. Sin embargo, sabemos que S* admite

un buen cubrimiento. De hecho, un buen cubrimiento finito.

Un buen cubrimiento de S* es el siguiente. Consideremos un tetraedro en el
que inscribimos la esfera S*. Si proyectamos las caras del tetraedro sobre la esfera,
obtenemos cuatro subconjuntos de ésta, satisfaciendo la condicion de la definicion

anterior. La siguiente figura ilustra este hecho.

= e

El siguiente resultado pone de manifiesto la relacion entre los buenos cubri-
mientos y los espacios de cohomologia de De Rham.
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Proposicién 3.3.12 Sea M wuna variedad diferenciable. Si M admite un buen
cubrimiento finito, entonces los espacios de cohomologia de De Rham de M son

de dimension finita.

Demostracion. Lo probaremos por induccién finita sobre el ntiimero de elementos

n del buen cubrimiento de M.

» |n = 1|En tal caso, M es contractil y, por lo tanto, sabemos que H°(M) = R
y H¥(M) = 0.

] ’Hip()tesis de inducci()n:‘ Supongamos que el resultado es cierto para varie-

dades que admiten buenos cubrimientos finitos de, a lo sumo, n — 1 abiertos.

Supongamos que U = {Uj,...U,} es un buen cubrimiento de M y con-
sideremos los conjuntos U = U; U...UU,_1 y V = U,. Notemos que
{UNV,...U,-1 NV} es un buen cubrimiento de U N V. La hipotesis de
induccion nos dice que los espacios de cohomologia de le U,V y U NV son

finito-dimensionales.

Como consecuencia del teorema 3.1.3, la sucesion
0 — Imd* < H*(M) -5 ImI* — 0

es exacta corta. Ademas, podemos considerar la aplicacion lineal pr : H*(M) —

Imo*, dada por

0 en otro caso,

or(lul) = { w] si [w] € Imo*
que satisface pr ot = idyymg+. Del lema 2.2.6 se sigue que
H*(M) = Im(0*) @ Tm(I*)
y, por lo tanto, su dimension es finita.

En el caso de que los espacios de cohomologia de De Rham de una variedad
diferenciable sean finito-dimensionales, podemos calcular sus dimensiones a partir

de la férmula que nos proporciona el teorema siguiente.



Miguel Angel Navarro Pérez 59

Teorema 3.3.13 (Foérmula de las dimensiones) Dada una sucesion exacta

de espacios vectoriales finito-dimensionales
0O—VV—Vy,— .- —V, —0,

entonces la suma alternada de sus dimensiones es nula.

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre el niimero de espacios vectoria-

les que intervienen en la sucesiéon exacta.

El caso n = 1 es trivial, ya que si 0 — V; — 0 es exacta, 1} es necesariamente

el espacio vectorial trivial.

Si la sucesion 0 — Vj N Vo — 0 es exacta, necesariamente f es un

isomorfismo de espacios vectoriales y, por lo tanto, dim(V}) = dim(V53).

Si tenemos una sucesion exacta corta 0 — V; LN Va LN V3 — 0, sabemos
que fi es inyectiva, fo es sobreyectiva y que Im(f;) = ker(f2). Por lo tanto:

dim(ker(f1)) =0
dim(Im(f;)) = dim(ker(f3))
dim(Tm(f3)) = dim(V5).

Si tenemos en cuenta que dim(V;) = dim(ker(f;))+dim(Im(f;)) parai = 1,2,

se sigue que:
dim(V;) = dim(Im(f;))
dim(V2) = dim(Im(f1)) + dim(V3).

De modo que la suma alternada — dim(V;) + dim(V5) — dim(V3) es nula.

» Supongamos que el resultado es cierto para sucesiones exactas de espacios
vectoriales de longitud menor o igual que cierto n — 1. Veamos qué ocurre

para n. Para ello, consideremos la sucesion exacta
fi f2 fn-1
00—V —=V,—...—V, —0.
Notemos que podemos dividirla en dos sucesiones
J1 f2
00—V, —=V, —=1Im(fy) —0

0 — Im(fo) = ker(fy) — V3 25 ... by o,
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que también son exactas y de longitud menor que n. Por hipotesis de induc-

cién, tenemos que

—dim(V1)+dim(Vz) = dim(Im(fo)) ¥y D (~1)'dim(V;) = — dim(Im(f2)).
i=3

n

Se tiene, por lo tanto, que > (—1)"dim(V;) = 0, como querfamos probar.
=1



Capitulo 4
Ejemplos

Dada una variedad diferenciable M de dimension n. Si somos capaces de ex-
presarla como uniéon de subconjuntos abiertos U,V C M, podremos construir la
sucesion de Mayer-Vietoris de M:

— H”éM) — H"(U)éH”(V) — H"(UﬁV) — 0,

que es exacta. En el caso de que todos los espacios vectoriales que intervienen sean
de dimension finita, haciendo uso de la féormula de las dimensiones del teorema
3.3.13 y de los resultados anteriores, podremos calcular de una forma més o menos

sencilla los espacios de cohomologia de De Rham de M.

4.1. Cohomologia de De Rham de las esferas

Empezaremos calculando los espacios de cohomologia de De Rham de S'. Para
ello, consideremos el recubrimiento de S' por los abiertos U = S' \ {(0,1)} y

V =S'\ {(0,-1)}. Notemos que U y V son contréctiles, por lo tanto:

HO(U) = H'(V) =R
HY(U) = HY(V) =0,
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Por otra parte, UNV = S'\ {(0,1), (0, —1)} consta de dos componentes conexas

contractiles, de modo que:

HY(UNV) =R?
HY (UNV)=0.

La sucesion de Mayer-Vietoris de S!

0 — HSY) — H'U)® H (V) — HYUNV) —
— HYSYY — HY U)® HY(V) — HYUNV) — 0
adquiere la forma siguiente:
0—R-—ROR —R?* — H'S") — 0.
Si aplicamos la féormula de las dimensiones, tenemos que 0 = —1 + 2 — 2 +

dim(H!(S')), de donde se deduce que la dimension de H'(S!) como R-espacio

vectorial es 1, es decir, H'(S') @ R.
Utilizaremos este primer ejemplo para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Los espacios de cohomologia de la esfera n-dimensional son

R si k=
Hk(S”):{ st k=0,n

0 en otro caso.

Demostracion. Sean N = (0,...,0,1) y S =(0,...,0,—1) los polos norte y sur de
S™, respectivamente, y consideremos los abiertos U = S\ {N} y V = §"\ {S}

cuya union es la n-esfera completa.

Realizaremos la prueba por inducciéon sobre la dimension. El caso n = 1 es
cierto, segin el ejemplo anterior. Supongamos ahora que el resultado se verifica

para esferas de dimension n — 1. Veamos qué ocurre para S™.

Por ser U y V contractiles, sus espacios de cohomologia estan determinados
por
H(U)=H°(V)=R
HYU)=HV)=0 k>1.

Por otra parte, U NV = §" \ {N, S} puede retraerse a su ecuador, es decir,
U NV es homotopicamente equivalente a una esfera (n — 1)-dimensional. Por lo

tanto,
HYUNV)=H*S"1).
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Por hipoétesis de inducciéon tenemos que

R si k=0,n—-1

HYUNV)=H"S"") = {
0 en otro caso.

Si consideramos la sucesion de Mayer-Vietoris de S”

0 — H'SY)Y —  HU)®H (V) — HUNV) —
— HY(S") — HWU)®HY(V) — HUNV) —
— H”‘i(S”) — H"YU) @ H"™ V) — H”‘l(é] nv) —

— H"(S") — H"(U)®H" (V) — H"(UNV) — 0,

y tenemos en cuenta las observaciones anteriores, obtenemos la siguiente sucesion

exacta.

Ll
E
l
l

Ly

H"Y(S") —
H"(S") — 0

Ll
Ll

En particular, el inicio
0—R-—ROR—R — H(S") —0
es exacto y, por aplicacion de la formula de las dimensiones, tenemos que
0=—-1+2—1+dim(H'(S")) = dim(H*(S")),

es decir, H(S") = 0.

De la exactitud de las sucesiones
0— H*S") —0 vy

0—R— H*(S") — 0

se sigue el resultado. |
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Si tenemos que en cuenta que S"~! es homotopicamente equivalente a R™\ {0},

obtenemos que para valores de n > 2:
R si k=0,n—-1
AR {0}) = HA (™) |
0 en otro caso,
lo que nos permite probar el siguiente resultado.
Corolario 4.1.2 Los espacios R™ y R™ son homeomorfos si, y solo si, m = n.

Demostracion.

Supongamos que R™ y R™ son homeomorfos y sea f un homeomorfismo entre
ellos. En tal caso, los espacios R" \ {0} y R™\ {f(0)} también lo son.

e Sin =1, R"\ {0} tiene dos componentes conexas. Mientras que R™ \
{f(0)} es conexo para todo valor de m > 2. Luego, m necesariamente

coincide con n = 1.
e Sin > 2 tenemos que
n— n n— m R Sin_1:07m_17
R = H""'(R"\{0}) = H"(R™\{(0)}) :{ 0
en otro caso.
Puesto que n — 1 > 0, se sigue que n — 1 = m — 1, es decir, que n = m,

como querfamos probar.

El reciproco es trivial.

4.2. Cohomologia de De Rham de las espacios pro-

yectivos reales

En esta secciéon utilizaremos los resultados acerca de los espacios de cohomolo-
gia de De Rham de las esferas para calcular los de los espacios proyectivos reales.
Antes de dar el resultado central de la seccion, veremos una serie de resultados,
cuya finalidad es dar una expresion cerrada para el pullback de la aplicacién anti-
podal A : S" — S™, dada por A(z) = —z. Esto facilitaré el calculo de los espacios
de cohomologia de De Rham de PR".
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4.2.1. Resultados previos
Teorema 4.2.1 Sea A un subconjunto cerrado propio de R™. Si realizamos la
sigutente identificacion
ACR"~R" x {0} c R"™,
los espacios de cohomologia de R"\ A estdn dados por la expresion
HFELRT\ A sik>1,
HYR™N\A) =< HY R\ A)/R-1 sik=1,
R st k=0.
Demostracion. Consideremos los siguientes abiertos de R™*1:

U = R"x(0,+00) U (R*\ A) x (—1,+00)
V = R"X (—-00,0) U (R"\ A) x (—o0,1),

que satisfacen:
UUV = R\ A
unv = (R*"\ A) x(-1,1).

Veamos que U y V son contréctiles:

En primer lugar, definamos la aplicacion ¢ : U — U dada por

¢(U1, s 7un7un+1) = (u17 coey Uny Ung + 1)

Notemos que, para cada u € U, el segmento de recta [u, ¢(u)] esta contenido
en U. Por lo tanto, podemos definir la homotopia F'(u,t) = (1 —t)¢(u) + tu

entre las aplicaciones idy y ¢.

Por otra parte, si fijamos un punto p € R" x (0, +o0), para cada u de U,
el segmento [¢(u), p|] también esta integramente contenido en U. Del mismo

modo, podemos establecer una homotopia entre ¢ y la funciéon constante p.

Por la transitividad de la relacion de equivalencia homotopica, se sigue que
1dy es homotopa a la funcidon constante p. En otras palabras, U es contractil.
De forma analoga se prueba que V' también lo es. Por lo tanto, sus espacios

de cohomologia son triviales, excepto

HO(U) = H'(V) =R.
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Por otra parte U NV puede retraerse a (R™\ A) x {0}, que puede identificarse
con (R™\ A). Por lo tanto, los espacios de cohomologia de De Rham de U NV son
isomorfos a los de (R™\ A).

Con todo lo anterior, la sucesion de Mayer-Vietoris de R"™'\ A queda reducida
0 — H'R"™M\A) — R* — H(R"\4) —

—  H®R"M\A) — 0 — H(R"\A4) —
— H*R"M\A) — 0 — H*R"\A) —

— H"(R"™M\4) — 0 — H"(R"\A) —
— H"TY(R"\A) — 0 — 0 — 0.
De la exactitud de esta sucesion se deduce que la aplicacion
O HF " Y(R™\ A) — HFR"™\ A)
es un isomorfismo de espacios vectoriales para cada k > 1.

Falta calcular los casos k = 0, 1. Basta tener en cuenta que la sucesion
0 — HOR™™MA) 5 HO(eH (V) = R2 L5 HORMA) L5 HYR™N\A) — 0

es exacta, donde I*, J* 0* son las aplicaciones definidas en el teorema 3.1.3. Si
tenemos en cuenta que los elementos de H(U) & HY(V) son pares de funciones
constantes (fi, f2) en U y V, respectivamente y recordamos la definicion de J*,
tenemos que J*(fi, f2) es la funcién constante f; — fo en U N V. Se sigue que

ker(0*) = Im(J*) = R. Por lo tanto, tenemos la siguiente relacion de isomorfia:
HYR™\ A) = Im(0") = H'(R"\ A)/R.
Por dltimo, de la inyectividad de I*, se tiene que
dim(H(R"*\ A)) = dim(Im(7*)) = dim(ker(J*)) = 2 — dim(Im(J*)) = 1.

Esto es, HO(R"™\ A) = R. |

Teorema 4.2.2 Sea A un subconjunto cerrado y propio de R™. Si R es el difeo-
morfismo
R : Rn—i—l \A Rn—H \ A

—
(X1, Ty Tpy1) — (X1, Ty, —Tpy1),
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entonces, para cada valor de k > 0, el isomorfismo
R*: H*Y R\ A) — HMY(R™\ A)

estd dado por multiplicacion por -1.

Demostracion. Consideremos los subconjuntos U, V' definidos en la prueba del teo-

rema anterior anterior y sean

Ry: UnNnV — UNV
Ry : U — V
Ry : V — U
las restricciones de R a los respectivos subconjuntos de R\ A.

Consideremos también los siguientes diagramas conmutativos

R\ A B Rnt+l \ A R\ A R Rntl \ A
U o v v e U
Ji J2 J2 Ji
U Ro N, Y, Ry S,
unv unv unv unv.

En la prueba del teorema anterior hemos visto que la aplicacion 8% : H*(U N
V) — HFFL(R"1\ A) es un isomorfismo para los valores de k > 1y es suprayec-
tiva para k = 0. En cualquier caso, tenemos que H*1(R"" 1\ A) = o*(H*(UNV)).

Por lo tanto, la prueba del teorema se reduce a probar que
R*(0*[w]) = —0*[w], Vw] € HYUNV).

Consideremos una k-forma w cerrada sobre U N V. Sabemos que ésta puede es-
cribirse como w = jj(w;) — j*(wq), para ciertas k-formas wy,wy sobre U y V|
respectivamente. Por otra parte, sea [n] = 0*[w]. Recordemos que 7 es la (k + 1)-
forma cerrada sobre R"™!\ A, determinada por i¥(n) = dw,, con a = 1,2. De todo

lo anterior se sigue que:
—Riw = (Rjoj3)(w2) — (B 0 ji)(wa) = ji (Riws) — j3 (R3w1)
i(Rn) = Ri(isn) = Ri(dw,) = d(Rjw,)
iz(R™) = R3(iin) = R3(dw) = d(Rjw),
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de donde se deduce que —0*([Riw]) = [R*n] = (R* 0 0*)[w]. La arbitrariedad de la

eleccion de w nos lleva a que
—0"oRy=R"00". (4.1)

Veamos que Rj es la identidad sobre los espacios de cohomologia de De Rham
de U NV. Para ello, basta tener en cuenta que pr o Ry = pr, donde pr es la
proyeccion canénica de U NV sobre R™ \ A. Notemos que pr* es un isomorfismo,

con inversa el pullback de la inclusion
i: RM\A — UNV
x —  (x,0).
Por lo tanto, tenemos que
Ry = Ryo(prfoi®) = (Ryopr")oi" =pr'oi" =idyruny)
y la igualdad (4.1) se reduce a
—0" = R" 00",

lo que concluye a prueba.

Corolario 4.2.3 Sea A una matriz invertible nxn y sea fa el difeomorfismo lineal
de R™\ {0} en si mismo dado por f(x) = Az'. El isomorfismo f4 : H" '(R™ \
det(A
{0}) — H™ Y (R™\ {0}) opera por multiplicacion por el factor %.
e
Demostracion. Dada una matriz invertible A € R"*" denotemos por F; la i-ésima
fila de A, con ¢ = 1,...,n. Consideremos otra matriz B, que resulta de sustituir
en A la fila F, por F, + cF,, para cierto c real y r # s. Podemos expresar B como

B = (I,+cE,5)A, donde I, representa la matriz identidad de orden ny E,; = [e;;]

esta dada por
1 sit=7r j=s
61']‘ =
0 en otro caso.
En primer lugar, notemos que det(B) = det(l,, + cE,s) det(A) = det(A). Por lo
tanto, B es invertible y podemos considerar el difeomorfismo fg. Por otra par-

te, notemos que las matrices M (t) = (I, + ctE,s)A son todas invertibles y los
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difeomorfismos fi;;) con 0 < ¢ < 1 nos dan una homotopia entre fa y fp. Es
por ello que f} = f5. De esta forma, podemos hacer ceros en la matriz A hasta
conseguir una matriz diagonal, sin alterar la aplicacion f}. Por ello, a partir de
ahora, supondremos que la matriz A es diagonal. Ademas, podemos suponer que
A = diag(1,...,1,d), con d = det(A).

d|td
Por otra parte, haciendo variar 0 < ¢ < 1 en la matriz diag(1,...,1, ||c|l| )
obtenemos una homotopia entre A y la matriz diag(1l,...,£1). Por lo tanto, la

prueba se reduce a dos casos.

s A= n Y, POr lo tanto, fA = idR"\{O} y fZ = Z-danl(Rn\{o}).

» A=diag(l,...,1,—1) y fa = R del teorema anterior, que queda determina-

da por multiplicacién por —1.

Corolario 4.2.4 Si A:R"\ {0} — R™\ {0} es la aplicacion antipodal dada por
A(zr) = —m, se tiene que A* = (—=1)"idgn—1(rm\{0})-
Dado que R™ \ {0} y S"! son homotopicamente equivalentes, la aplicacion
(Algn-1)* esta dada por
A* - (_].)nidanl(Snfl).

Utilizaremos esta expresion en la prueba del teorema siguiente. También jugara un

papel importante a la hora de demostrar el teorema 5.1.3 del siguiente capitulo.

4.2.2. Calculo de H*(PR")

Teorema 4.2.5 Los espacios de cohomologia de los espacios proyectivos reales son

R si k=0,
H*PR")=<¢ R sik=n y n es impar,

0 en otro caso.

Demostracion. Sea A : S* — S" la aplicacion antipodal A(z) = —z. Conside-
remos el espacio proyectivo real PR" = S"/{£1}, donde {£1} denota el pegado

antipodal sobre la esfera.
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De la definicion de PR” se sigue que toda k-forma w € QF(PR™) puede verse

como una k-forma sobre S que respeta la identificaciéon antipodal. Esto es:
wvg, ... o) =w(A(v),. .., A(vg)) = (A*w)(vy, ..., k).

En otras palabras, el espacio de k-formas diferenciales definidas sobre PR" pue-
de identificarse con el subespacio de H*(S") asociado al autovalor 1 de A*, que
denotaremos por H*(S"),. Por lo tanto, podemos considerar que los espacios de
cohomologia de De Rham de PR" “son” subespacios de los respectivos espacios de

cohomologia de De Rham de S™. Tras esta observacion, se sigue que

H*(PR™) = 0, k=1,...,n—1.

Para el caso k = n, basta tener en cuenta que A* = (—1)""'idyngn). Asi,

cuando n es par, el tinico autovalor de A* es —1 y, por lo tanto, H*(PR") =

H%(S™), es trivial. Por otra parte, cuando n es impar, A* es la identidad sobre

H™(S") y el autoespacio asociado al autovalor 1 es el total. Es decir, H"(PR") =
H™(S")y = H"(S") =R.
Por tltimo, H°(PR") = R por conexion, lo que concluye la prueba.
|

4.3. Cohomologia de De Rham de variedades pro-

ducto, la formula de Kiinneth y los toros

Empezaremos esta seccion, calculando los espacios de cohomologia de De Rham
del toro T? C R3. Para ello, tomemos un punto p € T? y consideremos la siguiente
descomposicion de T? = U UV por abiertos, siendo U = T?\ {p} y V un parche

homeomorfo a un disco que contenga al punto p.

= En primer lugar, calculemos H*(U).

Sean a'y 3 los tinicos paralelo y meridiano, respectivamente, de T? que pasan

por p. En tal caso, U puede escribirse como la uniéon de los abiertos

U= (T*\ a) U (T*\ B).
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Notemos que T? \ a y T?\ 3 pueden retraerse a un paralelo y un meri-
diano de T2, respectivamente; es decir, son homotopicamente equivalentes a

circunferencias. Asi,

R si k=0,1

H’“(']I‘Q\oz) :Hk(r]IQ\B):Hk(Sl) :{ 0 si k=2.

Por otra parte, (T?\ o) N (T?\ ) es homeomorfo a un rectangulo y, por lo

tanto, contractil. Se sigue que

H(T*\a)N(T*\B)) =Ry H'((T*\a)N(T*\B)) =0, k=12

Con todo lo anterior, la sucesion de Mayer-Vietoris de U es
0—R-—R*—R— HU) —R—0— HU) —0.

De la exactitud en el paso 0 — H?(U) — 0, se deduce que H*(U) es trivial

y, aplicando la formula de las dimensiones, obtenemos que H'(U) = R

= Por su parte, V' es contractil. Luego,

H(V)=R
HEV)Y=0 sik=1,2

» Por altimo, UNV =V \ {p} es homotoépicamente equivalente a S'. Por lo
tanto,
HYUNV)=R sik=0,1
H*(UNV)=0

En consecuencia, la sucesion de Mayer-Vietoris de T? es

0o — R — R? — R —»

— HY(T?) — R?2 — R -5

LoHA(TY) — 0.

Dado que la aplicaciéon f es suprayectiva, sabemos que dim(H?(T)) es, como mu-

cho, 1. Por otra parte, aplicando la formula de las dimensiones, obtenemos que

0=—1+2—1+dim(H(T?) -2+ 1— dim(H*(T?)).
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Por lo tanto, debe verificarse
dim(H'(T?*) =2 y dim(H?*(T?) =1,

o bien,

dim(H'(T?)) =1 y dim(H*(T?)) = 0.

Sin embargo, ninguno de los dos casos nos lleva a contradiccion, es por ello que
debemos introducir nuevas técnicas, que nos permitan calcular los espacios de
cohomologia de De Rham de variedades como los toros. En general, de variedades

producto.

4.3.1. Formula de Kiinneth

Esta seccion recoge resultados que pueden encontrarse en el capitulo V de [1].

Teorema 4.3.1 (Kiinneth) Sean M y N variedades diferenciables y supongamos

que M admite un buen cubrimiento finito. Entonces:

HY(M x N) = € H'(M) @ H*(N),

para cada valor 0 < k < dim(M) + dim(N).

Demostracion. Consideremos las proyecciones canoénicas m : M x N — M 'y

p: MxN — N. A partir de estas aplicaciones, podemos definir un homomorfismo

U: OFM)@Q(N) — QFYM x N)
w &N — Tw A p'n.

En caso de aplicar W sobre formas w, 7 cerradas, es evidente que d(7*w A p*n) =
0. Por otra parte, si calculamos V¥ ((w + da) ® (n+df)), con a € Q*1(M) y
B € Q7H(N), obtenemos:

U(w+da)@(n+dp) = Y(wen+da®@n+w®df+da®dp)
= TrwAp'n+mida A p'n+ 1w A ptdf + T da N p*dfS

= TwAp'n+d(Tra) A ptn+ mrw A d(p*B) + d(mFa) A d(p*p).

Notemos que
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» El primer sumando se corresponde con ¥(w ® n).

El resto de sumandos son (k + [ — 1)-exactos. Basta considerar:

= d(m*a) A p*n = d(Ta A p),

» TwAd(p*B) = (=1)kd(m*w A p*B),

= d(ma) Nd(pf) = d(7"a A d(p* ).

Como consecuencia, ¥ esta bien definida a nivel cohomolégico.

U HYM)® H(N) — H* (M x N)
[w] & [n] > [Tw A p*].

Veamos que dicha aplicaciéon es un isomorfismo. Lo haremos por induccion finita

sobre el namero de abiertos n del buen cubrimiento de M.

en esta situacion, M es contractil y, por lo tanto, M x N es

homotopicamente equivalente a N. Se sigue que
H*(MxN) =~ HYN) =2 H(M)oH*(N)oH' (M)2H* ' (N)®. . . ©H"(M)®H(N),

va que H°(M) =R y el resto son triviales.

’Hipétesis de induccion: ‘ supongamos que ¥ es un isomorfismo, siempre que M

admita un buen cubrimiento finito con menos de n abiertos.

Si consideramos un buen cubrimiento {Uy, ..., U,} de M y sean U := U;UU,,_1,
V .= U,, por hipotesis de induccion, la formula de Kiinneth se satisface para U x N,

V x Ny (UNV)x Nj;siendo ¥ un isomorfismo entre los espacios que intervienen.
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Consideremos las sucesiones de Mayer-Vietoris siguientes (en vertical):

é HY(M) ® H*(N) Y H*(M x N)
| Q
éHl(U) ® H"YN)® H'(V) @ H*(N) -2 H*(U x N) @ H*(V x N)
| Q
le:%Hl(UmV)@Hk—l(N) v H*(UNV) x N)
|

@ HH (M) @ HF{(N) v HF(M x N).

1=0
Notemos que los dos primeros cuadrados son conmutativos pues las aplicaciones
que intervienen no son més que los pullbacks de las inclusiones correspondientes

en cada caso. El tercer cuadrado también es conmutativo. Vedmoslo:

éHZ(UmV)@@H’f—Z(N) v H*((UNV) x N)
E Ia*
é H*Y(M) @ H{(N) —2 HE (M x N).

Segtin la notacion del teorema 3.1.3, 9*(w) = I"'(dJ ! (w)). Si consideramos w €
HY U NV); 9*w no es mas que

5 — d(pyw) en U
—d(pyw) enV,

donde {py, pv} es una particion de la unidad subordinada al cubrimiento {U, V'}
de M. (Nota: esta expresion de 0* se deduce de la prueba del teorema 3.1.1).

Del mismo modo, las aplicaciones {7*py, 7*py} definen una particion de la
unidad sobre M x N, subordinada a {U x N,V x N}. Asi, 0%, sobre elementos de
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H*(U NV x N), actia, segiin la expresion anterior:

S = d(m*pyw) en U x N
| —d(r*pyw) enV x N

Se tiene, entonces:

(0 o W)(wen) = I (r"wApn)
= d(m*pymiw A p*n)
= 7 d(pymw) A p*n+0
= 70w A p*n
= (Vo0 )(w®n).
En otras palabras, el tercer cuadrado es conmutativo para todo valor de k.

Para terminar, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

é HY(U) ® H*'(N) @ H(V) @ H*'(N) —~ H*(U x N) & H*(V x N)
Q
éH’(UﬂV)@H’“*l(N) v H*(UNV) x N)

=0

9,
k+1

D HI(M) ® Hk—i—l—l(N) v Hk:—i—l(M x N)
=0

| Q
]Zé:Hl( ) ® H*1U(N) @ H(V) @ H**17H(N) =
| Q
k1 |

@Hl(UﬂV ® HF1-(N) v H*(UNV) x N).

en el que las columnas son sucesiones exactas (son las sucesiones de Mayer-Vietoris).
Por hipotesis de induccién, sabemos que ¥ es un isomorfismo cuando aparece de

color rojo y el lema 2.2.7 concluye la prueba. [

H*U x N)@® H*(V x N)
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Estamos ahora en condiciones de calcular los espacios de cohomologia del toro
T?2. Basta escribir, T? = S x St. Puesto que S"™ admite un buen cubrimiento, segiin

la formula de Kiinnet, se tiene que

HY(T*) =H'SH o H'SH o H'(SH) @ H'(SY) = (R®R) @ (R ® R) = R?

o(T?) = H'(SYHe HXSY) @ HY(SH)eHXS') & H*S') e H°(S')
= (R®0) - (R®R) ® (0 ®R)
= R.

Definicién 4.3.2 Dada una variedad diferenciable M y sea by,(M) = dim(H*(M))
el k-ésimo nimero de Betti asociado a M, se define el polinomio de Poincaré

de M como:

RMﬂZi}MMW,

donde n es la dimension de M.

Observacion 4.3.3 Notemos que el polinomio de Poincaré es un invariante de

homotopia, pues solo depende de las dimensiones de { H*(-)}ren-

Corolario 4.3.4 Dadas dos variedades diferenciables M y N, el polinomio de

Poincaré de la variedad producto satisface
Prrxn(t) = Pu(t) - Pu(t).
Demostracion. Por aplicaciéon de la féormula de Kiinneth, tenemos que

b(M x N) = dim(H*(M x N)) = dim(@ H'(M) ® H*(N))



Miguel Angel Navarro Pérez 7

Basta considerar el producto

PPy = (S none) (;0 bJ«(N)tj)

-5 ( 5 bk<M>bj<N>) /
=0 \ k+j=tl
= S x N
= EV(I)XN(t)u
donde m = dim(M), n = dim(N) y m +n = dim(M x N). |

Ejemplo 4.3.5 Utilizaremos los polinomios de Poincaré para calcular los espacios
de cohomologia de los n-toros, T" = St x ) x St.

En primer lugar, sabemos que H°(S*) = HY(S') = R. Por ello, el polinomio de

Poincaré de S' es Psi(t) = 1 +t. En virtud del corolario anterior,
i\ |

de donde se deduce que bp(T™) = (:) En otras palabras, los espacios de cohomo-

logia del toro T™ vienen dados por la expresion

g1 =RE), 0<k<n

4.4. Cohomologia de De Rham de R" privado de

una cantidad finita de puntos

Hemos visto que los espacios de cohomologia de R™ \ {0} satisfacen

R sik=0n—-1

0 en otro caso.

HY R\ {0}) = {

El siguiente resultado es una generalizacion de esta expresion. Privemos al espacio
R™ de méas de un punto y veamos coémo interviene el nimero de puntos en los

espacios de cohomologia de la variedad resultante.
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Teorema 4.4.1 Sea n > 2 y consideremos m puntos distintos py,...,p, de R™.
En tal caso, los espacios de cohomologia de De Rham de R™ \ {p1,...,pm} son:
R stk=0,
Hk(Rn\{phapm}): R™ Sik:n—l,

0 en otro caso.

Demostracion. Denotemos por M, a la variedad que resulta de privar a R"™ de
m puntos distintos. Notemos que M, es conexa, por lo que H°(M,,) = R para
cualquier valor natural de m. Probaremos resto del resultado por induccién sobre

el niimero de puntos m.

En este caso, M; = R™ \ {p;} es homotopicamente equivalente a la
esfera S"~!. Por lo tanto, sabemos que

R sik=0,
H*M,) = H*S" ) ={ R sik=n—1,

0 en otro caso.

Sea My = R"™\ {p1,p2} vy consideremos los abiertos U = R" \ {p;}

y V. =R"\ {p2}, que satisfacen
UuVv =R" y UNV = M,.
Notemos que U y V son homotopicamente equivalentes a S*~! y, por lo tanto:
R sik=0,
HYU)=H*V)=H*S")={ R sik=n—1,
0 en otro caso.

Ademas, los espacios de cohomologia de De Rham de R™ son triviales, salvo
H°(R") = R. Con todo eso, consideremos la sucesion de Mayer-Vietoris de

R™ con el cubrimiento abierto {U,V }:

0 — R — R — R —
— 0 — 0 — H' M) —
— 0 — 0 — H}My) —
— 0 — 0 — H"}M,) —
— 0 — ROR — H" Y My) —
— — 0 —  H™(M,) — 0.
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De la exactitud de la sucesion se obtiene que H*(M;) = 0 para todo valor
dek=1,....n—2yk=nyque H"'(M;) *RPR = R

Hipotesis de induccion: | supongamos que el resultado es cierto para M;

siempre que j < m — 1. Veamos qué ocurre en el caso de m puntos.

S Pm-1} YV =R\ {pn}, cuya

Consideremos los abiertos U = R" \ {py, ..

unioéon es todo el espacio R™ y su intersecciéon es precisamente M,,. Notemos

que los espacios de cohomologia de De Rham de U y V estan perfectamente

determinados por la hipotesis de induccion. Consideremos la sucesion de
Mayer-Vietoris de R™ respecto del cubrimiento {U, V'}:

0

U
L

—
—
—

R
0
0

0
0
0

—
—
—

RZ
0
0

0
Rm—l @ R
0

—
—
o

— H"*(M,,)
— H"Y(M,,)

o

R
H'(M;)
H?(M,,)

H™(My)

o
—
—

—
—
— 0.

De nuevo, puesto que la sucesion es exacta, tenemos que H*(M,,) es trivial

para cada valor de k # 0,n — 1y H"'(M,,) = R™, como queriamos probar.
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Capitulo 5

Aplicaciones de la cohomologia de
De Rham

Los resultados expuestos a lo largo de este capitulo pueden encontrarse en |6, VII].

En este altimo capitulo, veremos como los resultados expuestos a lo largo del
trabajo nos dan informacion sobre determinadas variedades y las aplicaciones di-

ferenciables que se pueden establecer entre ellas.

Observacion 5.0.1 A lo largo de este capitulo, escribiremos B, (p;r) para hacer
referencia a la n-bola abierta con centro en p y radio r > 0. En el caso concreto en
que p =0, yr =1, escribiremos B,. Para referirnos a la bola cerrada, asi como
a la clausura de cualquier conjunto, escribiremos una barra sobre el conjunto en

cuestion.

5.1. Teoremas de punto fijo

Lema 5.1.1 No hay aplicaciones diferenciables g : B, — S™! que dejen fijos

todos los puntos de S™1.

Demostracion. En el caso de dimension 1 es inmediato, ya que S = {—1,1} no es
conexo. Sean > 2y supongamos, por reduccion al absurdo, que g es una aplicacion

diferenciable de B,, en S*~! que deja fijos todos los puntos de S"~*. Si consideramos

81
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la inclusion ¢ : S*~! —— B,,, se tiene que
goi=tdgn—

y, por lo tanto, el pullback de goi es la identidad sobre los espacios de cohomologia
de S"7!. En particular, i* o g* es la identidad en H"~'(S""!) = R. Sin embargo,

g* es la aplicacion constantemente nula (pues el espacio de llegada H"'(B,,) es

trivial). Luego, no puede existir tal aplicacion g. [ |

Teorema 5.1.2 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacion con-

tinua de la bola unidad en si misma deja algin punto fijo.

Demostracion. Supongamos que f : B, — B, no tiene puntos fijos, es decir,
f(x) # x para todo = en la bola B,. En tal caso, para cada punto = podemos
considerar la tinica semirrecta r, que parte de f(z) y pasa por z. Sea g : B, —
S™~! la aplicacion dada por g(z) := r, NS"~L. Veamos que g es diferenciable; para

ello, calcularemos explicitamente su expresion.

En primer lugar, denotemos por u(x) al vector unitario en la direccion de 7,
z — [f(x)
|z — f(x)|

esto es, u(x) = . En tal caso,

g(z) = x + t(x)u(x),

donde ¢ es una funcion real, que calcularemos a continuaciéon. Notemos que g(z)
debe ser un punto en S"7!, es decir, |g(z)| = 1. Equivalentemente, |g(z)|? = 1. Si

desarrollamos esta expresion:
1= g(@)]* = (z + tu, z + tu) = |z|* + 2t {z,u) + t*|ul?.

Teniendo en cuenta que w es unitario, obtenemos la siguiente ecuacion de segundo
grado en t:
2+ 2(z,u)t + (Jz> = 1) = 0,

que tiene como raices

2, u) £ /4 (2, 0)? — 4(j2f? — 1)

2
= —(z,u)+ \/<w,u>2 —|z]2+ 1.
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Si desarrollamos el radicando de la expresion anterior, se tiene que:

(,u)’ — |22 4+1 = |z)?|u?cos®(L(z,u)) — |22+ 1
= |z*(cos?*(L(z,u)) — 1) + 1
—|z|? sin® (£ (z,u)) + 1.

En primer lugar, notemos que esta cantidad es siempre no negativa, ya que |z|?sin?(£(z, u))

toma valores entre 0 y 1. Ademaés, solo

(@) se anula cuando |2|? = sin?(£(z,u)) = 1.

y Esto es, cuando = es un punto de S"!
ortogonal a u(x), pero esto solo ocurre
en la situacion que ilustra la figura de la

€ izquierda. En cuyo caso, f(z) debe salir
de B,,. Se concluye que el radicando es
siempre positivo y, por lo tanto, siempre
existen dos valores posibles para t(x), uno
por cada punto de interseccion de la recta
determinada por los puntos z y f(x) con
Sn1,

Por otra parte, puesto que \x|2 < 1, notemos que:

V6w —lal? +1> (e, 0)? = | z,0) |

Por lo tanto, tomaremos t(z) = — (x,u) + \/<x,u>2 — |z|> + 1, que es siempre
positiva.

En esta situacion, la aplicacion g es diferenciable y deja fijos todos los puntos
de S"71, 1o que contradice el lema anterior. Se concluye que f debe dejar fijo algtin

punto. |

Teorema 5.1.3 (Teorema de la Bola Peluda.) Sobre la esfera S™ podemos
definir un campo tangente V. que no se anule en ningin punto si, y solo si, n es
mpar.

Demostracion.

Supongamos que V es un campo definido sobre S™ que no se anula en ningtin

punto. En tal caso, podemos extender V' a un nuevo campo W definido sobre
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R™1\ {0} que tampoco se anule, mediante la siguiente expresion:

W(z) =V (%) .

(z, W(z)) = |z] <£—’ 1% (%» —0, (5.1)

va que V es tangente a la esfera y el vector de posicion é—|

Notemos que

es normal a ésta.

En esta situacion, podemos definir la siguiente aplicacion.

F: (R*\ {0}) x[0,1] — R\ {0}
(x,t) —  cos(rt)x + sin(wt) W (z)

En primer lugar, notemos que la F' esté bien definida, puesto que cos(wt) y
sin(7t) no se anulan simultaneamente y los vectores z, W (z) son linealmente
independientes por (5.1). Por lo tanto, F'(z,t) es un punto no nulo del espacio

(n 4 1)-dimensional.

Ademas, F' define una homotopia entre la identidad y la aplicaciéon antipodal
A, definidas sobre R"™1\ {0}. Se sigue que sus respectivos pullback coinciden
sobre los espacios de cohomologia. En particular, coinciden sobre H™(R" "1\

{0}). Teniendo en cuenta la expresion del corolario 4.2.4, obtenemos que
idHn(anLl\{O}) — idﬁk&7l+1\{0} — A* — (—1>n+1idHn(Rn+1\{0}).

Se sigue que n debe ser impar.

Sea n = 2m — 1. Basta considerar el campo V' dado por

V(xla cee 7x2m) = (_3727 L1, —T4,X3,..., —T2m, x?m—l)a
que satisface:

e Es una asignacion diferenciable de vectores sobre la esfera.
e Es tangente a la esfera, pues (z,V(x)) = 0 para todo x € S*™ 1.

e No se anula en §?™ 1.
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5.2. Teoremas de separacion: Jordan-Brouwer

Lema 5.2.1 (Urysohn-Tietze). Si A es un cerrado de R", toda aplicacion con-

tinua f: A — R™ puede extenderse a otra aplicacion continua g : R — R™.

Demostracion. Dado un punto = € R" y sea d(z,-) la distancia euclidea al punto
x. Para cada p € R™\ A, podemos considerar el entorno abierto U, C R™\ A, dado

por

Up—{meR” : d(x,p)<%d(x,A)}.

Si consideramos el cubrimiento por abiertos {Up}, de R™\ Ay construimos

€R™M\ A
una particion de la unidad {¢,} subordinada a {U,}, podemos definir la siguiente

aplicacién:
f(z) sixe A
IO =9 Y gp@)f(alp) sizeR\ A,
pER™\ A

donde a(p) es un elemento de A que satisface d(p, a(p)) < 2d(p, A).

Notemos que la suma que define g(x) contiene un nimero finito de sumandos
para cada x € R™ \ A, por lo tanto, ¢g es una aplicacion continua sobre R™\ A y
también sobre int(A). Falta probar la continuidad de g en la frontera de A. Para

ello, tomemos un punto zy € bd(A). Para cada = € U,, se verifica

1 1
d(ﬂfo,p) S d(.fl?o,l‘) + d(l‘7p) < d(anx) + éd(pa A) S d($0>$) + §d(pa xﬂ)‘

Equivalentemente, se tiene que d(zo,p) < 2d(zg,x), para cada x € U,. Por otra

parte,

d(wo,a(p)) < d(wo,p) + d(p,a(p)) < d(wo,p) + 2d(p, A) < 3d(zo,p) < 6d(x0, ).

Si tenemos en cuenta que g(x) — g(zo) = >, (bp(x)(f(a(p)) — f(%)) y

p: xelp
tomamos normas, obtenemos que

l9(z) = g(zo)l < > dp(@)|f(alp) = flxo).
p: xzeUp

En tal caso, por ser f continua, para cada € > 0 podemos encontrar un § > 0 que
verifique
|f(y) — f(zo)] <€, Vye€ Atal que d(xo,y) < 60.
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Si elegimos § > d(z, zg), se tiene que d(xg, a(p)) < 6d(zg, ) < 60 y, por lo tanto,

9(2) =gl < 3 @)falp) = fa)l < 3 dpla)e =,

p : x€l)p p: zelp

es decir, g es continua en el punto xy elegido arbitrariamente en la frontera de A,

lo que concluye la prueba. |

Lema 5.2.2 Sean A C R" y B C R™ dos cerrados homeomorfos y ¢ : A — B
un homeomorfismo entre ellos. Entonces, podemos encontrar un homeomorfismo

h de R™™ en si mismo, verificando:

h(z,0,) = (0,, ¢(x)), Vze A.

Demostracion. Por ser ¢ un homeomorfismo, podemos considerar la aplicaciéon con-

tinua ¢!, En virtud del lema anterior, podemos encontrar aplicaciones continuas
fi:R" —R"™ y fo:R™ — R"

que extienden a ¢ y ¢!, respectivamente. Consideremos los siguientes homeomor-

fismos:
hi: R"xR™ — R™ x R™

(x,y) +— (x,y+ fi(x)).

hey: R*"xR™ — R™ x R™

En tal caso, la composicion h = h; ' o h; es de nuevo un homeomorfismo que, para

cada = € A, satisface

h(@,0m) = hy'(z, fi(2)) = by (2, 6(2)) = (z — f2(6(2)), $(x)) = (On, ().
|

Corolario 5.2.3 Dados dos cerrados homeomorfos A, B de R™ y sea ¢ un homeo-

morfismo entre ellos. Si identificamos R™ con el subespacio R™ x {0} x ) % {0} de

R2" podemos encontrar un homeomorfismo ¢ de R®*™ en si mismo que extienda a

o.
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Demostracion. Como consecuencia del lema anterior, podemos construir un ho-

meomorfismo h : R?" — R?" que verifique
h(x,0,) = (0,,¢(x)), Vze A.

Por otra parte, sea f el homeomorfismo de R*® = R" x R" en s{ mismo, dado por

f(z,y) = (y,z). La composicion ¢’ := f o h es el homeomorfismo deseado.

Observacion 5.2.4 Notemos que la restriccion de ¢’ a R**\ A nos da un homeo-
morfismo entre R* \ A y R?*" \ B. Por lo tanto, sus espacios de cohomologia de

De Rham coinciden.

El siguiente resultado es aun mas fuerte. A pesar de que R"\ A y R™\ B no son
necesariamente homeomorfos, sus espacios de cohomologia de De Rham también

coinciden.

Teorema 5.2.5 Dados dos subconjuntos cerrados A, B C R". Si A y B son ho-

meomorfos, se tiene que
H*R™\ A) = H*(R™\ B), Vk>D0.

Demostracion. Por aplicacion sucesiva del teorema 4.2.1, para cada valor de [ > 1,

tenemos que

HFYRN\ A) = HFR™\ A) sik>1
HY(R™\ A) =~ HY(R"\ A)/R-1

Esto mismo ocurre para B. Prestemos especial atencion al caso | = n:
Hk(Rn \ A) ~ Hk—i—n(RQn \ A) ~ Hk+n(R2n \ B) ~ Hk(Rn \ B) E>1 y
HYR"\ A)/R-1= H"(R*™\ A) = H"(R*"\ B) = H°(R"\ B)/R - 1,

de donde se sigue que H'(R" \ A) = H°(R™\ B). |

Corolario 5.2.6 En la situacion del teorema anterior, los conjuntos R™ \ A y

R™\ B tienen el mismo nimero de componentes conezas.
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Teorema 5.2.7 (Teorema de separacion de Jordan-Brouwer). Si ¥ C R”

es una variedad homeomorfa a S*'. Entonces:

(1) R™\ X tiene exactamente dos componentes conexas abiertas Uy y Us, una

de ellas acotada y la otra no acotada.

(17) X es la frontera de Uy y Us.
Demostracion.

(i) Por ser 3 homeomorfa a S"~!, del corolario 5.2.6 se sigue que el nimero
de componentes conexas de R \ ¥ es 2. Las llamaremos Uy y Us. Ademas,
por ser Y compacta en R, tenemos que es cerrada y, por lo tanto, Uy y Us

son abiertos.

Por otra parte, consideremos el conjunto conexo V = R" \ B,,(0;7), donde

r= mazx|x|. Notemos que VN = (), por lo tanto, V' debe esta integramente
xe

contenido en una componente conexa de R™ \ X, pongamos en U,. En tal

caso, Us es no acotada.

Por tltimo, U; debe estar contenida en B"(0;7), de donde se sigue que es

acotada.

(74) En primer lugar, veamos que bd(U;) C X. Lo probaremos para el abierto
Uy, cuya clausura se descompone como la unién disjunta U; = Uy W bd(Uy).
Puesto que U; esta contenido en el cerrado U; U X = R"™ \ Uy, se tiene la
inclusion U; C Uy U Y, de donde se deduce que bd(U;) C . Analogamente,
se prueba que bd(Uy) C X.

Para probar la igualdad, tomemos un punto p € ¥ y veamos que esta en las
fronteras de U; y Us,. Para ello, consideremos un entorno abierto W de p en

R™. Probaremos que las intersecciones U; N W son no vacias.

Consideremos el cerrado A = X\ (XN W) de ¥ y sea B el correspondiente
cerrado de S"! homeomorfo a A. Se sigue, en virtud del corolario 5.2.6, que
R™\ A es conexo y, por lo tanto, conexo por caminos. Asi, dados puntos

p; € U;, i = 1,2, podemos encontrar una curva

7[071]—>Rn\A7
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satisfaciendo v(0) = p; ¥y (1) = pe. Puesto que U; y U; son disjuntos, la

curva v debe pasar por X y, por lo tanto,
el conjunto v~ (X)) es un cerrado no vacio

de [0, 1]. Consideremos los elementos

ci = miny 1Y)

o = maxy (D).
Debe ocurrir que

7([0,¢1)) C Ui
Y((ca, 1) C Us,

ya que cualquier otra situaciéon entra en contradiccién con la minimalidad de

c1 v la maximalidad de c,.

De la definicion de 7, se tiene que y(c1) v v(c2) son puntos de W N Xy, por
ser W abierto, podemos econtrar elementos t; € [0,¢1) v ty € (cg, 1] tales que

v(t;) € U;N'W para cada i = 1,2, lo que concluye la prueba.

5.3. Invariancia del dominio

Teorema 5.3.1 (Invariancia del dominio de Brouwer). Sea U un abierto
de R" y f : U — V una aplicacion continua e inyectiva. Entonces, f(U) es un

abierto de R™ y f restingida a su tmagen es un homeomorfismo.

Demostracion. Por hipotesis, f es inyectiva y, por lo tanto, la restriccion a su
imagen es una biyeccion. Veamos que la aplicacion f : U — f(U) es abierta.
Esto probaria que f(U) es abierto y la continuidad de la aplicaciéon inversa f~!.
En otras palabras, que f es un homeomorfismo entre U y f(U). Para ello, fijemos
un punto xg € U y denotemos por B a la bola abierta centrada en xy de radio 9,
elegido para satisfacer que su clausura B esté contenida en U. Sea S la frontera
de B. Veamos que f(B) es un abierto de R™.

En el caso n = 1, f(B) es un intervalo abierto. En adelante, supongamos que
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n > 2. Por ser f inyectiva y S un compacto de R”, la restriccion f|g: S — f(5)
es un homeomorfismo. En tal caso, el teorema 5.2.7 asegura que R" \ f(S) tiene

dos componentes conexas abiertas, que llamaremos Vi y V5; la primera de ellas
acotada y la segunda no, con frontera bd(V;) = bd(V2) = f(.5).

De nuevo, de la compacidad de B, tenemos que f|z : B — f(B) es un
homeomorfismo y, por aplicacién del corolario 5.2.6, R™\ f(B) es conexo. Ademas,
este conjunto es no acotado y no corta a f(S). Se sigue que R*\ f(B) C Va.
Tomando complementarios y teniendo en cuenta que f(B) se escribe como la unién
disjunta f(B) U f(S), obtenemos que

ViU f(S) C f(B) = f(B) U f(9),

es decir, V) C f(B). Veamos que se da la igualdad. Para ello, basta considerar que
f(B) es conexo. Ademaés, puesto que f(B) no cortaa f(5), debe estar integramente
contenido en uno de los abiertos Vi o V, y, dado que V; NV, = 0, se sigue que
f(B) C Vi; de donde se obtiene la igualdad deseada.

Hemos probado que las imagenes por f de bolas abiertas son abiertos. Basta
tener en cuenta que cualquier abierto de R™ puede expresarse como una unioén

numerable de bolas abiertas para concluir la prueba. |

Corolario 5.3.2 (Invariancia de la dimension). Consideremos dos abiertos
Uy V deR™ y R", respectivamente. Si U y V son homeomorfos, necesariamente
m=n.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo que m # n y, sin pérdida

de generalidad, pensemos que m < n. Consideremos la inclusion natural

7: R™ < R™
x — (2,0p_m),

que es inyectiva y continua. La invariancia del dominio nos dice que i(U) es ho-
meomorfo V' y, por lo tanto, es un abierto de R™. Sin embargo, i(U) coincide con

su frontera en R™.

En el caso de que n < m, obtenemos una contradicciéon analoga. Luego, debe

darse la igualdad n = m. |
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