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Introduccion

Si se relaciona el volumen con la suma vectorial de cuerpos convexos (conjuntos con-
vexos y compactos) nos tropezamos con la famosa desigualdad de Brunn-Minkowski. Una
de sus muchas versiones nos dice que si K y L son cuerpos convexos del espacio euclideo
n-dimensional y 0 < A < 1, entonces

vol(AK + (1 — A\)L)Y™ > Avol(K)Y™ 4+ (1 — A)vol (L)',

déndose la igualdad si, y sélo si, K y L estén en hiperplanos paralelos (si tienen dimensién
menor que n) o son homotéticos (si tienen dimensién n 6 uno de ellos es un conjunto
unipuntual).

La desigualdad de Brunn-Minkowski es uno de los resultados fundamentales, no sélo
en la Teorfa de los Conjuntos Convexos, sino también en Andlisis (en su versién funcional)
y en otras disciplinas. De esta desigualdad pueden extraerse muchos resultados de gran
importancia, por lo que ha sido durante muchos anos, y aun sigue siendo, motivo de
estudio e investigacién.

La memoria tiene como principal objetivo el estudio de la citada desigualdad de Brunn-
Minkowski, asi como de sus distintas versiones geométricas (todas ellas equivalentes) y
funcionales: la desigualdad de Prékopa-Leindler y la desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb.
Para ello, estructuramos la memoria en tres capitulos que detallamos a continuacion.

El capitulo 1 estd dedicado fundamentalmente a estudiar la conocida desigualdad
aritmético-geométrica, que sera la piedra angular para llegar, en el ultimo capitulo, a la
desigualdad de Brunn-Minkowski. Comenzamos dando las definiciones de funciéon convexa
y funcién céncava, y mostrando algunas propiedades basicas de las mismas. También
probamos la desigualdad de Jensen, un resultado clasico que serd de gran importancia en
el desarrollo de la memoria, ya que interviene en muchas de las desigualdades que vamos
a considerar. Seguidamente vemos la versiéon mas basica de la desigualdad aritmético-
geométrica, la cual afirma que la media geométrica de dos nimeros reales positivos nunca
excede a su media aritmética. Mostramos diferentes pruebas de este resultado, cada una
de las cuales tiene su propio interés pues utiliza técnicas y propiedades diferentes.

A continuacion planteamos una version mas poderosa de la desigualdad, en la que
intervienen m numeros reales positivos y m pesos cuya suma debe ser uno, obteniéndo-

IIT



v INTRODUCCION

se como corolario la desigualdad aritmético-geométrica clésica, que afirma que para m
nimeros positivos x1, ..., z,, se verifica que

mxlgjm<

Esta tltima relaciéon puede expresarse de varias formas, todas ellas equivalentes entre si.
También vemos algunas aplicaciones geométricas interesantes de dicha desigualdad, para
lo cual necesitamos introducir una serie de definiciones y férmulas conocidas para el area,
como son las formulas de Heron y de Brahmagupta.

Finalizamos el primer capitulo con una extensién de la desigualdad aritmético-geomé-
trica mediante una relacion mucho mas general entre cualesquiera dos medias distintas.
Para ello, definimos la llamada media de orden t: si x = (x1,...,2,) € (Ra)" y a =
(a1, .., ) € (Rag)™ es tal que o + - - - + oy, = 1, entonces para cada nimero real ¢ # 0
se define la media My(x,«) de orden t como

M(x,a) = (ayzt + -+ amxﬁn)l/t.

Se demuestra entonces la llamada monotonia de las medias: dados p,q € RU{£o0}, p < g,
M,(z,a) < My(x, ),

déndose la igualdad si, y sélo si, z1 = - -+ = x,,.

En el capitulo 2, comenzamos estudiando la conocida desigualdad de Holder, tan-
to para sumas como en su versién funcional. La primera de ellas establece que, dados
(1, .. xn), (Y1, .-, yn) € (Rso)™, si p,q > 1 satisfacen la condicién 1/p+1/g = 1, enton-
ces se tiene que

n n 1/p n 1/(1
Z Ty < (Z 37120) (Z yf) .
i=1 i=1 i=1

Al igual que en el caso de la aritmético-geométrica, desarrollamos cuatro pruebas dife-
rentes (entre las muchas existentes) de esta desigualdad, todas ellas de especial interés.
A continuacion estudiamos una versién mas general de la desigualdad de Hoélder, la cual
nos llevara a demostrar la equivalencia existente entre dicha desigualdad y la desigualdad
de Cauchy. Otro resultado de este tipo, de especial relevancia, es la desigualdad de Min-
kowski, a la que dedicamos también unas paginas de la memoria, dando varias pruebas
de la misma. Ademas, vemos una serie de resultados, como la desigualdad de Liapunov o

la desigualdad de Radon.

Las versiones integrales de las tres famosas desigualdades ya estudiadas de Jensen,
Holder y Minkowski se recogen en la pentltima seccion del capitulo, finalizando el mismo
con un ultimo apartado en el que se definen las sumas de potencias y se demuestran una
serie de resultados sobre ellas. Estas propiedades nos van a permitir probar una nueva
version de la desigualdad de Hélder en el caso de que 1/p+1/q > 1.
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Por tltimo, el capitulo 3 es quiza el mas importante de la memoria, estando dedicado
a estudiar en profundidad una de las desigualdades méas importantes de la Geometria
Convexa: la desigualdad de Brunn-Minkowski. Esta relaciona tres nociones fundamentales
en Convexidad: el volumen, la suma de Minkowski y los cuerpos convexos. Es por ello
que comenzamos el capitulo con una seccién en la que introducimos los citados conceptos,
ademads de algunos resultados que serdn necesarios posteriormente (éstos sin demostracion,
ya que son propiedades que fueron estudiados durante el curso Geometria Convexa y
Discreta del Master en Matemdtica Avanzada).

Seguidamente, enunciamos la desigualdad de Brunn-Minkowski en la forma que hemos
presentado al comienzo de esta introduccién, pero de forma ligeramente mas general: para
conjuntos compactos A, B C R" y A € (0,1),

vol(AA + (1 = \)B)Y"™ > Avol(A)Y™ + (1 — A)vol(B)Y™;
también establecemos dos de sus principales versiones: la version multiplicativa,
vol(AA 4 (1 — \)B) > vol(A)*vol(B)' ™,
y la versiéon minimal,
vol(AA + (1 — A\)B) > min{vol(A), vol(B)}.

Como ya se ha comentado, el objetivo final de este capitulo es demostrar las tres desigual-
dades anteriores de Brunn-Minkowski. Para ello, estudiamos la conocida como wversion
funcional de Brunn-Minkowski, que no es otra que la desigualdad de Prékopa-Leindler:

siAe(0,1)y f,g,h : R" — R son funciones medibles no negativas tales que, para
cualesquiera puntos z,y € R”,

h( Az + (1= N)y) > f(x) g(y) ™,

/nhdxz (/nfda:>A (/ngdx>1)\.

De esta desigualdad se obtiene facilmente la version multiplicativa de Brunn-Minkowski.

entonces

Finalizamos el capitulo, y con ello la memoria, demostrando el teorema maés importante
del mismo, a partir del cual se deducen, tanto la desigualdad de Prékopa-Leindler, como
las distintas versiones de la desigualdad de Brunn-Minkowski:

Teorema (Desigualdades de Borell-Brascamp-Lieb). Sean A € (0,1), p > —1/n y
sean f,g,h : R" — Rs( funciones medibles no negativas, donde f y g tienen integral no
nula, tales que

WAz + (1= Ny) > (Af(@)? + (1= Ng(y)?) ",
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para cualesquiera z,y € R™ con f(x),g(y) > 0. Entonces

/nhdxz [/\ </nfdx)q+(1_)\) (/ngdx)q}l/q’

siendo ¢ = p/(np + 1) € [—o0,1/n].

De hecho, el alcance de las desigualdades de Borell-Brascamp-Lieb no queda ahi. Es-
te teorema va a permitir “fabricar”desigualdades de tipo Brunn-Minkowski, para otras
medidas distintas al volumen.



Capitulo 1

Las medias aritmética, geométrica y
armonica

El principal objetivo de este primer capitulo es estudiar la desigualdad aritmético-
geométrica clasica, asi como algunas de sus aplicaciones geométricas. Veremos diversas
pruebas de este resultado, cada una de las cuales tiene su propio interés pues utili-
zard técnicas y propiedades diferentes. A continuacién se consideraran las medias armonica
y cuadratica, asi como su relacion con la geométrica y la aritmética, concluyéndose con el
estudio de la mas general media de orden t. El contenido de este capitulo se ha extraido
de las referencias [3] y [7].

1.1. Funciones convexas. La desigualdad de Jensen

Comenzamos el trabajo estudiando una de las desigualdades clasicas mas importan-
tes para funciones convexas, que sera imprescindible en el desarrollo de la memoria: la
desigualdad de Jensen; de hecho, muchas desigualdades conocidas son un caso particular
de este famoso resultado. Antes de establecer su enunciado y demostracion, recordemos
lo que se entiende por funciéon convexa.

Definicién 1.1.1. Una funcion f : I — R definida en un intervalo I C R, se dice
convexa en I, si para cualesquiera x,y € I, y para todo A, 0 < A < 1,

fOz+(1=Ny) <Af(@) + (1 =N f(y)
Ademds, se dice que f es estrictamente convexa si
fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

para cualesquiera x,y € I, © # y, y todo A € (0,1). Finalmente, una funcion f es
céncava si —f es conveza.
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Las siguientes propiedades de funciones convexas seran de utilidad en algunas de las
pruebas contenidas en este trabajo. Las enunciamos sin demostracién por tratarse de
resultados bésicos de andlisis de una variable que se han estudiado en el primer curso del
grado en matematicas.

Lema 1.1.2. Una funcion f es conveza en (a,b) si, y sdlo si, para cada xq € (a,b), existe
un m de forma que la funcion S(x) = f(xo) +m(xz — o) verifica S(z) < f(x), a <z <b.

Proposicién 1.1.3. Si f y g son dos funciones convexas, crecientes (respectivamente
decrecientes) y no negativas, entonces f - g también es una funcion convexa.

Enunciamos y demostramos a continuaciéon la ya anunciada desigualdad de Jensen.

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Jensen). Sea f : I — R una funcidn convexa. Sean

X1, ..., Ty € 1 y consideremos Ay, ..., Ay, > 0 tales que \y + --- + \,, = 1. Entonces
La igualdad se da, cuando f es estrictamente convexa, si y $6lo st x1 = +++ = Xpy,.

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre m. Para m = 1, la desigualdad es
evidente. Supongamos que la desigualdad se verifica para m > 1, y demostraremos que
también se cumple para m + 1. Definimos

T=Mx1 4+ A 1Tmat,

donde zy,...Tpme1 € 1Y Ay o A1 > 0 con Ay + -+ + A1 = 1. Por tanto, al menos
uno de ellos ha de ser menor que 1, digamos \,,,11 < 1. Sea

>\:>\l+"'+)\m:1_>\m+l7

para el cual, claramente, se tiene A > 0. Asi, podemos definir

)\1 + + )\m

= —Zx “ .. _ajm7
Yo A

donde ’\—)\1 4+ 4 AT’“ = 1 y entonces, por hipotesis de induccion, se tiene que

A

Por tanto, de la convexidad de f tenemos

f(@) = fhzr + -+ A1 Tmg1) = FOAY + At 1Tmg1)
S Af(y) + )\m—i-lf(xm—‘rl) S >\1f($1) + -+ >\m+1f(ll§'m+1).

Luego la desigualdad se verifica para m + 1, lo que completa la prueba por induccién. El
caso de igualdad es evidente. O]
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1.2. La desigualdad aritmético-geométrica (AG)

Comencemos recordando las definiciones clasicas de media aritmética y de media
geométrica.

Definicién 1.2.1. Sean x1 y xo dos numeros reales y positivos. Su media aritmética
y media geométrica, se definen como (x1 + x3)/2 y \/T1xs, Tespectivamente.

Un resultado conocido es que la media geométrica nunca excede a la media aritmética,
es decir, /7173 < (1 + x2)/2. A continuacién, estudiaremos una serie de demostraciones
de este resultado utilizando diferentes técnicas, todas ellas de especial interés.

Proposicion 1.2.2. Si x1 y xo son niumeros reales positivos, entonces

T+ T

VIT1xg < 5

con 1gualdad st y solo si x1 = x».

Demostracion. P1. La primera prueba del resultado se basa en la igualdad
(21 + @2)” = day2y + (21 — 22)°,

que se puede ilustrar mediante la siguiente figura para el caso 0 < xy < xs:

Figura 1.1: Una primera demostracién de la desigualdad (AG)

De esta forma, tenemos
4 _ 2 o 2
T1Lo = (33’1 + l’g) (.CEl ZL‘Q) R

y asi

1 1 N
Vi = 5/ + e = (o = n) < 5V ap = 12

déndose la igualdad si y sélo si z1 — x5 = 0, es decir, si y sélo si x1 = x».



P2.

P3.

P4.

Las medias aritmética, geométrica y armonica

A continuacién presentamos otra prueba inmediata. Para ello, observemos que

0 < (V@2 — 71)° = 21 + 72 — 2,/T172,
de donde se deduce la desigualdad deseada. Claramente, la igualdad se obtiene si,
y s6lo si, /T2 — /71 = 0, es decir, 71 = @,.

Veamos ahora una prueba geométrica del resultado. Para ello, tomamos un punto D
en el diametro AB = 1+ x5 del semicirculo de centro O de forma que se verifique la
relacién z; = AD < xo = DB, y construimos el tridngulo rectdngulo ODC' (véase
la figura 1.2). Entonces,
1+ T2
2

y por tanto, DO = (xg — x1)/2. Luego
CD =+/CO? — DO? =/ AO? — DO? = \/x 23,

y por consiguiente /115 = CD < CO = (1 + x3)/2. La igualdad se da si, y sélo
si, D = O, es decir, 1 = 5.

= AO = AD + DO = 1, + DO,

Figura 1.2: Prueba geométrica de la desigualdad (AG)

Para la ultima prueba de este resultado, utilizaremos un argumento estandar de
convexidad, basado en la desigualdad de Jensen (1.1). Para ello, como la funcién
f(z) = —log x es estrictamente convexa en (0, 00), por (1.1) podemos asegurar que

1 1
— log (&31 —; xz) < — (5 log 1 + §log$2)

dandose la igualdad si, y solo si, 1 = x9. Puesto que, ademas, f es una funcion
estrictamente decreciente en el intervalo (0, 00), podemos concluir que

T+ T2

VI1Ta < 5

con igualdad si, y sélo si, 1 = zs. O]
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Definicién 1.2.3. Sean x1 y xo dos numeros reales positivos y sean aq, as > 0 con

a1 + ag = 1. Entonces los nimeros
oz + oty Yy x7tag?

se denominan, respectivamente, media aritmética con pesos y media geométrica
con pesos.

Al igual que ocurria para el caso a; = as = 1/2; la media geométrica con pesos
nunca excederd a la media aritmética con pesos. Antes de probar dicho resultado, del que
estudiaremos también varias demostraciones, veamos un lema auxiliar.

Lema 1.2.4 (Desigualdad de Bernoulli). Siz > —1 y 0 < a < 1 entonces
(14+2)* <1+ az, (1.2)

con igualdad si y solo si x = 0.

Demostracion. Sea f(x) =1+ ax — (14 z)%, con x > —1. Entonces,
fl@)=a—a(l+z)*,
y asi f'(z) = 0siy sélo si x = 0. Ademas

f'(@) = —ala - (1 +a)*7,

y f7(0) = —a(a—1) > 0, ya que 0 < a < 1. Luego f alcanza un minimo global en
x =0, con f(0) = 0. Por tanto f(z) > 0, que es exactamente (1.2). El caso de igualdad
es consecuencia de que dicho minimo es estricto. O

Proposicion 1.2.5. Sean x1 y w9 numeros reales positivos y sean ay, ag > 0 tales que
a1+ oy = 1. Entonces

' ws? < x4 s, (1.3)

ddandose la igualdad si y solo si x4 = xs.

Demostracion. P1. Por hipdtesis, as = 1 — ay. Entonces la desigualdad (1.3) se puede
escribir como

a1

11—«
21Ty ' < anxy + 19 — 179,

y dividiendo ambos términos por x, se tiene

a1
(ﬂ) <l+a (ﬂ—1).
T i)
Tomando z1/xy = 1 + x, la desigualdad anterior se traduce en

(1+2)" <1+ oz,

donde 0 < a1 < 1, que es cierta por la desigualdad de Bernoulli (1.2). Observemos
que la igualdad en (1.2) se da si y sélo si z = 0, esto es, si y sélo si 1 /x9 = 1y, por
tanto, cuando x; = x».
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P2. De nuevo, usando la desigualdad de Jensen (1.1) para la funcién f(z) = —logz en
(0, 00) podemos asegurar que

—log(anzy + agxs) < —(aq logxy + aglog xe) = — log(x*25?),

y‘en,consecuencia
x?lazg‘z S 1T + QeZo,

dandose la igualdad si y sélo si 7 = .

P3. Consideramos ahora la funcién f(z) = a12** + aez™*, x > 0. Derivando,

a;—1 ap1—1

fl(z) = apagr™ ™! — ajox” = o — T

Entonces, f'(x) = 0 si, y s6lo si, z = 1. Ademds,
f"(z) = arag(ay — 1)z % — aja(—aq — 1)z~ 72,
y asi, (1) = cqas(ag — 1 — (—a; — 1)) = ajay > 0. Luego f alcanza un minimo
en z =1, y por tanto f(z) > f(1) = 1. Tomando = = 1 /x5, se tiene que
f (ﬂ> :a1$_'£z+a2x§‘1 _ T Aot >1

aq (e e%) — Y

que se traduce en la desigualdad (1.3). De nuevo, el caso de igualdad se desprende
del hecho de que el minimo es estricto. O

En el caso mas general de trabajar con m numeros positivos, m > 2, las medias
aritmética y geométrica (con y sin pesos) se definen de forma analoga.

Definicién 1.2.6. Sean zq,...,x, numeros reales y positivos. Se definen la media
aritmética y la media geométrica de tales nimeros como

1
1/m
m
respectivamente. De forma general, si aq, ...,y >0, con a; + -+ -+ a,, = 1, se definen
la media aritmética con pesos y la media geométrica con pesos de xi,..., T,
respectivamente, como
oa1xy + -+ Ty, Y it xom,

Al igual que antes, la media geométrica con pesos nunca excede a la media aritmética
con pesos.

Teorema 1.2.7 (Desigualdad (AG) general). Sea (z1,...,2,) € (Rso)™ y sea ademds
(a1, ... ) € (Rog)™ tal que oy + -+ - + oy, = 1. Entonces

it e < gy - T, (1.4)

con tgualdad si, y solo si, 1 = -+ = Xp,.
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Demostracion. Utilizando el mismo argumento que para m = 2, mediante la funcién
f(x) = —log z definida en (0, 00), se tiene, por (1.1),

—log(anzy + -+ + apmam) < —(aqlogxy + -+ + apy log ) = — log(af™* - - - am),

obteniéndose
9t < onry o QT

La igualdad se da si y s6lo si 1 = -+ = x,,. O]
Corolario 1.2.8 (Desigualdad (AG)). Sea (1,...,%,) € (Rsg)™. Entonces

1

con iqualdad si, y solo si, x4 = -+ = x,,.
La desigualdad (AG) clasica (1.5) puede expresarse de varias formas todas ellas equi-
valentes entre si.
Lema 1.2.9. La desigualdad (1.5) es equivalente a cualquiera de los siquientes resultados:
i) Si(x1,...,2m) € (Rao)™ es tal que [[;~, x; = 1, entonces Y. x; > m, con igualdad
sty solo st xy =+ = Ty,.
i) Si (x1,...,%m) € (Rog)™ es tal que > " x; = 1 entonces [[12, z; < (1/m)™, con

iqualdad si y solo st x1 = -+ = T,.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que se verifica (1.5). Veamos i) y ii).

Sea (z1,...,,,) de forma que [[\*, z; = 1. Por la desigualdad (1.5), se tiene que

m 1/m
1:(Hxi) §%Zx
=1

Luego

El caso de igualdad es consecuencia inmediata del correspondiente para (1.5). Para ii),
supongamos que (z1,...,Zy,) es tal que Y ", x; = 1. Entonces por la desigualdad (1.5),
se tiene que

m m 1/m
1:in2m<Hxi> .
i=1 i=1
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Luego

déndose la igualdad si y solo si xy = -+ = x,,.

Reciprocamente, supongamos que se verifica i). Definimos
X
m 1/m”
(Hi:l ;)

Claramente [ y; = 1, y por i), se tiene que Y., y; > m, es decir,

Y; =

m

meYu- ERts
=7 (I )™

que es justo la desigualdad (1.5). El caso de igualdad es consecuencia inmediata del
correspondiente para i).

Supongamos ahora, que se verifica ii) y definamos

Z;
Ziﬁil i

Claramente ", z; = 1, y por ii), se tiene que [~ z; < (1/m)™, es decir,

m 1/m m
1
(H ) <13

déndose la igualdad si y solo si xy = -+ = x,. O

Zi =

Luego, obtenemos el resultado

Una aplicacion geométrica muy interesante es el siguiente resultado, que puede verse
como la solucién al problema isoperimétrico restringido sobre las cajas rectangulares del
espacio euclideo.

Corolario 1.2.10. 1. De entre todas las n-cajas rectangulares de volumen dado, el
n-cubo es la que tiene menor 1-perimetro, es decir, menor suma de longitudes de
aristas.

2. De entre todas las n-cajas rectangulares de 1-perimetro dado, el n-cubo es la que
tiene mayor volumen.



1.3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE (AG) 9

1.3. Una nueva interpretacion geométrica de la de-
sigualdad (AG)

Hemos acabado la seccién anterior con una aplicacién geométrica (de tipo isoperimétri-
co) de la desigualdad (AG). A continuacién, mostramos ademas que, en ciertos casos,
dicha desigualdad es equivalente a ciertos problemas isoperimétricos sobre tridngulos y
cuadrilateros ciclicos. Veamos antes de nada qué se entiende por cuadrilatero ciclico, asi co-
mo algunas férmulas clasicas para el computo del area de ciertas figuras planas, como son
la férmula de Herén y la férmula de Brahmagupta.

Definicién 1.3.1. Un cuadrildtero ciclico es aquél, cuyos vértices se encuentran en

una misma circunferencia.

Obsérvese que para un cuadrilatero cualquiera, una condicién necesaria y suficiente
para que sea ciclico es que sus parejas de angulos opuestos sumen 7 radianes.

Para calcular el area A de un cuadrilatero ciclico se utiliza la féormula de Brahma-
gupta (véase, por ejemplo, [3, p. 84]), la cual establece que, si a, b, ¢, d son los lados del
cuadrildtero y s = (a + b+ ¢ + d)/2 es su semiperimetro, entonces

A=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d). (1.6)

Finalmente, la férmula de Heron afirma que el area A de un tridngulo cualquiera es

A=/s(s—a)(s—b)(s—c), (1.7)

donde a, b, ¢ son los lados del tridngulo y, de nuevo, s = (a+ b+ ¢)/2 es su semiperimetro.

Ya estamos en disposicion de enunciar y demostrar la anunciada interpretacion geo-

métrica de la desigualdad (AG).

Teorema 1.3.2. i) Sim = 3, la desigualdad (1.5) es equivalente al siguiente resul-
tado: entre todos los triangulos de perimetro dado, el triangulo equildatero es el que
tiene mayor drea.

it) Si m = 4, la desigualdad (1.5), en el caso en que la suma de cada tres de los
numeros sea mayor que el cuarto, es equivalente al siguiente resultado: entre todos
los cuadrildteros ciclicos de perimetro dado, el cuadrado es el que tiene mayor drea.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que se verifica (1.5) para m = 3. Sean a,
b, ¢ los lados de un tridngulo cualquiera y s = (a + b+ ¢)/2 su semiperimetro. Entonces,
por la formula de Herén (1.7), el drea serd

A=+/s(s—a)(s—Db)(s —c).
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En el caso de un tridngulo equildtero, los lados a = b = ¢ = 2s/3 y, por tanto, el area
serd Ay = 52/(3v/3). Por (1.5), para el caso m = 3,

s—a+s—b+s—c)3/2

A= s (Voo -a) v ( .

a+b4c\*? 5\ 3/2 52
p— — —————————— p— — :_:A
\/E(s 3 ) \/§(3> NI

con igualdad si y s6losi s —a=s—b=s—c, es decir,a =0 =c.

Reciprocamente, si aq, as, ag son tres numeros positivos, definimos a, b y ¢ como
ap=s—a,a3=s—byag=s—c donde s = (a+ b+ c)/2. Haciendo cdlculos sencillos,
se tiene que s = a; +as +asg, porloque a =s—a; =as+az, b=s—ay =a; +azy
¢ =S —ag = a1 + ap son numeros positivos. Ademas, a +b —c=2a3, b+c—a=2a; y
¢+ a — b = 2as son también positivos, y por tanto a, b y ¢ son los lados de un triangulo.
Ahora, por hipdtesis, tenemos que

2/3 2/3
(asag)s = (=) < (D) _f_mtata
Vs Vs 3 3

con igualdad si y sélo si @ = b = ¢, es decir, si y solo si a; = as = as. Esto concluye la
prueba de (1.5).

Para ver ii), en primer lugar, sean a, b, ¢, d los lados de un cuadrilatero ciclico y
s = (a+ b+ ¢+ d)/2 su semiperimetro. Entonces, por la férmula de Brahmagupta (1.6),
el area vendra dada por

A=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Si el cuadrildtero es un cuadrado, entonces el drea sera Ay = s?/4. Observemos que los
nimeros a1 =S —a, ay =s — b, a3 =s —cy ay = s — d verifican la propiedad requerida
en la hipdtesis -la suma de tres de ellos es mayor que el cuarto-, y por (1.5) para m = 4
obtenemos

A= ({I/(S—a)(s—b)(s_c)(s_d)y
s((3‘a>+<S—b>1<s—c>+<s_d>)2
1 T = Ao,

con igualdad si, y s6lo si, s —a=s—b=s—c, es decir, a = b =c.

Reciprocamente, si a;, as, as, a4 son cuatro nimeros positivos satisfaciendo la hipdtesis
Y ? ? ?
de que la suma de cualesquiera tres de ellos es siempre mayor que el cuarto, definimos, al
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igual que antes, a, b, ¢, d como a; = s—a, a3 =s—b, a3 =s—cy ay = s — d, donde
s = (a+b+c+d)/2. Entonces, haciendo célculos sencillos, se tiene que 2s = a;+as+asz+ay,
por lo que 2a = 2s—2a; = as+az+as—a; > 0, y de la misma forma, b, ¢ y d son niimeros
positivos. Ademéas, a+b+c—d =2a4 >0, b+c+d—a=2a; >0,c+d+a—b=2ay >0
yvd+a+b—c=2a3 > 0, por lo que a, b, ¢c y d son los lados de un cuadrildtero ciclico.
Ahora, por hipdtesis, tenemos

(a1a2a3a4)1/4 =A% < A(l)/2 = g _a t+ag Z as + a4’

con igualdad si, y solo si, a = b = ¢ = d, es decir, si y solo si a1 = ay = a3 = a4. Esto
nos da (1.5) para m = 4 en el caso en el que la suma de cualesquiera tres de los niimeros
considerados sea siempre mayor que el cuarto, concluyéndose asi la prueba. O]

1.4. La monotonia de las medias

En esta secciéon vamos a ver que la desigualdad (AG) general, (1.4), es un caso parti-
cular de una relacion general entre cualesquiera dos medias distintas. Para ello, en primer
lugar, vamos a definir otras dos medias, que complementaran a las ya estudiadas media
aritmética y media geométrica: la media armonica y la media cuadrética.

Definicién 1.4.1. Sea (z1,...,2,) € (R2g)™. Su media armdnica se define como

F(Ee )

ri 4k
)

Estas cuatro medias se relacionan mediante las siguientes desigualdades, que poste-
riormente se probaran:

y su media cuadrdtica como

m. armoénica < m. geométrica < m. aritmética < m. cuadratica.

Aligual que hicimos con las otras dos medias, podemos generalizar las medias arménica
y cuadratica anadiéndoles pesos.

Definicién 1.4.2. Sean (xy,...,2,) € (Rso)™ y (aq,...,am) € (Rsg)™ de forma que
ay + -+ o, = 1. Entonces los numeros
- 2
o ... am Yy \/Oélw + -t s,
o (0127 )

Tm

se llaman, respectivamente, media armonica con pesos y media cuadrdtica con
pesos de (x1,...,2,) con respecto a los pesos aq, ..., Qy,.
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Las cuatro medias que se han introducido son un caso particular de la media de orden t,
que vamos a definir a continuacion.

Definicién 1.4.3. Sean x = (z1,...,2,) € (Ro0)™ ya = (aq,...,am) € (Rso)™ tal que
aj + -+, = 1. Entonces para cada nimero real t # 0 se define la media M (z,«) de
orden t como

Mi(z,a) = (aqxt + -+ + am:vﬁn)l/t.

Observemos que para los valores t = —1, 1 y 2 se obtienen, respectivamente, la media
armonica con pesos, la media aritmética con pesos y la media cuadratica con pesos. Ahora
bien, la media geométrica con pesos no se obtiene para ningiin valor de ¢t # 0, y por tanto
parece no encajar en el caso general de las medias. Veamos, pues, qué ocurre al tomar el
limite de M,(z, ) cuando t tiende a cero. Por definicién,

] by 4ot
lim log M;(x, ) = lim og(andy + -+ Amiy,)
t—0 t—0 t

= S o+t < log (ot g,
dt|,_,

y por tanto
log My (z,a)

Qm

%1'_1)13 M(xz,a) = lime o,

:x?lx
t—0

Luego M;(x,«) tiende a la media geométrica con pesos, x{"---xlm, cuando t tiende
a cero. Asi, podemos definir formalmente la media de orden cero, My(z,a), como
'+ 22 Por tanto, la media de orden ¢, My(x, o), esta definida para todo nimero real
t y es continua en todo R. M&s ain, usando esta idea de extender el valor de M; “por
continuidad”, podemos definir la media M; para los valores t = 00 como sigue:
My (z,a) = lim M(z,a) = méx x,
t—o00 i=1,....m
M_o(z,a) = lim My(z,a) = min ;.

t——00 i=1,....m
Teorema 1.4.4. Sean v = (z1,...,Tmn) € (Re)™ ya = (a1, ..., an) € (Rag)™ tal que
ay + -+ oy = 1. Entonces My(x, ) es una funcion creciente en t € R.

Demostracion. Como x y « estan fijos, vamos a escribir M;(z,a) = M (t). Para probar
que M es creciente en R, al ser M continua en 0, basta ver que M'(t) > 0 para todo
numero real ¢ # 0. Recordemos que

log M (1) — log(on ) + t - amxfn)7

teniéndose por consiguiente que

tlog M(t) = log(ayz} + -+ + apat)),
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y asi, derivando con respecto a t en ambas partes de la ecuacion, obtenemos

M'(2)

arrtlogxy + -+ + apal, log .,
M(t) '

t t t
1Ty + -+ anay,

+log M (t) =

Multiplicando por t # 0 en ambos miembros tenemos

M'(2)
M(t)

oqailogal + - + apal, logal,

a1l + -+ apat,

t2

+tlog M(t) =

)

y por tanto,

M, t t . m t m m m
i=1 i=1 1=1

Para ver que M’(t) > 0, puesto que t*, M(t) y aypz! + - - + a,xl, son positivos, hay que
ver que el segundo miembro de la ecuacion anterior es no negativo, es decir, que

zm: ozt log b > <zm: aixﬁ) log (f: ozmﬁ) . (1.8)
i=1 i=1 i=1

Si aplicamos la desigualdad de Jensen (1.1) a la funcién convexa f(y) = ylogy definida
en (0,00) tenemos que, para cualesquiera yy, . .., Yy, > 0,

(Q1yr + - -+ + Wym) log(aays + -+ + @mYm) < a1y logyr + - -+ + WY 108 Yo

Escribiendo y; = ! para i = 1,...,m en esta desigualdad, se tiene que M'(t) > 0 para
t # 0, como queriamos ver. O

Corolario 1.4.5 (Monotonia de las medias). Sean p,q € RU{£oo}, conp < ¢, © =
(@1, Tm) € (Rog)™ y @ = (1., ) € (Rog)™ tal que 4y + -+ + i = 1. Entonces

M,(z,a) < My(x, ), (1.9)

ddandose la igualdad si, y solo si, x1 =+ = T,,.

En particular, se tiene la cadena de desigualdades antes anunciada:

M_(xz,a) < My(z,a) < My(z, ) < My(z, ).

Demostracion. La desigualdad (1.9) es consecuencia inmediata del teorema anterior, junto
con el hecho de que las desigualdades se mantienen mediante paso al limite. El caso de
igualdad se desprende de que, si x1, ..., z,, no son todos iguales, entonces hay desigualdad
estricta en (1.8) y, por tanto, M, es estrictamente creciente en t € R U {£oc}. ]
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Capitulo 2

Las desigualdades de Holder y de
Minkowski

En este capitulo vamos a estudiar en primer lugar la desigualdad de Holder, en cada
una de sus diferentes versiones, realizando ademas diversas pruebas que involucran distin-
tas técnicas y que permiten relacionar algunos de los contenidos previamente estudiados
con dicha desigualdad. Una de las versiones de este importante resultado nos sera de utili-
dad para mostrar la equivalencia entre las desigualdades de Holder y de Cauchy, resultado
a priori sorprendente. Por otro lado, mostraremos la conocida desigualdad de Minkowski y
estudiaremos las versiones integrales de dichas desigualdades, lo que nos llevara de forma
natural al siguiente capitulo, en el que se van a demostrar distintas desigualdades integra-
les asi como sus consecuencias geométricas. Finalizaremos el capitulo con un breve estudio
de las sumas de potencias de niimeros reales, lo que, en particular, nos permitira obtener
otra desigualdad de tipo Holder.

Los resultados de este capitulo han sido estudiados en el libro [3].

2.1. La desigualdad de Holder

La desigualdad de Holder, llamada asi debido a Otto Holder, es una desigualdad fun-
damental entre distintas medias que resulta ser una herramienta crucial e indispensable
para el estudio de los espacios [P y LP, de gran relevancia en el andlisis matematico. A
grosso modo, ésta nos dice que el producto escalar usual de dos vectores de R" (anélo-
gamente para dos funciones medibles no negativas) queda mayorado por el producto de
las normas p y ¢, respectivamente, de dichos vectores, donde 1 < p,q < 400 verifican
1/p+1/q = 1. Comenzaremos esta seccién demostrando una versién general de la citada
desigualdad de Holder, la cual puede obtenerse inmediatamente como consecuencia de la
aritmético-geométrica (AG) recogida en el Teorema 1.2.7.

15
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Teorema 2.1.1. Sean (a;,...,am) € (Rsg)”, coni=1,...,m, y (ay,...,am) € (Ryg)™
tal que aq + -+ + «a,, = 1. Entonces

> e < (Z ai]) : (2.1)

j=1 i=1 i=1 \j=1
ddndose la igualdad si y sdlo si los vectores (a1, ..., a;,), parai=1,...,m, son propor-
ctonales.
Demostracion. Por la desigualdad (1.4) tenemos que, para cada j = 1,...,n,
a1 Qm
VR < 10y - QG
(a/11_|_...+a1n)041...(am1+...+amn)am - a11+...+a1n am1+...+amn

Sumando en j, 1 < j < n, obtenemos

n al Qm

> SRR oo —1

) (all+"'+a1n)m"'(am1+"'+amn)0‘m — m s
y por tanto

a?ll...a’ran”f_k..._i_a?é...a?n% S (all+...+a1n>a1...(am1+...+amn)am_
El caso de igualdad se sigue inmediatamente del correspondiente para (1.4), esto es, se da
la igualdad si y sélo si

alj amj

a11+"'+a1n am1+"'+amn

para cada j = 1,...n, concluyéndose asi la prueba. ]

Como consecuencia directa del resultado anterior, se puede obtener la siguiente de-
sigualdad.

Corolario 2.1.2. Sean (1, ..., %), (Y1, -, Ym) € (Rso)™. Entonces

($1 T $m>1/m + (yl T ym)l/m < ($1 + yl)l/m T (xm + ym)l/ma (22>
ddndose la igualdad si y sélo si los vectores (x1,41),- -, (Tm, Ym) son proporcionales.
Demostracion. Basta aplicar (2.1) para n = 2, tomando ademés ay = -+ = a,,, = 1/m,
il = T3 Y G2 = Yi- L

A continuacion, presentamos uno de los resultados principales del capitulo, la anuncia-
da desigualdad de Holder en su versiéon clasica para dos vectores. En lo que sigue, dados
x=(21,...,2,) € (Rs9)" y p € R, escribiremos a? para denotar (z7,...,22).
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Teorema 2.1.3 (Desigualdad de Hélder). Sean x = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) €
(Rso)™. Sean ademds p,q € RU{xo0}, p,q # 0, verificando la condicion 1/p+1/q = 1.
Entonces, si p,q > 1, se tiene que

n n 1/17 n l/q
S < (z ) (z y) | 23
=1 =1 =1

Por el contrario, st p,q < 1, entonces se verifica la desigualdad contraria:

n n 1/p n 1/q
S > (z ) (z y> | 24
=1 =1 =1

En ambos casos, si p,q # +o0o, se da la igualdad si y sélo si xP e y? son proporcionales.
Sip = £oo (respectivamente, ¢ = +00) la igualdad se da si y solo si x1 = x9 = -+ = T,
(respectivamente, y1 = ys = -+ = Y, ).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p # +o00 ya que, tanto
para p = 400 como para p = —oo se obtiene ¢ = 1, y la desigualdad (2.3) quedaria, en
cada caso, de la forma

S wy <mix{zi1<i<n}d yoy
1=1 =1

n n
Sz > min{z; 1 <i<n}d oy,
i=1 i=1
respectivamente. Ambas desigualdades se verifican de forma clara y, en ambos casos, la
igualdad se da si y s6lo si 1 =29 = -+ = x,,.

En todo lo que sigue supondremos por tanto que p,q # +o0o, y distinguiremos tres
casos, en funcién del dominio de p (y por consiguiente de q).

Caso 1: p > 1. Vamos a ver varias pruebas de este primer caso:

P1. Utilizamos la desigualdad mas general (2.1) conm = 2, a1 = 1/p, ap = 1/q, a1; = a4
y Qg5 = y?, dandose la igualdad si y sélo si 2P e y? son proporcionales.

P2. Obsérvese que la desigualdad de Hoélder (2.3) se puede escribir como

n l/p l/q
Z 9515 yf <1
A\ 2T >j=1Yj B

Entonces, aplicando la desigualdad (1.3) al término de la izquierda se tiene que

p

r 2\ « \"" a1 1y 11
S (<) () ey (s Yo
i—1 Zj:l L Zj:l Y; - \P Zj:l Ty 9 Zj:1 Y; p q
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P3.

P4.

Las desigualdades de Holder y de Minkowski

El caso de igualdad también se obtiene de (1.3), y se da si, y sélo si,

D q
Ly Yi

Yt Xy

esto es, si y solo si, 2P e y? son proporcionales.

Sea h : (0,00) — R una funcién céncava, sean ¢;, d; nimeros positivos para cada
i=1,...,n,y denotemos por C,, = > ", ¢; vy D, =Y ", d;. Entonces, aplicando la
desigualdad de Jensen (1.1), donde ahora h es céncava (y por tanto la desigualdad
tiene sentido contrario), tenemos que

1 — C; 1 — C;

C, 1 < C;
) > hl =)
n(5) 2 3 2w (3)

Tomando h(t) = t'/?, p > 1 (obsérvese que en tal caso h es estrictamente céncava),
se tiene que

es decir,

C G\
Al =) =(=2 —oYep-lr — cY/rpl/ap-1
<Dn) <Dn) n n n n n

y en consecuencia, la desigualdad anterior equivale a
n

Crlz/prl/q > Z cz-l/pdzl/q,
i=1

donde la igualdad se da si y sélo si ¢;/dy = ¢y/dy = -+ - = ¢, /d,,. Ahora, realizando
el cambio de variable ¢; = 2 y d; = yJ, obtenemos

n p s/ p 1/q n
(Z xf) (Z y?) > Z TilYi,
i=1 i=1 i=1
dandose la igualdad si y solo si 2P e y? son proporcionales.

La cuarta y ultima prueba que presentamos de la desigualdad de Holder necesita de
la siguiente conocida propiedad de sencilla verificacion: dados I C Ry f; : [ — R,
i=1,...,n,s1 F(t)=>_", fi(t), entonces

n

> _mf fi(t) < inf F(2). (2.5)

=1
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Concretamente, vamos a aplicar este hecho a las funciones f;(t) = 2Pt/ 4 yft=1/7,
t el =Ry, 1 <1 < n, para lo que debemos calcular las dos expresiones que
aparecen en la desigualdad (2.5). A tal fin, primero derivamos f; e igualamos a 0,

obteniendo
LIS A,
q p
lo cual es equivalente a que

q _
5371 Pyl =t

Ademéds, estudiando el signo de f/, podemos asegurar que f; alcanza el infimo en
dicho valor de t. Entonces,

q 1/q q -1/p
inf f;(t) = «f <5xipyf) + ! (]—?xipyf)

1/q 1/p
=] (g) w; Py + (E) y; P
p q

1/q 1/p 1/q 1/p
) xfip/qyi + (B) z‘qiq/piﬁi = (Q) TiYi + <E) LiYi
q p q

Llamando K = (¢/p)"/? + (p/q)l/p, podemos concluir que

n

> inf fi(t) = K;miyi.

i=1
Por otro lado,
PO =3 A0 = (fo) pirs (ny) e
i=1 i=1

=1

Si, por brevedad, denotamos por A =" 2y B =)""_ y{, para calcular el valor
de infic; F(t) basta ver cuando

F'(t) = Lypra=r Z gy 0,
q p
lo cual ocurre si, y sélo si,
qB
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Asi, es en dicho valor de t donde se alcanza el infimo de F'. Por tanto,

1/q —1/p /9 p1/q 1/p p1/p
. _ qB qB - q B D A
o= <pA) +B(pA) _A(p> Alfa +B<¢1> By
1

q 1/(] D /p
— <_> Al-Yapgt/a (_) Al/pp1i-1/p
q

1/ 1/ 1/ 1/
_ <€> qu/pBl/q+ <1_9> pAl/pBl/q _ [(2) q+ (B) :
p q p q

n /p / n 1/q
(g (2"
i=1 i=1

Finalmente, aplicando (2.5), obtenemos que

n n 1/p n 1/q
Z Ty < (Z xf) (Z yf) .
i=1 i=1 i—1

Para el caso de igualdad, obsérvese que, como las funciones f; tienen un minimo
estricto, habra igualdad en (2.5) si y sélo si los infimos de cada f; se alcanzan en el
mismo valor ¢ que para la funcién F', lo cual se da si y sélo si

Al/rgl/a

nooq
-p,q9 __ Zz’:l Y;
T, Y, = Zn xp
i=1 i

para todo ¢ = 1,...,n; esto es, si y sélo si los vectores 2P e y? son proporcionales.

Caso 2: p < 0. En este caso, de la igualdad 1/p 4+ 1/g = 1 obtenemos que 0 < ¢ < 1.
Tomemos ahora r = —p/q y s = 1/q. Por consiguiente, s > 1y 1/r+1/s =1 (y por tanto

r>1). Sean a; = x; * y b; = z}y!. Entonces, por el Caso 1, se tiene que

n n 1/r n 1/s
i=1

i=1 =1

y deshaciendo el cambio de variable obtenemos

n n 1/p n 1/q
S > (z ) (z y) |
=1 =1 =1

con igualdad si y solo si los vectores a” y b® son proporcionales, es decir, si y sélo si 2P e
y? son proporcionales.

Caso 3: 0 < p < 1. En estas condiciones, ¢ < 0, y por tanto podemos aplicar el Caso 2
anterior intercambiando los papeles de p y ¢, concluyéndose asi la prueba. O]
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Observaciéon 2.1. Si w es cualquier n-upla de nimeros no negativos, podemos escribir

w; = wil/pwil/q. Entonces la desigualdad de Hélder (2.3) se puede expresar de la forma

n n l/p n l/q
Z W% Y < (Z wz‘x];) (Z wiZ/g) ) (2.6)
i=1 i=1 i=1
con igualdad (para p,q # +00) si y sélo si P e y? son proporcionales.

Como se ha visto, la desigualdad de Holder (2.3) es un caso particular de (2.1). Ahora
mostraremos que esta dltima también puede obtenerse como consecuencia de (2.3). De
hecho, vamos a probar una versién ligeramente mas general que, ademas, nos serd de
utilidad m&s adelante.

Corolario 2.1.4. Sean (a;1,...,ai) € (Rog)®, i =1,....m, yr = (r1,...,mm) € (Rso)™,
y consideremos 1/py, = > .- 1/r;. Entonces

n m pm\ 1/pm m n 1/r;
<Z (H %‘) ) =< H (Z af;) , (2.7)

ddndose la igualdad si y sdlo si los vectores (a;,...,a;), i =1,...,m, son proporcionales.

Demostracion. Razonaremos por induccién doble en n y m. Los casos n =1y m = 1 son
inmediatos, por lo que podemos suponer n, m > 2.
= Sin =2, m =2, entonces la desigualdad (2.7) se reduce a la desigualdad de Holder
w1y + ways < (2 4+ 25)P(y] + y5)'", (2.8)
con 1/p+1/q =1, donde la igualdad se da si y sé6lo si 2? e y? son proporcionales.

= Supongamos que (2.7) ha sido probada para m = 2 y todo nimero natural menor
que n,yseanp >0y q>0conl/p+1/q=1/r. Entonces

n n—1

rr __ r. T ror
E Ty = TpY, + E T;Y;
j=1 j=1

n—

1 /P fp—1 r/q
< zY, + (Z 1‘?) ( yj) (por hipétesis de induccién)

i=1 '

n /D o/ on 7”/:ql
< (Z x?) <Z y?) (por (2.8)).

Esto demuestra (2.7) para m = 2 y cualquier n. Obsérvese que dicha desigualdad
se cumple con igualdad si, y sélo si, (utilizando la hipétesis de induccion y (2.8))
se verifica que las parejas de vectores (24, ..., 22 ), (vf,...,yl 1) v (a2, Z?:_ll zh),

1 . L. L )
q "~ y?) son proporcionales, es decir, si y sélo si P e y? son proporcionales.
n’ J_l 7 9 9



22 Las desigualdades de Holder y de Minkowski

» Supongamos ahora que (2.7) es cierta para todo n y todo m, con 2 < m < k, y
veamoslo para m = k. Entonces, aplicando en primer lugar el caso m = 2 de (2.7)
y, a continuacion, la hipotesis de induccion, podemos concluir que

no [k Py 1/Pr n k-1 PN 1Pk
g — Pr y
(1) ) - (i) )
n 1/rk n k—1 pr—1\ 1/pr—1
) ((I) )
=

<
j=1 \i=1
n 1/re 1 n 1/r; k n 1/r;
T T . T
() T(%w) -1(xe)
j=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1
El caso de igualdad se obtiene argumentando como en el caso anterior. O]

Utilizando el corolario 2.1.4, podemos afirmar lo siguiente:

Observaciéon 2.2. Si m = 2, entonces (2.7) puede escribirse como

n 1/r n /p s p 1/q
(Z oy ) < (Z ot > (Z ! ) , (2.9)
=1 =1 1=1

donde p,q € Rug yr € Ryg es tal que 1/p+1/q = 1/r. La igualdad se da si y sdlo si xP
e y? son proporcionales.

A continuacién, mostramos otra forma equivalente de presentar la desigualdad de
Holder (2.3), frecuentemente usada en la literatura.

Teorema 2.1.5. Sean a = (ay,...,x,),b = (by,...,b,) € (Rsg)" y 0 < s < 1. Entonces
la desigualdad de Hélder (2.3) es equivalente a

n n s n 1-s
> aihi < (Z az-) (Z b,-) , (2.10)
=1 i=1 i=1

con tgualdad si y solo st a y b son proporcionales.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que se verifica (2.3). Tomamosp=1/s > 1y
q=1/(1—s), para los cuales 1/p+1/q = 1. Sean x; = a{ e y; = b; *. Entonces, por (2.3),

n n s n 1-s
B (Se) (2)

con igualdad, por la correspondiente en (2.3), si y s6lo si a y b son proporcionales.
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Reciprocamente, si (2.10) es vélida, tomando s =1/p (yasil—s=1—-1/p=1/q) y
a; :$€7 bz :yf>

n n 1/p n 1/q
S < (z ) (z y) |
=1 =1 =1

donde la igualdad se verifica si y sélo si 2P e y? son proporcionales. O

El siguiente resultado, que recogemos sin demostracion, presenta de manera implicita
otra versiéon de la desigualdad de Holder, que resulta ser una forma muy 1til de considerar
dicha desigualdad, y es la base del método conocido como quasi-linealizacién.

Teorema 2.1.6. Sea (z1,...,x,) € (Rsg)™ y sea p > 1. Entonces

n 1/p n
<Z xf) = supriyl-, (2.11)
i=1 Y oi=1
donde el sup se toma sobre cualquier vector y = (y1,...,yn) tal que > . yi = 1.

Como caso particular de cualquiera de las versiones anteriores de la desigualdad de
Holder, obtenemos la conocida desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Corolario 2.1.7 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean x = (x1,...,2,),y = (Y1, .., Yn) €
(R~o)™. Entonces

" " 12 1/2
sz‘yz‘ < (Z %2) <Z %2) ; (2.12)
i=1 i=1 i=1

ddandose la igualdad si y solo si x ey son proporcionales.

Concluimos esta seccion demostrando un resultado a priori poco intuitivo: la desigual-
dad de Holder también se puede deducir a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Teorema 2.1.8. Las desigualdades de Holder (2.3) y de Cauchy-Schwarz (2.12) son
equivalentes.

Demostracion. El hecho de que (2.3) implica (2.12) es evidente, pues basta con tomar p =
q = 2 (obsérvese que el caso de igualdad aqui también se desprende del correspondiente
para (2.3), pues la condicién de que z? e y* sean proporcionales es equivalente a que z e
y también lo sean).

Vamos ahora a probar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz (2.12) implica la de-
sigualdad de Hélder (2.3). Para ello, distinguimos varios casos.

i) Trivialmente, si p = ¢ = 2 entonces la desigualdad (2.3) es justamente (2.12).
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ii)

iii)

Las desigualdades de Holder y de Minkowski

Demostramos a continuacién un caso particular de la version (2.7) de la desigualdad
de Holder: param =2#, p € Nygy ry = -+ = 1rou = 2K,

n m m n 1/ri
Z (H aij) < H (Z a;;) )
j=1 \i=1 i=1 \j=1

Para ello, razonaremos por induccién sobre p. Si g = 1, obtenemos de nuevo la
desigualdad (2.12). Supongamos entonces que el resultado es cierto para g — 1y
veamos que es cierto para p:

(i) (1 )

o NURORST A .
( ( )) (Z ( 11 a%)) (por (2.12))

28— n 1/(22M 1) 2K n 1/(22,u 1)
(Z a?jzu 1) H <Z a?f“d) (induccién)
1

<
= j=1 i=20—141 \j=1
2#71 n 1/2“’ QH n 1/2“ ok 1/2”’
_ 2K 28
() I (X)) -I(xe)
i=1 \j=1 i=21—141 \j=1

Ahora probamos (2.3) para p,q € Q, p,q > 1, que sean de la forma p = 2#/b y
q=2"/cconb,ce N,y tales que 1/p+1/¢ =1 (por tanto b+ ¢ = 2+).

Paral <j<nyl<:i<2" sean

o alositsishi<js<a,
v y/c sib+1<i<2M=btel<j<n
De esta forma,
n 2¢ n b b+c n
s =3 TTos TT o= S
j=1 i=1 j=1i=1  i=b+1 j=1

Por otro lado, usando el caso ii), ya probado, se tiene que

g=11=1 = = i=b+1 \j=1
b n /2% pic n 1/2#
- 21 /b 24 /¢
—H(Z% ) I (3)
i=1 \j=1 i=b+1 \j=1

n b/2# c/2" n Up s n 1/q
(E) Bor) (2 ()
j=1 =1 j=1 j=1

como queriamos Ver.
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iv) Por tltimo, sean p,q € R tales que 1/p+1/q¢ =1, p,q > 1. Claramente, el conjunto
*rm
A= {—;1< < on ez}
nL:J1 S l<m m

es denso en (0, 1), luego existe una sucesién (r,,), C A tal que lim, r, = 1/p y, en
consecuencia, verificando que lim,(1—r,) = 1/q. Entonces, aplicando la desigualdad
demostrada en el caso iii) con p, = 1/r, y ¢, = 1/(1 — r,), y mediante un paso al
limite a ambos lados de la desigualdad (las desigualdades se mantienen mediante
paso al limite) se obtiene el resultado, ya que todas las funciones ahi involucradas son
continuas (productos, sumas, potencias...). Ademads, ndtese que mediante el mismo
argumento de paso al limite, una vez obtenida (2.3) para el caso general p,q € R,
p,q > 1, podemos deducir adicionalmente el caso p = 1, ¢ = +00. Esto concluye la
prueba de (2.3). O

2.2. La desigualdad de Minkowski

La desigualdad de Minkowski, que abordamos a continuacién, no es mas que la de-

sigualdad triangular para la aplicacion || - ||, : R — R dada por
n 1/p
]l = (Z |f€z'|p> , p=1,
i=1
es decir,
lz+yllp < llzllp + [yl (2.13)
lo cual implica que || - ||, es una norma en R™.

Del mismo modo, definiendo la funcién p,(z,y) = (Z?:l |z — yi’p) l/p’ p > 1, entonces
se verifica la desigualdad triangular,
po(@,y) < pp(, 2) + pp(y, 2),
y por consiguiente se tiene que p, es una distancia en R".
Comenzamos la seccién demostrando dicho resultado. Una vez mas, presentaremos
diversas pruebas del mismo, involucrando distintas técnicas y herramientas.

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Minkowski). Sean 1 < p < 400 y & = (21,...,%,),
Y= (y1,.--,yn) € (Rsg)". Entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(a:i +yi)”> < (Z xf) + (Z yg’) . (2.14)

i=1
St —oo0 < p <1, p#0, entonces se tiene la desigualdad contraria. En ambos casos, si
p # oo ypF#1, se dala igualdad si y solo si los vectores x e y son proporcionales.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer p # oo pues, claramente,

p—ro0
=1

n 1/p
lim x; + y;)P =max{r; +vy;: 1 <i<n
Y Y

<méx{r;: 1 <i<n}+mix{y; : 1 <i<n}
1/p

n 1/p n
= lim P + lim P ,
tin (3501) 4 g (S

n 1/p
lfm (Z(;p + yi)p) =min{z; +y: 1 <i<n}

p——00
i=1

>min{z; 0 1 <i<n}+min{y;:1<i<n}

n 1/p n 1/p
— s p s p
i () (So)

Por lo tanto, a partir de ahora supondremos que p # +o00, y ademés, omitiremos el caso
trivial p # 1.

Pl. Seana = (31 2))Y? y b= (31, y")V/P. Si p > 1, la funcién f(z) = 2P es convexa
en (0,00) y asi, por definicién, se tiene que

. A\ P . . p . .
(b)) = () e () <am () s (B

para todo ¢ = 1,...,n. Sumando ahora a ambos lados en ¢, i = 1,...,n, obtenemos
Z T; + yz)p S a Z?:l ,Z‘f . b Z?:l yf _ a n b -1
— a+b a+b ap a+b bp a+b a+b

Por tanto,

n 1/p n 1/p] P
> () < (a0 = (fo) +(ny) ,

=1

y elevando ambos términos a 1/p (obsérvese que estamos en el caso p > 1), se
obtiene el resultado.

Por otro lado, sip < 1, p # 0, debemos distinguir dos casos. Si 0 < p < 1, entonces la
funcién f(x) = 2P es céncava y siguiendo los mismos pasos que antes, obtendriamos
la desigualdad contraria. Si p < 0, entonces la funcién f(z) = xP es convexa y, al
igual que en el caso p > 1, se deduce la desigualdad

n

n 1/p n 1/p] P
d (it y) < (a+b)P = (pr> + (Zyp> :

i=1
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pP2.

P3.

Pero ahora, al elevar ambos términos a 1/p obtenemos la desigualdad contraria:

n 1/p n 1/p n 1/p
(Beewr) = (2) +(2)

i=1
El caso de igualdad se desprende del hecho de que f es estrictamente convexa si
p>1o0p <0y estrictamente concava si 0 < p < 1, teniéndose por tanto que x e y
son proporcionales.

Aplicando (2.3) para p > 1 al término de la izquierda en (2.14), obtenemos

n

Z(fﬂz + i)’ = Z i (zi 4y + Z yi (zi + )"
i=1

i=1 i=1

n p s p (r=1)/p n p s/ p (p—1)/p
(Z xi-’) (Z(zm- + w)p) + <Z yf) (Z(:@ + w)”)

i=1 i=1

n 1/p n 1/p n (r—1)/p
() (50) | ()
i=1 i=1

IN

=1

que es justamente (2.14). Por (2.3), la igualdad se da si, y sélo si, las parejas de
vectores aP, (x + y)P e yP, (x + y)P son proporcionales, lo que equivale a que x e y
también lo sean. Si p < 1, p # 0, entonces usando (2.3) en dicho caso, se obtiene la
desigualdad contraria.

Consideremos ahora la funcién f(t) = ' Pr? + (1 — )1 Pr?, conp > 1,0 <t <1y
r,s > 0, cuya derivada es f'(t) = (1—p)(t Pr? — (1 —t)~PsP). Igualando la expresién
anterior a 0, es fcil ver que f tiene un extremo relativo en ¢ = r/(r + s). Derivando
por segunda vez la funcién f y evaludndola en t = r/(r + s) resulta

p+1 p+1
f”( :_ )Ip(p—l) (r—i—s) rp_i_(r—i-s) sp] -0,
r+s r r

pues p > 1y r,s > 0. Luego f presenta un minimo estricto en t = r/(r + s), y asi,
f(t) > f(r/(r+s)), con igualdad si y sélo si t =r/(r + s), esto es,

(r+s)P < t7PrP 4 (1 — 1)1 PsP, (2.15)
déndose la igualdad si y sélo si t =r/(r + s).

Ahora, usando (2.15), obtenemos

n

S a0 < S (- )

i=1 i=1
n 1/p n 1/p
e (Z x) (- (Z y>
i=1 i=1

— 1 PAP 4 (1— )PP,

p p
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P4.

Las desigualdades de Holder y de Minkowski

n 1/p n 1/p
(595
i=1 =1

Asi, la desigualdad se mantiene al considerar el minimo del término de la derecha,
que se alcanza, por (2.15), ent = A/(A + B):

n A 1-p B 1-p
. NP < P 2 D
Z¥%+%>_<A+B) /1+(A+B> B
1/p n 1/p
= (A+ B)P (Zx) +<ny>
i=1

Por dltimo, elevando ambos términos a 1/p, se obtiene (2.14). Para el caso de igual-
dad, obsérvese que ésta se dard (por el correspondiente caso en (2.15)) si y sélo si

siendo

p

rity, A+B

para todo ¢ = 1,...,n, lo cual es equivalente a que = e y sean proporcionales.

Por otro lado, si p < 1, p # 0, distinguiremos de nuevo dos casos. Primero, si
0 < p < 1entonces f’(r/(r+s)) <0y, por tanto, f presentard un maximo estricto
ent=r/(r+s). Asi, f(t) < f(r/(r + s)) con igualdad si y sélo si t = r/(r + s),
obteniéndose, de la misma manera, la desigualdad contraria.

En el caso p < 0, f presentard un minimo en ¢t = r/(r + s). Entonces, f(t) >
f(r/(r+s)) conigualdad siy sélosit = r/(r+s). Pero ahora, al elevar a 1/p en ambos
lados de la desigualdad obtenida, invertimos el sentido de la misma. Finalmente,
argumentando como en el caso p > 1, se caracteriza la igualdad de dicha desigualdad
inversa, dandose ésta si y sélo si x e y son proporcionales. Esto finaliza la prueba.

Daremos una ultima prueba de este resultado, como aplicacién directa de la quasi-
linealizacién (véase el teorema 2.1.6). El inico inconveniente de esta sencilla demos-
tracion es que, en principio, no permite caracterizar el caso de igualdad; por ello,
nos centraremos aqui sélo en la obtencién de la desigualdad.

Supongamos que p > 1 (el otro caso se puede demostrar de forma totalmente simi-
lar). Entonces, si L = {z = (21,...,2,) 1 y .y 2§ = 1}, por (2.11), se obtiene

n 1/p
(Z(:vz- + yz-)”) = sup Z (@i + yi)z < sup Z i2; + sup Z Yizi

i—1 z€L z€L zeL

n 1/p n l/p
(£ (59 :
i=1 i=1
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Observaciéon 2.3. La desigualdad de Minkowski (2.14) fue probada primero en la forma
(2.13) por F. Riesz, y por esta razon, la desigualdad de Minkowski es conocida a veces como
desigualdad de Minkowski-Riesz. Por el mismo motivo, la desigualdad de Holder se
llama desigualdad de Holder-Riesz cuando se escribe de la forma

lzylls < llzllpllylle-
Concluimos la seccién demostrando otras relaciones entre medias que, a su vez, se
pueden obtener como consecuencia de la desigualdad de Holder.

Teorema 2.2.2 (Desigualdad de Liapunov). Sean a = (ay,...,a,),w = (wy,...,w,) €
(Rog)™ y sean 0 <t < s <r < +oo. Entonces

n r—t n r—5 n s—t
E w;a; < E w;al E w;a; ;
i=1 i=1 i=1

ddndose la igualdad si y sélo si a; = --- = a,, (para cualquier w).

Demostracion. Tomamos en la desigualdad (2.6) 27 = a, y! =al, p=(r—t)/(r—s)y
q=(r—t)/(s—t), de forma que 1/p+1/q = 1. Entonces se tiene que

n n (r=s)/(r=t) s p (s=t)/(r—t)
Z wiaPallt < (Z wmf) <Z wm?) ,
i=1 i=1 i=1

es decir,

n n (=)/(r=) / (s=0)/(r=1)
S wallr - CDgTe/=0 o (Z WL?) (Z wia;;) .
i=1 =1 i=1

Luego

n n (r=8)/(r=t) s pn (s=t)/(r—t)
Z w;a; < (Z wmﬁ) (Z wm?) ,
i=1 i=1 i=1

y elevando ambos términos a r — ¢ > 0 se obtiene el resultado. El caso de igualdad es
consecuencia inmediata del correspondiente para (2.6). En efecto, habria igualdad si y
sélo si los vectores a' v a” son proporcionales, lo que equivale a que a; = -+ - = a,,. O

Concluimos la seccién con la que ha venido a denominarse en la literatura como de-
sigualdad de Radon.

Teorema 2.2.3 (Desigualdad de Radon). Sean a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) €
(Rso)™ y sea 1 < p < +o0. Entonces

p

(i a;)” - a;
=1
(i b ; o

con igualdad si y solo si los vectores a y b son proporcionales.
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Demostracion. Usamos (2.3) para x; = ai/bi/q ey = bi/q, donde ¢ ha de satisfacer la

condicién 1/p+1/q =1, es decir, ¢ = p/(p — 1). Entonces se tiene que

n n pq1/p n 1/q
a; ,1/q a; .
i n ()] ()

i=1 Y% i=1 i i=1
n (p—=1)/p
=1
) ( bz)
=1

n n » \ /P
D iy i < (Z @; )

n -1 — -1 )
(Zi:l bi)(p P i=1 bf

y elevando a p > 1 en ambos términos de la desigualdad, se obtiene el resultado deseado.

Operando en ambos términos se obtiene

;ai = ( bp/q)

que es equivalente a la desigualdad

n
Zai < (
i—1

Entonces,

El caso de igualdad se desprende también de (2.3), y se da si y sélo si el vector de
componentes (ai/b;/q)p, t=1,...,n, es proporcional a b, lo que equivale a que a y b sean
proporcionales. O

2.3. Versiones integrales de las desigualdades de Hol-
der y de Minkowski

Extender el concepto de una media de nimeros reales a fun(nones por medio de
integrales, es un paso natural. En muchos textos, al valor — f f se le denomina media
aritmética de f en el intervalo [a, b]. Esto se justifica por el hecho de que la aproximacion
por sumas de Riemann de esta cantidad se corresponde con las medias aritméticas de
valores de f en puntos distribuidos en el intervalo [a, b].

Comenzamos la seccion demostrando la versién integral de la desigualdad de Jensen
(1.1). A grosso modo, la combinacién convexa de nimeros en el caso discreto se traduce,
para el caso funcional, en la integral de la funcion sobre un espacio de medida uno.

Teorema 2.3.1 (Desigualdad de Jensen). Sea 2 un conjunto no vacio y sea p una medida
finita sobre Q. Sea f : Q@ — R una funcion integrable (respecto de p) y sea ¢ : I = (a,b) C
R — R, con f(2) C I, una funcion convexa. Entonces

o (s [ I ) < o [ (00 N auto) (2.16)
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, trabajando con i = 11/p(€2) si fuera necesario,
podemos suponer que (§2) = 1 (en otras palabras, suponemos que p es una medida de
probabilidad).

Escribiendo A = [, f(z) du(z), observamos que A € I, ya que a < f(x) < b para todo

x € Qy, asi,
a:/ad,u /f )dp(x /bd,u(x):b.
Q

Ademas, observemos que ¢ o f es medible al ser composicion de funciones medibles.
Entonces, por el lema 1.1.2 se tiene que

d(A)+m(z — A) < ¢(z), paratodo T € (a,b).
Tomando ahora = f(z) obtenemos

¢(A) +m(f(x) = A) < (oo f)(x),

e integrando concluimos que

) +m ( | 0 dute) - A) < [0 fe duta),

donde, sustituyendo A por su valor, llegamos a (2.16). O

A continuacion presentamos la version integral de la desigualdad de Holder. Este re-
sultado nos hara de nexo natural con el siguiente capitulo, ya que uno de los objetivos
principales de éste serd obtener la denominada desigualdad de Prékopa-Leindler, desigual-
dad opuesta a la versién integral de Holder.

Teorema 2.3.2 (Desigualdad de Holder). Sea Q2 un conjunto no vacio y sea p una medida
sobre Q. Sean 1 < p,q < +00 para los cuales se verifica la relacion 1/p+1/q = 1. Si
fr9:Q — Rsg son funciones medibles con integral no nula entonces

[ ot < ([ e )(/ gq<m>du<x>)w7 (2.17)

dandose la igualdad, para p,q # +o0o, y con fP, g7 integrables, si y solo si fP y g? son
proporcionales para casi todo punto.

Demostracion. El caso p = +o0 es inmediato, entendiéndose, como es habitual, que
1/00
[ @] =i
Q €

por lo que asumiremos que 1 < p,q < +o0o. Podemos suponer ademas, sin pérdida de
generalidad, que las funciones f? y g? son ambas integrables, ya que si alguna de ellas no
lo fuera, el resultado seria inmediato.
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De esta forma, por (1.4), se tiene que

(f9)< ) _ ( fP(z) )1/p( ¢%(x) )1/q
(o fo(x) dp(@))"” (J09(x) dp(z)) " (z) du() Jo99(x) dp(z)
<

(i) * o (o i)

La prueba concluye integrando ambos lados y aplicando el caso de igualdad en (1.4). [

Obsérvese en primer lugar que, en particular, del resultado anterior se desprende que
si fP y ¢g? son ambas integrables, entonces el producto fg también lo es. Por otro lado,
si —oo < p,q < 1, se verifica la desigualdad contraria a la anterior, al igual que ocurria
en el caso discreto (2.4); el mismo argumento que se utilizé alli sigue siendo vélido para
probar la correspondiente version integral.

Finalizamos la seccién demostrando la version integral de la desigualdad de Minkowski.

Teorema 2.3.3 (Desigualdad de Minkowski). Sean € un conjunto no vacio y p una
medida sobre 2. Sea 1 < p < 400 y sean f,g: Q2 — Ry funciones medibles. Entonces

(/Q<f +9)" () dﬂ($)>l/p < (/Q fP(x) dﬂ(x))l/p + (/Q g (x) dﬂ(x))l/p, (2.18)

con igualdad, para p # +00, y con fP, gP integrables, si y sdlo si f y g son proporcionales
para casi todo punto.

Demostracion. El caso p = 400 es de nuevo inmediato y, ademas, podemos suponer que
f y g tienen integral no nula. Més ain, de la convexidad de la funcién ¢(t) = t*, t > 0, se
tiene que (f + g)? < 2P71(fP + gP), y asi, podemos suponer que f? y g” son integrables,
implicando esto que (f + ¢g)? también lo es. Ahora, siguiendo el mismo razonamiento que
el llevado a cabo en la segunda prueba de (2.14), y utilizando (2.17), se tiene

[rsor@ane) = [ (1 +97 )@ duta) + [ (907 + 9@ duto)

< (/ fP(x) du(z ) /p (/Q(erg)p(x) du(x))(pl)/p
+ (/ () dpla ))UP (/Q(erg)p(w) du(x))(pl)/p
k/ @) e )1/p+ ( /Q g'(@) du(x))l/p] < /Q (f +9)"(z) du(q;))(pl)/p’

lo que prueba (2.18). El caso de igualdad es una consecuencia inmediata del correspon-
diente caso de 1gua1dad en (2.17). O

Obsérvese que si p < 1, p # 0, la desigualdad de Minkowski tiene sentido contrario,
como ocurria en el caso discreto.
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2.4. Sumas de potencias

Concluimos el capitulo haciendo un breve estudio de la monotonia de la suma de
potencias de nimeros reales, lo que también nos permitird obtener otra desigualdad de
tipo Holder. Para ello, comenzamos dando la siguiente definicion.

Definicién 2.4.1. Sea x = (z1,...,x,) € (Rog)™. Entonces, se define

Su(r,x) = me, r e R,
1/r
Ro(r,x) = S (r,z) = (zp) ,reR\ {0}

Salvo que haya confusion, omitiremos n y x, y escribiremos las sumas anteriores como
S(r) y R(r), respectivamente. En primer lugar, estudiamos la monotonia de R.

Proposicion 2.4.2. La funcion R es estrictamente decreciente sobre la semirrecta real
positiva y sobre la semirrecta real negativa; esto es, si r < s tienen igual signo, entonces

n 1/s n 1/r
= <Z xf) < (Z f:) =R(r). (2.19)

Demostracidn. Supongamos que r < sy que S(s) =Y ., 2§ = 1. Como z; > 0 entonces
x; < 1 para cada @ = 1,...,n. Distinguimos dos casos:

= s> 71 > 0. En este caso, como z; < 1y s > 0, entonces x; < 1 paracadai=1,...,n
y, por tanto, al ser r < s, se tiene que x} > z7. Asi, S(r) > S(s) = 1, y de nuevo
por ser r > 0 se tiene que R(r) > 1 = R(s).

7 <s<0. Como ! <1ys <0, entonces x; > 1 para cada i = 1,...,n y, por
tanto, al ser r < s, se tiene que z} < xi. Asi, S(r) < S(s) = 1, y como r < 0, se
tiene que R(r) > 1 = R(s).

Esto completa la prueba para el caso especial S(s) = 1. Ahora supongamos que S(s) = o
y pongamos, para cada i = 1,...,n, y; = ;/0"/* = y;/R(s). Entonces

Zyz - () - ok

=1
y, por el caso anterior, R(s,y) > 1, lo que implica que R(r)/R(s) > 1. O

Como consecuencia de este resultado obtenemos la siguiente desigualdad tipo Holder.
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Corolario 2.4.3. Sip,q € Rog y 1/p+1/q > 1 entonces
n n 1/p n 1/q
San< (L) ()
i=1 i=1 i=1

Demostracion. Sean A =1/p+1/q¢>1,r=Ap>py r’' = Ag > q. Entonces,

11 1 1 2+5+1
_+_/: p—l— q: :1,
ror 1+5 1+1—? (1_,_5)(1_,_%)

y asi, se tiene que

Finalizamos la seccion, y con ello el capitulo, demostrando la log-convexidad de las
funciones R y S:

Proposicién 2.4.4. R y S son funciones log-convexas. En otras palabras, si 0 < A <1,
entonces

S((1=N)r+As) <S8 (r)SNs)
para todo r,s € R; del mismo modo, st r,s > 0, entonces

R((1=A)r+ As) < R"Ar)RMN(s).

Demostracion. Primero consideraremos S. Para dicha funcién, usando (2.10), se tiene

n n

S((1=Nr+ds) =D 2™V = @) ()

i=1 =1

n =X /o, A
< (Z xf) (Z xf) = S (r)SM(s).
i=1 i=1
Por tanto S es log-convexa. Ahora estudiemos R, para lo cual distinguimos dos casos:

» Si R(r) > 1 entonces, al ser r > 0, S(r) > 1y, asi,

log R(r) = -0 S(r) = f(r)g(r),

donde f(r) = 1/ry g(r) = log S(r) son funciones convexas y moné6tonas. Usando la
proposicién 1.1.3 se deduce que log R = fg también es una funciéon convexa.
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» SiR(r) = p < 1, elegimos p’ € (0, p) y escribimos z, = x;/p’, paracadai =1,..., n.
Entonces se tiene que

n 1/r n . 1/r
Rz, r) = (Z(x;)r) = (Z (/fj)r) = %R(r) = g > 1,

i=1 =1

y en consecuencia, por el caso anterior, R(z’,r) es log-convexa. Por otro lado,

R(r)

/

log R(2',r) = log =logR(r) — log o/,

lo que implica que log R es convexa. Esto finaliza la prueba. O



36

Las desigualdades de Holder y de Minkowski



Capitulo 3

Las desigualdades de
Brunn-Minkowski y sus versiones
funcionales

La desigualdad de Brunn-Minkowski es uno de los resultados fundamentales en Con-
vexidad, y proporciona una estimacion del volumen de la suma de dos cuerpos convexos.
Fue demostrada primero por Brunn mediante un argumento ingenioso, aunque algo im-
preciso, siendo Minkowski quien proporcioné una demostracién correcta y completa del
resultado, incluyendo la caracterizacién del caso de igualdad. La desigualdad de Brunn-
Minkowski estuvo inspirada en el problema isoperimétrico, y durante muchos anos se
considerd que la desigualdad “pertenecia” a la Geometria, donde su importancia ha sido
ampliamente reconocida. Por ejemplo, esta desigualdad implica el hecho, intuitivamente
evidente, pero nada sencillo de demostrar, de que la funcién que da el valor del volumen
(n — 1)-dimensional de secciones por hiperplanos paralelos de un cuerpo convexo verifica
que, dadas tres secciones paralelas, la intermedia no puede tener volumen mas pequeno
que las otras dos. Sin embargo, alrededor de la mitad del siglo XX, diversos matematicos
(Lusternik, Hadwiger, Ohmann...) extendieron este resultado a contextos mucho mas ge-
nerales, incluyendo la clase de los conjuntos medibles Lebesgue, comenzando entonces la
desigualdad a moverse en los dominios del Analisis.

En este capitulo estudiaremos diversas versiones (todas equivalentes) de la desigual-
dad de Brunn-Minkowski. En particular, veremos su versién funcional, la desigualdad
de Prékopa-Leindler, y generalizaremos este resultado obteniendo las denominadas de-
sigualdades de Borell-Brascamp-Lieb. Veremos finalmente céomo, a partir de estas de-
sigualdades funcionales, es posible obtener las diferentes versiones de la desigualdad de
Brunn-Minkowski.

Los conceptos y resultados que hemos incluido en este capitulo han sido estudiados
originalmente en los articulos [1], [2], [4] v [5].
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3.1. Preliminares

Comenzamos este capitulo con una breve secciéon dedicada a introducir la notacién, de-
finiciones y resultados basicos que necesitaremos para poder abordar el estudio de las dis-
tintas versiones de la desigualdad de Brunn-Minkowski. Esta es una importante desigual-
dad geométrica que relaciona tres conceptos fundamentales en convexidad: el volumen,
los cuerpos convexos y la suma de Minkowski. Estudiamos a continuacién, brevemente,
cada uno de ellos.

Definicién 3.1.1. Se dice que un conjunto K de R™ es convexo si, dados dos puntos
cualesquiera de K, el segmento que los une estd totalmente contenido en el conjunto, es
decir, si la combinacion convera (1 — Nz + Ay € K paraz,y € K y 0 < A < 1.

A partir de ahora, cuando se hable de un cuerpo convexo nos estaremos refiriendo
a un conjunto convexo y compacto de R™ no vacio. Se representara por K™ al conjunto de
todos los cuerpos convexos del espacio euclideo n-dimensional.

La suma de Minkowski no es méas que la suma vectorial de conjuntos, y es la forma
mas sencilla de operar con conjuntos convexos en R”.

Definicién 3.1.2. La suma de Minkowski de dos conjuntos cualesquiera A y B de R™
se define como

A+B={a+b:acAbeB}=|J(A+b)

beB

Si A = {2} es un conjunto unipuntual, escribiremos simplemente z+ B para representar
{z}+ B. Ademés, como es habitual, el producto de conjuntos por escalares (no negativos)
se denotard por AA = {Xa :a € A}, para A > 0.

Es facil ver que la suma de Minkowski conserva la convexidad y la compacidad.
Ademas, si A,B,C,D C R" con A C C y B C D, entonces (A+ B) C (C + D).
Otra propiedad interesante en la que juega un papel fundamental la convexidad es la
siguiente: si K € K™ y A\, u > 0, entonces A\K + uK = (A + p) K.

Pasamos finalmente a estudiar el volumen y sus principales propiedades.

Definicién 3.1.3. El volumen n-dimensional de un cuerpo convero K de R™, vol(K),
es la medida de Lebesque del conjunto en R™.
Proposicién 3.1.4. i) vol(K) se mantiene inalterado bajo movimientos rigidos de K .
ii) El volumen es homogéneo de grado n, i.e., vol(uK) = p"vol(K), para > 0.
iii) vol(K) = 0 si, y sdlo si, K tiene dimensidn menor o igual que n — 1.

iv) Si K C K', entonces vol(K) < vol(K'), ddndose la igualdad si y sélo si vol(K') =0
o K y K’ coinciden.
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Ademas, si K € K" es un cuerpo convexo de R™ con dimension dim K = i, repre-
sentaremos por vol;(K) el volumen i-dimensional de K medido en R* = aff K, donde
aff K denota la envoltura afin de K (esto es, el menor subespacio afin que lo contiene).
Recordemos que la dimension de K no es mas que la dimensién de su envoltura afin.

En alguna ocasién, trataremos conjuntos A no necesariamente convexos ni compactos,
con los que pretenderemos extender algin resultado relativo al volumen. Asi pues, defi-
niremos también el volumen de un conjunto medible (Lebesgue) A C R™ como la medida
de Lebesgue del conjunto en R™, y lo denotaremos también por vol(A). Una propiedad
interesante de la medida de Lebesgue que nos sera de utilidad es la siguiente:

Proposicion 3.1.5. La medida de Lebesgue es regular, es decir, si A es medible Lebesque,
vol(A) = sup{vol(F) : F C A, F compacto} = inf{vol(G) : G D A, G abierto}.
Un teorema del que haremos uso continuamente es la siguiente version del teorema
de Fubini:

Teorema 3.1.6 (Teorema de Fubini). Sea f : R™ x R™ — R>q una funcion medible no
negativa, con n,m € N. Entonces

/RHXRM fla,y)d(z,y) = /n ( - flz,y) dy> dz = /m ( 5 (e, y) dx) dy.

Por tanto, para cualquier funcién medible no negativa h : R" — R, se verifica

/n h(z)dz = /0+<><> vol({z € R" : h(z) > t}) dt,

relacion que se conoce como el principio de Cavalieri.

3.2. La desigualdad de Brunn-Minkowski (BM)

La desigualdad de Brunn-Minkowski es uno de los resultados fundamentales en la
Teoria de los Conjuntos Convexos. De esta desigualdad pueden extraerse muchos resul-
tados de gran importancia, por lo que ha sido durante muchos anos, y ain sigue siendo,
motivo de estudio e investigacion.

Teorema 3.2.1 (Desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean K y L dos cuerpos convezros
de R, y sea A € (0,1). Entonces

vOI(AK + (1 — A\)L)Y™ > Avol(K)Y™ + (1 — M)vol (L),

ddndose la igualdad si, y solo si, K y L estdan en hiperplanos paralelos (si tienen dimension
menor que n) o son homotéticos (si tienen dimension n 6 uno de ellos es un conjunto
unipuntual).
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La convexidad, en el resultado anterior, juega un papel relevante a la hora de caracte-
rizar el caso de igualdad. En este capitulo, nos centraremos en el estudio de la desigualdad
mediante el uso de técnicas analiticas que involucran la manipulacién de medias de niime-
ros reales, en el espiritu de lo estudiado en los capitulos precedentes.

La desigualdad de Brunn-Minkowski se presenta a menudo en el contexto de conjuntos
compactos: si A, B C R" son conjuntos compactos no vacios de R, y A € (0, 1), entonces

vol(AA + (1 — A)B)Y™ > Avol(A)Y™ + (1 — X)vol(B)/™. (3.1)

La desigualdad anterior se introduce a veces en una forma (en principio) mas débil, a
menudo referida como su versién multiplicativa o versién libre de dimension:

vol(AA + (1 — A\)B) > vol(A)*vol(B) ™. (3.2)

Otra version equivalente de la desigualdad de Brunn-Minkowski que aparece en la litera-
tura es la siguiente:

vol(AA + (1 — A\)B) > min{vol(A), vol(B)}. (3.3)

De la monotonia de las medias, (1.9), para los valores 1/n, 0 y —oo, esté claro que (3.1)
implica (3.2), y esta ultima a su vez implica (3.3). Sin embargo, todas ellas son equivalentes
entre si a causa de la homogeneidad del volumen.

Observaciéon 3.1. Antes de prosequir, veamos como se puede obtener la desigualdad de
Brunn-Minkowski (3.1) para el caso mds general de conjuntos medibles A, B tales que
AA + (1 — N\)B es también medible para A € (0,1) fijado. En efecto, dados cualesquiera
K C A, L C B compactos, y aplicando el resultado precedente, se tiene que

vol(AA + (1 — A)B)Y/™ > vol(AK + (1 — A)L)Y™ > Avol(K)Y™ 4 (1 — A)vol(L)*/™.

El resultado se deduce ahora teniendo en cuenta la reqularidad de la medida de Lebesgue
(proposicion 3.1.5) y tomando supremos (sobre K C A, L C B) en ambos términos de
la desigualdad. El mismo razonamiento funciona para las versiones equivalentes (3.2) y
(3.3), por lo que, de ahora en adelante, cada vez que demos una prueba de la desigualdad
de Brunn-Minkowski (en cualquiera de sus formas), nos restringiremos, por simplicidad
(y sin pérdida de generalidad) al caso compacto.

Nuestro objetivo final en este capitulo va a ser demostrar las desigualdades (3.1),
(3.2) y (3.3) como consecuencias de las desigualdades funcionales de Prékopa-Leindler y
de Borell-Brascamp-Lieb. Para ello, comenzamos probando la versiéon unidimensional de
la desigualdad de Brunn-Minkowski, necesaria para el desarrollo de los resultados que
presentaremos a continuacion.

Lema 3.2.2 (Versién unidimensional de la desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean A, B C
R conjuntos compactos no vacios de R. Entonces

vol(A + B) > vol(A) + vol(B).
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Demostracion. Sean a := max A € A, b := min B € B. Como el volumen es invariante
por traslaciones, sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = b = 0, y por tanto
se tiene que AN B = {0}. De esta forma,

vol(A + B) > vol(AU B) = vol(A) + vol(B),
donde la desigualdad se debe a que A = A+0C A+ ByB=0+BC A+ B, yla
igualdad se da ya que AN B = {0} tiene medida nula. O

La versién integral de la desigualdad de Brunn-Minkowski se conoce como la desigual-
dad de Prékopa-Leindler, inversa de la desigualdad de Holder (2.17). Este resultado tiene
un gran interés en si mismo y nos va a servir para dar una demostracién de la desigualdad
de Brunn-Minkowski (en su versiéon multiplicativa).

Antes de estudiar esta desigualdad, probaremos el siguiente resultado auxiliar, que
sera de utilidad en las demostraciones posteriores.

Lema 3.2.3. Sea A € (0,1) y sean f,g,h : R — Rsq funciones medibles verificando

h(Az + (1 = A)y) = min{f (), 9(y)}, (3.4)

para cualesquiera x,y € R. Ademds, supondremos que f y g son acotadas y que sup f =
sup g. Entonces
/hdxz)\/fda:—i-(l—)\)/gdx.
R R R

Demostracion. Sea C' = sup f = supg. Entonces, para todo 0 < t < C' los conjuntos
{z: f(x) > t}, {y: g(y) >t} # 0y, ademds, por (3.4),

{2:h(z) 2} D Ma: f@) 2 6+ (L= N{y: g(y) > 1}.

Sin pérdida de generalidad, por la regularidad del volumen, podemos suponer que la suma
Mz f(x) >t} + (1 = MN{y : g(y) > t} es medible y asi, por el lema 3.2.2, valido para
conjuntos medibles, obtenemos

voli({z : h(z) > t}) > Avoly({z : f(x) > t})+ (1 — AN)voly({y : g(y) > t}).

Por tanto, por el Teorema de Fubini (teorema 3.1.6), tenemos
+oo
/ hdzx = / voli({z € R: h(z) > t})dt
R 0

c c
> )\/0 voli({z € R: f(x) > t})dt + (1 — /\)/0 vol;({y € R: g(y) > t})dt

:A/Rfdx+(1—A)/Rgdx,

concluyéndose asi la prueba. O]
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Teorema 3.2.4 (Desigualdad de Prékopa-Leindler (PL)). Sea A\ € (0,1) y sean f,g,h :
R™ — R funciones medibles no negativas tales que, para cualesquiera puntos x,y € R,

h(Az + (1= Ny) > f(2)*g(y)' . (3.5)

/nhdxz(/nfdx)A(/ngdx)ll\. (3.6)

emostracion. En primer lugar, podemos suponer que son funciones acotadas
D t E 1 , pod f tadas,
puesto que si no lo fueran, aplicando la definicién de integral de Lebesgue para funciones
no negativas, a saber

Entonces

fdx =sup { / sdr:0<s<f, sfuncién Simple}, (3.7)
R’ﬂ n
podemos obtener la desigualdad para funciones no necesariamente acotadas a partir del

resultado para funciones acotadas. Veamos como.

Supongamos que f y g son funciones no negativas y que el resultado es cierto para
funciones acotadas. De esta forma, si s1, s son funciones simples tales que 0 < s; < f,
0 < sy < g, entonces, para cualesquiera x, y € R", se tiene que

h(da + (1= Ny) = f(2)*g(y)' ™ = s1(2)sa(y)' ™,

y como toda funcién simple es acotada,

[ ([ i) ([ o)

Ahora, como dicha desigualdad es cierta para todo par de funciones simples s;, ss en las
condiciones anteriores, por (3.7) concluimos que

[ ([ o) (fans)”

Asi pues, supongamos que f y ¢ son funciones acotadas, y procedamos a probar el resul-
tado por induccién en la dimensién n del espacio euclideo.

= n = 1: Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que sup f = supg = 1. En
efecto, si sup f = ¢ > 0y supg = d > 0, entonces sup(f/c) = sup(g/d) = 1y, como

por hipotesis,
A 1-A
CNC s

IN
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entonces se tendria que

fiimae ([ o) ([50)

de donde se concluiria la desigualdad (3.6) para el caso n = 1. Obsérvese que si ¢
fuese cero (respectivamente d = 0), entonces f = 0 (respectivamente g = 0) y, en
consecuencia, la desigualdad seria trivial.

Por tanto, podemos suponer que sup f = supg = 1. Entonces, aplicando el lema
3.2.3 (nétese que se cumple (3.4) debido a la hipétesis (3.5) y a la monotonia de las
medias (1.9)) obtenemos

hdz > A [ fdz+(1=)) [ gda. (3.8)
firaozn ] /

Aplicando la desigualdad (AG) (véase (1.4)) en la parte derecha de (3.8) concluimos

S e ()

lo que completa la prueba para el caso n = 1.

= Supongamos ahora que el resultado es cierto para n y veamos que se verifica también
para n + 1. Sean f,g,h : R™™ — R en las condiciones del teorema. Fijamos {1,
ty € Ry sea ty = Aty + (1 — A)ta. Definimos las funciones fi,, g,, ht, : R* — Rxg
de la siguiente manera:
ft1(x) = f(tlvw)7
92 (y) = g(t2,y),
hiy(2) = h(ts, 2).

Como las nuevas funciones consisten en fijar la primera coordenada en las funciones
originales f, g v h, entonces éstas satisfacen la hipotesis del teorema y, por hipdtesis
de induccién, se tiene que

/n ey da > (/ £ d:c)A </ngt2 dx)H. (3.9)

Ademas, nétese que esta desigualdad se verifica para cualesquiera ty, to, t3 tales que
ts = My + (1= Nt

Definimos ahora las funciones f . G, h:R—s R, dadas por
f&)y=[ fi(x)da,
Rn
i) = [ at)ds
B(t) = / () da.
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Observemos que, por (3.9), las funciones f,G v h estén en las condiciones del caso
n = 1 que hemos probado anteriormente, y por tanto

/ h(u)du  (teorema de Fubini)
R+

_ /IR ( /R e dz) dts — /R F(ts)dts  ((PL) paran = 1)

> ([ ean) ([awan)

_ ( /R [ @ dt1>A( /R / o) dy dt2>H (teorema de Fubini)
(o) (v

lo que completa la induccion. O

Ahora vamos a ver como, a partir de la desigualdad de Prékopa-Leindler, se obtiene
facilmente la desigualdad (3.2) de Brunn-Minkowski en su versién multiplicativa.

Corolario 3.2.5 (Desigualdad de Brunn-Minkowski (versién multiplicativa)). Sean A,
B C R"™ conjuntos compactos no vacios de R", y sea A € (0,1). Entonces

vol(AA + (1 — A\)B) > vol(A)*vol(B)' .

Demostracion. Consideramos las funciones caracteristica de los conjuntos A, B y AA +

(1 — A\)B, que denotamos, como es usual, por x ,, Xz ¥ Xaas(i-n5- Si z, y € R™, entonces

XA(x)AXB(y)l_)‘ =1>0, siy solo si, XMHI_MB(/\x +(1-MNy) =1.

Por tanto, se verifica la hipétesis (3.5) para las funciones f = x,, 9= X5 Y A = X, .05
y asi, usando la desigualdad de Prékopa-Leindler obtenemos

VOl()\A + (1 — )\)B) = / Xxa+(1-nB (x) dz
R

(L) () s

lo que finaliza la prueba. n

3.3. Una generalizaciéon de (PL): las desigualdades de
Borell-Brascamp-Lieb

Como hemos visto en la secciéon anterior, la versién funcional de la desigualdad de
Brunn-Minkowski, la desigualdad de Prékopa-Leindler, se basa en una relacién (la hipéte-
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sis (3.5)) que involucra la media geométrica My ((f(x),9(y)), (A\,1 — X)), lo que permite
obtener una desigualdad “similar” en aspecto, (3.6), pero esta vez para las integrales de
las respectivas funciones. En este punto, cabe preguntarse si un resultado andlogo podria
obtenerse intercambiando el papel de My por el de otras medias M, (con p € RU{%o00}).
La respuesta a esta cuestion vendra dada por las denominadas desigualdades de Borell-
Brascamp-Lieb (teorema 3.3.2). De nuevo, comenzamos viendo el caso unidimensional.

Teorema 3.3.1. Sean A € (0,1), p > —1 y sean f,g,h : R — Rs( funciones medibles
no negativas, donde f y g tienen integral no nula, tales que

Bz + (1= N)y) > (M@ + (1 - Ng(w)?)"”, (3.10)

para cualesquiera x,y € R con f(x),g(y) > 0. Entonces

oz p{fre) v fr)]"

siendo ¢ =p/(p+1) € [—o0, 1].

Demostracion. El caso p = 0 es la ya probada desigualdad de Prékopa-Leindler, asi que en
lo que sigue consideraremos p # 0. Sin pérdida de generalidad, usando un razonamiento
anterior, podemos suponer que f y g son funciones acotadas. Asi, podemos definir las
funciones F, G : R — R, dadas por

Py 18 Gy — 90

sup f’ sup g’

y definamos C), = ()\(sup f)P+ (1 — X)(sup g)p)l/p. Obsérvese que F', Gy C, estan bien
definidos ya que f y ¢ tienen integral no nula. Entonces, si p # +o00, a partir de (3.10)
obtenemos

h(Az + (1= N)y) > (Af(z)? + (1 — )\)g(y)p)l/l’
= (Asup fY'F(@)” + (1= N (sup g/ Gu)") "

)
_c, (A(sup FIPF(z)P + Sp_ A)(supg>pa<y>p) v

= C,(0F (2)" + (1 - 0)G(y)) " > C, min{F(z), G(y)},

siendo
A(sup f)?
Cp

Por otro lado, para p = 400, de nuevo por (3.10) se tiene que

h(dz 4+ (1= N)y) > max{f(z),g(y)} = max{(sup f)F(z), (sup g)G(y)}
> Choo min{F(z),G(y)}.

0 = € (0,1).
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Por tanto, si definimos H : R — R dada por H(z) = h(z)/C,, hemos probado que
H(Az + (1= A)y) > min{F(z), G(y)}

para todo z,y € R (y para cualquier p > —1). Asi, por el lema 3.2.3 obtenemos

/HdmZA/Fdx—i—(l—)\)/de
R R R

0, equivalentemente,

1 1
/thajop {Asupf/Rfdx—i—(l—)\) Supg/Rgdx}. (3.11)

Ahora, si p # 400, por la desigualdad de Hoélder (2.4) con respecto a los pardmetros
—p<1lyq=p/(p+1), aplicada a los nimeros a; = 1/sup f, ay = 1/supg, by = [, fdz
y by = [ gdx, obtenemos

Aarby + (1= Nasby > (Aay” + (1= Nag”) ™ (0 + (1= ),

es decir,

Co [Aﬁ/ﬂgfdmﬂl—ﬂ Su;g/Rgda:} > [A (/Rfda;>q+(1—A) (/Rgdx)q]l/q,

finalizandose asi la prueba para el caso p # +o0.

Finalmente, observemos que para p = +oo (y por tanto ¢ = 1) el resultado se desprende
inmediatamente de (3.11). O

Demostramos finalmente el teorema mas importante de este capitulo, a partir del cual

pueden deducirse todos los anteriores (asi como las diversas versiones de la desigualdad
de Brunn-Minkowski).

Teorema 3.3.2 (Desigualdades de Borell-Brascamp-Lieb). Sean A € (0,1), p > —1/n y
sean f,g,h: R" — Rs( funciones medibles no negativas, donde f y g tienen integral no
nula, tales que

WAz + (1= Ny) > (Af(@)” + (1= Ng(y)?)"?, (3.12)

para cualesquiera x,y € R™ con f(x),g(y) > 0. Entonces

/nhdxz [A </nfdx)q+(1_)\) (/ngdx)qr/q’

siendo ¢ = p/(np + 1) € [—o0,1/n].
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre n.

El caso n = 1 es el teorema 3.3.1. Supongamos por tanto que el resultado es cierto
para n > 1, y veamoslo para n + 1.

Sean f,g,h : R"™ — Ry, en las condiciones del teorema. Definimos de nuevo las
funciones fi,, gt,, bty : R — R>( como sigue:

ftl( ) - (tlax)7
92 (y) = 9(t2,y),
hts( ) - (t3>z>7

para ty,t; € R fijos tales que [g, fi, () dz, [o, g1, (@) dz > 0, y siendo t5 = Aty 4 (1 — A)t,.
Estas nuevas funciones satisfacen las COIldlClOIleS del teorema conp > —1/(n+1) > —1/n,
y por tanto, por hipoétesis de induccion se tiene que

/nhtS dz > [A (/ £ dx>q+(1 ~ ) (/n% dx)q} " (3.13)

donde ¢ = p/(np + 1). Ahora, consideramos las funciones f,§,h: R —s R dadas por
f)=[ fiz)dx
Rn
i) = [ at)ds
h(t) = / hi(z) dz.

Entonces, (3.13) se traduce en
1/q

B+ (1= M) = (Af(B) + (1= Ng(e))

para cualesquiera t;,t, € R con f(tl) G(ty) > 0. Asi, las funciones f,§ y h estdn en
las condiciones del teorema 3.3.1 ya que, puesto que p > —1/(n + 1), se tiene que ¢ =
p/(np+ 1) > —1. De esta forma, por (3.10),

fre (1) v ()]

¢ _ _p/lapt1) _ p
g+1 p/np+1)+1  (n+1p+1
Esto finaliza la prueba pues, por el teorema de Fubini 3.1.6, podemos asegurar que

/Rﬁ(t)dt:/ﬂg(/n ht(x)dx) dt:/R(/n h(t,x)dx) dt:éw h(y) dy,

y de la misma forma [g ft)dt = Jon JW) dyy [og(t) dt = [oni 9(y) dy. O

siendo

S =
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Ahora si, estamos en disposicién de probar la desigualdad de Brunn-Minkowski (3.1)
como consecuencia del teorema de Borell-Brascamp-Lieb.

Corolario 3.3.3 (Desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean A, B C R" conjuntos com-
pactos no vacios de R™, y sea X € (0,1). Entonces

vol(AA + (1 — A)B)Y/™ > Avol(A)Y™ + (1 — \)vol(B)Y/™.

Demostracion. Como el volumen es invariante por traslaciones, la desigualdad se verifica
inmediatamente si (al menos) uno de los conjuntos tiene medida nula. En efecto, si, por
ejemplo, B tiene medida nula, entonces tomando b € B se tendria que

vol(AA + (1 — A)B)Y™ > vol(AA + (1 — A)b)Y™ = vol(AA)Y™ = Avol(A)Y/™.
Asi, sin pérdida de generalidad, supondremos que vol(A)vol(B) > 0.

Consideremos ahora las funciones caracteristicas de A, By AA+(1—\)B, y apliquemos
el teorema 3.3.2 a las funciones f = x,, 9 = X5 ¥ h = X, 4, _» - Paraello, basta centrarse
en los puntos z,y € R" para los que f(x),g(y) > 0, lo que equivale a que z € A ey € B.
De esta forma, \x + (1 — Ay € AMA + (1 — \)B y asi, se verifica (3.12) para cualquier
p > —1/n. Entonces, el teorema 3.3.2 nos asegura que

vol(AA + (1 — A)B) > (Avol(A)? + (1 — A)vol(B)?) ", (3.14)

siendo ¢ = p/(np+1) € [—00, 1/n]. En particular, tomando p = 400 se tiene que ¢ = 1/n
y, de esta manera,

VOl(AA + (1= X)B) > (Avol(4)" + (1 = Mvol(B)'/")",

como se queria demostrar. O

Este corolario nos da ciertas muestras del alcance de las desigualdades de Borell-
Brascamp-Lieb, pues permiten obtener de forma directa y simple (cada una de) las distin-
tas versiones equivalentes de la desigualdad de Brunn-Minkowski. En efecto, (3.14), para
p = +oo da la versién (1/n)-céncava de dicha desigualdad, a saber, (3.1), mientras que
p=0 (y por tanto ¢ =0) y p = —1/n (¢ = —o0) convierte (3.14) en, respectivamente, las
versiones multiplicativa, (3.2), y minimal, (3.3), de la desigualdad de Brunn-Minkowski.

Pero la potencia de las desigualdades de Borell-Brascamp-Lieb no queda ahi, como
mostraremos a continuacién. A tal efecto, si uno examina las distintas pruebas conocidas
de la desigualdad de Brunn-Minkowski, se cerciorara de que en la mayoria de ellas se
explota el hecho de que el volumen es invariante por traslaciones, asi como homogéneo
de grado n. Esto hace que, en principio, tales demostraciones no puedan extrapolarse a
otras medidas sobre R™. De esta forma, cabe preguntarse si, ademés de para el volumen,
la desigualdad de Brunn-Minkowski se verificard (en alguna de sus formas) para otras
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medidas. La respuesta es afirmativa, y para probar dicho resultado volveremos a hacer
uso del teorema 3.3.2, que nos va a permitir “fabricar” desigualdades de tipo Brunn-
Minkowski. Antes de enunciar el resultado, necesitamos definir qué es una funcién p-
concava.

Definicién 3.3.4. Una funcion no negativa ¢ : R® — Rs( se dird que es p-concava,
p € RU{xo0}, si para cualesquiera x,y € R™ con ¢(z),d(y) > 0, y para todo X € (0,1),
se tiene

1
60 + (1= Ny) = (Mo(@) + (1= Vo))"
Corolario 3.3.5 (Desigualdad de Brunn-Minkowski para medidas con densidades p-cénca-
vas). Sea p > —1/n y sea ¢ : R — Ry una funcidn p-céncava. Sea p la medida
absolutamente continua sobre R™ con funcion de densidad ¢, es decir,

(M) /M o(x) da,

para todo conjunto medible M C R™. Sean A, B C R" conjuntos compactos no vacios de
R™ con p(A)u(B) >0, y sea A € (0,1). Entonces

pOA+ (1= NB) > (Ma(A)? + (1= Nu(B)?)",
donde ¢ =p/(np+1).
Demostracion. Anélogamente a la prueba anterior, aplicamos el teorema 3.3.2 a las fun-

ciones f = x,0, g = Xz y h = Xaas(-np®s 1as cuales verifican las hipdtesis de dicho
resultado. Por tanto,

WA a8 = [ gde= | (Gaa0) ()0

= [onarz ([ raeY v ([ ga)]"

= (Al + (1= NuB)),

lo que concluye la prueba. O

En particular, un espacio relevante donde se da una desigualdad de tipo Brunn-
Minkowski es el denominado espacio de Gauss: R" dotado de la medida Gaussiana
n-dimensional estandar, dada por

1 |2
M) = — dxr.

|z , . .
En efecto, como 1/(27)"/2e~2 es 0-céncava (lo que suele denominarse en la literatura
como log-céncava), -, satisface

’Yn()\A + (1 — )\)B) > VH(A))\’Yn(B)lf)‘y

para todo A € (0,1) y cualesquiera A, B C R" compactos no vacios.
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