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Resumen

Un problema bastante relevante dentro de la teoria de los espacios de Banach es determinar,
dados dos espacios de Banach Z e Y, la existencia y propiedades de espacios de Banach X que
contengan a Z, de forma que sean suma torcida de Z e Y.

Una suma torcida de los espacios de Banach Z e Y es una sucesién exacta corta

0—272—X—Y —0,

donde X es un espacio de Banach y las aplicaciones entre los espacios son operadores lineales
acotados. Existen dos tipos de sumas torcidas, las triviales y las no triviales.

Una suma torcida se dira trivial si la sucesiéon exacta corta escinde, es decir, si la aplicaciéon
Z — X admite una inversa por la izquierda. Equivalentemente, una suma torcida seré trivial
si la imagen de la aplicaciéon Z — X estd complementada en X, teniéndose, en tal caso, que
X=2YopZ.

Por otra parte, una suma torcida se dira no trivial si Z puede embeberse isomoérficamente
en X como un subespacio no complementado, de forma que X/Z sea isomorfo a Y.

Existen varios resultados clésicos que versan acerca de la complementabilidad de ¢y en
diferentes superespacios. De esta forma, podremos determinar la trivialidad de algunas sumas
torcidas en las que aparezca cg.

Un ejemplo de esto es el teorema de Phillips-Sobczyk 1.3.13. En él se establece que ¢y no
esta complementado en £,,. Asi, sabemos que la siguiente suma torcida es no trivial

0—co—loo —> loo/co — 0.

Por otra parte, el teorema de Sobczyk 1.3.16 asegura que toda copia isomorfa de ¢y esta
complementada en todo espacio separable. Por tanto, toda suma torcida de ¢y con un superespacio
separable serd trivial. En base a esto, si consideramos K un espacio compacto métrico, por el
teorema 1.2.18 sabemos que C(K) es separable, asi que ¢y y C(K) tinicamente admitiran sumas
torcidas triviales.

Se plantea asi el que sera el principal problema del trabajo y al que trataremos de dar
respuesta:

Problema 1. Dado un espacio compacto no metrizable K, ;existe una suma torcida no trivial
decypyC(K)?

Existen, como veremos en el segundo capitulo, muchos ejemplos de compactos no metrizables
para los cuales la respuesta es afirmativa. Sin embargo, y, como era de esperar, en el tercer
capitulo daremos una respuesta negativa a este problema.

Deberemos plantearnos el problema desde una perspectiva axiomatica diferente a la habitual,
puesto que necesitaremos asumir el Axioma de Martin y la negacion de la Hipdtesis del Continuo
para tal fin. De este modo, es posible probar que toda suma torcida de ¢y y C(K) es trivial,
tanto si K es el cubo de Cantor 2! como si es un espacio compacto disperso separable de altura
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3 y peso wy. Aunque antes de esto deberemos exponer y desarrollar una serie de resultados que
nos lo permitan y que se estructuran como sigue.

El primer capitulo comenzaré describiendo el marco axiomaético en el que nos encontramos
puesto que, como ya hemos mencionado, ademés de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel, deberemos
considerar MA y —~CH. Asimismo, se incluyen en esta parte de la memoria unas nociones basicas
sobre cardinalidad que resultan necesarias para poder enunciarlos.

El resto del capitulo esté destinado a recopilar las herramientas basicas que nos permitiran
desarrollar el contenido del trabajo. Se hara una pequena introduccion a la topologia débil* y a
los espacios de funciones C(K) y C(K)*, los cuales seran la base de la teoria que se desarrollara
posteriormente.

Seguidamente, veremos la definicién de subespacio complementado y estudiaremos algunas
de sus propiedades. En particular, veremos el caso de ¢y y enunciaremos el teorema de Sobczyk
1.3.16, mencionado anteriormente, y que tendra relevancia mas adelante.

Tras esto, y para finalizar el primer capitulo, haremos una sucinta introduccién a las dlgebras
de Boole, a algunas de sus propiedades, a sus elementos més destacables y al estudio de los
espacios de Stone y la dualidad existente entre éstos y las algebras booleanas. De esta secciéon
cabe destacar la trascendencia que tendran en el tltimo capitulo el algebra de los clopen sobre
un espacio topologico X, a la que denotaremos como ClopX, y el espacio de los ultrafiltros
sobre un algebra de Boole B, denotado como Ult®5.

Hecho esto estaremos en disposicién de centrarnos en nuestra verdadera meta, el estudio de
las sumas torcidas de ¢y y C(K). Asi, el segundo capitulo se organiza del siguiente modo.

En primer lugar, se expondran las condiciones bajo las que es sabido que existe una suma
torcida no trivial de ¢y y C'(K) y se enunciara una nueva para el caso de ¢y y X, haciendo uso de
lo que se conoce como sistemas biortogonales en espacios de Banach -véase teorema 2.1.5- que
Correa y Tausk proponen en [9]. Ademés, estudiaremos el caso particular en el que X = C(K),
probando que, si K contiene una copia homeomorfa de [0,w] x [0,¢] o de 2¢, entonces existe
una suma torcida no trivial de ¢y y C(K). Este hecho nos sera de utilidad en el tercer capitulo,
ya que gracias a €l podremos determinar el caracter trivial o no de las sumas torcidas de ¢y y
C'(2%1) -uno de los dos contraejemplos que se han mencionado- dentro de la axiomatica habitual.

Por otra parte, investigaremos las consecuencias de estos resultados para el caso en el que
K es un compacto de Corson o de Valdivia, unas clases especiales de compactos y que no tienen
por qué ser métricos.
Veremos que, bajo la Hipotesis del Continuo, todo compacto de Corson no metrizable, K, admite
una suma torcida no trivial de ¢y y C(K), y que para el caso en el que K es un compacto de
Valdivia no metrizable no hay una respuesta, puesto que esa es, a dia de hoy, una pregunta
abierta.

A continuacion, se planteara el estudio de las compactificaciones del espacio discreto de los
numeros naturales -que denotaremos como w-. Estas compactificaciones, a las que llamaremos
~w, se pueden caracterizar en términos de la complementabilidad de ¢y en C(yw); asi, diremos
que una compactificacion yw es mansa si la copia natural de ¢y en C'(yw) est4 complementada
e indémita en caso contrario. Esto nos permitird més adelante establecer una relacién con las
sumas torcidas.

Tras esto se analizara el vinculo entre las compactificaciones mansas de w, las extensiones
discretas numerables de un espacio compacto K y la existencia de operadores de extensién entre
espacios de funciones. Una extension discreta numerable se define como un espacio compacto
cualquiera consistente en un compacto K y una cantidad numerable de puntos aislados y se
denotara como CDE(K). Sabiendo esto, veremos que el que una compactificaciéon sea mansa
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sera equivalente a decir que yw € CDE(K) y a que existe el correspondiente operador de
extension. Esto podra usarse para determinar si una suma torcida de ¢y y C(K) es trivial o no.

Finalmente, y con vistas a desarrollar el tercer capitulo, indagaremos acerca de una
construccion que nos permitird manejar, para un K fijo, todas las sumas torcidas de ¢y y C(K).
Para ello denotaremos como L la bola unidad de C(K)* equipada con la topologia débil*, de
este modo C(K) podra embeberse en C(L). Sea L' una extension discreta numerable de L.
Veremos que C(L') contiene una suma torcida de ¢y y C(K), lo que nos llevara a enunciar una
propiedad acerca de K a la que llamaremos propiedad de extension® y, bajo la cual, podremos
garantizar que toda suma torcida de ¢y y C(K) es trivial.

El tercer y tltimo capitulo del trabajo contiene los principales resultados del mismo y es
en el que se demuestra que K = 2“1 es una respuesta negativa para el problema que habiamos
planteado al principio.

En la primera seccién consideraremos unas funciones sobre un algebra de Boole 2 y diremos

que tal algebra posee la propiedad de aproximacion si toda sucesion de funciones que cumplen
unas determinadas condiciones en 2 puede aproximarse por una sucesiéon de medidas signadas
finitamente aditivas en 2 -véase definicion 3.1.2-.
De este modo, y tras haber desarrollado las herramientas necesarias para ello, probaremos el
teorema 3.1.11 dando asi un gran paso hacia nuestra meta. Este teorema afirma que, bajo el
Axioma de Martin y la negacién de la Hipoétesis del Continuo, existen algebras booleanas no
numerables que poseen la propiedad de aproximacion. Su demostracion es un tanto enrevesada
y se hara uso de unos resultados de [4] que se detallan en el Apéndice C.

En la que seré la seccioén final del trabajo, se demostrara que un compacto cero-dimensional
K tendra la propiedad de extension* siempre que el algebra ClopK posea la propiedad de
aproximacion. A partir de esto se concluye que, en particular, el espacio K = 2*! resulta ser un
contraejemplo relativamente consistente a la cuestién que se planteaba inicialmente pues, como
ya hemos mencionado anteriormente, por un resultado que Correa y Tausk exponen en [9] es
posible demostrar que el que ¢y y C(2“') admitan una suma torcida no trivial resulta ser una
cuestion indecidible dentro de los limites de la axiomética habitual.

Concluiremos este trabajo con algunas observaciones acerca de los recientes estudios que
algunos de los investigadores que habremos mencionado a lo largo de toda memoria han llevado
a cabo.

En los anexos se amplian los contenidos necesarios para el desarrollo y elaboraciéon del
trabajo. Asi en en Anexo A se detallan los contenidos referentes a teoria de la medida y anélisis
funcional. En el Anexo B, los concernientes a topologia. Y en el Anexo C, los relativos a
extensiones comunes acotadas de medidas signadas finitamente aditivas y las consecuencias de
uno de los resultados que Basile, Rao y Shortt exponen en [4].
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Capitulo 1

Preliminares

El primer capitulo comenzaré describiendo el marco axiomético en el que nos encontramos,
puesto que, ademaés de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel -los habituales de la teoria de conjuntos-,
deberemos considerar el Axioma de Martin y la negaciéon de la Hipdtesis de Continuo. Asimismo
se incluyen en esta parte de la memoria unas nociones bésicas sobre cardinalidad que resultan
necesarias para poder enunciarlos.

El resto del capitulo de tiene la finalidad de recopilar las herramientas béasicas que
necesitaremos para poder desarrollar todo el contenido del trabajo. Los temas que aqui se
tratan estan estructurados como sigue.

En primer lugar, haremos una introduccion a la topologia débil* y a los espacios de funciones
C(K) y C(K)*, elementos sobre los que se cimentaran las bases de toda la teoria que maés
adelante desarrollemos. Comentaremos algunas de sus propiedades més destacadas y
enunciaremos, sin demostracion, algunos de los grandes teoremas que tendran una aplicacién
ulterior. Este sera el caso del teorema de Repesentacion de Riesz 1.2.16, Stone-Weiestrass 1.2.17
o Banach-Alaoglu 1.2.10.

Seguidamente, veremos la definicién de subespacio complementado y estudiaremos algunas
de sus propiedades. En particular, veremos el caso de ¢y, €l espacio de las sucesiones convergentes
a 0 y enunciaremos el teorema de Sobczyk 1.3.16, el cual resultard de gran relevancia més
adelante.

Tras esto, y para finalizar el primer capitulo, haremos una pequena introduccién al las
algebras de Boole, a algunas de sus propiedades, a sus elementos mas destacables y al estudio
de los espacios de Stone y la dualidad existente entre éstos y las algebras antes mencionadas.

Las principales fuentes de referencia para la redaccion de este capitulo han sido [1], [13],
[17], [12] y [14].

1.1. Axiomatica

Antes de entrar en materia seré conveniente describir el marco axiomatico en el que vamos
a desarrollar nuestra teorfa. Asi, comenzaremos exponiendo los Axiomas de Zermelo-Fraenkel,
el Axioma de Eleccién y concluiremos con unas nociones basicas sobre cardinalidad que serén
de utilidad para enunciar la Hipotesis del Continuo y el Axioma de Martin.

1.1.1. Axiomas de Zermelo-Fraenkel

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) parte de los conceptos de conjunto y
pertenencia y consta de los axiomas siguientes:
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1. Axioma de extensionalidad
Dos conjuntos X e Y son iguales, X = Y, si y s6lo si contienen los mismos elementos.
Maés formalmente

Va(ae X <acY)>X=Y

2. Axioma del conjunto vacio
Existe un conjunto, representado por () que no posee elementos, esto es

30 Va(a ¢ 0)
3. Axioma de pares

Para todo z e y, existe un conjunto, representado por {z,y}, cuyos tnicos elementos son
z e y. Esto es,

Ve,y3zVa(a € z<>a=xVa=y)

4. Axioma de la unién
Dada cualquier coleccion de conjuntos C, existe un conjunto, representado por UC y
llamado unién de C', que contiene todos los elementos de cada conjunto de C. Esto es,

Ve IyValacy <+ Iz (z€xNa € z))

5. Axioma del conjunto potencia
Para cualquier conjunto x existe otro conjunto, representado por P(z), que contiene todos
los subconjuntos de x. Formalmente serfa asi

VrIyVz (z €y <> Va(a€z—ac€x)).

6. Esquema axiomatico de reemplazo
Sea una formula con al menos dos variables libres, ¢(z,y). La siguiente formula es un
axioma:

(Vz,y, z,0(x,y) Np(z,2) >y =2) =VAIB,Vb(b € B <> Ja € A: p(a,b)).

7. Axioma de infinitud
Existe un conjunto x tal que () € = y tal que si y € x, entonces y U {y} € x. Es decir,

dr (D exAVyly ez — yU{y} € x)).

8. Axioma de regularidad
Para todo conjunto no vacio x existe un conjunto y € x tal que x Ny = (). En términos
formales

Ve (z#0— Ty (yexAVz(z €y — z ¢ x))).

Curiosamente, los axiomas del conjunto vacio y de los pares se deducen del resto de axiomas de
ZF, por lo que se pueden omitir.
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1.1.2. El axioma de eleccion

Pasemos ahora a hablar del Axioma de Eleccion, el cual resulta clave en la teoria de
conjuntos. En la primera axiomatizacion de ésta, también llevada a cabo por Zermelo, en 1908,
éste aparecia dentro de los axiomas que postuld. Sin embargo, en el sistema ZF, formulado en
1930, fue excluido debido a las diferencias existentes entre el resto de axiomas y él.

Axioma de elecciéon (AC). Toda familia de conjuntos no vacios posee una funcion de eleccion.

Definicion 1.1.1. Si S es una familia de conjuntos no vacios, una funcion de eleccion para S
es una funcion f: S — US tal que

fX)eX,VXeS

Gracias a la investigacion llevada a cabo por Gédel y Cohen se sabe que AC es logicamente
independiente del resto de axiomas de la teoria de conjuntos y muchos de los teoremas que hoy
conocemos son indemostrables en ZF sin AC.

1.1.3. Cardinalidad

Los cardinales jugaran un papel importante a lo largo del trabajo, por ello conviene recordar
algunos aspectos basicos en relacion a ellos, sobre todo para poder enunciar la Hipotesis del
Continuo.

Dados dos conjuntos X e Y diremos que tienen la misma cardinalidad, y lo denotaremos
como

[ X| =Y, (1.1)
si existe una biyeccion entre ellos. Esta es una relacion de equivalencia, por tanto a cada conjunto

X se le puede asignar su cardinal | X| y a dos conjuntos se les asignara la misma cardinalidad
dinicamente en caso de que cumplan la condicién 1.1.

Definicion 1.1.2. Diremos que una funcion f : X — Y es inyectiva st en X no existen dos
o mas elementos a los que les corresponda la misma imagen en Y .

Definicion 1.1.3. Diremos que una funcion f : X — Y es suprayectiva si cada elemento de
Y es imagen de al menos un elemento de X. En este caso diremos que la imagen de f coincide
con Y, y lo denotaremos como Im(f) =Y.

Definicion 1.1.4. Dados dos conjuntos X eY diremos que el cardinal de X es menor o igual
que el cardinal de Y, y escribiremos | X| < |Y|, si existe una funcion inyectiva f: X — Y.

Teorema 1.1.5. Si f : X — Y es suprayectiva se cumple que |X| > Y.

Demostracion. Supongamos que tenemos Im(f) =Y, sabemos que para todo y € Y existe un
conjunto no vacio de X, al que llamaremos preimagen de 3 y denotaremos como f~*({y}), tal
que f(z) =y para todo = € f~1({y}).
Haciendo uso de AC podemos elegir un tinico elemento de f~!({y}) para asociarlo a cada
y € Y. De esta forma aseguramos la existencia de una funcion g : Y — X inyectiva y por
definicion Y| < | X|.
]

Teorema 1.1.6. (Cantor). Para todo conjunto X se cumple que |X| < |P(X)].

Teorema 1.1.7. (Cantor-Bernstein). Si |X| < |Y] y |Y] < |X| existe una biyeccion entre X e
Y, ie., | X|=]Y].
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La aritmética con cardinales para |A| = &, |B| = A, con A, B disjuntos se define como sigue
e rk+A=|AUDB|

Evidentemente estas definiciones son vélidas si y sélo si son independientes de la elecciéon de
Ay B.

Lema 1.1.8. Si |A| = K entonces |P(A)| = 2~.

Demostracion. Para todo B C A, sea la funcion caracteristica

(2) 1, sizeB
€Tr) =
X5 0,sire A—B

La aplicacion f : P(A) — {0,1}4 tal que f(B) = xp es una correspondencia biunivoca entre
P(A) y {0,134
[

Esto nos lleva a plantearnos que el teorema de Cantor 1.1.6 se puede formular del siguiente
modo:
Kk < 2%, para todo cardinal k.

1.1.4. La Hipétesis del Continuo

El conjunto de los niimeros reales R es el tnico cuerpo en el que todo subconjunto no vacio
posee una cota superior. La demostracion del siguiente teorema marcé el inicio del desarrollo
de la teorfa de conjuntos de Cantor.

Teorema 1.1.9. (Teorema de Cantor). El conjunto de todos los nimeros reales es no numerable.

Demostracion. Supongamos que R es numerable, y sea ¢y, cq, ..., Cp, ... conn € N una enumeracion
de R. Debemos encontrar un ntmero real diferente de cada c,.

Sea ag = cp y bp = ¢y, donde ko es el menor k tal que ag < ci. Para cada n, sea an4+1 = ¢,
donde %, es el menor i tal que a, < ¢; < by, y bpy1 = cx, donde k, es el menor k£ tal que
an+1 < ¢ < by. Si tomamos a = sup{a, : n € N} se tiene que a # ¢, para todo k.

O

Cardinal ¢

Cantor demostr6 que hay una cantidad estrictamente mayor de ntmeros reales que de
naturales. En este contexto comenz6 a estudiar la existencia de algin conjunto con un ntmero
de elementos mayor que los ntimeros naturales pero menor que los reales. Esta investigacion
condujo a la formulacién actual de la hipotesis del continuo.

Denotaremos como w al primer ordinal infinito, como w; al primer ordinal no numerable y
como ¢ al cardinal de R.

Dado que el conjunto de los racionales Q es denso en R, todo ntmero real r es igual a
sup{q € Q: ¢ < r} y dado que Q es numerable se tiene que ¢ < |P(Q)| = 2*.

Sea C el conjunto de Cantor de todos los reales de la forma > >° | a,,/3", donde cada a, =0
o 2. El conjunto C se obtiene eliminando del intervalo cerrado [0,1] los intervalos abiertos
(%, %), (%, %), (g, %), .... Se tiene que existe una correspondencia biunivoca entre C' y el conjunto
de todas las w-sucesiones de ceros y doses, de forma que |C| = 2.
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Por tanto, se tiene que ¢ > 2¥ y por el teorema de Cantor-Bernstein 1.1.7, se cumple que
c=2%

Por el Teorema de Cantor 1.1.9 sabemos que ¢ > w. Cantor conjetur6 que todo conjunto de
nameros reales es a lo sumo numerable o tiene la cardinalidad del continuo. En ZFC se tiene
que 2% > wq.

Asi, la conjetura de Cantor deriva en el siguiente enunciado:

Hipotesis del Continuo. Para cualquier conjunto infinito A C R se tiene que o bien |A| = w
o bien |A| = ¢, lo cual es equivalente a wi = c.

Este constituye el primer problema la lista de Hilbert. En 1883 Cantor demostré que los
subconjuntos cerrados de R posefan esta propiedad, de lo que se deduce que todo subconjunto
cerrado no numerable de R tiene la misma cardinalidad que R. Por tanto, CH se sostiene para
subconjuntos cerrados.

Maés de treinta anos después Pavel Aleksandrov extendi6 el resultado para los conjuntos de
Borel y Suslin a todos los conjuntos analiticos. Sin embargo, los esfuerzos para probar que los
conjuntos coanaliticos satisfacian CH fueron en vano, pues es indemostrable bajo ZFC.

Teorema 1.1.10. (Teorema de Godel). Asumiendo que ZFC' es consistente, entonces ZFC +
CH es consistente.

Para demostrarlo, Goédel, aceptando que ZF es consistente, construyé un modelo de ZFC
conocido como universo constructible, en donde CH se sostiene. Asi, la prueba muestra que si
ZF es consistente, también lo es junto con el Axioma de Eleccion (AC) y CH. Por lo tanto,
asumiendo que ZF es consistente y dado que AC no puede ser refutado en ZF se tiene que CH
no puede ser rechazado en ZFC.

Teorema 1.1.11. (Teorema de Cohen). Asumiendo que ZFC' es consistente, entonces ZFC +
—~C'H es consistente.

Con este teorema, en 1963, Cohen prob¢ la independencia de CH. Vemos asi la indecidibilidad
de este enunciado.

1.1.5. El Axioma de Martin

Este axioma fue enunciado por Martin y Solovay en 1970. Resulta ser independiente del
resto de axiomas de ZFC y se sabe que CH implica MA(k) siempre que £ < ¢. Sin embargo, es
consistente con ZFC y la negaciéon de CH.

Para poder enunciarlo debemos dar unas definiciones previas.

Definicién 1.1.12. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado cuyos elementos llamaremos
condiciones. Un conjunto D C P serd denso si para toda p € P existe un d € D tal que p < d.

Un conjunto G C P estard dirigido si para todo p1,ps € G existe ps € G tal que p1,p2 < ps.

Definicién 1.1.13. Un conjunto parcialmente ordenado P satisfard ccc (countable chain condition)
si todo P C P no numerable contiene dos condiciones diferentes p1, ps tales que son comparables,
es decir, existe ¢ € P tal que p1,p2 < q.

Para un cardinal x dado, el enunciado de MA(k) es el que sigue:

Axioma de Martin. Para todo conjunto ccc parcialmente ordenado P y wuna familia
{De : |D¢| = € < K} de sus subconjuntos densos existe un conjunto dirigido G C P tal que
G ND¢ # O para todo & < k.
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Se tiene MA(w) es cierto, mientras que MA(c) es falso y que MA(w;) es relativamente
consistente. A esto ultimo es a lo que habitualmente se debe su uso.

1.2. La topologia débil* y los espacios C(K) y C(K)*

Comenzaremos esta segunda seccion exponiendo el concepto de topologia débil* y algunos
resultados sobre ella que nos resultardn de gran utilidad a medida que avancemos en nuestra
pesquisa. Para introducirla daremos, en primer lugar, las definiciones de espacio normado,
espacio de Banach y de topologia débil.

Obsérvese que las definiciones y resultados referentes a teoria de la medida y analisis
funcional de los que se hace uso en esta y en posteriores secciones del trabajo aparecen detallados

en el Apéndice A. Del mismo modo, los concernientes a topologia pueden encontrarse en el
Apéndice B.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que la aplicacion
|- ]]: X — RT U{0} es una norma si cumple:

) llz+ yll < llell + lgll, para todo z,y € X.

i) || Ax|| = |A|||z]|, para todo X € K y todo x € X.

iii) ||x|| = 0 si y sdlo si x = 0.

Definicion 1.2.2. Si || - || es una norma en X, diremos que (X, ||-||) es un espacio normado.
Un espacio métrico (X,d) es un espacio normado en el que se define una distancia como
d(x’y) = ||y —I'H,\V/.'E,y € X.

Definicion 1.2.3. Sea X un espacio normado y (,)5; una sucesion en X. Diremos que que
(xr)52 es de Cauchy si Ve >0 I ng tal que ¥V n,m > n. se cumple ||z, — x,|| < €.

Definicién 1.2.4. Un espacio normado X diremos que es de Banach si toda sucesion de Cauchy
es convergente.

Al espacio dual de un espacio de Banach X lo denotaremos como X* y consiste en el espacio
de todos los operadores acotados en X, es decir, X* = {z* : X — R : 2* es lineal y continuo}.
La norma de este espacio viene definida por ||z*|| = sup{|z*(x)| : * € Bx}.

Definicion 1.2.5. Sea X un espacio normado. Llamaremos topologia débil de X a la menor
topologia sobre X que hace continuas a las funciones x* € X*.

Dado z¢ € X, una base de entornos de xg viene dada por los conjuntos de la forma
V;;‘(xo;xi 7'%':;) = {$ €X: |.T;k(l') - 1’:(%0)’ < Eui = 17 “'7”}7
donde € > 0, n € wy {7, ...,2} } es un subconjunto finito de X*.

Definicion 1.2.6. Para cada x € X definimos el funcional j, : X* — R como j,(z*) = z*(x)
para todo x* € X*. Llamaremos topologia débil* de X* a la menor topologia sobre X* que hace
continuas a estos funcionales.

Una base de entornos de x; € X* viene dada por los conjuntos de la forma
Ve(zg; 21y ooy ) = {2 € X™ ¢ |2 (23) — zg(mi)| < e,i=1,...,n},
donde e > 0, n € wy {x1,...,2,} es un subconjunto finito de X.

Proposicion 1.2.7. Sea X un espacio normado y f1, fo, f3,... € X*, entonces f, ., fsiy
sélo si limy, fr,(x) = f(x) para todo z € X.
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Demostracion. Supongamos que f, — f puntualmente en X. Si O es un conjunto abierto en
la topologia débil* que contiene a f, existe un e >0y 1, ..., 2, € X tal que

{ge X" |(g— f)lz)| <ei=1,...,m} CO.

Dado que fn(z;) — f(x;) para todo i = 1,...,m, existe ng tal que |(f, — f)(z;)] < e para
n > ng. Por tanto, f,, se mete en todos los conjuntos abiertos que contengan a f.

Por otra parte, sea lim, f, = f en la topologia débil* y consideremos x € X. Dado un

e >0, el conjunto A = {g € X* : (g — f)(z)|] < e} es débil*-abierto y, por tanto, para un n
suficientemente grande se tiene f,, € A, lo cual implica que |f,(z) — f(x)] < e.

O

Definicion 1.2.8. Dado un operador entre espacios de Banach T : X — Y se define el
operador adjunto como T* : Y* — X* de forma que (T*y*)(z) = y*(Tx).

La topologia débil* cumple las siguientes propiedades, las cuales son sencillas de comprobar:
m SiT: X — Y es una aplicacién lineal norma-norma continua entonces su operador
adjunto T% : Y* — X* es débil*-débil* continuo.

= Si R:Y* — X* es una aplicacion lineal débil*-débil* continua entonces existe una
aplicacién lineal T': X — Y norma-norma continua tal que 7% = R.

= Todo operador débil*-débil* continuo es también norma-norma continuo.

Observacion 1.2.9. La topologia débil* es Hausdorff.

Dadas f # g en X*, existe v € X y un escalar « tal que f(x) > a > g(x). Los conjuntos
débil*-abiertos {h € X* : h(z) > a} = j;(a,00) y {h € X* : h(z) < a} = j; }(—o0,a) separan
fvg

Teorema 1.2.10. (Teorema de Banach-Alaoglu). Si X es un espacio métrico lineal normado
entonces Bx~ = {z* € X* : ||z*|| < 1} es débil*-compacto.

Corolario 1.2.11. La bola cerrada Bxx+ del espacio dual de un espacio normado X es la
clausura débil* de la envolvente convexa del conjunto de sus puntos extremos:

Bxx = o™ (85(BX*)).

Teorema 1.2.12. (Teorema de Goldstine). Sea X un espacio normado. Entonces Bx es débil*
denso en Bx .

Proposiciéon 1.2.13. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces Bx~ es metrizable en
la topologia débil*.

Ahora centraremos nuestra atencién en los espacios de funciones continuas. Estudiaremos
los espacios del tipo C(K), ya que éstos son los que nos serviran para los capitulos posteriores.
Estos espacios fueron los tinicos espacios de Banach de los que se disponia antes del desarrollo
de la medida de Lebesgue.

Definicion 1.2.14. Si K es un espacio compacto se define C(K) como el espacio de Banach
de las funciones reales y continuas en K, es decir,

C(K)={f:K — R: f es continua},

con la norma ||f||cc = max{|f(z)| : z € K}.
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Definicién 1.2.15. Si K es un espacio compacto se define C(K)* como el espacio de Banach
de los operadores acotados en C(K), es decir,

C(K)*={T:C(K) — R:T es lineal y continuo},
con la morma del supremo.

Teorema 1.2.16. (Teorema de Representacion de Riesz). Si K es un espacio topoldgico Hausdorff
compacto, entonces C(K)* es isométricamente isomorfo al espacio M(K) de las medidas de
Borel signadas, requlares y finitas en K con la norma ||u|| = |p|(K). La dualidad estd dada por

o) = |t

Si K es metrizable entonces toda medida de Borel es reqular y, por tanto, M(K) coincide con
el espacio de las medidas de Borel signadas y finitas.

Fl siguiente teorema tiene dos versiones, la real y la compleja. Enunciaremos tnicamente la
real puesto que es la que utilizaremos.

Teorema 1.2.17. (Teorema de Stone-Weiestrass). Sean K un espacio topoldgico de Hausdorff
compacto y A una subdlgebra de C(K) (i.e. A es un subespacio lineal de C(K) cerrado bajo
sumas, productos y productos por escalares) que contenga constantes. Si A separa los puntos
de K (i.e. para todo s1,s0 € K con s1 # so existe f € A tal que f(s1) # f(s2)), entonces
A=C(K).

Teorema 1.2.18. Si K es un espacio de Hausdorff compacto, entonces C(K) es separable si y
solo si K es metrizable.

Demostracion. Si C(K) es separable, entonces Bo ()~ es metrizable en la topologia débil* por
la proposicion 1.2.13. Consideremos § : K — C(K)* que lleva cada punto = € K al operador
0z(f) = f(z), la cual claramente es inyectiva. Es facil comprobar que ¢ es un homeomorfismo
entre K y §(K), dotado de la topologia débil* de Bgk)«. Como §(K) C (Be(y«, w*), la cual
es metrizable por la proposicion 1.2.13, también lo es K.

Supongamos ahora que K es un espacio métrico compacto, el cual sabemos que es separable
por el teorema B.9. Sea {z,}7°; una sucesion densa en K. Pongamos

L dist(z,2z,), sidist(z,z,) <

fn,m(l‘) = {m

1
m
0, en otro caso.

Entonces la familia {f,,} junto con una funcién constante genera un algebra que separa los
puntos de K y, por tanto, su clausura es C'(K) por el teorema de Stone-Weierstrass 1.2.17.
O

Observacion 1.2.19. En general, K es homeomorfo a un subespacio de Be gy« con la topologia
débil*.

Si X es un espacio de Banach es isomorfo a un subespacio de C(Bx+) con la topologia
débil*.
Corolario 1.2.20. El reciproco de la proposicion 1.2.18 es cierto para espacios de Banach, es
decir, si Bx~ es metrizable en la topologia débil*, entonces X es separable.

Teorema 1.2.21. (Teorema de Banach-Stone). Supongamos que K y L son dos espacios de
Hausdorff compactos tales que C(K) y C(L) son espacios de Banach isométricamente isomorfos,
entonces K y L son homeomorfos.
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El teorema de Banach-Stone aparecié por primera vez para K, L metrizables en la obra de
Banach [3| en 1932. La generalizacion de este resultado la llevo a cabo M. H. Stone en 1937. Este
periodo se corresponde con los inicios de la topologia general y Banach se veia limitado debido
a lo poco desarrollada que estaba la topologia de los espacios no metrizables; asi, por ejemplo,
el teorema de Banach-Alaoglu no se enuncié hasta 1941, puesto que requeria del teorema de
Tychonov 2.2.4.

1.3. Espacios complementados: la complementabilidad de ¢,

El hecho de que una suma torcida sea trivial o no dependera, como veremos mas adelante,
de que algunos de los espacios con los que trabajaremos estén complementados en otros. Por
ello, en esta seccién nos dedicaremos al estudio de la complementabilidad de los espacios de
Banach y, en particular, a ¢y subespacio de /.

Antes de continuar recordemos algunas definiciones y propiedades acerca de los espacios de
Banach:

Definicion 1.3.1. Sea Y C X un subespacio del espacio X. Diremos que Y es cerrado si y sélo
si todo punto que sea limite en X de una sucesion de elementos de Y pertenece a Y.

Proposicion 1.3.2. Sea X un espacio normado. Si (X, ||-]|) es de Banach e Y es un subespacio
de X, entonces (Y, ||-||) es Banach si y sdlo si Y es cerrado.

Definicion 1.3.3. Sea {*° = {(z,)72, € K : |z,| < L, Vn}, el espacio de las sucesiones en K
acotadas.

Sea x € £, si consideramos la norma infinito ||z||cc = sup,>1 |Tn| se tiene que (€, || - ||oc) €s
un espacio normado. -

Teorema 1.3.4. (£, [|o) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (mk)iozl una sucesion de Cauchy en £°°, debemos comprobar si es convergente.

Tenemos que z* = 2§, 25, ... 2k ... = (2%)22 . Demostremos que para un ng fijo (mﬁo)zil es

una sucesion de Cauchy en K para todo n.
Sea ¢ > 0, por ser (:J:k)zo:1 una sucesiéon de Cauchy existe un k. tal que si ] > k > k. se
cumple ||z} — 2F||, <e.
Lo que es equivalente a que sup,,>; ]azﬁl - mﬁ\ < e y para el caso particular de ng que
no — xﬁm| < . Por tanto, se tiene que (azfm)z"zl es de Cauchy, y se cumple para todo n.
Como K es completo (x¥)%° | converge a x,,. Ahora podemos tomar la sucesion x = (2,,)5 ;
y debemos comprobar que x estd acotada y que verdaderamente es el limite.

[,

Dado que (:(:k),;";l es de Cauchy sabemos que esta acotada en ¢°°, por tanto existe M tal
que
|2%||so < M VEk = |2F] < M Vk,n = |z,| < M Vn
por tanto x € £°°.

Veamos ahora que dado un ¢ > 0 existe k. tal que si k > k. se cumpla que ||z¥ —x|| < ¢, lo
cual sabemos que es equivalente a que sup,,>; |fo - ZEM <e.

Tomando un ny fijo se tiene que sup,,>; \mfm — mﬁm\ < €. Ahora tomando limites con [ — oo
se tiene |x7]§0 — Zn,| < € para todo k > k..
Como ng es arbitrario se da que ||z¥ — x||o0 < &, k > k..
O

Definicion 1.3.5. Denotaremos por ¢y al subespacio de £°° de las sucesiones convergentes a 0.

co = {(zn)nz1 €07 n@w xn = 0}.
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Teorema 1.3.6. cq es un subespacio cerrado de (£°°, ]+ ||oo)-

Demostracion. Sea (x%)$° | € ¢y una sucesion convergente a x € (.
Sea & > 0 sabemos que existe kg € N tal que para todo k > ko |[x — 2| < €, lo cual es
equivalente a que sup,> [x, — 2| <&, Vk > k.
Como (z*0) € o, sea ng € N tal que Vn > ng, |250| < ¢, entonces para todo n > ng se tiene
que
x| =[x — @i + 3| < |3 — | + |230] < 2¢

Por tanto, x,, converge a 0 y x € cp.

Teorema 1.3.7. (co, || - ||co) €s un espacio de Banach.

Demostracion. Por la proposicion 1.3.2 sabemos que un subespacio de un espacio de Banach es
de Banach si y s6lo si es cerrado. Hemos demostrado en el teorema anterior que cy es subespacio
cerrado de (£, || - ||) el cual sabemos que es un espacio de Banach por el teorema 1.3.4.

O

Visto todo esto, ya estamos en condiciones de iniciarnos en el estudio de los espacios
complementados. Comencemos definiéndolos:

Definicién 1.3.8. Sean X un espacio de Banach e 'Y un subespacio cerrado. Diremos que Y
estd complementado en X si existe un subespacio cerrado Z de X tal que X =Y & 7.

Esto es equivalente a decir que existe un operador lineal y acotado P : X — X que sea una
proyeccion, i.e. Po P =P con P(X) =Y.

Cabe destacar que, a menos que X sea un espacio de Banach isomorfo a un espacio de
Hilbert, existen muchos subespacios de X no complementados.

El espacio de Banach ¢y juega un papel especial cuando hablamos de complementabilidad:
por el teorema de Sobczyk 1.3.16 sabemos que toda copia isomorfa de ¢y estd complementada
en todo superespacio separable.

Un espacio de Banach se dice que posee la propiedad de Sobczyk si todo subespacio isomorfo
a cg estd complementado en él. La complementabilidad de dicho espacio ha sido estudiada
también para espacios no separables.
Algunos investigadores, entre los cuales estan Correa y Tausk -autores de algunos de los articulos
que aqui se referencian-, han probado que el espacio C'(K) tiene la propiedad de Sobeczyk si K
es una linea compacta. Empero, de momento, nos centraremos en los que si son separables.

Consideremos X e Y dos espacios de Banach y £ C X un subespacio. Sea T : F — Y un
operador acotado, jes posible extender T a un operador acotado T : X — Y'? Si consideramos
el caso en que Y = F y T es la identidad sobre E nos estamos preguntando simplemente si F
es la imagen de una proyeccion en X, es decir, si E estd complementado en X.

Por el teorema de Hahn-Banach A.14 sabemos que si la dimension de Y es 1 dicha extension
es posible y se preserva la norma. Sin embargo, en general dicha extensién no es posible. En
esta seccidén veremos un ejemplo natural de ello.

Definiciéon 1.3.9. Un espacio de Banach Y se dice inyectivo si cuando X es Banach, E un
subespacio cerrado de X y T : E — Y un operador acotado existe un operador lineal acotado
T:X —Y ta que es una extension de T'. Y se dird isométricamente inyectivo si T cumple
171 = |IT-
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Proposicion 1.3.10. FEl espacio Lo, es isométricamente inyectivo. Por tanto, si un espacio de
Banach tiene un subespacio E isomorfo a £, entonces E estd complementado en X.

Demostracion. Supongamos que F es subespaciode X y T : E — { es acotado. Consideremos
Te = (e} (e))se; para alguna sucesion (e} (e))s>; € E*. Claramente, ||T'|| = sup, ||e};||. Por el

n n=1 n
teorema de Hahn-Banach, escogemos extensiones zj, € X* con [[a}|| = |[|e}|| para cada n.
Tomando Tz = (z}(z))>2 se obtiene el resultado.

O]

co es subespacio de {4, su bidual, y resulta sencillo comprobar que ¢y seré inyectivo si y
sOlo si estd complementado en /.. Pero, jtodo espacio de Banach estd complementado en su
bidual? Esto es verdad para cualquier espacio que sea el dual de otro, ya que para cualquier
espacio de Banach X se tiene que el espacio X* estd complementado en su tridual, X***.

Si X es isomorfo, no necesariamente isométrico, a un espacio dual, estara complementado
en el bidual. Por ello también parece 16gico preguntarse si ¢y es isomorfo a un espacio dual. Sin
embargo, como veremos a continuaciéon, ¢y no estd complementado en £..

Lema 1.3.11. Todo conjunto S infinito numerable tiene una familia no mnumerable de
subconjuntos infinitos {A; }icr tal que la interseccion de dos elementos cualesquiera de la familia
es finita.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos identificar S con el conjunto de los racionales,
Q. Para cada irracional # consideraremos una sucesion de niimeros racionales (¢?)22, convergente
a 6. Asi, el conjunto de la forma Ag = {¢¥ : n € w} verifica el lema.

O]

Si A es cualquier subconjunto de N denotaremos por /o (A) al subespacio de ¢, dado por

loo(A) ={€ = (§(k))iZ1 € Lo : §(K) =0 sik & A},

Teorema 1.3.12. Sea T : foo —> lso un operador acotado tal que TE = 0 para todo £ € cg.
Entonces eziste un subconjunto infinito A de N tal que T, = 0 para todo € € Lo (A).

Demostracion. Consideremos la familia {A;};c; de subconjuntos infinitos de N dada en el lema
1.3.11. Supongamos que para cada i € I podemos encontrar un & € {(4;) tal que T¢; # 0.
En particular, & ¢ ¢o. Podemos asumir que ||&;||c = 1,Vi € I habiendo normalizado.

Dado que I es no numerable, debe existir n € N tal que I, = {i € I : T¢;(n) # 0} es no
numerable. De manera similar, y dado que I,, es no numerable, existe k tal que I, = {i € I :
|T¢;(n)| > k~'} es no numerable.

Fijemos n y k tales que I, ;, sea no numerable y consideremos J C I, ; finito. Pongamos

Y =2 ey sign(T€;(n))§;. Notese que Ty(n) = 3y sign(T€;(n))TE;(n) > % por la forma en
la que hemos escogido y.

Dado que A; N A; es finita para ¢ # j podemos poner y = u + v con u siendo la restriccion
de y a aquellas coordenadas con méas de un soporte y, por tanto, con soporte finito y ||v||eo < 1
por ser la restriccién de y a aquellas coordenadas con un solo soporte.

Asi, Ty = Tu + Tv = Twv por hipotesis de T y ||Ty||lc < ||T]| ||v]| < ||T||. Por tanto,
se tendria que |J| < ||T'||k, lo cual supone una contradiccion con el hecho de que I, ) sea no
numerable.

O
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Teorema 1.3.13. (Teorema de Phillips-Sobczyk). No eziste una proyeccion acotada de lo, en
Co-

Demostracion. Sea P una proyeccion acotada P : {oo —> ¢g. Consideremos T' = I — P, donde
I es el operador identidad sobre f,. Asi tenemos que T': £y — £oo ¥ TE = 0 para toda £ € c¢p.

Por el teorema 1.3.12, sabemos que existe A C N infinito tal que T¢ = 0 para todo £ €
l5(A). Pero esto significaria que P& = € para toda £ € £ (A), lo cual es absurdo puesto que A

es infinito y no todas las sucesiones de ¢, (A) pertenecen a c.
O

Corolario 1.3.14. ¢y no es isomorfo a un espacio dual.

Demostracion. Si cg fuese isomorfo a un espacio dual entonces, por los comentarios que siguen a
la Proposicion 1.3.10 ¢y deberia estar complementado en ¢j*, lo cual supondria una contradiccién
con el teorema 1.3.13 puesto que cj* = { y sabemos que ¢y no estd complementado en
porque no existe una proyecciéon acotada.

O

Teorema 1.3.15. Si X es un espacio de Banach separable entonces puede embeberse
isométricamente en £ .

Demostracion. Sea (xy)72; una sucesion densa en X. Para cada n entero tomamos z;, € X*

tal que [|z}|| = 1y ) (x,) = ||zn]|- La sucesion (z7)7° ; C X* es 1-normante en X. Por lo tanto
el operador T': X — (o, definido Yz € X por T'(x) = (z}(x))52; es embebimiento isométrico

buscado puesto que conserva la norma y es continuo e inyectivo.
O

Recordemos que el anulador de un subespacio £ de X se define como el conjunto de los
funcionales que se anulan para todos los elementos de F, es decir,

Et ={z* e X*:z*|p =0}

Teorema 1.3.16. (Teorema de Sobczyk). Sea X un espacio de Banach separable. Si E es un
subespacio cerrado de X y T : E — ¢o un operador acotado entonces existe un operador
T:X — ¢ tal que Tl =T y ||T|| <2||T|.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||T'|| = 1. El operador T" debera
ser de la forma
To=(fa(2)pZ, z€E

n=1»

donde (f})>°, C E*. Dado que ||T|| = 1 se tiene que ||f;|| < 1 para cada n € N y, ademas,
como Tz = (f} ()72, € ¢ para todo x € E, la sucesion (f;r) >, converge a 0 en la topologia
débil* de E* por la proposicién 1.2.7. Por el teorema de Hahn-Banach sabemos que existen
funcionales (¢})5° ; C X* con ||¢h|| < 1y tal que ¢} |g = f; para todo n € N.

Por 1.2.13, dado que X es separable se tiene que (Bx~+, w*) es metrizable. Sea p la métrica en
Bx~ que induce la topologia débil* en By-. Veamos que se verifica que lim,, p(*, Bx-NEL) = 0.
Por reduccién al absurdo supongamos que el limite anterior no es cierto, por tanto existe € > 0
y una subsucesion (¢}, )72, de ()7, verificando

PP, Bx+ NEY)>e, VEeN.

Por el teorema de Banach-Alaoglu 1.2.10 y la metrizabilidad de (Bx+,w*), existe ¢* € Bx» y

una subsucesion (90ij )521 de (¢, )7 tal que P, B
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Como
@ (e) =lmyj, (e) =lim f; (e) =0, VeeE,
J g J i
tenemos que ¢* € E+ N By«. Pero de la desigualdad p((p;k, Bx+ N E+) > ¢ para cada k € N se
sigue que p(¢}, ,¢*) > € para cada j € N, lo cual contradice que ¢}, -, p*.
J J

Por tanto, lim,, p(p}, Bx+ N E+) = 0. Ademas, como E* es débil*-cerrado, el conjunto
Bx- N E+ es débil*-compacto. Existe entonces para cada n € N un funcional vy € Bx«N E+
de forma que p(¢}, v;) = p(gy, Bx- N E*).

Tomando z% := ¢* — % podemos definir el operador T en X como T'(z) = (z%(z))°°, para
cada = € X. Notese que T(x) € cg, Yz € X porque = = @ — v} 50 y también verifica

T(e) = (¢nle) = vn(e))iiy = (pr(e)pzy = T(e), Vee E.

Ademés, para todo z € X se tiene
|7 (2)|| = sup |25, (2)| = sup ¢ (z) — v;; ()] < sup(|@h |l + [yl DIl < 2[lll,
n n n

luego ||T| < 2. O

El siguiente corolario afirma que si E es un subespacio de un espacio de Banach separable
X y E es isomorfo a ¢y entonces E estd complementado en X.

Corolario 1.3.17. Si E es un es un subespacio de un espacio de Banach separable X y E es
isomorfo a ¢y entonces existe una proyeccion P de X en E.

Demostracion. Supongamos que 1 : E — ¢g es un isomorfismo y sea T : X — ¢g la extension
dada por el teorema anterior. Entonces P = T~ !T es una proyecciéon de X en E.
O

1.4. Algebras de Boole y la dualidad de Stone

La dualidad topologica de Stone tiene su origen en el comienzo de la teoria moderna de
algebras de Boole y los espacios de Hausdorff compactos cero-dimensionales -0 espacios de
Stone-; pues existe una correspondencia de homomorfismos entre algebras de Boole y aplicaciones
entre espacios de Stone. Como consecuencia, las cuestiones algebraicas en las algebras de Boole
se traducen en topoldgicas en los espacios de Stone y viceversa.

1.4.1. Algebras de Boole

Las algebras de Boole se definen a partir de una lista de axiomas algebraicos. Ahora nos
dedicaremos a presentar las leyes aritméticas que se derivan de dichos axiomas y algunas
nociones bésicas acerca de estas estructuras y sobre algunos de sus subconjuntos.

Definicién 1.4.1. Un dlgebra de Boole es un dlgebra 6 = (B, VB AT B 0T 1%) que satisface
los siguientes axiomas para todo x,y € B:

1. xVy=yVz y xAy=yAzx
zV(yVz)=(@Vy)Vz y zANyAz)=(@Ay) Az
xV(yANz)=(xVy)AxVz) y zAyVz)=(@Ay)V(zAz)

zrVax=1 y xzAN-2x=0

Gro e

zV0=z y zxzANl==x
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Un algebra de Boole se dice propia si se cumple que 0% # 1%; en otro caso diremos que es
impropia.

Sia,b € B decimos que a V b es la union o disyunciéon de a y b, que a A b es la interseccion
o conjuncién de a y b, y que —a es el complemento de a.

Definicion 1.4.2. Una estructura (A, VE AR S oA 12[) es una subdlgebra de un dlgebra de
Boole (B,VE, A%, =%,08,1%) si A C B, Oy = Op, 1oy = 1 y las operaciones V¥, A%, =% son
las restricciones de VB, AT, =% a A.

Para todo conjunto A el dlgebra potencia P(A) = (P(4),U,N, ~,0, A), donde para cada
X CA, X =A\X, es un algebra de Boole. P(A) sera propia si y solo si A # ().

Mas generalmente, dado un conjunto A, un algebra de conjuntos sobre A es una subéalgebra
de P(A). Asi, una coleccion B de subconjuntos de A es el universo de un algebra de conjuntos
sobre A siy solo si (), A son elementos de B y para todo X,Y € B se cumple que X UY, X NY,
A\ X € B.

Ejemplo 1.4.3. (Algebras finitas/cofinitas). Sea X un conjunto cualquiera. Un subconjunto a
de X se dice cofinito en X si X \ a es finito. Consideremos

A={aC X :a es finito o cofinito}.
Entonces, A es un dlgebra de conjuntos sobre X, el dlgebra finita/cofinita sobre X.

Si X tiene cardinalidad infinita k, entonces tiene un algebra finita/cofinita, puesto que
X tiene exactamente xk subconjuntos finitos. Asi, todo cardinal infinito se corresponde con la
cardinalidad de un algebra de Boole. Todo entero no negativo k, sin embargo, cumple esto si y
sblo si k = 2™ para algin n € w.

Ejemplo 1.4.4. (Algebra de los clopen). Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto de X
serd un clopen si es abierto y cerrado. El conjunto de los subconjutos clopen, ClopX, es un
dlgebra de conjuntos sobre X, el dlgebra de los clopen sobre X.

A continuacién enunciaremos un principio general que, en lo que a computacion se refiere,
ahorra una gran cantidad de trabajo. Para el desarrollo del trabajo no seré necesario enunciarlo
ni demostrarlo en gran detalle.

Definicion 1.4.5. Si E es una expresion en un lenguaje cuyos unicos simbolos no logicos son
V,A,—,0,1; E', la expresion dual se obtiene a partir de E al reemplazar los simbolos V, A\, 0, 1
por A, V, 1,0, respectivamente, dejando fijo —.

Obsérvese que (E’)" es E y que la expresion dual de cada uno de los axiomas anteriores es
un axioma.

Notacion. Si B = (B,VE AP, =% 0%, 1%) es un algebra de Boole denotaremos como B’ al
algebra dual de B, cuyo universo también es B pero tal que VB = NB, - Ve, -% = -B

0% =1% y 1% = 0%,

Es claro que (%B’) = B y que todo enunciado F es verdadero en B si y solo si E’ lo es en
B’. En consecuencia, B’ satisface los axiomas y es, por tanto, un algebra de Boole. A partir de
estas consideraciones podemos establecer el siguiente principio:

Proposiciéon 1.4.6. (Principio de dualidad). si F es un enunciado verdadero en toda dlgebra
de Boole, su dual E' también lo es.
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Demostracion. Sea E tal enunciado y sea B un algebra de Boole. Veamos que E’ es verdadero
en ‘B.

Dado que B’ es un algebra de Boole se tiene que E es verdadero en B’. Por tanto, como
sabemos que todo enunciado F es verdadero en 95 siy solo si E' lo es en B’, se tiene que E’ es
verdadero en (B’)". Pero (B’)’ = B. Por tanto, se tiene que, tal y como queriamos probar, E’
es verdadero en ‘8.

O

Lema 1.4.7. En toda dlgebra de Boole se cumple que
TANYy=z<—zcVy=uy.

Definicion 1.4.8. Dada un dlgebra de Boole B, definimos el orden candnico de B, al que
denotaremos como <% o simplemente <, por

Tl yYy<<=rANy==z.

O, equivalentemente,
rLy<=zVy=uy.

Lema 1.4.9. En toda dlgebra de Boole se cumple que
i)r<zx
ii) sizx <y ey<uwx, entonces t =7y
iit) six <y ey<z entonces x < z.
En otras palabras, el orden canonico de un dlgebra de Boole es un orden parcial.

Proposicion 1.4.10. Si B es un dlgebra de Boole,
i) 1 es el elemento mdximo y 0 el minimo de (B, <)
ii) x V y es el supremo de {x,y} y x Ay el infimo en (B, <)
iit) —x es el unico elemento y € B tal que x Ay=0yaxVy=1.

Definicién 1.4.11. Un dlgebra de Boole se dird completa si todo conjunto tiene un supremo.

Definicion 1.4.12. Un homomorfismo entre dos dlgebras de Boole 2 y B es una aplicacion
f 2 — B tal que para todo x,y € A

flevy)=f@)Vv i), fleny)=F) i),
f(ox) ==f(x) y
f(0) =0, f(1) =1.

Un homomorfismo f : A — B entre dos dlgebras de Boole es un monomorfismo o embebimiento
si es inyectivo. Y diremos que es epimorfismo si es suprayectivo.

Definicion 1.4.13. Un isomorfismo f : A — B entre dlgebras de Boole es un monomorfismo
que ademds es epimorfismo.

Proposicion 1.4.14. Supongamos que A y B son dos dlgebras de Boole y que f es una
biyeccion entre ellas. Entonces f es un isomorfismo entre las dlgebras A y B si y solo si f
es un isomorfismo entre los drdenes (A, <) y (B, <®).
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1.4.2. Atomos, ultrafiltros y el teorema de Stone

Esta parte del capitulo estd destinada a enunciar teorema de Stone, el cual tiene dos
versiones. La version conjuntista inicamente la enunciaremos, y la topolbgica cuya demostraciéon
veremos mas adelante. Seré esta en la que apoyaremos el desarrollo de uno de los resultados
mas relevantes del trabajo.

Observacion 1.4.15. Habitualmente se identifica B con B, por ello a partir de ahora escribiremos
x € B cuando un elemento x pertenezca al dlgebra.

Definicién 1.4.16. Llamaremos dtomo en un dlgebra de Boole a todo elemento a € B distinto
de 0 tal que {be B :b<a} ={0,a}.

Diremos que B es un dlgebra atdmica si para todo elemento x € B distinto de 0, existe
algun dtomo a tal que a < x.

Por ejemplo, un algebra potencia P(X) y el algebra finita/cofinita sobre X son atomicas,
siendo los atomos los conjuntos unipuntuales {z}, con = € X.

Otro ejemplo de algebra atomica es cualquier dlgebra de Boole finita, dado que si x > 0 en
un algebra de Boole y no existiese ningiin 4tomo por debajo de z, habria una sucesiéon infinita
estrictamente decreciente.

Lema 1.4.17. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para todo elemento a € B:
i) a es un dtomo de B,
ii) para todo x € B, o bien a < x o bien a < —x, pero no ambos,
iit) a > 0 y, para todo x,y € B, a < xVy siysilosia<zoa<y.

Proposicion 1.4.18. Para toda dlgebra de Boole, la aplicacion f : B — P(AtB) definida por
f(z) ={a € AtB : a < x} es un homomorfismo.

Serd un embebimiento si B es atdmica y un epimorfismo si es completa.

Esta proposicion no soélo es una version méas débil del teorema de Stone, sino que es una
descripcién de las algebras de Boole atémicas completas.

Corolario 1.4.19. Toda dlgebra de Boole completa y atémica es isomorfa a un dlgebra potencia.

Pasemos ahora a ver algunas definiciones y propiedades referentes a los filtros y ultrafiltros
en algebras de Boole.
Los ultrafiltros son la principal herramienta en la prueba del teorema de Stone. Estos surgen
de manera natural a partir de los embebimientos de algebras de Boole en algebras potencia.
Veamos, primeramente, una definicion més sencilla de lo que es un ultrafiltro en un algebra
booleana.

Sea e : B — P(X) un embebimiento o, para mayor generalidad, un homomorfismo.
Entonces, para cualquier punto x € X, el subconjunto

F={aec®B:zce(a)}

de ‘B tiene las siguientes propiedades:

leF, 0¢F,

aNbe Fsiysolosia,beF,

aVbe Fsiysolosiae FobeF,

—a€ Fsiysolosia¢F.
Los subconjuntos de 25 con estas propiedades son exactamente los ultrafiltros de B. Pasemos
ahora a la definicién en base a los filtros del algebra.
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Definicién 1.4.20. Un ideal en un dlgebra de Boole B es un subconjunto no vacio, I, de 5
tal que para todo a,b € B

i)0el.

ii) st a,b € I, entonces aVb € I.

iii) sia €I yb<a, entoncesb € I.

Un ideal I serd propio si y solo si I # 9. En otro caso se dird impropio.

Definicion 1.4.21. Un filtro en un dlgebra de Boole B es un ideal en el dlgebra dual B'. As,
un subconjunto F de B es un filtro en B si y sdlo si F # 0 y para todo a,b € B

i)leF.

ii) si a,b € F, entonces a Nb € F.

iit) sia € F ya <b, entoncesb € F.

Un filtro F sera propio si y so6lo si F' # B. En otro caso se dira impropio.

Observacion 1.4.22. Para todo ideal I se cumple que O € I y para todo filtro F', 1 € F.
Ademds, un ideal serd propio si y sélo si mo contiene al 1 y un filtro lo serd si y sdlo si no
contiene al 0.

Lema 1.4.23. Sea B un dlgebra de Boole. Si X C B, entonces
i) X es ideal de B siy sélo si {—a:a € X} es filtro en *B.
ii) X es filtro de B si y solo si {—a:a € X} es ideal de B.

Si B es un algebra de Boole, la intersecciéon de todo conjunto de filtros en 9 es también un
filtro en B. Asi, si X es un subconjunto de B, hay un menor filtro, F(X), en B que incluye a X,
a saber, la interseccion de todos los filtros en B que incluyen a X. F(X) es el filtro generado
por X. Si X es vacio, F(X) = {1%}; si X es no vacio, F(X) es el conjunto de los elementos
beB talesque x1 A ... Nxpy <bparan>1yzxy,..,x, € X.

Del mismo modo, dado que la interseccién de todo conjunto de ideales en B es un ideal en
B, si X C B hay un menor ideal, I(X), que incluye a X. I(X) es el ideal generado por X.
Si X es vacio, I(X) = {0}; si es no vacio, I(X) es el conjunto de los elementos b € B tales que
b<xziV..Vaxpparan>1yzx,..,x, € X.

Definicion 1.4.24. Si B es un dlgebra de Boole, decimos que un subconjunto X C B tiene la
propiedad de la interseccion finita (PIF) si y sdlo si el infimo de todo subconjunto finito de X
es distinto de 0.

Decimos que X tiene la propiedad de la union finita (PUF) si y sdlo si el supremo de todo
subconjunto finito de X es distinto de 1.

Definicién 1.4.25. Decimos que un ideal I en un dlgebra de Boole B es primo si y solo si se
cumplen las siguientes condiciones:

i) es propio

i) para todo a,b € B, siaNb € I se tiene quea € [ o b€ I.

Dualmente, un filtro F' en un dlgebra B es un ultrafiltro si y sélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

i) es propio

i) para todo a,b € B, siaVbeF se tiene quea € F ob € F.

Asi, un ideal es primo si y sélo si su filtro dual es un ultrafiltro, y un filtro seré un ultrafiltro
si y sblo si su ideal dual es primo.
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Observacién 1.4.26. Otra forma de definirlos y que resulta mucho mds prdctica a la hora de
comprobar si un conjunto es un ultrafiltro es la siguiente:

Un filtro F' en B es un ultrafiltro si para cada x € B se tiene que x € F o ~x € F', pero no
ambos.

Definicion 1.4.27. Para un dlgebra de Boole B,
Ult B = {F C B : F es un ultrafiltro de B}

es el conjunto de los ultrafiltros de 8.
La aplicacion s : B — P(Ult B) definida por

s(x) ={FeUltB:2ecF}
es la aplicacion de Stone.

Teorema 1.4.28. (Teorema de representacion de Stone, version conjuntista). Toda dlgebra de
Boole es isomorfa a un dlgebra de conjuntos.

1.4.3. Espacios de Stone

Este epigrafe establece la dualidad fundamental entre las algebras de Boole y unos espacios
topologicos especiales, los espacios de Stone. Asi, el dlgebra dual de un espacio de Stone X es
Clop(X), el algebra de los subconjuntos clopen de X, y el espacio dual de un algebra de Boole
B es el conjunto UltB de los ultrafiltros de B, equipado con la llamada topologia de Stone. El
resultado de toda esta teoria es que toda algebra de Boole B es isomorfa a Clop(Ult*8) -para
ser exactos, la aplicacion s : B8 — P(Ult B) definida en 1.4.27 es un isomorfismo entre B y
Clop(UltB)-. En particular, obtendremos una version més fuerte del teorema de representacion
de Stone.

El algebra Clop(X) de los subespacios clopen de un espacio topologico arbitrario es uno de
los ejemplos estandar de algebra de conjuntos. Para un espacio conexo X, sin embargo, este
algebra se reduce a {0, X }.

Definicion 1.4.29. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es cero-dimensional si Clop(X)
es una base de la topologia de X.

X serd un espacio de Stone si es Hausdorff, compacto y cero-dimensional.

Que un espacio sea cero-dimensional es equivalente a que exista una base o subbase para
X formada por conjuntos clopen. Por ejemplo, el espacio de los ntmeros irracionales con la
topologia heredada de R es cero-dimensional, teniendo los intervalos (a,b) con a,b € Q como
base de clopens.

Ejemplo 1.4.30. i) Todo espacio finito y discreto es de Stone. En particular, denotaremos
como 2 al espacio de Stone 2 ={0,1} con la topologia discreta.

ii) El espacio producto de cualquier familia de espacios de Stone es de Stone. En particular,
también lo es el espacio 2! para cualquier conjunto de indices I, el cual es conocido como el
espacio de Cantor de peso |I|, para un I infinito.

ii1) Todo subespacio cerrado de un espacio de Stone es un espacio de Stone.

Definicion 1.4.31. Un espacio X diremos que es conezo si Clop(X)={0, X}, es decir, si X no
es la union de dos subconjuntos cerrados disjuntos no vacios.

Un espacio topologico X es totalmente disconero si ningin subespacio con al menos dos
elementos es conexo.
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Teorema 1.4.32. Un espacio de Hausdorff compacto es cero-dimensional, y por tanto de Stone,
st y solo si es totalmente disconero.

Demostracion. Sea X un compacto Hausdorfl. Si X es cero-dimensional e Y un subespacio de
X con dos puntos distintos y e ', entonces existe un clopen, A tal que y € A ey ¢ A. Asi que
Y N A es un subconjunto clopen propio no vacio de Y e Y no es conexo. Por consiguiente, X es
totalmente disconexo.

Reciprocamente, supongamos que X es totalmente disconexo. Sean pues x € X y U un
entorno abierto de z; debemos encontrar un clopen F' de X tal que x € F C U, probando asi
que Clop(X) es una base. Para ello definimos

F={FeClop(X):zeF}, q=F.

Basta probar que ¢ C U. Para ello, dado que X es compacto, U abierto y todo F' € F cerrado,
para algin subconjunto finito F’ de F se tiene que (| F' C U y podemos considerar F = () F’.
Veamos que g = {z}, para ello supongamos que ¢ tiene al menos dos puntos y que no es conexo.
De este modo

q=qUqo,

donde ¢, g2 son cerrados disjuntos no vacios de g. Ahora tenemos que ¢ es un subconjunto
cerrado de X, por tanto cada ¢; es cerrado en X. Por la compacidad y, por tanto, normalidad
de X podemos escoger dos abiertos disjuntos Uy, Us tales que ¢; C U;. Entonces, ¢ C U; UUs y,
por un argumento sobre compacidad similar al anterior que F' C Uy UUs para algin F' € F. De
este modo, tanto U; N F' como U N F' son clopen en F' y, por tanto, también en X. Dado que
x € F, podemos asumir que x € U; N F. Entonces Uy N F € F y g € Uy N F. Esto implica que

q2 C g C Uq, lo cual contradice que g3 C Us, que los U; fuesen disjuntos y que ¢; fuese no vacio.
O

A esto se debe que, dado que todos los compactos que manejamos en el trabajo son Hausdorff,
llamemos indistintamente compacto cero-dimensional o totalmente disconexo a este tipo de
espacios.

Lema 1.4.33. Sea X un espacio de Stone.
i) Si B C Clop(X) es una base para X cerrada bajo uniones finitas, entonces B = Clop(X).
ii) Si'Y es un subespacio cerrado de X, entonces ClopY = {aNY :a € ClopX}.

ii1) Siy,z son subconjuntos cerrados y disjuntos de X, existe un subconjunto clopen de X
que separa a4y y a z, i.e., tal quey Ca y z C X \ a.

Ahora estamos preparados para probar la version topologica del teorema de representacion
de Stone.

Recordemos que Ult5B es el conjunto de todos los ultrafiltros de un algebra de Boole B y
que la aplicacion de Stone es un monomorfismo de éalgebras de Boole. En particular, s(*B) es
una familia de subconjuntos de UltB cerrada bajo intersecciones finitas y, por tanto, base de
una topologia.

Definicién 1.4.34. Para un dlgebra de Boole B, la topologia de Stone es la unica topologia en
UltB que tiene como base s(°B).

Ult(B) dotado de la topologia de Stone, es el espacio de Stone o espacio dual o el espacio
de los ultrafiltros de B.
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Teorema 1.4.35. (Teorema de representacion de Stone, version topologica). Toda dlgebra de
Boole es isomorfa al dlgebra de los clopen de un espacio de Stone. Mds concretamente, el espacio
dual Ult*B de un dlgebra de Boole 5 es un espacio de Stone y la aplicacion de Stone de 5 es
un isomorfismo entre B y Clop(UltB).

Demostracion. Sea B un algebra de Boole y X = Ult®8 su espacio dual. X es cero-dimensional
puesto que todos los elementos de la base s(a) son clopen, por ser X \ s(a) = s(—a). Ademas X
es Hausdorff, pues si suponemos que F, G son dos ultrafiltros distintos de B, por la maximalidad
de F' podemos tomar a € F'\ G. Entonces s(a) y s(—a) son entornos disjuntos de F'y G.

Veamos que X es compacto, para ello sea U un recubrimiento abierto de X. Bastara
considerar el caso en el que todo elemento de U es un elemento basico, por ello consideremos
U={s(a) :a € A}, con A C B. Supongamos que X no posee subrecubrimiento finito, entonces
paran € wy ai,...,a, € A se tiene

s(ar)U...U(ap) # X = s(1),

por tanto a1V...Va, # 1y —a1V...V-a, # 0. De esto, se sigue que el conjunto -4 = {—a : a € A}
tiene la PIF. Dado que un subconjunto de un algebra booleana esta en un ultrafiltro si y sé6lo
si tiene la PIF, consideremos ahora F' un ultrafiltro de 98 que contiene a —A. Entonces, para
cada a € A se tiene que ~a € F,a ¢ F'y F ¢ s(a), lo cual contradice que U es un cubrimiento
de X.

Por tanto, X es un espacio de Stone. Dado que la aplicaciéon de Stone s es un monomorfismo
entre B y ClopX por el lema 1.4.33 i) se tiene que ClopX = s(B) considerando B = s(*8) la
base de X.

O
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Capitulo 2

Sumas torcidas

Definicion 2.1. Una suma torcida de los espacios de Banach Z e Y es una sucesion exacta
corta
0 — 272 —X —Y —0,

donde X es un espacto de Banach y las aplicaciones son operadores lineales y acotados.

Definicion 2.2. Una suma torcida se dird trivial si la sucesion exacta escinde, es decir, si la
aplicacion Z — X admite inversa por la izquierda. Esto es equivalente a que la imagen de la
aplicacion Z — X esté complementada en X; en este caso, X 2Y & 7.

De manera informal podemos decir que X es una suma torcida no trivial de Z e Y si Z
puede embeberse isomorficamente en X como un subespacio no complementado tal que X/Z
sea isomorfo a Y.

Un ejemplo clasico de esto es consecuencia del teorema de Phillips-Sobczyk 1.3.13, que
establece que ¢y no estd complementado en £, y, por tanto, la siguiente suma torcida es no
trivial:

0—co—loo —> loo/co — 0,

considerando la inclusién y la aplicacién cociente.

Por otra parte, el teorema de Sobczyk 1.3.16 asegura que toda copia isomorfa de ¢y esta
complementada en todo superespacio separable. Por tanto, toda suma torcida de ¢y con un
superespacio separable sera trivial. En base a esto, si consideramos K un espacio compacto
meétrico, por el teorema 1.2.18 sabemos que C(K) es separable, asi que ¢y y C'(K) tnicamente
admitirdn sumas torcidas triviales.

Llegados a este punto el al lector le puede surgir la siguiente duda:

Problema 1. Dado K un espacio compacto no metrizable, sexiste una suma torcida no trivial
decoyC(K)?

Este problema tiene su origen en los articulos [5] y [6] y diversos investigadores han estudiado
las condiciones bajo las cuales no toda suma torcida de ¢y y C(K) es trivial, es decir, cuando
existe una suma torcida no trivial.

En [6], Castillo demuestra que bajo la Hipotesis del Continuo existe una suma torcida no
trivial de ¢y y C(K) para K un compacto disperso Hausdorff no metrizable de altura finita.

Por su parte, Correa y Tausk en [9] presentan un amplio repertorio de espacios compactos
Hausdorff K tales que existe una suma torcida no trivial de co y C(K). Estos seran los que
presentemos a lo largo de este segundo capitulo, pues uno de sus resultados nos permitira, méas
adelante, pronunciarnos acerca de la trivialidad de las sumas torcidas de ¢o y C(2“1).
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Como vemos, existen muchos compactos no metrizables para los cuales la respuesta al
Problema 1 es afirmativa, sin embargo nos centraremos en la negativa. Asi, en el tercer capitulo,
probaremos que bajo el Axioma de Martin y la negaciéon de la Hipotesis del Continuo existen
espacios compactos no metrizables, K, tales que toda suma torcida de ¢g y C(K) es trivial.

Recordemos que las definiciones y resultados referentes a topologia pueden encontrarse, sin
demostracion, en el Apéndice B al final del trabajo.

Las principales fuentes de referencia que se han utilizado para la elaboraciéon este capitulo
han sido [16], [11] y [9].

2.1. Sumas torcidas de ¢y y C(K)

Aclarados los conceptos de suma torcida trivial y no trivial comencemos exponiendo una
serie de condiciones que garantizan que no toda suma torcida de ¢y y C(K) es trivial. Son las
siguientes:

K espacio compacto de Eberlein no metrizable.

K espacio compacto de Valdivia que no satisface ccc.

K con peso wy y C(K) no w*-separable.

C(K) contiene una copia isomorfa de /.

Ademas de esto, si existe una suma torcida no trivial de ¢ e Y y X contiene una copia isomorfa
de Y, entonces existe una suma torcida no trivial de ¢y y X.

El objetivo de esta parte del trabajo sera dar una condicién para la que existe una suma
torcida no trivial de ¢y y X haciendo uso de lo que se conoce como sistemas biortogonales en
espacios de Banach. Ademas veremos sus implicaciones cuando X = C(K) y que si K contiene
una copia homeomorfa de [0,w] x [0, ¢] o de 2°, entonces existe una suma torcida no trivial de
Coy C (K )

Por otra parte, investigaremos las consecuencias de estos resultados, junto con CH, para
compactos de Corson y de Valdivia. Recordemos, pues, el enunciado de CH.

Hipotesis del Continuo. Para cualquier conjunto infinito A C R se tiene que o bien |A| = w
o bien |A| = ¢, lo cual es equivalente a wi = .

Definicién 2.1.1. Diremos que una familia {A;}icsr es casi disjunta si la interseccion de dos
subconjuntos distintos cualesquiera de ella A; N A; es finita.

Definicion 2.1.2. Diremos que un subconjunto A de un conjunto X es cofinito si su complementario

X\ A es finito.

Lema 2.1.3. Existe una familia casi disjunta (Ap o)ncw,ace de subconjuntos de w que satisface
la siguiente propiedad: para toda familia (A;m)nmaec con A;w C Apa cofinita en Ay, se
cumple que sup,¢,, |[Mp| = +oo donde

My={ncw:pe UAIn,a}'

ace

Demostracion. Se puede consultar en [9].
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Definicién 2.1.4. Sea X un espacio de Banach. Llamaremos sistema biortogonal en X a una
familia (z;,7;)icr con x; € X, v; € X* tal que

1, sii—j
vi(z;) :{

0, en otro caso.
La cardinalidad de un sistema biortogonal (x;,7;)ier viene dada por la cardinalidad de I.

Diremos que un sistema biortogonal (z;,7;)icr esta acotado si sup;cr||@il] < +oo y
sup;er ||7ill < +00 y que es w¥*-nulo si (7;)ier es una familia w*-nula, es decir, si (v;(x))ier
esta en co(I), para todo = € X, siendo

coI)={f:1 — R:Ve >0 el conjunto {a : |f(a)| > e} es finito}.
El siguiente teorema es sobre el que se vertebrara el resto de la seccién. Para su demostracion
haremos uso del lema 2.1.3 que hemos enunciado anteriormente.

Teorema 2.1.5. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que existe un sistema biortogonal
w*nulo (Tna, Yn,a)ncwace €n X y una constante C' > 0 tal que

o)
E :xnmai
=1

para todo ni,...,n € w distintos dos a dos, todo aq,...,ap € ¢ y todo k > 1. Entonces existe
una suma torcida no trivial de cg y X.

<C,

Demostracion. Por la proposicion 1.4.f de [8] sabemos que toda suma torcida de ¢y y X es
trivial si y solo si todo operador acotado T' : X — /l/co admite un lifting, es decir, un
operador acotado T : X —» (o, tal que T'(x) = T(z) + o, para todo z € X. Probemos pues,
que existe un operador T': X — l,/co que no admite lifting.

Sea (Ap,a)new,aec una familia casi disjunta como en el lema 2.1.3 y consideremos el tnico
embebimiento isométrico S : co(wxc) — foo/co tal que S(en,a) = XA, ., +C0, donde (en,a)new,acc
denota la base canonica de cp(w X ¢).

Llamaremos I' : X — ¢p(w X ¢) al operador acotado con coordenadas funcionales (Y5, )new,acc
y pongamos T'= S ol : X — l/co.

Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe 7' un lifting de T y sea (tp)pew la sucesion
de coordenadas funcionales de T. Tenemos entonces que el conjunto

1
A;z,a = {p € An,a : ,U/p(xn,a) > 2}

es cofinito en A4, . De esto se sigue que para todo k > 1 existe p € w, ny,...,n; € w distintos
dos a dos, y a1, ...,ar € ¢ tal que p € A;m para ¢ = 1, ..., k. De esta forma, se concluye que

k
k N
5 < tp <Z xniﬂi) < CHTH7

i=1

lo cual supone una contradicciéon ya que se cumple para todo k£ > 1.
O

Corolario 2.1.6. Sea K un espacio compacto Hausdorff. Supongamos que existe un sistema
biortogonal acotado w*-nulo (fn.a, Vn.a)newace en C(K) tal que fn o fm,g = 0 para todo n,m € w
conn #m y todo o, B € ¢. Entonces existe una suma torcida no trivial de ¢y y C(K).
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Definicién 2.1.7. Un espacio compacto Hausdorff K satisface la propiedad (x) si existe una
sucesion (Fy)ne, de subespacios cerrados de K y un sistema biortogonal acotado w*-nulo

(fn,om’Yn,a)nEw,anc en C(K) tal que

Fon | Fn=0
n#Em

Y S0P fna C Fy para todo n € w y todo o € ¢; siendo sop fy qel soporte de fr .

En lo que resta de seccion denotaremos por M (K) al espacio de las medidas finitas
numerablemente aditivas de Borel regulares y signadas sobre K, dotado con la norma de la
variacién total.

Lema 2.1.8. Sea K un espacio compacto Hausdorff y L un subespacio cerrado de K. Entonces
si L satisface la propiedad (x) también lo hace K.

Demostracion. Consideremos, como en la definiciéon 2.1.7, una sucesion (F, )ne,, de subconjuntos
cerrados de L y un sistema biortogonal acotado w*-nulo (fy. o, Vn,a)new,acc €n C(L).

Por recursion en n podemos obtener una sucesion (U, )new de subconjuntos abiertos disjuntos
de K de manera que cada U, contiene a F},. Para ello procederemos del siguiente modo: por la
proposicion B.13 como el espacio K es compacto y Hausdorff sabemos es Ty. Por ello, se tiene
que para todo par de cerrados disjuntos C, C’ existen dos abiertos A, B tal que C C A, C' C B
y AN B = (). Sabiendo esto, sean

o0
Ch = U F,, cerrado, U; = A; y B abiertos
m=2
tales que F}, C A1, C1 C By y AiN By = 0.

Del mismo modo, definimos

0o
Cy = U F,,, Uy = Ay N By y By abiertos
m=3

de modo que Fy C Ag, Cy C By 'y Ay N By = 0.

Asi, de manera recursiva definimos

o0
Cy = U F,, U,=A,NB, 1y B, abiertos

m=n+1

de modo que F,, C A,, C,, C B, y A, N B, = . De esta forma, obtenemos (Uy,)ncw la sucesion
buscada.

Sea ahora Vj, un abierto de K tal que F,, C V,, C V,, C U,, cosa que podemos hacer por
ser K Ty. Aplicando ahora el teorema de extension de Tietze B.14 y el lema de Urysohn B.15
podemos encontrar fn,a una extension continua de f, o, a K con soporte contenido en V,, v con
la misma norma que f, .

Para concluir esta prueba consideremos un %, , € M(K) la extension de v, o € M (L) que
se anula fuera de L. Se tiene asi que (fn7a,in7a)n€w7a€c es un sistema biortogonal acotado
wh-nulo en C(K), pues ’yn,a(fma) = Yn,a(fna) para toda f, o € C(L) y 0 para el resto.
Ademas, como se conserva la norma en el caso de fn,a y se anula fuera de L en el de 7,4
se tiene que Sup,c, qec ana | < 400 ¥ SUPpew aec [[Tnall < +oo y es facil comprobar que

(.]Zn,aa:)’n,a)nEw,aEc € CO(w X C).

O
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Como consecuencia de este lema y del corolario anterior se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.9. Si L es un compacto Hausdorff que satisface (x), entonces para todo compacto
Hausdorff K que contenga una copia homeomorfa de L existe una suma torcida no trivial de cg

y C(K).

Ahora podemos establecer una serie de resultados que dan condiciones suficientes para que
un espacio K satisfaga la propiedad (x), pero antes deberemos dar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1.10. Dado un subespacio cerrado F de un espacio compacto Hausdorff K, un
operador de extension de F' a K es un operador acotado E : C(F) — C(K) de forma que es
la inversa por la derecha del operador restriccion R : C(K) — C(F) tal que R(f) = f|F.

Notese que F' admite un operador de extension en K si y soélo si el nicleo
C(K|p) ={f € C(K) : flr = 0}

del operador restriccion esta complementado en C(K).

Un punto z perteneciente a un espacio topologico X serd un punto de acumulaciéon de una
sucesion (Sp,)new de subconjuntos de X si todo entorno de x tiene interseccion no nula con S,
para infinitos n € w.

Lema 2.1.11. Sea K un espacio compacto de Hausdorff. Supongamos que existe una sucesion
(Fy)new de subconjuntos cerrados disjuntos dos a dos de K y un subespacio cerrado F de K
que satisface las siguientes condiciones:

(a) F admite un operador de extension en K ;

(b) todo punto de acumulacion de (Fy)new pertenece a F y F, N F =0 para todo n € w;

(¢c) existe una familia (fno:Yna)ncwace donde (fra, Yna)ace €5 un sistema biortogonal
w*-nulo en C(F,) para cadan € w y

sup || fnall <400, sup |[lynall < 400

new,aec new,aec

Entonces K satisface la propiedad (x).

Demostracion. Se puede consultar en [9].

O

Corolario 2.1.12. Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Si C(K) admite un sistema
biortogonal acotado w*-nulo de cardinalidad ¢, entonces el espacio [0, w]x K satisface la propiedad
(). En particular, L x K cumple la propiedad (%) para todo espacio compacto Hausdorff L que
contenga una sucesion convergente no trivial.

Corolario 2.1.13. Los espacios [0,w] x [0, ¢] y 2° satisfacen la propiedad (x). En particular, el
producto de al menos ¢ espacios compactos Hausdorff con mds de un punto cumplen la propiedad

(%)-

Demostracion. La familia (x(g,a]; 0o — da+1)acc €s un sistema biortogonal acotado y w*-nulo
en C([0,¢]), donde d, € M(]0,¢]) denota la medida de probabilidad con soporte {a}. Por el

corolario anterior, se tiene que [0,w] X [0, ¢] satisface la propiedad (x).
Para el caso de 2 también se cumple, pues la aplicacion [0, ¢] 5 a — x4 € 2° resulta ser un
embebimiento de [0, ¢] en 2¢, por tanto 2° 2 2% x 2¢ contiene una copia isomorfa de [0, w] x [0, ].
[

Este es el resultado del que haremos uso al final del tercer capitulo para arrojar algo de luz
sobre el caracter trivial o no de las sumas torcidas de c¢g y C'(2*1).
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2.2. Sumas torcidas no triviales para compactos de Corson y
Valdivia

En esta seccion estudiaremos las consecuencias de los resultados anteriores cuando nuestro
espacio compacto K es un compacto de Corson o de Valdivia. Para introducir este tipo de
espacios necesitaremos dar algunas nociones previas sobre espacios producto, ya que todos ellos
son subconjuntos del espacio producto [—1,1]/. Ademas de en esta parte del trabajo, se puede
encontrar todo lo referente a topologia en el Apéndice B.

Definicién 2.2.1. Si {X; : i € I} es una familia de espacios topoldgicos, el espacio producto
es el espacio ;1 X; con la topologia generada por los conjuntos de la forma 1l;cU; con

(a) U; abierto para todo i;

(b) {i € I:U; # X;} es finito.

Observacion 2.2.2. FEl producto numerable de abiertos serd abierto si y sdlo si una cantidad
finita de ellos son distintos del total.

Observacién 2.2.3. Para cada j la aplicacion 7 : Il;e; X; — X que proyecta un elemento
del espacio producto sobre una de sus coordenadas es continua. Y la menor topologia que hace
continuas a las proyecciones es la topologia producto.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Tychonov). Si cada X; es compacto, entonces el espacio producto
IL;c1 X; también es compacto.

Proposicion 2.2.5. Si cada X; es un espacio Hausdorff, entonces el espacio producto 11;c1 X;
también es Hausdorff.

Teorema 2.2.6. Si K es compacto, entonces existe un conjunto I tal que K es homeomorfo a
un subespacio cerrado de [—1,1]7.

Demostracion. Sea I = {(x,y) € K x K :  # y}. Buscamos una aplicacion f : K « [~1,1]
de manera que f(x) = (fi(x))ier. Por el teorema de extension de Tietze podemos encontrar
f: K — [-1,1] tal que fi(x) = 1y fi(y) = —1. Deberemos comprobar ahora que es un
homeomorfismo.

Sabemos que f es continua por serlo cada f;, pues la antiimagen de un abierto basico de la
topologia producto resulta ser abierto

FH(WieUs) = {z € K : f(z) € Wi Ui} = ({z € K : fi(z) € Uy}
el
por ser una interseccion en la que sélo una cantidad finita son distintos del total.
Resulta evidente que f es inyectiva y, por tanto, que f : K — f(K) una biyeccion.
Finalmente, se cumple que f~!: f(K) — K es continua y cerrada, puesto que K es compacto

y [~1,1)! un espacio Hausdorff.
O

Observacién 2.2.7. Podemos denotar [—1,1]1 como R! puesto que [—1,1] tiene el mismo
cardinal que R.

En B.12 se define un espacio totalmente disconexo K como aquel en el que los conjuntos
unipuntuales tienen una base de entornos de clopens. Esto es equivalente a decir que para todo
x,y € K distintos existe A C K clopen tal que x € A,y ¢ A.

Proposicion 2.2.8. Si {K;}icr son espacios totalmente disconexos, entonces Ic1K; es
totalmente disconexo.
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Corolario 2.2.9. Para I un conjunto cualquiera, {0,1}! = 2! es un compacto totalmente
disconexo.

Para I = w se tiene que 2% es homeomorfo al conjunto de Cantor cldsico.

Hecho esto, estamos en condiciones de presentar los compactos de Corson y Valdivia. Este
tipo de espacios se caracterizan, como ya hemos mencionado antes, por ser subconjuntos de RY
cuyas coordenadas se toman de una determinada manera. Dado que también se mencionan en el
presente trabajo comenzaremos definiendo los compactos de Eberlein, una clase més restrictiva
que las de Corson y Valdivia.

Definicion 2.2.10. Diremos que K un compacto es un compacto de Eberlein si se cumple que
K Cco(I) C RE, siendo co(I) = {x € RT : Ve > 0,{i : |z;| > ¢} es finito}.

Definicion 2.2.11. Un espacio compacto K diremos que es de Corson si K C X(I) Cc Rf,
con (1) = {z € R' : {i : |;| # 0} es numerable}, es decir, si tinicamente existe una cantidad
numerable de coordenadas no nulas para todos los elementos del compacto.

Definicion 2.2.12. Un espacio compacto es de Valdivia si K C R tal que KNYX(I) = K, es
decir, los elementos que tienen una cantidad numerable de coordenadas no nulas son densos en

K.

Existe una definicién equivalente para estos compactos, la cual hace uso del siguiente tipo
de subconjuntos:

Definicion 2.2.13. Dado un espacio compacto Hausdorff K, llamaremos a A Y-subconjunto
de K si existe I y una funcion inyectiva ¢ : K — R tal que A = o1 [S(1)].

Un espacio compacto K serd de Valdivia si admite un 3-subconjunto denso y de Corson si
K es un ¥-subconjunto en si mismo.

Como vemos, la clase menos restrictiva es la de Valdivia, siendo esta la cadena de implicaciones:

Métrico = Eberlein = Corson = Valdivia
Algunos ejemplos de este tipo de compactos son los siguientes:

= El cubo [0, 1]¥ es un compacto de Valdivia pero no de Corson.

= La compactificacién por un punto de Alexandroff de un espacio discreto no numerable I,
I' U{o0o}, es un compacto de Eberlein pero no es métrico.

Definicién 2.2.14. Un subconjunto cerrado de un espacio topologico X se dird reqular si es la
clausura de un conjunto abierto o, equivalentemente, si es la clausura de su propio interior.

Observaciéon 2.2.15. Resulta evidente que un subespacio cerrado de un espacio de Corson es
Corson, y que un subespacio cerrado y reqular de un espacio de Valdivia es, de nuevo, Valdivia.

Definidos este tipo de espacios podemos dedicarnos ya al que sera el objetivo principal de
esta seccidon, demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.2.16. Si K es un compacto de Corson con w(K) > ¢, entonces existe una suma
torcida no trivial de ¢ y C(K). En particular, bajo CH, se tiene que existe una suma torcida
no trivial de ¢y y C(K) para todo espacio compacto no metrizable de Corson K.

Lo que haremos para probarlo sera utilizar el lema 2.1.11 para demostrar que si K es
un compacto de Corson con peso mayor o igual que el continuo y que satisfaga ccc cumple
la propiedad (*). Comenzaremos demostrando un lema que nos sera de gran utilidad para
comprobar los supuestos del lema 2.1.11.
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Lema 2.2.17. Sea K espacio compacto Hausdorff y F un subespacio de K no abierto y Gs.
Entonces, eziste una sucesion (Fp)new de subconjuntos de K no wvacios, disjuntos dos a dos,
cerrados y regulares tales que la condicion (b) del enunciado del lema 2.1.11 es verdadera.

Demostracion. Dado que F' es Gs podemos poner F' = () V., donde cada V,, es un abierto
en K tal que V11 C Vj,.

Sea U, =V, \m, entonces tenemos una sucesion (U, )nen cuyos puntos de acumulacion
estd en F'. Consideremos F;, un conjunto contenido en U, cerrado no vacio y regular. De este
modo, obtenemos una sucesion (Fj,)necn cuyos puntos de acumulacion estan en F, y solo falta

comprobar que F N F,, = (), lo cual es sencillo de ver por reduccion al absurdo.

ncw

Supongamos que dicha interseccién es no vacia, por tanto existird un x € F,,, x € F. Esto
implica que para todo n € w, x € V,,. Sin embargo, U, =V, \m y F, C U,, por lo que si x
pertenece a F, no puede estar en V41, pero por hipétesis z € V,, 11 C V41, dando lugar a una
contradiccion.

O]

Antes de continuar con la demostraciéon de que se verifican las condiciones del enunciado
del lema 2.1.11 necesitamos asegurar que w(F,) > ¢, para todo n. Para ello nos hara falta la
siguiente definicion:

Definicion 2.2.18. Dado un punto x de un espacio topolégico X definiremos el peso de x en
X como
w(z, X) = min{w(V) : V entorno de z en X}.

Corolario 2.2.19. Sea K un compacto de Valdivia tal que w(x,K) > ¢, para todo x € K.
Supongamos que existe un subconjunto F que es Gg, cerrado y no abierto que admite un operador
de extension en K. Entonces K satisface la propiedad ().

Si suponemos que K cumple ccc, el siguiente lema nos permite reducir la prueba del teorema
2.2.16 al caso en el que w(z, K) > ¢ para todo z € K.

Definicién 2.2.20. Una anticadena es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado
tal que cualesquiera dos elementos del subconjunto no son comparables.

Una anticadena se dird maximal si no es subconjunto propio de ninguna otra anticadena.

Lema 2.2.21. Sea K un compacto de Valdivia que satisface ccc y el conjunto
H={zxe K :wz K)>c}.

Entonces
(a) H#0, si w(K) > c¢;
(b) w(K \ int(H)) < ¢, donde int(H) denota el interior de H;
(c) H es un subconjunto cerrado regular de K;
(d) w(x, K) > ¢, para todo x € H.

Demostracion. Comencemos probando a), para ello supondremos que H = (). En este caso se
tendria que K podria recubirse por una cantidad finita de abiertos cuyo peso fuese menor que
¢, lo cual supondria que w(K) < c.

Para probar b) consideraremos (U;);e;r maximal entre las anticadenas de abiertos de K con
peso menor que ¢. Se tiene que I es numerable puesto que el peso de una anticadena maximal es al
menos el peso del resto de anticadenas y éstas estan formadas por abiertos con peso menor que c.
Debido a esto y a que ¢ tiene cofinalidad no numerable tenemos que U = | J;; U; tiene peso menor
que c. Por ser (U;);e; maximal se tiene que K\ H C U; entonces K \int(H) = K \ H C U. Para
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terminar la prueba de b) debemos demostrar que w(U) < ¢. Consideremos A un ¥-subconjunto
denso en K, y pongamos D un subconjunto denso de AN U con |D| < w(U). Entonces, D es
homeomorfo a un subespacio de R*"), por tanto w(U) = w(D) < w(U) < «.

Para demostrar ¢) debemos tener en cuenta que H es cerrado. Por b) sabemos que el abierto
K \ int(H) tiene peso menor que ¢y, por consiguiente, K \ int(H) esta contenido en K \ H. Lo
que prueba que H es regular.

Finalmente, para probar d) sea V un entorno cerrado en K para algtin « € H. Por b), se
tiene que w(V \ H) < ¢. Es algo conocido que si un espacio compacto Hausdorff es la union de
no més de x subconjuntos de peso menor que x entonces, el peso del espacio es menor que k.
Como w(V') > ¢ se tiene que w(V N H) > ¢, concluyendo asi la prueba.

O

Ahora ya estamos en disposicién de demostrar el teorema 2.2.16. Recordemos su enunciado
y veamos la pueba:

Teorema. (Teorema 2.2.16). Si K es un compacto de Corson con w(K) > ¢, entonces existe
una suma torcida no trivial de ¢y y C(K). En particular, bajo CH, se tiene que existe una suma
torcida no trivial de co y C(K) para todo espacio compacto no metrizable de Corson K.

Demostracion. Por el lema anterior basta probar que si K es un espacio compacto no vacio de
Corson tal que w(z, K) > ¢ para todo = € K, entonces K satisface la propiedad (x).

Por el teorema 3.3 de [15] sabemos que dado que K es un compacto de Corson no vacio,
éste admite un punto Gy al que podemos llamar x. Por tanto, haciendo uso del corolario 2.2.19
con F' = {z} se obtiene el resultado. O

Observacion 2.2.22. En [2] se demuestra que bajo el axioma de Martin (MA) y la negacion de
CH, todo compacto de Corson que satisfaga ccc es metrizable. De este modo, el teorema 2.2.16
implica que existe una suma torcida no trivial de ¢y y C(K) para todo K espacio compacto de
Corson no metrizable bajo MA.

Ahora pasaremos a estudiar las sumas torcidas de ¢y y C(K) para compactos de Valdivia
y probaremos que existen sumas torcidas no triviales para ciertas clases de compactos no
metrizables de Valdivia. Pero antes de comenzar enunciaremos algunos resultados que se obtienen
como consecuencia inmediata de lo que hemos hecho hasta el momento.

Proposicion 2.2.23. Si K es un compacto de Valdivia con w(K) > ¢ y L un espacio compacto
Hausdorff que contiene una sucesion convergente no trivial el espacio producto L x K satisface
la propiedad (x).

Proposiciéon 2.2.24. Sea K un espacio compacto de Valdivia que admite un punto Gs, x, con
w(xz, K) > ¢. Entonces existe una suma torcida no trivial de co y C(K) y si ademds K satisface
cce, entonces K cumple la propiedad (x).

Demostracion. Cuando K no satisface ccc es un caso conocido y se sabe que existe una suma

torcida no trivial de ¢y y C(K). Este resultado se puede encontrar en [7].
Si suponemos que K cumple ccc definiremos H = {z € K : w(z, K) > ¢} como en el lema
2.2.21 y, usando el corolario 2.2.19 con F' = {z} se demuestra que H satisface la propiedad (x).
O

Corolario 2.2.25. Sea K un espacio compacto de Valdivia con w(K) > ¢ y que admite un
Y —subconjunto A tal que K \ A es de primera categoria. Entonces, existe una suma torcida no
trivial de co y C(K), y si K satisface cce, entonces K satisface la propiedad (x).
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Ahora veremos bajo qué condiciones un compacto de Valdivia K contiene una copia
homeomorfa de [0,w] x [0, ¢].

Sea I un conjunto de indices y un subconjunto J de I, denotaremos como 7; : Rl — R/ a
la aplicacion definida como sigue: 7;(z)|; = z[; y rj(x)|pn s = 0, para todo = € R

Definicién 2.2.26. Dado un subconjunto K de R diremos que J C I es K-bueno sirj[K] C K.

Se sabe que si K es un subconjunto compacto de R! y ¥(I)N K es denso en K entonces,
todo subconjunto infinito J de I estara contenido en un conjunto J' que sera K-bueno y tal

que |J| = [J'].

Proposiciéon 2.2.27. Sea K un espacio compacto de Valdivia que admite un X-subconjunto
denso A tal que algin punto de K \ A es el limite de una sucesion no trivial en K. Entonces
K contiene una copia homeomorfa de [0,w] x [0,w1]. En particular, bajo CH, se tiene que K
cumple la propiedad (x).

Demostracion. Se puede encontrar en [9). O

Observacion 2.2.28. El reciproco de la proposicion anterior también es cierto: si K es un
compacto de Valdivia que contiene una copia homeomorfa de [0,w] x [0,w1], entonces K \ A
contiene una sucesion convergente no trivial, para cualquier X —subconjunto denso A de K.

Observacioén 2.2.29. Si un compacto de Valdivia K admite dos X-subconjuntos densos diferentes
entonces se cumplen las hipdtesis de la proposicion anterior.

Para finalizar, cabe destacar, que la veracidad del siguiente enunciado implicaria que, bajo
CH, existe una suma torcida no trivial de ¢y y C'(K) para todo espacio compacto no metrizable

de Valdivia, K.

Conjetura. Si K es un espacio compacto de Valdivia no vacio que satisface ccc, entonces o bien
K tiene un punto Gy o bien K admite una sucesion convergente no trivial en el complementario
de un YX-subconjunto denso.

Que esta conjetura implica el resultado que anhelamos se puede demostrar usando el lema
2.2.21 y las proposiciones 2.2.24 y 2.2.27 teniendo en cuenta que un subconjunto cerrado y
regular de un espacio ccc también cumple ccc. Sin embargo, la conjetura sigue, a dia de hoy,
abierta.

2.3. Compactificaciones de w

En topologia una compactificaciéon es el proceso que transforma un espacio topologico en
un espacio compacto. Existen, como veremos a continuacién, varios procesos para llevar esto a
cabo.

Tendra para nosotros un cierto interés las compactificaciones del espacio discreto de los
naturales y, entre ellas, la denominada compactificacion de éech—Stone, pues se puede definir
a partir de los ultrafiltros, herramienta que ya hemos definido con anterioridad y de la cual
haremos uso posteriormente.

Notaciéon. De ahora en adelante, K siempre denotard un espacio compacto Hausdorff, cuya
definicion podemos encontrar en el Apéndice B, y w al espacio discreto de los numeros naturales
o al cardinal de éste indistintamente.

Definicion 2.3.1. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es compacto si todo cubrimiento
por abiertos de X tiene un subrecubrimiento finito.

Un espacio X serd localmente compacto si cada x € X posee una base de entornos compactos.
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Definicion 2.3.2. Una compactificacion de un espacio topoldgico (X, 1) es un par (vX,7'), f)
donde:
» (vX,7') es un espacio compacto.

w [ (X, 7) — (v X,7') es un embebimiento, es decir, una funcion continua e inyectiva tal
que f|(f(X),T/|f(X)) es un homeomorfismo.

» f(X) es denso en vX.
Notacion. Llamaremos resto de una compactificacion a vX \ X.

Proposicion 2.3.3. La compactificacion de un espacio X serd Hausdorff si X es Hausdorff.

Los embebimientos en espacios de Hausdorff tienen un particular interés. Destacamos las
compactificaciones de Alexandroff y de Cech-Stone por ser respectivamente la menor y la mayor
compactificacion Hausdorff de un espacio topologico.

Definicién 2.3.4. (Compactificacion por un punto de Alexandroff). Si X es localmente compacto,
su compactificacion por un punto es el espacio topoldgico X U {oc}, donde:

» Siz e X, los entornos de x en X forman una base de entornos de x en X U {oo}.

» Para oo, una base de entornos es {A C X U{oo}:00 € A, X \ A es compacto}.

Definicién 2.3.5. (Compactificacion de Cech—Stone). Sea X un espacio topoldgico. Sea K un
compacto y v : X — K una aplicacion continua. Diremos que t es la compactificacion de
Cech-Stone de X si para toda f : X — [—1,1] continua existe una unica funcion continua
f : K — [—1,1] tal que hace conmutativo el siguiente diagrama:

X / [—1,1]
A R
M

A esta compactificacion se la denota como BX, existe siempre y ademds es unica.

Observacion 2.3.6. Para el caso en el que X es un conjunto discreto la compactificacion de
Cech-Stone tiene una forma alternativa que viene dada por

BX = {4 : 4 es un ultrafiltro de X}.
Y coincide con la definicion anterior.

De esta forma los puntos de X, cuando X es discreto, son los ultrafiltros de X. Mas adelante
deberemos tener esto presente porque haremos uso de la compactificaciéon de Cech-Stone del
espacio discreto de los naturales, Sw, el cual es el tnico espacio compacto de Hausdorff que
contiene a w como subespacio denso y, por tanto, toda funcién continua en w puede extenderse
a una funcién continua en fw.

Pasemos a estudiar la topologia de 8X, la cual, como probaremos es Hausdorff.
La topologia de 8X es aquella que tiene como abiertos basicos a los conjuntos de la forma

(A) ={UepX:Aecl}, para AC X.

43



En el caso de que A sea un conjunto unitario {z}, existe un unico filtro que contiene a {x}
llamado ultrafiltro principal y que se denota como

S:={BCX:zeB}
y, en tal caso, ({x}) = {§z} es un conjunto unitario de 5X.

Lema 2.3.7. La aplicacion g : P(X) — P(BX) tal que g(A) = (A) es un embebimiento de
conjuntos parcialmente ordenados bajo C. En particular,

. (1) =0y (X) = BX.
» SiAC BCX entonces (A) C (B),
(AUB) = (A)U(B) y (AN B) = (A) N (B)
(X\A4) =BX\ (A).

La aplicacion g es inyectiva.

Corolario 2.3.8. Los conjuntos de la forma (A) C X forman una base de la topologia de fX .

Teorema 2.3.9. Para un espacio discreto X, el espacio BX es Hausdorff.

Demostracion. Consideremos U, € SX dos elementos distintos, es decir, dos ultrafiltros
distintos en X. Para algin subconjunto A C X tendremos que A € Yy A ¢ U, por tanto
A= X\ A e il Entonces (A) y (A’) son entornos disjuntos de 4l y LI’ respectivamente, lo cual
prueba que X es Hausdorff.

O]

Las compactificaciones del espacio discreto de los naturales, yw, se pueden caracterizar en
términos de la complementabilidad del espacio ¢y en C(yw), lo cual nos sera de utilidad més
adelante. De este modo tenemos lo siguiente:

Definicion 2.3.10. Diremos que una compactificacion yw del espacio discreto w es mansa si
la copia natural de co en C(yw), que contiene a las funciones que se anulan en yw \ w, estd
complementada en C(yw).

En caso contrario diremos que tal compactificacion es inddmita.

Notese que toda compactificacion metrizable yw es mansa puesto que C(yw) es separable y
toda copia de ¢y esta complementada en C(yw) por el teorema de Sobezyk 1.3.16.

Por otra parte, la compactificacion maximal Sw no es mansa ya que C'(fw) es isométrico a
f~ y, por el teorema de Phillips 1.3.13, ¢y no estid complementado en f.

A continuacién presentamos una serie de resultados que nos seran de utilidad para caracterizar
las compactificaciones de w relacionandolas con sucesiones de medidas en K y la complementabilidad

de ¢y en C(K).

Notacion. Por el teorema de Riesz 1.2.16 podemos identificar C'(K)* con el espacio M (K) de
las medidas de Radon signadas con variacion finita definidas sobre la o-algebra de Borel sobre
K.

Denotaremos como M (K) la bola unidad cerrada de M (K), dotada de la topologia débil*
heredada de C(K)* y como M, (K) la bola de radio r > 0.

Con P(K) denotaremos el subespacio de M;(K) consistente en todas las medidas de
probabilidad; dado z € K, §, € P(K) sera la medida de Dirac.
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Lema 2.3.11. Sea T : ¢ — C(K) un embebimiento isomdrfico y pongamos Te, = ¢p.
Entonces las siguientes condictones son equivalentes:
(i) T[co] estd complementado en C(K).
(ii) Ezisten unas sucesiones acotadas (fin)n Y (Vn)n en M(K) tales que
- vn(vk) = 0 para todo n, k € w.
- pn (o) = d(n, k) para todo n, k € w, siendo §(n, k) el simbolo de Kronecker.
- tn — VU — 0 en la topologia débil*.

Demostracion. (ii) = (i) Definimos P : C(K) — C(K) como

Resulta sencillo comprobar que P asi definida es una proyeccion acotada de C(K) en T[co].
Evaluando vemos que P? = P ya que P(¢r) = Y, e (ttn — Vn)(@k) - n = ¢g. Ademas Tco] =
span{yy, : k < w} se tiene que P\T[CO} = Id y como T conserva la norma, P esta acotada. Falta
comprobar que I'm(P) = ¢y, cosa que se cumple puesto que son las combinaciones lineales de
los @p,.
(i) = (ii)

Consideremos el operador dual T* : M (K) — ¢ = ¢1. Como T es un embebimiento isomorfico,
y por tanto inyectiva, T™* es suyprayecitva asi que para cada e = e, € {; existe una medida
pn € M(K) acotada en norma tal que 7% u,, = €. Tenemos pues que

T*(pn)(ex) = ep(ex) = 0(n, k)
T*(pn)(er) = pn(Tey) = pler),

de forma que py,(vr) = 0(n, k).

Para todo n definimos una medida v, € M (K) como vy, (f) = pun(f) — pn(Pf) para f € C(K).
De esta forma v, se anula en P[C(K)] y para toda f € C(K), tomando = € ¢p tal que Tx = Pf,
tenemos que

pn(f) = vn(f) = pn(Pf) = pn(Tz) = e} () — 0,

como queriamos.

O]

Corolario 2.3.12. Si K contiene una sucesion convergente no trivial, entonces C(K) contiene
una copia complementada de cg.

Demostracion. Sea (x,), una sucesion en K convergente a x € K tal que x,, # z para todo
n. Podemos construir una familia de abiertos de K disjuntos dos a dos {U,, : n € w} tal que
T, € U, para cada n € w.

Para todo n podemos hallar f,, : K — [0, 1] continua tal que f(x,) = 1y f, se anule
fuera de U,. Definimos T : ¢¢ — C(K) de modo que Te,, = f,. Se tiene asi que T'[cg] esta
complementado en C'(K), pues estamos en condiciones de aplicar el lema 2.3.11 con py, = 0y,
y vp = 6, para todo n.

O

Corolario 2.3.13. Una compactificacion yw es mansa si y solo si existe una sucesion acotada
de medidas (vp)n en M(yw) tal que |vp|(w) = 0 para todo n y v, — 6, — 0 en la topologia
débil*.

Este corolario es bastante relevante ya que se puede aplicar a las compactificaciones de w y
lo utilizaremos para demostrar un resultado de la siguiente seccion.
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2.4. Operadores de extension

Seguidamente, expondremos la relacion entre las extensiones discretas numerables, o countable
discrete extensions, de un determinado espacio compacto y la existencia de los operadores de
extension con el caracter manso de las compactificaciones de w y la trivialidad de las sumas
torcidas.

Definiciéon 2.4.1. Si L es un espacio compacto entonces un superespacio compacto L' D L
serd una extension discreta numerable de L si L' \ L es numerable y discreto. En tal caso,
escribiremos L' € CDE(L).

Si L'\ L es denso en L', L' es homeomorfo a una compactificacion de w, yw, cuyo resto yw\w
es homeomorfo a L. A menos que se diga lo contrario, si L' € CDE(L) y L'\ L es infinito,
entonces podemos identificar L’ \ L con el conjunto de los nimeros naturales w.

A continuacion exponemos algunas propiedades y observaciones acerca de las extensiones
discretas numerables de compactos que nos resultaran ttiles en el desarrollo del trabajo.

Lema 2.4.2. Si L' € CDE(L) y h1, ha € C(L') coinciden en L entonces lim, (hi(n) —ha(n)) =
0.

Demostracion. De no ser asi se tendria que |hi(n) — ha(n)| > ¢ para algin € > 0 y n de algin
conjunto infinito N C w. Si consideramos un punto de acumulacion x de N C L' se tiene que
x € L, puesto que los puntos aislados no son de acumulacion, y que hi(z) # ha(z), lo cual
supone una contradiccién.

O]

Lema 2.4.3. Sea L' € CDE(L) y sean fi,..., fr € C(L') para algin k. Entonces para todo
e > 0 existe un ng tal que para todo n > ng existe x € L tal que |fi(x) — fi(n)| < & para todo
1 < k.

Demostracion. Para todo x € L consideremos un entorno abierto V, C L' tal que |f;(x) —
fi(y)] < e para todo y € V. e i < k. Dado que L’ es compacto sabemos que todo cubrimiento

por abiertos,
rcl|Jwvu U &
zel peL’\L

tiene un subrecubrimiento finito
n
r'c | Ve, uUiws}
j<m j=1

de forma que LCV =
se obtiene el resultado.

i<m Va; para algin m y x1, ..., € L. Claramente L'\ V es finito y

O

Observacién 2.4.4. Dados dos espacios compactos L, L' con L C L', un operador de extension
E : C(L) — C(L') puede interpretarse como un operador lineal acotado tal que Eg|;, = g para
toda g € C(L).

Consideremos L' = LUw € CDE(L) y la sucesion exacta corta
0 — g — O(L) 25 C(L) — 0,

donde ¢ es el embebimiento isométrico natural, el cual lleva el vector unitario e, € cy a la
funcion caracteristica x g,y € C(L'), y R es el operador de restriccion. Si £ : C(L) — C(L') es
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un operador de extensiéon entonces E es la inversa por la derecha de R y, por tanto, la sucesiéon
anterior escinde. Esto nos lleva a la siguiente observacion.

Lema 2.4.5. Para L y L' € CDE(L) espacios compactos las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(i) no existe un operador de extension E : C(L) — C(L');

(i) 0 — cog — C(L)) SELIN C(L) — 0 es una suma torcida no trivial de co y C(L).

Demostracion. (i) = (i) Supongamos que la sucesion exacta corta escinde, es decir, existe
E : C(L) — C(L') tal que es la inversa por la derecha de R. Resulta inmediato comprobar
que es operador de extension.

(14) = (4) Supongamos que existe un operador de extension E : C(L) — C(L') tal que
Eg|r, = g para toda g € C(L). Es evidente que es el inverso por la derecha de R.
O

Observacion 2.4.6. Que una compactificacion yw del espacio discreto w sea mansa es, pues,
equivalente a decir que yw € CDE(K) y a que existe el correspondiente operador de extension.

Lema 2.4.7. Una compactificacion yw es mansa si y solo si existe un operador de extension
Clw\w) — C(yw).

Demostracion. Supongamos que P : C(yw) — ¢ es una proyeccion acotada, donde ¢ se
identifica con su copia natural en C(yw). Para f € C(yw \ w) tomemos, por el teorema de
extension de Tietze B.14, una extension cualquiera de f a una funcion g € C(yw) y definamos
E(f) = g — Pg. Notese que E(f) esta bien definido ya que si consideramos ¢’ € C(yw) otra
extension de f entonces ¢’ — g se anula en el resto, de forma que ¢ —g € ¢y P(¢'—9g) =¢' — g,
es decir, ¢ — Pg' = g — Pg.

Supongamos ahora que E : C(yw\w) — C(yw) es un operador de extension y consideremos
f; g definidas como antes. Entonces Pg = g — E(g|,.\.) define una proyecciéon de C(yw) en co.
]

Proposicion 2.4.8. Sea L un espacio compacto separable y L' € CDE(L) tal que no existe un
operador de extension E : C(L) — C(L'). Entonces existe una compactificacion indémita yw
cuyo resto yw \ w es homeomorfo a L.

Demostracion. Sea {d, : n € w} un subconjunto denso y numerable de L. Consideremos el
siguiente subconjunto del espacio producto L’ x [0, 1]:

1
K=1I n, ————— | : .
X{O}U{<d’n+k+1> k,new}

Sea C'= (L' \ L) x {0} U{(dn,1/(n+k+1):n,k € w}, espacio discreto y numerable. Se tiene
entonces que K es una compactificacion de C' con las propiedades requeridas:
K es compacto por ser cerrado en el espacio producto, K € CDFE(L) ya que contiene a L
y una cantidad numerable de puntos aislados, los cuales son densos en L porque se acumulan
en los d,, y no existe un operador de extension de C'(L) en C'(K) ya que por hipotesis no existe
E:C(L)— C(L)).
O

El siguiente resultado reduce el problema de la definicién de un operador de extensiéon para
L’ € CDE(L) a encontrar una sucesion de medidas adecuada.
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Lema 2.4.9. Sea L' = L Uw una extension discreta numerable de un espacio compacto L. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) existe un operador de extension E : C(L) — C(L') con ||E|| < r;
(i1) existe una aplicacion continua ¢ : L' — M,.(L) tal que p(x) =, para todo x € L;
(11i) existe una sucesion (vp)n en M (L) tal que ||vy|| < r para todon y vy, — 6, — 0 en la
topologia débil* de M (L').

Demostracion. (i) = (ii)
Sea p(x) = E*,, para todo x € L. Se trata de una aplicacion continua y que toma valores en
M, (L). Veamoslo:

Sabemos que ||E[| < ry, por tanto, ||Ef|| < [[E]| |[f]| < r||f]|, comprobemos que [|E*|| <

r. Sean f,g € C(L) sabemos que [[(E*g")(f)I| = |lg"(EN)I < llg*|l [EFIl < rllg*ll If]I
Consideremos ||E*|| = sup{|[g"(Ef)|| - [lg*[I, [l f]] < 1}.

Supongamos que [|E*|| = lg*(E)|| > r- Si [lg*[] = [I]] = 1 entonces ||E¥]| = [lg"(Ef)| >
r=rllg*|| ||| = llg*(Ef)||, lo cual supondria una contradiccion. En el resto de casos se llega

a una contradiccion de igual modo. Por tanto, concluimos que ||E*|| < r.
Por otra parte ¢ es continua por serlo E* y d, y se cumple que

oIl = sup{||E*0x(f)I| : £ € C(L), = € L', [IfI],[|z]| < 1} = [|[E"6.(f)I| =

= Ef @) < [|E[f@)I < rllfI 2]l =7

Finalmente, si € L y para toda f € C(L) se tiene que (E*0;)(f) = 0(Ef) = Ef(z) =
f(x), por tanto ¢(z) = 0.

(ii) = (iii)
Como ¢ : L' — M, (L) existe v, = ¢(n) con ||v,|| < r. Resta ver que v, — 0y, 0.
Sean f € C(L") y g = f|r € C(L). Se tiene

Un(f) = 0n(f) = vul(g) — 0n(f) = vu(g) — f(n) = p(n)(g) — f(n) — 0.

De hecho, si el conjunto N = {n € w : |p(n)(g) — f(n)| > e} fuese infinito para algin ¢ > 0
existiria un punto de acumulacion ¢ € L de forma que |p(t)(g) — f(t)| = |g(t) — f(t)] > ¢, ya
que t € L'y g= f|r. Lo cual supone una contradiccion.

Podemos extender g € C(L) a Eg € C(L') estableciendo Fg(n) = v,(g) para n € w. Sabemos
que E es un operador acotado por serlo v,, debemos comprobar que Eg es continua.

Sabemos que v, — d, L 0si y solo si para toda g € C'(L) se tiene que vy, (g) —d,(g) — 0,
lo cual es equivalente a que para toda g € C'(L) se cumpla que v,(g) — g(n) — 0.

Eg sera continua si para I C R, abierto, se cumple que Eg(I)~! es abierto de L':
Sabemos que Eg(I)~! contiene puntos aislados de w y puntos de L. Los puntos aislados son
abiertos de L', por lo que nos centraremos en los de L, es decir, debemos ver que Eg(I)~!|, =
g(I)~! es abierto en L, o lo que es lo mismo, que el complementario es cerrado. Para ello
veremos que si tomamos un conjunto, A C (g(I )_1)0, los puntos de acumulacién no pertenecen
ag(I)~L.

El conjunto A se puede dividir entre los puntos que pertenecen a w y los que pertenecen a
L~ g(I)~', el cual sabemos que es cerrado en L. Consideremos una sucesién de puntos aislados

k1, ko, ... € A tal que se acumula en un punto z. Se debera cumplir que = ¢ g(I)~L.

Por el teorema de extension de Tietze B.14, existe ¢ una extension continua. Supongamos
que = € g(I)~%, como k, — x por ser j continua se tiene que §(k,) — §(z) = g(=). Por (i)
se tiene que vy, (§) — g(k,) — 0. Tenemos asi dos sucesiones de nimeros cuya diferencia tiende
a 0 por tanto, los puntos de acumulacién son los mismos.
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Como g(k,) — g(z) se tiene que vy, (§) — g(z). Por otra parte, vy, (§) = v, (g) por
lo que se cumple que vy, (9) — g(z). Se concluye asi que v, (9) ¢ I ya que por hipotesis
kn ¢ g(I)~!. Por tanto g(z) ¢ I y = ¢ g(I)~!, como queriamos demostrar.

]

El siguiente resultado es esencialmente obra de Kubi$; recordemos que un espacio L soporta
una medida estrictamente positiva si existe u € P(L) tal que u(U) > 0 para todo abierto no
vacio U C L. Para su demostraciéon necesitaremos hacer uso del teorema de Parovi¢enko, cuyo
enunciado podemos ver a continuacion.

Teorema 2.4.10. (Teorema de Parovi¢enko). Si K tiene peso menor o igual que wq, existe una
funcion f: fw\ w — K continua y suprayectiva.

Teorema 2.4.11. (a) Si yw es una compactificacion de w entonces el resto yw \ w soporta una
medida estrictamente positiva.

(b) Sea K un espacio compacto de peso wy tal que no soporta una medida. Entonces eriste una
suma torcida no trivial de co y C(K).

Demostracion. Sea una sucesion (v, ), como en el corolario 2.3.13 y consideremos p = Y 27" |1,|.
Es facil comprobar que p es una medida finita no negativa en yw y que u(w) = 0, pues v, son
medidas de Radon signadas con variacion finita y cumplen que |v,|(w) = 0.

Sea U € yw un abierto tal que U N (yw \ w) # (. Consideremos g : yw — [0, 1] tal que se
anula fuera de U y g(zo) = 1 para algin zp € U \ w.
El conjunto V' = {g > 1/2} contiene infinitos n € w, pues de no ser asi existiria un ng tal que
g(n) < 1/2,Vn > ny. En ese caso, y dado que g es continua, se tendria que g\m < 1/2,
pero {n:n>mn.} =yw\{0,1,...,n90 — 1} 3 x¢ lo cual contradice que g(zo) = 1.

Como v, (g) — g(n) — 0 concluimos que v,(g) > 0 para algin n y como 0 < g < xy se
tiene que

w(U) = p(g) = 27"vn|(g) >0

por tanto la medida p es positiva en todo subconjunto no vacio de yw \ w.

Estudiemos ahora la segunda afirmacién. Por el teorema de Parovicenko, si K satisface
las condiciones de (b) entonces es imagen continua por f de fw \ w, por tanto existe una
compactificaciéon yw cuyo resto es homeomorfo a K. Veamoslo:

Sea g : fw — K Uw una aplicacién suprayectiva tal que g|g,\ = f ¥ glw = 1w. Definamos
una topologia sobre K U w; para ello consideraremos U C K Uw y lo declararemos abierto si y
s6lo si cumple que g~ (U N K) U (U Nw)) es abierto en Sw. Es sencillo comprobar que de esta
forma efectivamente se define una topologia en K Uw, a la cual denotaremos como 7.

Sabemos que la imagen continua de todo compacto es compacta, por ello se tiene que, como
por definiciéon g es continua, (K Uw,T) es compacto por serlo Sw.

Ademas, es Hausdorff, pues si suponemos que existen x,y € K Uw tales que para todo par
de entornos U,V se tiene que no son disjuntos rapidamente se llega a una contradiccién, dado
que Bw es Hausdorff.

Resta comprobar que los puntos de w son aislados y densos en K U w. Consideremos
U = {n}, n € w, el cual serd un punto aislado si es abierto. Esto es cierto puesto que
g HUNK)U(UNw)) =g t({n}) =1,1({n}) = {n} € Bw, abierto por definicion de Bw.
Para comprobar que efectivamente w es denso en K Uw supondremos, por reduccion al absurdo,
que existe U C K U w abierto no vacio tal que U Nw = ). Como por hipotesis es abierto, se
debera cumplir que ¢ ' (UNK)U (UNw)) =g H(UNK) = f~1(U) C Bw\ w sea abierto de
Bw, pero esto no sucede por definicién de abierto basico de Sw.
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De esta forma concluimos que yw = K U w es una compactificacion de w cuyo resto es
homeomorfo a K, tal y como queriamos comprobar.

Se sigue de (a) que la compactificacion yw es indomita, puesto que por hipétesis K no
soportaba una medida. Asi pues, por el lema 2.4.5, concluimos que C'(yw) es una suma torcida
no trivial de ¢g y C(K).

O

2.5. Sumas torcidas y operadores de extensiéon

A continuacién mostraremos una serie de resultados que prueban que la trivialidad de una
suma torcida de c¢g y C(K) puede, de alguna manera, expresarse en términos de la existencia
de operadores de extension.

Definiciéon 2.5.1. Diremos que un espacio compacto K tiene la propiedad de extension™® si
si para todo L' € CDE(M(K)) existe un operador acotado E : C(K) — C(L') tal que
Eg(v) =v(g) para toda g € C(K) yv € M;(K).

Observacion 2.5.2. Hemos de senalar que C(K) puede ser visto como un subespacio de
C(M(K)) por la identificacion de un elemento de un espacio de Banach con el correspondiente
elemento de su bidual.

Al operador E de la definicién anterior lo llamaremos operador de extension™® y extenderd
las funciones g € C(K), vistas como un elemento de C(M(K)), a una funcién continua en L'.

Lema 2.5.3. Dados K y L' = M (K)Uw € CDE(M;(K)) las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) Existe un operador de extension® E : C(K) — C(L').

(i1) Existe una sucesion acotada (vy), en M(K) tal que para toda g € C(K), si g € C(L')
es una funcion que extiende a g, vista como funcion de My(K), entonces

limy, (v,,(g) — g(n)) = 0.

Demostracion. (i) = (ii)
Consideremos un operador de extension*, E : C(K) — C(L') y el operador conjugado
E*: M(L') — M(K). Sea v,, = E*§,, para n € w C L’; entonces (v,), serd una sucesion
acotada en M (K).

Tomemos g € C(K) y su extension g € C(L'). Sabemos que v,(g) = (E*0,)(g9) = dn(Eg) =
Eg(n), asi que

vn(g9) — g(n) = Eg(n) — g(n) — 0

por el lema 2.4.2, puesto que Fg y g son dos extensiones continuas de la misma funciéon que
coinciden en M (K) y Eg,g € C(M;(K)).

(i) = (1)

Sea g € C(K), pongamos Fg(v) = v(g), para v € M;(K), y definamos Eg(n) = v,(g), para
n € w. De esta forma se tiene que Eg es continua en L', veamoslo:

Sabemos por (ii) que existe (vp,), € M(K) tal que v,(g9) — g(n) = Eg(n) — g(n) — 0. Se
tiene que Eg sera continua si para todo intervalo abierto de R su antiimagen es abierta en L. En
Eg(I)~! tenemos puntos de M;(K) y puntos aislados, los cuales ya sabemos que son abiertos
en L'. Debemos comprobar simplemente que Eg(I)_1|Ml(K) = g(I)~! es abierto de L. Para
ello veremos que (g(I)™1)¢ es cerrado tomando un conjunto A contenido en él y comprobando
que los puntos de acumulacién no pertenecen a g(I)~!.
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Dicho conjunto se puede dividir entre los puntos que pertenecen a w y los que estan en
Mi(K) \ g(I)™1, el cual es cerrado. Consideremos una sucesion de puntos aislados (ky), € A
tal que se acumula en un punto z € M;(K). Debera cumplirse que = ¢ g(I)~!.

Supongamos que x € g(I)~!. Por hipotesis tenemos § una extensién continua de g, entonces
si k, — x se cumplird que g(k,) — g(x) = g(x). Sabemos que v,(g9) — §(kn) = Eg(k,) —
g(kn) — 0, teniendo asi dos sucesiones en R cuyas diferencias tienden a cero. Concluimos pues,
que sus puntos de acumulacion coinciden.

Como §(kn) — g(z) = g(x) se cumple que vy, (9) = Eg(k,) — g(x). Por tanto, vy, (g) ¢ I
y x ¢ g(I)~!. Probando asi la continuidad de Eg.

O

Lema 2.5.4. Sea T : X — Y wun operador lineal, acotado y suprayectivo entre espacios de
Banach. Entonces
T*[Y*] = ker(T)* = {a* € X* : 2" |xer(r) = 0}

Demostracion. Para probar el primer contenido consideraremos xz* = T*(y*) € T*[Y*] y = €
ker(T'), entonces se cumple que Tz = 0. Evaluando ahora tenemos que z*(x) = T*(y*)(z) =
y*(T'z) = y*(0) = 0. Por tanto, se tiene que z* € {z* € X* : *|yer(r) = 0} y se da el contenido.

Supongamos ahora que z*|yer(7) = 0. Se tiene que el operador 7'y x* factorizan a través del
cociente X/ ker(T). Por el teorema de la aplicacion abierta A.18, dado que T es suprayectiva,
se tiene que X/ ker(T) ~ Y y que, por tanto, existe 7. Tomando y* = 2* o T~ se obtiene el
resultado.

O

Pasamos ahora a probar el resultado principal de esta seccién. En él veremos que la trivialidad
de toda suma torcida de ¢y y C(K) depende de la existencia de operadores de extension.

Teorema 2.5.5. Si un espacio compacto K posee la propiedad de extension®, entonces toda
suma torcida de ¢y y C(K) es trivial.

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta
j T
0—co— X — C(K) — 0.

Sea Z = i(cp). Sea e, el n-ésimo vector unitario en ¢o y e’ € ¢1 = (¢g)* el correspondiente
funcional dual. Pongamos z,, = i(e,) € X para todo n, entonces, por el teorema de Hahn-Banach
A.14, existe una sucesion acotada en norma (z}), € X* tal que i*z}, = e}. Veamoslo:

Sabemos que el operador 7 es un isomorfismo sobre su imagen, la cual es subespacio de X.
Llamemos i : ¢¢ — Z a dicho isomorfismo, cuya inversa existe, y consideremos el siguiente
diagrama

Co — i(Co) — X

ey, _—
eri”

R 2
Dado que e}, son operadores acotados podemos aplicar el teorema de Hanh-Banach A.14. Asi
vemos que Han = |lexi~Y| < |[i~Y| para todo n. Pongamos 7o = |[i Y|, ast ||z%|| < ro.

Notese que el conjunto {z} : n € w} es débil*-discreto. Veamoslo:
Dadoune >0,n €N, z1,...,x, € X, 2}, € X* y siendo e, (z}) = z} (z;) las evaluaciones,
el conjunto

V= m ea;-l (exi (ZL';;) — & ey (ZL';;) + 5)
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es un entorno de x}. Sabemos que el conjunto {x} : n € w} C X* sera discreto si para todo
z} € {x} :n € w} existe un abierto U de X* tal que U N{z} :n € w} = {z}}.

Supongamos que para todo U entorno de z, se cumple que U N {z} : n € w} = {z},y}}.
Entonces se cumple que

n
hyym € [ ea (ea,(@h) — € €0 (27) +€) &
i=1

&)y € e;il (eg, () —€,€q,(z)) +€),Vi=1,....mn

n
& eg(x)), e, (yy) € (eq,(x)) —€,6q,(x)) +€),Vi=1,...,n
<z (zi), yr(x;) € () (x;) — e,z (x) +€),Vi=1,..,n
Pero esto se da para todo entorno de z}, es decir, para todo € > 0, por tanto, ), = y;.
Pongamos
L= T*[M,(K)] € X",

donde r > 0 sera lo suficientemente grande como para que L contenga a {x* € Z+ : ||z*|| < ro}.
Ahora podemos considerar L' = L U {z} : n € w} equipado con la topologia débil*, el cual es
Hausdorff por la observacion 1.2.9.

Afirmamos que L’ es una extension discreta numerable de L.

Para verlo, es suficiente probar que si z* es un punto de acumulacion de {z} : n € w}
entonces x* € Z+, pues habfamos tomado L de forma que contuviese a {z* € Z+ : ||z*|| < ro},
lo cual se sigue de que para todo n > k

zailer)) = i*ah(en) = ehlex) = 0.

Asi estarfamos probando que L' es compacto, ya que ya habiamos comprobado que {z} : n € w}
es débil*-discreto.

Sea ahora L” = M;(K) Uw. Definimos una topologia en L” del siguiente modo:
Consideremos la aplicacion

h:L"— L' =T*M,(K)U{z} :n € w},

definida por h(v) = T*(rv) para v € M(K) y h(n) = 2}, para n € w. Entonces, dado que T™
es inyectiva, por ser T' suprayectiva, y como xy # x; para n # k se tiene que h es biyectiva.

Dotando ahora a L” de una topologia, es decir, definiendo sus abiertos como las imagenes
inversas por h de los abiertos de L', se tiene que h es un homomorfismo, pues es continua y
biyectiva entre un espacio compacto y uno Hausdorff; claramente M;(K) cuenta con la topologia
débil* cuando se ve como subespacio de L”.

Dado que K posee la propiedad de extension*, por el lema 2.5.3 aplicado a L”, existe una
sucesion acotada (vp,)n, € M(K) que satisface 2.5.3 (i), es decir, para toda g € C(K), siendo g €
C(L") una extension de g, vista como funcion de M (K) se cumple que lim,,(v,(g) — g(n)) = 0.
Sea z = T*(rv,) para n € w. Entonces (2}), es una sucesion acotada en X* y se cumple lo se
cumple.

Afirmamos que z; — 2} — 0 en la topologia débil* de X*.

Sea x € X, entonces si lo vemos como un elemento de X** se tiene que x oh € C(L") y

xoh(v)=T*(rv)(z) =v(rTz),
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para v € M;(K). Esto conlleva que x o h es una extension de rTz € C(K) vista como funciéon
en M;(K). Por tanto,

z2H () — a2} (z) = rvp(Tx) — h(n)(z) = vp(x o h) —x 0o h(n) — 0,
como queriamos.

Faltaria comprobar que existe una proyeccién. Definamos P : X — X tal que

Pr =7 (z}(x) = 25(x)) - Zn.

n

Notese que

Pay = 3w (ar) — Zh(en) a0 =

n

Tn = Sin=k
0 en otro caso

ya que z;(z;) =1 paran =k, 0sin#ky z;(xz) = 0 en cualquier caso.
Haciendo uso ahora de la afirmacion anterior se puede demostrar que P es una proyeccion
de X en Z, lo cual concluye la prueba.

O

Observacion 2.5.6. Utilizando esta misma construccion es posible probar que si X es una
suma torcida de ¢y y C(K), entonces X es isomorfo a un subespacio de C(L'), donde L' es una
extension discreta numerable de M (K).
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Capitulo 3

Sumas torcidas, algebras de Boole y
espacios de Stone

Este tercer y ultimo capitulo tiene como objetivo dar a conocer el principal resultado del
trabajo. Este resulta ser uno de los dos contraejemplos, relativamente consistentes, para el
problema que Marciszewski y Plebanek exponen en [16] y cuyo enunciado es el siguiente.

Problema. Dado un espacio compacto no metrizable K, jexiste una suma torcida no trivial

decoyC(K)?

Los autores demostraron en este articulo que, bajo el Axioma de Martin y la negacién de la
Hipotesis del Continuo, es posible encontrar espacios compactos que proporcionan una respuesta
negativa, de hecho proporcionan dos contraejemplos: K = 2*! y K un espacio compacto disperso
y separable de altura 3 y peso w;.

Nuestro objetivo ahora sera el estudio de uno de estos contraejemplos. Veremos el caso en
el que K es el cubo de Cantor 2“. Para poder demostrar que efectivamente toda suma torcida
de ¢y y C(K) es trivial deberemos hacer uso de las algebras de Boole y los espacios de Stone
que presentamos en la seccion final del primer capitulo.

En la primera secciéon de este capitulo consideraremos unas funciones sobre un &lgebra de
Boole 2l y diremos que tal algebra posee la propiedad de aproximacién si toda sucesién de
funciones con unas determinadas caracteristicas en 2l puede aproximarse por una sucesion de
medidas signadas finitamente aditivas en 2I.

De este modo, y tras haber desarrollado las herramientas necesarias para ello, probaremos
el teorema 3.1.11, el cual afirma que bajo el Axioma de Martin y la negacién de la Hipoteisis del
Continuo existen algebras booleanas no numerables que poseen la propiedad de aproximacion.

Para concluir probaremos que un compacto cero-dimensional K tendra la propiedad de
extension*® siempre que el algebra de los clopen de K posea la propiedad de aproximacion, lo
cual nos permitird demostrar que, efectivamente, el cubo de Cantor proporciona una respuesta
negativa a nuestro interrogante.

Recordemos que los resultados en relacién a extensiones comunes acotadas de medidas
compatibles pueden encontrarse en el Apéndice C.

Las principales fuentes de referencia para la realizacion de este capitulo han sido [16], [13]
y [17].

3.1. Medidas asint6ticas en algebras de Boole

Esta pentltima seccién, como ya hemos mencionado, esta dedicada a analizar una propiedad
de las algebras de Boole que esta, como veremos, estrechamente relacionada con la existencia
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de sumas torcidas de ¢p y C(K).

Notaciéon. Consideremos 2l un &lgebra de subconjuntos de un conjunto X. De ahora en
adelante, B siempre denotara una subalgebra finita de 2I.

El espacio de las medidas signadas finitamente aditivas con variacién finita A — R se
denota como M ().

Definicién 3.1.1. Dadas dos funciones parciales reales cualesquiera p,v en 2 y un dlgebra 5B
contenida en su dominio definimos

distas (12, ) = sup [o(B) — ¥(B)|.
Be®B

Definicién 3.1.2. Diremos que un dlgebra de Boole 2 posee la propiedad de aproximacion si
para toda sucesion de funciones arbitrarias @, : A — [—1,1] que satisfagan

inf dist ,0n) — 0
e ML (@) (1 ¢n)

para toda dlgebra finita B C A, existe una sucesion acotada (vyn) € M () tal que
on(a) —vp(a) — 0, para todo a € 2.
Es decir, que @, es asintdticamente una medida de norma <1 en el dlgebra finta 5.

Mediante un argumento diagonal estdndar es posible demostrar que toda algebra numerable
2l posee la propiedad de aproximaciéon. Mas adelante probaremos que para algunas algebras no
numerables también es cierta.

Notacién. Fijemos ahora una sucesion (@), de funciones ¢, : A — [—1, 1] en el algebra 2.

Escribiremos M Q(%), 0 MQ(%), para el conjunto de las medidas signadas que toman valores
racionales, y con norma < r respectivamente.

Definicion 3.1.3. Para toda B y n definimos
on(B) = inf{distes (v, ©n) : v € M2(B)}.

Por supuesto, para calcular el valor de 0, (8) se puede reemplazar Mi@(%) por M;(B), pero
en lo que resta consideraremos medidas que tnicamente tomen valores racionales.

Definicién 3.1.4. Dadas dos subdlgebras B1,B9 C A yv; € M(B;) parai = 1,2, decimos que
v1,ve son compatibles si v1(B) = vo(B) para todo B € B1 N Bo.

Definicion 3.1.5. Fijemos r > 1. Se define O, (B) (real positivo ¢ +00), paran € w y B C A
finita, por induccion en |B|. Pongamos O,(€) = 1/(n + 1) para toda n en el caso de que €
sea un dlgebra trivial. Supongamos que O, (€) se define para toda subdlgebra propia € de ‘B,
entonces

On(B) = Co + 0, (B) +1/(n + 1),

donde Cy es el infimo de C > 0 tal que

(i) siempre que B1,Bs C € sean subdlgebras propias y dadas dos medidas compatibles
v; € M2(B;) que satisfagan dists, (vi,0n) < On(B;) para i = 1,2, existe p € M2(B) tal
que o es una extension comin de vy y ve y diste(u, pn) < C;

(i) para toda subdlgebra propia € C B y v € M2(€) una medida con diste(v, p,) < On(€)
existe una extension de v a p € MQ(B) tal que ||p|| < max(||v|],1) y dists(u, @) < C.
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Observacién 3.1.6. La definicion de O, depende de la eleccion del pardmetro r y es evidente
que 0,(B) < 0,(B) para todo n y B.

Obsérvese que en el caso (ii) anterior el conjunto que contiene a tales p es siempre no vacio
por el lema C.2. Sin embargo, no puede existir una extension comun de vi,vy considerada en
(1) que satisfaga ||u|| < r; en tal caso se tendrd que O, (B) = +oo.

Lema 3.1.7. Silim,, 0,(B) = 0 para toda dlgebra finta B C A, se tiene que lim, O, (B) = 0
para cualquier *B.

Demostracion. Procederemos por induccion en |B|.

Si B es trivial entonces O, (B) = 1/(n + 1). Evidentemente se cumple el teorema.
Supongamos que B no es trivial y lim, O,(€) = 0 para toda subélgebra propia € de B. Sea
N > 2 el ntimero de atomos de B. Fijemos € > 0 y tomemos § > 0 tal que

AN <r—1y (AN +1)d <e.

Por la hipotesis de induccion y como lim,, 0,(B) = 0 existe un ng tal que para todo n > ng se
tiene que 0,(B) < § y O,(€) < 0 para toda subalgebra propia € de B. Debemos comprobar
que entonces O,(B) < € cuando n > ng, es decir, debemos verificar que C' = ¢ satisface las
condiciones (i-ii) de la definicion 3.1.5.

Consideremos un par de subalgebras propias 81,82 C B y un par de medidas compatibles
v; € M2(B;) como en la definicion 3.1.5(i). Como 0,(B) < & por hipotesis debe existir una
medida \ € MP(‘B) cuya distancia a ¢, sea menor que J, pues

on(B) = inf{distes (A, ) : A € ME(B)} < 6.
Entonces, para ¢ = 1,2 se tiene que
distes, (vi, ) = suppess, [Vi(B) — AM(B)| = suppesy, [vi(B) — ¢n(B) + ¢n(B) = A(B)| <
< suppesy, [Vi(B) = ©n(B)| + suppew, len(B) — A(B)| = distes, (v, pn) + distes, (on, A) <

y como B1, By son éalgebras propias se cumple que O, (B;) < 0 para i = 1,2. Por consiguiente,
se cumple que

diStBi(Vi, A) < 26.

Aplicando ahora el lema C.1 sabemos que existe una extension comin de v, 5 a una medida
N € MQ(B) tal que ||A — N|| < 4N§. Esto conlleva que

N[ <M +4ANS < T47—1=1r;
distes (N, ) < distes (N, \) + distss (N, on) < 4NJ+ 8 < ¢,
como se queria.

Considérese ahora € y v € M2(€) como en el apartado (ii) de la definicion 3.1.5.
Sea, de nuevo, A € M atestiguando que 0,(B) = mf{dists(), @) : A € MZ(B)} < 6.
Al igual que antes, se tiene que diste(v, \) < 26, asi que por el lema C.2 existe una medida
N € MQ(B) que extiende a v de modo que ||N|| < méx(||v||,1) y tal que distgs(X,\) < 60.
Esto implica que
distes (X', on) = suppeg |X'(B) — on(B)| = suppeg [N (B) = A(B) + A(B) — ¢n(B)| <
< distgg (N, \) + distg (A, pn) < 70 < (AN +1)0 < &,

concluyendo asi la prueba. O
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Por la observacion 3.1.6 sabemos que hay problemas a la hora de controlar la norma de una
extension comiin de dos medidas compatibles. Para poder abordar este problema necesitaremos
introducir una nueva propiedad para un algebra 2.

Definicion 3.1.8. Diremos que un dlgebra A posee la propiedad de extension local, y lo denotaremos
como LEP(r), para algin r > 1 si existe una familia B de subdlgebras finitas de 2 tales que

i) para toda dlgebra finita € C A existe B € B con B O C;

ii) siempre que B’ C B sea no numerable existen distintas B1,Bo € B’ tales que cualquier
par de medidas v; € MP(‘BZ) admite una extension comain a una medida v € M2({(B1 U DBs)).

Llegamos ahora a uno de los principales resultados de nuestro trabajo, pero antes de
abordarlo debemos recordar el Axioma de Martin (MA) y algunos conceptos que ya habiamos
definido con anterioridad.

Definicién 3.1.9. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado cuyos elementos llamaremos
condiciones. Un conjunto D C P serd denso si para toda p € P existe un d € D tal que p < d.

Un conjunto G C P estard dirigido si para todo p1,ps € G existe ps € G tal que p1,p2 < ps.

Definicién 3.1.10. Un conjunto parcialmente ordenado P satisfard ccc (countable chain condition)
si todo P C P no numerable contiene dos condiciones diferentes p1, ps tales que son comparables,
es decir, existe ¢ € P tal que p1,ps < q.

Para un cardinal x dado, el enunciado de MA(k) es el que sigue:

Axioma de Martin. Para todo conjunto ccc parcialmente ordenado P y wuna familia
{De : |D¢| = € < K} de sus subconjuntos densos existe un conjunto dirigido G C P tal que
G ND¢ # O para todo & < k.

Teorema 3.1.11. Supongamos que A es un dlgebra con |A| = k. Supongamos ademds que A
tiene la LEP(r) para algin r > 1 y que Ult 2 es separable.

Entonces, bajo MA(k), el dlgebra A posee la propiedad de aproximacion.

Demostracion. Fijamos una sucesion ¢, : A — [—1,1] de funciones como las de la definicion
3.1.2, es decir, que satisfagan que si

inf  distes (1, on) — 0
e (1, Pn)

para toda &lgebra finita B C 2, entonces existe una sucesion acotada (v,) € M(2) tal que
on(a) —vp(a) — 0, para todo a € 2.

Debemos, pues, construir una sucesiéon acotada que cumpla esta condicion. Obsérvese que
lim,, 0,(*B) = 0 para toda subalgebra finita B de 2.

Sea B una familia de subalgebras cuya existencia tenemos garantizada por la LEP(r) que
2l cumple por hipotesis. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado P de condiciones

p = (B,n, (V)i<n, k), donde
i) BeByn,keZt
i) v; € M2(B), para todo i < n;

i) diste (i, pi) < O;(B), para todo i < n;
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iv) On(B) < 1/k para todo m > n.

Consideremos las dos condiciones siguientes
p= (%7’”) (V’Z)ign) k)) p, = (%,,TL/, (Vl{)ifn’a k,) S P.

Diremos que p’ es una extension simple de psi k' >k y
-obien B=%B',n'>ny v =y parai <n,

-obien n' =n, B C B’y v/ es una extension de v; para todo i < n.

Definimos un orden parcial en P declarando p < p’ si existen s € w y una sucesion (pj)j':o cP
tal que po = p, ps =P y pj+1 sea una extension simple de p; para todo j < s.

Afirmaciéon A. Sea A € B y consideremos p,p’ € P como antes. Si p < p’, entonces
[V/(A) — @i(A)| < 1/k, paran <i<n'.

Veamoslo:
Si p’ es una extension simple de p del primer tipo, entonces B = B, n’ > n y v/ = v;, para
i=1,...,n. Por lo tanto, para n < i < n’ se tiene que |V;(A) — ¢;(A)| < O;(B') = 0;(B) < 1/k.

Si p’ es una extension simple del segundo tipo, entonces n’ = n, B C B’ y v} extiende a v;
para i < n. Como n = n’ se cumple que v/ = v; para i = 1,...,n. Por tanto, |v.(A) — ¢;i(A)| =
V/(4) — ¢i(A)] < Oi(B) < 1/k.

Veamos ahora que si esto se cumple para p < p’ y p’ < p”, entonces también se cumple para
p < p”: Por ser p < p’ se cumple que k < k' y como p’ < p” se tiene que k' < k”, por tanto se
verifica que

V() — pi(A) < b < b < L.

7

=

Esto prueba que la afirmacién anterior se sigue por induccién en el nimero de extensiones
simples que conducen desde p hasta p’.

Afirmacién B. P es ccc.
Consideremos una familia no numerable P C P de condiciones

p = (SBp,np, (le)ignpa k‘p).

Reduciendo P si fuese necesario, podemos asumir que n? = n y kP = k son constantes para
p e P.

Sea S un subconjunto denso y numerable de Ult 2. Todo z € S define una medida de
probabilidad ¢, € M (), donde §,(B) = 1siy sélosi B € zy 0 en otro caso.

Sea M* la familia numerable de todas las medidas sobre 2 que son combinaciones lineales
racionales de &, con z € S. Adviértase que toda medida v € MQ(B) para B un algebra finita
puede representarse como restriccion de alguna 7 € M° a B, donde ||7|| = ||v||.

Basandonos en esto y considerando de nuevo P, podemos asumir que para todo ¢ < n existe
7; € M tal que vf = 5| ge v ||VF|| = ||7i| g ||, para todo p € P.

Aplicando ahora LEP(r), que por hipotesis cumple 2, escogemos p,q € P tales que B?
y B9 poseen la propiedad garantizada por la definicion 3.1.8 ii), es decir, que todo par de
medidas compatibles v, € Mi@ (BP) y vy € Mi@ (B7) admite una extension comin a una medida
v € M2({(BP U BI)).

99



Sea By = BP N B9 y, aplicando 3.1.8 i) escogemos B € B que contenga a BP U BI. Por el
lema 3.1.7 existe un n; > n tal que O,,(B) < 1/k para todo m > n;. Debemos comprobar que
P, q tienen una extensiéon comin en P.

Para todo i tal que n < ¢ < nj escogemos una medida m; € Mi@(%o) tal que
distes, (75, i) < 0i(Bo) + 14%1 < 0;(By),
y entonces por la parte ii) de la definiciéon 3.1.5 podemos extender 7; a unas medidas
VP e ME(BP) y vl e ME(B9) tales que
dist%p(uf,cpi) < O;(BP) y dist%q(uf,gpi) < O;(B9).

Entonces existe v; € M2(B) que es extensién comin de vf, v{ y tal que
distes (vi, i) < Oi(B), pues

- 81 O;(B) < +00 se sigue de la definicion 3.1.5 i);
-y si O;(%B) = 400, podemos tomar cualquier extension a B que preserve la norma, cuya
existencia esta garantizada por 3.1.5 ii) y por como hemos escogido B y BY.

Para i < n, escogemos v; € M9 (*B) aplicando la definicion 3.1.5 al par v, v/]. En el caso de

que O;(B) = +oo se tiene que v/ y 1] estén representadas por la misma medida 7; € M S con
Uil su extension comun a B con norma < r.

Asi, obtenemos las extensiones simples
p1 = (B, n1, (1))i<n, k) v a1 = (B 01, (V)i<n,, k)
de p y q respectivamente. Sea pues
s = (B,n1, (V)i<n,, k) € P,

la cual satisface p1,q1 < s. Lo cual demuestra que P es ccc.

Afirmaciéon C. Para todo kg,np € wy Bo C A finita, el conjunto
D(Bo, no, ko) = {p = (BP,nP, (1) )i<pw, kP) € P : BP D Bo,nP > ng, kP > ko},

es denso en P.

Sea p = (BP,nP, (V)i<nr, kP) € Py consideremos la terna By, ng, ko; podemos asumir que
ko > kP y ng > nP.

Sea B € B conteniendo a BP U By y n1 > ng tal que O,,(B) < 1/ko, para todo m > n;.
Entonces, mediante un razonamiento similar al que hemos desarrollado en la Afirmacion B,
podemos definir adecuadamente unas medidas v; y v} tales que

p < (BP,n1, (V4)i<ny» ko).
Efectivamente, para n? < i < n; tomamos una medida v; € M2(BP) tal que
diSt%p(Vi, 801) < Oi(%p) + H% < Oz(%p>

y, aplicando ahora la parte ii) de la definicion 3.1.5 extendemos v; a una medida v; € Mi@ (B)
tal que

dist%(yf, i) < O;(°B).

7
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Por tanto, para i < n extendemos adecuadamente v; a v, € M2(%B), lo cual prueba que
D(Bo, ng, ko) es denso en P.

Una vez probadas las afirmaciones anteriores podemos hacer uso de ellas para finalizar la
demostraciéon del teorema. Asi, considerando las Afirmaciones B y C, podemos aplicar ahora
MA(k) para obtener un conjunto dirigido G C P tal que GNID(Bg, ng, ko) # @ para toda By C A
finita y ng, kg enteros positivos.

Consideremos las condiciones
p = (B, nP, (v;)i<nr, kP) € G.

Dado i € w, la familia G; = {p € G : i < nP} define una familia {v/ : p € G;} de medidas
compatibles con variacién menor o igual que r y cuyos dominios cubren a todo 2. Por tanto,
todas ellas se extienden de manera tnica a una medida p € M, (2).

Para todo A € 2 existe By € B tal que A € By. Dado € > 0, consideremos kg tal que
1//€0 <ey

p= (SB, n, (Vi)ign, k‘) eGn ]D)(%o, 1, ]{}0)
Entonces p,(A) = v,(A), asi que
|Vn(A) - (Pn(A)| < On(%) < 1/k < 1/k0 <E.

Para todo m > n existe p’ = (B',n/, (v))i<n/, k') € G tal que p < p’ y m < n'. Por lo tanto, se

tiene que p,(A) = v, (A) ¥ [vm(A) — om(A)| < 1/ko por la Afirmacion A, probando asi que
fin(A) — en(A) — 0,

lo cual demuestra que 2 posee la propiedad de aproximaciéon y completa la prueba.

O]

Antes de poder hacer uso de este teorema necesitamos demostrar el siguiente resultado
referente a la separabilidad del espacio producto 2°.

Lema 3.1.12. FEl espacio producto 2° es separable.

Demostracion. Podemos poner 2¢ = {0,1}® = {f : R — {0,1}} y considerar la topologia
discreta en {0,1}. Antes de nada definiremos una base para la topologia producto:
B ={0c{0,1}®:3F C R, F finito tal que
3fp : F — {0,1} tal que Vg € {0,1}%,g € 0 < g|lr = fr}.
Consideremos R = (0,1) \ Q, pues tnicamente vamos a tener en cuenta la cardinalidad y,
al quitar un conjunto numerable, ésta no se ve afectada. Por simplicidad, a partir de ahora
pondremos (0,1) = (0,1) ~ Qy {0,1}® = {f: (0,1) — {0,1}}.

Lo que haremos sera particionar el intervalo (0, 1) y generar funciones constantes en las particiones
que no estaran definidas en los racionales.

o0 o0
Sea D = U D, donde D,, = U F, m, siendo

n=1 m=1

k k+1 kE k+1
Fom = {fe {O,l}R:VneN, <,+> c (0,1) yf<,+) :Cte}.
nm- nm nm nm

Se tiene que para cada n,m el conjunto F, ,, es finito, por tanto D,, es numerable, al ser union
numerable de elementos finitos y D también. Veamos ahora que es denso:
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Sea U C {0,1}® un abierto bésico, entonces existe F C (0,1) finito tal que existe
fr: F — {0,1} tal que para toda g € {0, 1}® se tiene que si g|r = fr, entonces g € U.

Sea |F'| = n. Por ser finito existe min{d(p,q) : p,q € F} > 0, dado que p # ¢. Ademas,
existe m con an < min{d(p,q) : p,q € F}. Luego hay una f € F,, ,, de forma que f|r = fr vy,
por tanto, F, , NU # (. Como esto ocurre para todo abierto basico U se tiene que D es denso.

O

Proposicion 3.1.13. Para todo cardinal k, el dlgebra A = Clop(2¥) tiene LEP(2).

En consecuencia, si aceptamos MA(k) para algin k < ¢, entonces el dlgebra Clop(2") posee
la propiedad de aproximacion.

Demostracion. Comencemos probando que 20 = Clop(2%) posee LE P(2). Para cualquier conjunto
finito F' C Kk sea B el subalgebra finita de 2 de todos los conjuntos determinados por las
coordenadas en F'; asi, B estard generada por los dtomos A de la forma

A={te2" t|F =7|F},

para alguna funcion 7 : ' — 2. Es claro que la familia B de todas las B es cofinal en 2, por

lo que bastara comprobar que todo par Br,, Bp, satisface el apartado ii) de la definicion 3.1.8.
Consideremos v; € Mi@ (Br,), i = 1,2y supongamos que v; y v coinciden sobre Bp, N B p,

al cual denotaremos como By, siendo H = F; N F5.

Sea A;, i < 2F1\H ¢l conjunto de todos los atomos de B r\n Y, andlogamente, B; el de todos

los atomos de Bp,\ -

Sea C' un atomo fijo de By, entonces podemos aplicar el lema C.3 para a; = v1(A; NC) y

bj = 12(B; N C), pues

Zai = 1/1(0) = VQ(C) = ij
i J

cumpliéndose asi las hipotesis del lema. Esto nos permite definir 7 para todo A € B contenido
en C, y tal que

[7|(C) < méx ([11](C), [12[(C)) < [n|(C) + |r2[(C),
lo cual implica que ||7|| < 2, tal y como queriamos.

La segunda parte del enunciado se sigue del teorema 3.1.11, pues 2 tiene LE P(r) para algun
r > 1 y Ult(Clop(2¥)) es separable por ser homeomofo a 2%, espacio topologico totalmente
disconexo separable por el lema anterior.

O]

Para la siguiente proposiciéon haremos uso de A, una familia casi disjunta de subconjuntos
de w; lo cual significa que la interseccion de dos subconjuntos cualesquiera de A es finita.

Proposicion 3.1.14. Sea 2l un dlgebra de conjuntos de w generada por una familia casi disjunta
A y todos los subconjuntos finitos de w. Entonces el dlgebra 2 tiene LEP(3).

De esta forma, si || = k < ¢ y aceptamos MA (k ), entonces el dlgebra A tendrd la propiedad
de aprorimacion.

Demostracion. Sea B una familia de subélgebras finitas de 2, donde cada B = (n, Ay, ..., Ax) €
B es un algebra generada por todos los subconjuntos de n = {0,1,...,n — 1} y A; € A tal que
A;NA; Cnparai#j.

Es evidente que B es cofinal en 2, por tanto debemos comprobar que se verifica la parte i)
de la definicién 3.1.8 para r = 3.
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Si B’ C B es no numerable, entonces existen dos subéalgebras en B’ de la forma
%1 = <TL, Al, ceey Am, Bl, ceey Bk>, %2 = <7”L7 Al, ceey Am, Cl, ceey Ck>
donde B;, C; € A siendo todos diferentes. Pongamos

X=nu UAiU U B; N Cy;

i<m i,j<k

de forma que B; \ X y C; \ X son infinitos para i < k.
Sean 1] € Mi@(‘Bl) y g € Mi@(%g) tales que coinciden en B; N By = (n, Ay, ..., Ap).
Podemos representarlas como las restricciones de

V1 =1+ Z bidy, + 00z, vo =19+ Z ¢i0y; + cdy, donde

X; GBi\X,yi S CZ'\X,ZUEW\(XU U(BZUC’L))

Aqui, vg se define como v5(A) = v1(ANX) = v2(AN X). Definamos b = Yucrbive=> ¢,
y consideremos la medida

v=vo+ Y bidy, + Y ciby, + (b—70)5,.
i<k i<k

Entonces, como vp(w) = v1(w N X) = v1(X) = vp(X) + Dy, 0ide, (X) + 00,(X) = vo(X) se
tiene que

v(w)=vo(X)+b+C+b—c=1(w) =1a(w).

Ademas, v(B;) = vp(B;Nn) +b; = v;(B;) vy, de forma similar, se tiene para vo y C;. De esto se
sigue que v es una extension comin de vq, 5. Claramente, ||v|| < 3, lo cual concluye la primera
afirmacion.

La segunda se sigue del teorema 3.1.11 puesto que 2 tiene LEP(3) y Ult(2l) es separable
por ser 2 es un algebra atémica cuyos dtomos se corresponden con los puntos de w, los cuales
son densos.

O]

3.2. Sumas torcidas triviales de ¢y y C(K)

En esta ultima seccién presentamos las conclusiones del trabajo y demostramos que, bajo
el Axioma de Martin y la negacién de la Hipoétesis del Continuo, toda suma torcida de ¢y y
C(2%1) es trivial.

Concluiremos la misma con algunas observaciones acerca de las recientes investigaciones que
diversos autores han llevado a cabo en relacién a este tema.

Teorema 3.2.1. Sea K un compacto cero-dimensional tal que A=Clop (K) tenga la propiedad
de aproximacion. Entonces K tiene la propiedad de extension™.

Demostracion. Sea L = M;(K), fijemos L' € CDE(L) e identifiquemos L'\ L con w.

Para todo A € A, la funcion M;(K) > v — v(A) es continua en M;(K). Sea 64 una
extension a una funciéon continua L' — [—1,1]. Definamos las funciones ¢, en 2 como
on(A) =04(n) paratodony A € 2.
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Recordemos que 0,(8) se define como 0, (*B) = inf{disty (v, ) : v € Mi@(%)} y, ademas,
se tiene que lim, 0,(B) = 0 para toda subalgebra finita B de 2 por el lema 2.4.3 aplicado a la
familia finita {0p : B € B}.

La propiedad de aproximacion garantiza que existe un r > 0 y una sucesion u, € M, () tal
que

limy (64 (n) = pn(A)) = limp(on(A) = pn(A)) =0,

para todo A € 2. Toda medida u, se extiende de forma tnica a una medida de Radon en K
que se denota del mismo modo.

Sea G la familia de las g € C(K) de modo que siempre que g € C(L') extienda a g como
una funcion en M;(K) se tenga que pn(g) — g(n) — 0.

Como vemos, por el lema 2.4.2, para todo A € 2 se tiene que x4 € G. Utilizando ese mismo
lema es posible probar facilmente que G es cerrado bajo combinaciones lineales finitas y, por
tanto, toda funcién continua simple esta en G.

Sig,h € C(K)yl|lg—h|| < e paralgin e > 0, entonces tomando cualesquiera dos extensiones

G, h de g, h, respectivamente, se tiene lg(n) — iL(n)] < g, para casi todo n € w. Esto implica que

G es cerrado bajo limites uniformes y, por tanto, G = C(K). Finalmente, por el lema 2.5.3 K
tiene la propiedad de extension®, lo cual concluye la prueba.

[

Hecho esto, podemos hacer uso de las proposiciones 3.1.13 y 3.1.14 para obtener los siguientes
resultados.

Corolario 3.2.2. Supongamos que k < ¢ es un cardinal tal que aceptamos MA(k). Entonces
2" tiene la propiedad de extension™ y, por el teorema 2.5.5, toda suma torcida de cy y C(2"%) es
trivial.

Demostracion. Por la proposicion 3.1.13 sabemos que 2 = Clop(2~) tiene LEP(2). Si asumimos
MA(k) para k < ¢ se tiene que 2 posee la propiedad de aproximacion. Haciendo ahora uso del
teorema 3.2.1 sabemos que 2” tiene la propiedad de estension* y, por el teorema 2.5.5 que toda
suma torcida de co y C'(2") es trivial.

O

Corolario 3.2.3. Supongamos que k < ¢ es un cardinal tal que aceptamos MA(k). Sea A una
familia casi disjunta de subconjuntos de w tal que |A| = k. Sea K = Ult(>A) con A un dlgebra
de subconjuntos de w gemerada por A y todos los subconjuntos finitos de w. Entonces K tiene
la propiedad de extension™® y, por el teorema 2.5.5, toda suma torcida de co y C(K) es trivial.

Demostracion. Por la proposicion 3.1.14 sabemos que 2 tiene LEP(3) y que, si asumimos
MA(k) para k < ¢, 2 posee la propiedad de aproximacion. Empleando ahora el teorema 3.2.1
sabemos que K = Ult(2) tiene la propiedad de extension* y, aplicando ahora el teorema 2.5.5,
se deduce que toda suma torcida de co y C(K) es trivial.

O

Estos resultados proporcionan los primeros ejemplos consistentes de espacios compactos no
metrizables K para los cuales toda suma torcida de ¢y y C(K) es trivial.

Como vimos en el capitulo anterior, Correa y Tausk probaron en 9] que C'(2°) admite una
suma torcida no trivial con cg. Por tanto, la cuestiéon acerca de la no trivialidad de las sumas
de ¢o y C(2*1) es indecidible bajo la axioméatica habitual.
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Ademés de éste, Marciszewski y Plebanek presentan en [16] otro ejemplo de compacto no
metrizable para el cual existe una suma torcida no trivial de ¢y y C'(K'), como ya hemos senalado
al comienzo del capitulo. Se trata de K un espacio compacto separable disperso de altura 3 y
peso wy.

En [10], Correa y Tausk introducen una nueva técnica para el estudio de la propiedad de
extesion local (LEP) en algebras de Boole que puede utilizarse para probar que el algebra de
los clopen de todo espacio compacto de Hausdorfl K de altura finita tiene LEP. Esto implica
que, bajo las condiciones adecuadas para K y el Axioma de Martin, toda suma torcida de ¢y y
C(K) es trivial, generalizando asi el resultado de Marciszewski y Plebanek.

65






Apéndices






Apéndice A
Medida y analisis funcional

Este apéndice recoge algunas definiciones y resultados, sin demostracién, de teoria de la
medida y analisis funcional que necesitaremos para el desarrollo del trabajo.

Comenzaremos con la exposiciéon de conceptos referentes a la teoria de la medida.

Definicién A.1. Dado un conjunto 2 y una o-dlgebra ¥ C P(2), una medida signada serd
una funcion p: X — [—00, 00| tal que

= p(0) =0.

» u es o-aditiva, es decir, para cualquier coleccion { Ay }nen de elementos disjuntos de ¥ se

verifica
p(U An) =D n(An).

neN neN

= 1 solo toma uno de los dos valores, co ¢ —o0.

Para evitar casos triviales supondremos que siempre existe A € ¥ tal que u(A) < oo.

Llamaremos espacio de medida a una terna (2, %, 1), donde ¥ es una o-algebra sobre Q y
1 es una medida signada sobre la o-algebra.

Diremos que u es una medida positiva si es una medida signada que toma valores en [0, 0o].

Una medida signada p en 2 sera finita si u(2) < oo y localmente finita si todo punto del
espacio de medida existe un entorno de medida finta.

Teorema A.2. (Teorema de descomposicion de Hahn) Si p: ¥ — [—00,00] es una medida,
entonces existen Q1,02 € X con Q1 U Qs = Q, Q1 N Qs = 0 tales que

= u(A) <0,VA C Qs.
Observacion A.3. La descomposicion de ) en parte positiva y parte negativa es esencialmente
unica.

Dada una medida v y su descomposicion de Hahn Q = Q1 U Qo podemos considerar dos
medidas no negativas p1, pg : X — [0, 00] definidas por

p(A) = p(AN Q)
p—(A) = —p(AN Q)

que cumplen p = py — p—.
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Definicién A.4. Sip: ¥ — [—00,0] es una medida y A € ¥ llamamos variacion de p en A
a

lu|(A) = sup{z |W(Bp)|: B1,Ba,...€ X, Bi€ A, BiNB; = 0,1 7&]}
neN

Ademas, se cumple que si p = puy — pu— es la descomposicion de Hahn de ppy A € X entonces
0l(A) = s (A) — p—(A).

Definicion A.5. Se denomina medida de Borel en ) a toda medida signada sobre la o-dlgebra
de todos los conjuntos de Borel de un espacio compacto Hausdorff €.

Definicion A.6. Un conjunto de Borel E se dird regular exteriormente si pu(E) = inf{(u(V) :
E C V,V abierto} y regular interiormente si u(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto}.

Si todo conjunto medible de 2 es simultdneamente reqular interior y exteriormente, se dird
que i es una medida regular.

Definiciéon A.7. Una medida de Borel p se dird que es una medida de Radon si es regular y
localmente finita.

Definiciéon A.8. Llamaremos espacio medible a (2, %), donde Q2 es un conjunto y 3 la o-dlgebra
de subconjuntos de Q.

Definicion A.9. Si (2, %) y (¥, %) son espacios medibles diremos que f : Q@ — Q' es medible
si para todo A € X' se cumple que f~1(A) € X.

Veamos ahora algunas definiciones y resultados de analisis funcional que necesitaremos.

Porposicion A.10. Sea T : X — Y un operador lineal entre espacios de Banach. Se tiene
que T es continuo si y solo si existe una constante M > 0 tal que

|| Tz|| < M||z|| Vz € X.

La condicion anterior es equivalente a que T esté acotado en la bola unidad By, por esta
razon a los operadores lineales y continuos entre espacios de Banach se les denomina operadores
acotados.

Por otra parte, si el espacio de llegada es un cuerpo, en nuestro caso R, se le denomina
funcional para diferenciarlo.

Definicion A.11. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Llamaremos espacio dual, y lo denotaremos
por X*, al espacio vectorial de todos los funcionales lineales y continuos en X, dotado con la
norma dual || f|[* = sup,ep, | f(2)]

Definicién A.12. Dada una sucesion (x}) en el dual, podemos definir una seminorma en X

como N(z) = sup{|z}(z)| : n € w}. Cuando esta seminorma coincide con la norma original
N(x) = ||z|| decimos que la sucesion es 1-normante. Cuando N(x) es una norma equivalente a
||z||, es normante.

Porposicion A.13. X* es un espacio de Banach para todo espacio normado X.

El teorema de Hahn-Banach tiene distintas versiones. La forma que usaremos en este trabajo
es la siguiente versiéon analitica:
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Teorema A.14. (Teorema de Hahn-Banach). Sea Y un subespacio de un espacio normado X.
SiT € Y*, entonces existe T € X* tal que T|y =T y ||T|| = ||T].

Y —— X
Tl

v T
R

Porposicion A.15. Sea X un espacio de Banach. St X* es separable, entonces X es separable.

Porposicion A.16. ¢ = {1, en el sentido de que para toda f € ¢ existe una unica (a;) € {3
tal que f(x) = > a;x; para todo x = (x;) € co, y la aplicacion f — (a;) es una isometria lineal
de cjy en ly.

Porposicion A.17. (] = l, en el sentido de que para toda f € (] existe una unica (a;) € s
tal que f(x) =Y a;x; para todo x = (x;) € {1, y la aplicacion f — (a;) es una isometria lineal
de 07 en lo.

Teorema A.18. (Teorema de la aplicacion abierta). Sean X e Y dos espacios de Banach y
T:X —Y un operador acotado. Entonces son equivalentes:

(i) T es suprayectiva.

(i) T es abierta.
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Apéndice B
Topologia

Este apéndice estd destinado a la recopilacion de nociones, conceptos béasicos y resultados,
sin demostracion, de topologia que nos resultarén de utilidad a lo largo del desarrollo del trabajo.

Definicion B.1. Diremos que 8 es una base de la topologia T si y sdélo si para todo punto p
contenido en un abierto U existe B € 8 tal quep € B C U.

Definicion B.2. Dados un espacio topoldgico y un punto p € X, una base de entornos de p es
una familia S(p) de subconjuntos de X tal que para todo entorno V de p existe U € [(p) tal
que U C V.

Definicion B.3. Dado un espacio topoldgico X la clausura de un subconjunto S, denotada
como S, es el menor conjunto cerrado que contienen a S. En otras palabras, es la interseccion
de todos los conjuntos cerrados que contienen a S.

El interior de S lo representaremos como int(S) y es el mayor abierto contenido en S, o
dicho de otra forma, la union de todos los abiertos contenidos en S.

Definiciéon B.4. Un espacio métrico X es precompacto si para todo € > 0 existe una cantidad
finita de puntos x1, ...,z tales que X = |J{Be(z;) : 1 <i <n}.

Definiciéon B.5. Un espacio topolégico K serd compacto si todo cubrimiento por abiertos de
K admite un subrecubrimiento finito.

Definicién B.6. Un conjunto D C X de un espacio topoldgico se dice denso si D = X.

Definiciéon B.7. Un espacio topoldgico se dird separable si tiene un subconjunto denso y
numerable.

Teorema B.8. Todo espacio métrico compacto es precompacto.

Teorema B.9. Todo espacio métrico precompacto es separable. En particular, todo espacio
métrico compacto es separable.

Definicion B.10. Dados un espacio topologico X y un subconjunto S C X, un punto p € X
serd un punto de acumulacion de S si cualquier entorno U de p contiene puntos de S distintos
ap, es decir, (U \ {p}) NS #0.

Un punto p € S se dird aislado si existe un entorno U de p tal que U NS = {p}.

Definiciéon B.11. Una separacion de un espacio topoldgico X es un par U,V de subconjuntos
abiertos y disjuntos de X cuya union sea X.

Definicion B.12. En base a esto, diremos que un espacio X es conexro si no existe ninguna
separacion, es decir, st y solo si los unicos subconjuntos que son abiertos y cerrados en X -o
clopen- son el vacio y el propio X.
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Por otra parte, un espacio serd totalmente disconexo si los conjuntos unipuntuales son los
unicos subconjuntos coneros, lo cual es equivalente a decir que cada punto de X tiene una base
de entornos que son abiertos y cerrados en X. El conjunto de Cantor 2¥ es un ejemplo.

Ahora introduciremos lo que se conoce como axiomas de separacién en topologia. Un espacio
topoldgico X se dice

» T) si para todo x,y € X, x # y, existe un abierto U tal que o bien z € U e y ¢ U o bien
r¢Ueyel.

» 77 si para todo z,y € X , © # y, existe un abierto U tal que x ¢ U e y ¢ U.

= T5 o Hasudorff si para todo x,y € X con x # y, existen U,V abiertos tales que x € U,
yeVyUnV =40.

= regular si para todo x € X y para cualquier cerrado C' de X que no contenga al punto x,
existen abiertos U,V tales que x e U, C €V yUNV ={.

= T3 81 X es regular y Ts.

= normal si para todo par de cerrados disjuntos C,C’ C X, existen U,V abiertos disjuntos

talesque C Cc U, C’'cVyUNV =0.

» T} si es normal y T5.
La jerarquia de estos axiomas es la que sigue
Ty=T3 =T, =T, = T.
Porposicion B.13. Si K es compacto y Ts, entonces K es Ty.

Teorema B.14. (Teorema de extension de Tietze). Sea K compacto y L C K cerrado. Para
toda funcion continua f : L — [a,b] existe una funcion continua g : K — [a,b] tal que
glo =1

Lema B.15. (Lema de Urysohn). Dos subconjuntos A, B de un espacio topoldgico normal X

estardn separados por una funcion si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que
f(a) =0 para todo a € A y f(b) =1 para todo b € B.

Dos subconjuntos A, B de un espacio topoldgico X se dice que estdn separados por entornos
si existen U,V entornos de A, B respectivamente tales que U NV = ().

Definicion B.16. Se define el peso de un espacio topolégico X como la menor cardinalidad de
una base de la topologia.

Definiciéon B.17. La densidad de un espacio topologico X es la menor cardinalidad de un
conjunto denso.

Ast, si X es separable su densidad serd numerable.

Definicion B.18. Dado un espacio topoldgico X se define la derivada de Cantor-Bendizson de
X como X' = X \ {puntos aislados de X}.

Se cumple que X" = X? = X'\ {puntos aislados de X} y, en general, la derivada de
Cantor-Bendizon n-ésima X™ se define de manera andloga.

Un compacto se dird de altura finita si existe un n tal que X = 0; y se llamard altura de
X al min{n : X" =@},

Definicion B.19. Diremos que un espacio topoldgico X es disperso o scattered si cumple que
todo subconjunto mo vacio contiene un punto aislado.
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Definiciéon B.20. Un conjunto serd F, si es la union numerable de conjuntos cerrados.

Un conjunto serd Gy si es la interseccion numerable de conjuntos abiertos.

Definicion B.21. Sean (X,7x) e (Y,7y) dos espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y
serd continua si para todo abierto U de'Y su antiimagen por f, f(U)™! es abierto en Y.

Definicién B.22. Sean X, Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y; f serd un homeomorfismo
st se cumple que

= f es biyectiva,
= f es continua y

» [a inversa de f es continua.

Definicion B.23. Llamaremos espacio metrizable a un espacio topoldgico homeomorfo a un
espacio métrico.
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Apéndice C
Extensiones comunes acotadas

En este apéndice enunciaremos algunas consecuencias de un resultado de Basile, Rao y
Shortt [4] acerca de extensiones comunes de medidas signadas finitamente aditivas.

Sea B un élgebra de Boole de conjuntos de X y 61,85 C B dos subélgebras. Consideremos
v; € M(®8;),i = 1,2, donde las medidas v, s son compatibles, es decir, para todo B € B1,Bo
se cumple v1(B) = v5(B).

Sea n una funcion definida en B; U B4y por n(B) = v1(B) para B € B; y n(B) = v»(B)
para B € Bs.
Definimos

SC(v1,v2) = sup {Z n(Bit1) — U(Bi)|} :

n=1

donde el supremo se toma sobre todo n > 0 y todas las cadenas ascendentes ) = By C By C
g Bn+1 =X de %1 U %2.

Por el teorema 1.5 de [4] sabemos que existe una extension comun de v, 2 a una medida
A € M((B1UBy)) tal que ||\|| = SC(v1,v2). Claramente, podemos extender \ a B preservando
su norma.

Lema C.1. Sea B un dlgebra finita que contenga N dtomos. Supongamos que B1,Bo C B son
subdlgebras y sean v; € M(%B;), i = 1,2 dos medidas consistentes y & > 0.

a) Si |vi(B)| < 6 para B € B;, i = 1,2, entonces existe una extension comin de vi,va a
A € M(®B) tal que ||A]| < 2N6.

b) Si A € M(B) es una medida tal que |A\(B) — v;(B)| < § para B € B;, i = 1,2, entonces
existe una extension comin de vi,vo a X' € M(B) tal que ||A — N|| < 2NJ.

¢) Bajo las condiciones de b), si ademds vy,vy y A toman valores racionales existe dicha N
e tgualmente toma valores racionales unicamente.

Lema C.2. Sea B un dlgebra finita. Para toda subdlgebra € C B y una medida v € M(CE), si
para todo & > 0 existe A € Mi(B) tal que |N\(C) —v(C)| < 6 para C € €, entonces existe una
extension de v a p € M(B) tal que ||u|| < max(1,||v||) y |u(B) — A(B)| < 39 para todo B € B.

Si ademds v y A toman valores racionales, entonces existe tal p tomando valores racionales.
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Consideremos el siguiente conjunto en un espacio euclideo:

T(a,b) =<z € R™ xR": in]— =a; paraiﬁm,Zmij =bj para j <n
i<n i<m

Lema C.3. Paraa € R™ yb € R" tales que ) ;. ai = Y, b existe x € T(a,b) satisfaciendo

D lwigl < max(Y - lail, Y lbs]).

i3 i<m Jjsn

78



Bibliografia

[1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

Albiac, F., & Kalton, N. J. (2016). Topics in Banach Space Theory. Graduate Texts in
Mathematics, 233. Springer.

Argyros, S., Mercourakis, S., & Negrepontis, S. (1982). Analytic properties of
Corson-compact spaces. Proc. Fifth Prague Topological Symposium, Heldermann Verlag,
Berlin, 12-23.

Banach, S. (1932). Théorie des opérations linéaires. Monografie Matematyczne 1.

Basile, A., Bhaskara Rao, K. P. S., & Shortt, R. M. (1994). Bounded common extensions
of charges. Proceedings of the American Mathematical Society, 121, 137-143.

Cabello, F., Castillo, J., Kalton, N., & Yost, D. (2003). Twisted sums with C(K) spaces.
Transactions of the American Mathematical Society, 355, 4523-4541.

Cabello, F., & Castillo, J. M. F. & Yost, D. (2000). Sobczyk’s theorems from A to B.
Extracta mathematicae, 15, 391-420.

Castillo, J. M. (2016). Nonseparable C(K)-spaces can be twisted when K is a finite height
compact. Topology and its Applications, 198, 107-116.

Castillo, J. M., & Gonzalez, M. (1997). Three-space Problems in Banach Space Theory.
Lecture Notes in Mathematics, 1667. Springer-Verlag, Berlin.

Correa, C., & Tausk, D. V. (2016). Nontrivial twisted sums of c¢o and C(K). Journal of
Functional Analysis, 270, 842-853.

[10] Correa, C., & Tausk, D. V. (2018). Local extension property for finite height spaces. arXiv

preprint arXiv:1801.08619.

[11] Drygier, P., & Plebanek, G. (2017). Compactifications of w and the Banach space cy.

Fundamenta Mathematicae 237, 165-186.

[12] Fabian, M., Habala, P., Hajek, P., Santalucia, V. M., Pelant, J., & Zizler, V. (2001).

Functional Analysis and Infinite-Dimensional Geometry. CMS Books in Mathematics 8.
Springer.

[13] Jané, 1. (1989). Algebras de Boole y ldgica (Vol. 5). Edicions Universitat Barcelona.

[14] Jech, T. (2003). Set theory. The third millennium edition, revised and expanded. Springer

Monographs in Mathematics. Springer.

79



[15] Kalenda, O. F. (2000). Valdivia Compact Spaces in topology and Banach Space Theory.
Extracta mathematicae, 15, 1-86.

[16] Marciszewski, W., & Plebanck, G. (2018). Extension operators and twisted sums of ¢y and
C(K) spaces. Journal of Functional Analysis 274, no. 5, 1491-1529.

[17] Monk, J. D., & Bonnet, R. (1989). Handbook of Boolean algebras (Vol. 1). North Holland

80



Indice alfabético

F,, 75 de Alexandroff, 43
Gs, 75 indémita, 44
K-bueno, 42 mansa, 44
0,(%8), 56 Compacto, 73
To, 74 de Corson, 39
Ty, 74 de Eberlein, 39
T, 74 de Valdivia, 39
T3, 74 Compatibles, 56
Ty, 74 Conjunto
¥(I), 39 dirigido, 17
loo, 21
w, 16, 42 Densidad, 74
wi, 16 Denso, 73
co, 21 Derivada de Cantor-Bendixson, 74
co(I), 35 Disperso o scattered, 74
on(B), 56 .
w(z, X), 40 Espacio
Algebra C(K), 19
atémica, 28 C(K)*, 20

de Boole, 25 conexo, 30, 73
de Banach, 18
de Hausdorff, 74

de conjuntos, 26
de los clopen, 26

dual, 26 de Stone, 30
potencia, 26 dual, 70
Atomo, 28 medible, 70
l-normante. 70 metrizable, 75
’ normado, 18
AC, 15 normal, 74
Altura, 74 producto, 38
regular, 74
Base totalmente disconexo, 30, 73
de entornos, 73
de la topologia, 73 Filtro, 29
Funcién
Cardinal continua, 75
¢, 16 medible, 70
cee, 17 Funcional, 70
CDE, 46
Cero—dimensional, 30 Homeomorﬁsmo’ 75
CH, 17 Homomorfismo, 27
Clausura, 73
Compactificacion, 43 Ideal, 29
Yw, 44 primo, 29
de éech—Stone, 43 Interior, 73

81



Lema
de Urysohn, 74
LEP, 58

MA, 17

Medida
signada, 69
de Borel, 70
de Radon, 70
regular, 70

Norma, 18

Operador
adjunto, 19
de extensién, 46
acotado, 70
de extension*, 50

Peso, 74
PIF, 29
Precompacto, 73
Principio de dualidad, 26
Propiedad

(%), 36

de aproximacién, 56

de estension local, 58

de extension*, 50
PUF, 29
Punto

aislado, 73

de acumulacion, 73

Regular, 39
Resto, 43

Separable, 73
Separacién, 73
Sistema biortogonal, 35
acotado, 35
w*-nulo, 35
Subespacio
cerrado, 21
complementado, 22
Sucesion de Cauchy, 18
Suma torcida, 33
no trivial, 33
trivial, 33

Teorema
Banach-Stone, 20
Cantor-Bernstein, 15
Cohen, 17

82

de descomposiciéon de Hahn, 69

de estension de Tietze, 74

de la aplicaciéon abierta, 71

de representacion de Stone (version conjuntista),
30

de representacion de Stone (version topologica),
32

de Tychonov, 38

Godel, 17

Hahn-Banach, 71

Parovicenko, 49

Phillips-Sobczyk, 24

Riesz, 20

Sobczyk, 24

Stone-Weiestrass, 20

Topologia
débil, 18

Ult B, 30
Ultrafiltro, 29

Variacién de la medida, 70

ZF, 13



	Preliminares
	Axiomática
	Axiomas de Zermelo-Fraenkel
	El axioma de elección
	Cardinalidad
	La Hipótesis del Continuo
	El Axioma de Martin

	La topología débil* y los espacios C(K) y C(K)*
	Espacios complementados: la complementabilidad de c0
	Álgebras de Boole y la dualidad de Stone
	Álgebras de Boole
	Átomos, ultrafiltros y el teorema de Stone
	Espacios de Stone


	Sumas torcidas
	Sumas torcidas de c0 y C(K)
	Sumas torcidas no triviales para compactos de Corson y Valdivia
	Compactificaciones de 
	Operadores de extensión
	Sumas torcidas y operadores de extensión

	Sumas torcidas, álgebras de Boole y espacios de Stone
	Medidas asintóticas en álgebras de Boole
	Sumas torcidas triviales de c0 y C(K)

	Apéndices
	Medida y análisis funcional
	Topología
	Extensiones comunes acotadas
	Bibliografía
	Índice alfabético

