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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este trabajo, vamos a abordar algunas cuestiones relacionadas con la region
poliédrica que genera el conjunto de soluciones factibles de un problema de optimizacién lineal.
La optimizaciéon lineal es una rama de las matematicas cuyo fin es el de maximizar o minimizar
una funcién lineal, denominada funcién objetivo, y donde las variables de dicha funcién estan
sujetas a una serie de restricciones expresadas mediante un sistema de desigualdades también
lineales. El conjunto de valores que pueden tomar estas variables para los que se satisfacen todas
las restricciones del problema forman la region factible. Asi, se dice que una solucién es factible

si pertenece a dicha region.

Entre los principales fundadores de esta técnica se encuentra George Dantzig, quien publico
en 1947 el conocido método simplex. Este algoritmo resolvia los problemas de optimizacién lineal
de manera muy eficiente, como ilustr6 en [10] con la resoluciéon de un problema de 70 variables.
John von Neumann desarroll6 ese mismo ano la teorfa de la dualidad en programas lineales, y
Leonid Kantorévich [14], un matematico ruso que ya antes de Dantzig utilizaba técnicas similares,

recibié en 1975 el Premio Nobel de Economia.

En 1979, Leonid Khachiyan [16] disefi6 el método del elipsoide, a través del cual demostrd
que el problema de la programacién lineal es resoluble en tiempo polinémico, aunque nunca
tuvo demasiadas implicaciones practicas debido a su compleja implementaciéon. Mas tarde, en
1984, Narendra Karmarkar [15] introdujo el método de punto interior para resolver problemas
de programacién lineal, lo cual constituiria un gran avance en los principios teéricos y précticos
en el area. A pesar de que no se conoce si el método simplex es un algoritmo de complejidad
polinémica, esto es, no sabemos si un problema de optimizacién lineal con un ntmero d de
variables y n restricciones lineales puede ser resuelto con este algoritmo en un tiempo que dependa

polinémicamente de n y d, en la practica es un método muy rapido.

FEn el segundo capitulo de este trabajo, vamos a estudiar una conjetura motivada originaria-
mente por el analisis del método simplex en optimizacién lineal, y que a dia de hoy ha conseguido

atraer la atencién de numerosos matematicos, tanto puros como aplicados: la conjetura de Hirsch.
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Figura 1.1: La envolvente convexa de los puntos enteros de una regiéon poliédrica esta contenida en el

conjunto factible del problema relajado

La region factible de un problema de optimizacién lineal es un poliedro. La conjetura de Hirsch
establece una cota superior polinémica del nimero de aristas que hay que recorrer necesaria-
mente al conectar los dos puntos del poliedro mas alejados entre si. La prueba, o refutacién, de
este resultado ha sido motivo de estudio de muchos matematicos durante los tltimos 50 afnos.
En 2010, Francisco Santos encuentra un politopo de dimensién 43 con 86 facetas que viola esta

conjetura [29].

Para construir su contragjemplo a la conjetura, Santos utiliza una generalizacion del teorema
de los d pasos de Klee y Walkup [20], y demuestra la existencia del contraejemplo aplicando 38
veces dicho teorema a un politopo de dimension 5 con 48 facetas que viola cierta propiedad. A lo
largo del capitulo, detallaremos el estudio que lleva a cabo Santos para aportar el contraejemplo,
asi como los resultados ya conocidos en la literatura relacionados con la conjetura de los que

parte.

En el tercer y cuarto capitulo del trabajo, vamos a centrar nuestra atencién en las regiones
factibles de problemas de optimizacién lineal donde las variables sean enteras. Los problemas de
optimizaciéon lineal entera son una extensiéon de los problemas de optimizacién lineal en los que
algunas de las variables (o todas) toman valores enteros. Con frecuencia, estas variables enteras
s6lo van a tomar los valores cero o uno, lo que permite a las variables representar condiciones
logicas.

En un primer momento, podriamos pensar que resulta mas facil resolver problemas con
restricciones de integridad, ya que transforman un problema continuo en un problema discreto.
Sin embargo, los algoritmos que permiten resolver los problemas de optimizacién lineal entera

requieren mucho mas tiempo computacional.

Imponer la restriccién de integridad a las variables agrega nuevas desigualdades al modelo
lineal, lo que conlleva a una reduccion del tamano de la region factible (Figura 1.1). Asi, en un
problema en el que estemos maximizando (minimizando), las soluciones del problema relajado
(esto es, sin restricciones de integridad) van a ser siempre cotas superiores (inferiores) de la

solucion 6ptima del problema entero.
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Figura 1.2: Region factible y candidatos a soluciones éptimas

La primera tentacién a la hora de abordar la resolucién de un problema de optimizacién lineal
entera puede ser la de redondear la solucién obtenida al relajar la condicién de integridad. Sin
embargo, éste no es un buen procedimiento, pues la mayoria de las veces no conduce a la solucién
6ptima, e incluso puede que esta solucién redondeada no se encuentre dentro del conjunto factible
de soluciones del problema. Consideremos, por ejemplo, el siguiente problema de optimizacion
lineal entera:

minimizar x1 — 1lxzo
sujeto a —x1 + 1022 <40
1021 + 10z2 < 205

x1,w2 > 0,217,722 € Z.

La solucion 6ptima de la relajacion lineal del problema es z1 = 15,29 = 5’5 (véase Figura
1.2). Si redondeamos x9 al valor 6, el punto (15,6) queda fuera de la region factible del problema
(zona sombreada en la figura). Si tomamos x5 = 5, el valor de la funcién objetivo en dicho punto
es de —40. Sin embargo, la solucién x1 = 10,29 = 5 es también factible, y devuelve un valor de

la funcién objetivo de —45, que es méas pequeno.

Para la resolucion de los problemas de programacion lineal entera existen diferentes métodos.
Muchos de estos métodos parten de la resolucién del problema lineal dejando a un lado las
restricciones de integridad y buscando el mejor valor para las variables reales. Partiendo del
supuesto de que la solucién entera no debe estar muy lejos, se aplican diferentes técnicas que

permiten llegar al éptimo entero.

Algunos de los procedimientos més utilizados son los métodos de hiperplanos de corte, que
introducen nuevas restricciones al problema relajado, hasta lograr que la solucién 6ptima del
nuevo problema sea entera, o los métodos de ramificacién y acotacién, que dividen el problema
en subproblemas menores, descartando algunos de ellos en los que se sepa que no va a estar el

6ptimo gracias a las cotas dadas por la relajacion lineal.

Una manera de facilitar la obtencién de las soluciones éptimas a estos métodos es conseguir
generar una region factible del problema relajado lo mas ajustada posible a la envolvente convexa

de las soluciones enteras. Cuando tenemos un ntmero elevado de variables, obtener de manera
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explicita dicha envolvente convexa no resulta posible. Algo que si podemos hacer es anadir a
la formulacion del problema nuevas desigualdades validas que no puedan ser mejoradas y que

delimiten parte de la envolvente convexa.

En el tercer capitulo, vamos a enfocar nuestro estudio en la obtencion de nuevas desigualdades
para un problema de localizacién en optimizacién lineal entera, el problema de localizacién de
concentradores sin capacidades. En este capitulo, formularemos el problema de localizacién como
un problema de empaquetamiento, el cual presenta una estructura que ha sido estudiada en la
literatura y para el que, como detallaremos mas adelante, se conocen algunos procedimientos para
la obtencién de facetas del poliedro asociado. Muchos de los resultados que obtengamos en este
capitulo, en el que el estudio que llevemos a cabo serd meramente teérico, fueron propuestos por
Marin en [23]. En el cuarto capitulo, realizaremos un estudio computacional para ilustrar cémo
afecta a la resoluciéon de los problemas de optimizacién la inclusiéon de nuevas desigualdades a la

formulacion, considerando el problema de localizacién de plantas simple sobre un grafo dirigido.

Antes de continuar, vamos a incluir en este capitulo algunas definiciones formales de conceptos
que ya hemos introducido, asf como una serie de nociones béasicas que utilizaremos a lo largo del

trabajo.

1.1. Conceptos basicos de teoria de grafos y poliédrica

L., wF € R" es linealmente indepen-

Definicion 1.1.1 Una coleccion finita de vectores w
diente si la inica solucion de Zle Aiw' =0es \; =0,i=1,...,k. En otro caso, los vectores
son linealmente dependientes.

Definicién 1.1.2 Una coleccion finita de vectores w', ..., w* € R" es afinmente indepen-

diente si la inica solucion de Zle Nw' =0 con Zle Ai=0es A =0,1=1,...,k.

Proposicion 1.1.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

w wl, ..., w* son afinmente independientes.
w w? —wl, .. wP —w! son linealmente independientes.
o (w!,1) (w”,1) son linealmente independi

1), ..., , pendientes.

Definicion 1.1.4 Un conjunto S C R™ es convexo si para todo w,y € S y para todo X € [0, 1]
se verifica que A\w + (1 — ANy € S.

Definicion 1.1.5 Sean w',...,w* € R*, y X\ € Ri tal que Zle Ar = 1. Entonces, el vector
Zle Niw' se dice que es una combinacion convexa de w', ... w".

Definicién 1.1.6 El conjunto de todas las combinaciones convezas de los vectores w', ..., wk se

denomina envolvente conveza, y se denota conv(w', ..., w").
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Figura 1.3: Vértice, cara (arista) y faceta de un politopo en R3

La envolvente convexa de dos puntos es un segmento. Un conjunto es convexo si, y sélo si,
para cualquier par de puntos del conjunto, el segmento que los une yace integramente en el

conjunto.
Definicion 1.1.7 Un poliedro es un conjunto de la forma

{fweR": Aw < b} = {w e R": a'w < b, Vi€ {1,...,m}},
donde A € R"™* ™ y b e R™,

Si existe una constante C' de manera que |w;| < C para todo w € P y para todo i, entonces

el poliedro es acotado. A los poliedros acotados se les denomina politopos.
Todo poliedro es un conjunto convexo.

Definicion 1.1.8 Un poliedro P C R” tiene dimension k si el mdximo nimero de puntos afin-

mente independientes en P es k + 1.

Definicion 1.1.9 Una desigualdad

Tw < 7o,

conm € R" my € R, se denomina desigualdad vdlida del poliedro P C R™ si es satisfecha por

todos los puntos de P.

Definicion 1.1.10 Si mw < mg es una desiqualdad vdlida del poliedro P, al conjunto
F={weP:mw=mp}

se le llama cara de P. Si F # () y F # P, decimos que la cara es propia.
El nimero de caras distintas de un poliedro P es finito.

Definiciéon 1.1.11 Una cara F del poliedro P es una faceta de P si dim(F) = dim(P) — 1.

Abusando de notacion, también se llama faceta a la desigualdad mw < wy que define o F.

Las caras de dimension 0 se denominan vértices, y las de dimension 1, aristas (Figura 1.3).
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Definiciéon 1.1.12 Un grafo simple no dirigido es un par (V, E) formado por un conjunto finito
V # 0, a cuyos elementos denominamos vértices o nodos, y un conjunto de aristas o pares no

ordenados de nodos adyacentes, E.

Definicion 1.1.13 Una arista e € E es incidente con un vértice v € V si v es uno de sus

extremos. En ese caso, se dice que e incide en v.

Definicion 1.1.14 Dado un grafo G = (V, E), diremos que otro grafo G' = (V'  E') es subgrafo
de GsiV'CV yE CE.

Definiciéon 1.1.15 Una cadena o camino es un grafo (V, E) definido por V.= {vy,...,v,} ¥
E = {(v1,v2), (v2,v3),...,(vp—1,vp)}, es decir, una sucesion alternante de vértices y aristas
distintos que comienza en un vértice y termina en otro, tal que cada arista incide en el nodo

anterior y posterior de la sucesidn. Un camino con m aristas se dice que tiene longitud m.

Definicién 1.1.16 Un grafo dirigido es un par (V,A), donde V es el conjunto de vértices o

nodos y A es un subconjunto de pares ordenados de V XV, cuyos elementos se denominan arcos.

En un grafo no dirigido, las aristas se representan como lineas sin direccién, mientras que en

un grafo dirigido, representaremos los arcos mediante flechas.



Capitulo 2

Un contraejemplo a la conjetura de
Hirsch

En este capitulo, vamos a estudiar el origen de la conjetura de Hirsch sobre el posible didmetro
del grafo de un politopo, y su relacién con la programacion lineal, en particular con el método
simplex, asi como las ideas y resultados principales que llevaron a Francisco Santos, catedrético de
Geometria y Topologia en la Universidad de Cantabria, a obtener en [29] un primer contraejemplo

a esta conjetura.

Dado un politopo P, sus vértices y aristas forman un grafo finito no dirigido. Si V es el
conjunto de vértices de dicho grafo, la distancia entre dos vértices u,v € V, que denotaremos
dp(u,v), es la longitud o nimero de aristas del camino més corto desde u hasta v. Se denomina

didmetro combinatorio de un politopo P a la maxima distancia entre sus vértices:
A(P) = max{dp(u,v) : u,v € V}.

Denotaremos por A(n,d) al mayor didmetro combinatorio posible del grafo de un politopo de

dimension d definido por n desigualdades.
En 1957, Warren M. Hirsch formulé en una carta dirigida a George Dantzig, en relacién con

su reciente desarrollo del método simplex, la siguiente conjetura:

Conjetura de Hirsch (1957). El didmetro (combinatorio) del grafo de un politopo

de dimension d con n facetas no puede ser mayor que n — d:

A(n,d) <n —d.

En otras palabras, esta conjetura establecia que cada par de vértices de un politopo de
dimension d definido por n desigualdades puede ser conectado por un camino de, como mucho,
n — d aristas. Originalmente, la conjetura no distinguia si las regiones factibles estaban acotadas

0 no, es decir, hacia referencia tanto a politopos (convexos) como a poliedros no acotados. Klee

7
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y Walkup probaron en [20] que la conjetura no se cumplia en el caso no acotado para poliedros
de dimensién mayor o igual a 4. Por tanto, a lo largo del capitulo vamos a considerar tinicamente

la version acotada de la conjetura.

Diremos que un politopo P de dimensién d con n facetas es de Hirsch si verifica la conjetura,
es decir, si A(P) < n —d,y que no lo es en caso contrario. En las dos primeras secciones del
capitulo, veremos la relacion que tiene la Conjetura de Hirsch con la complejidad del método
simplex en programacion lineal, e ilustraremos algunos de los resultados que se han obtenido
en el estudio de la conjetura y en el intento de acotar el didmetro de los politopos, antes de la
aparicién del primer contraejemplo. En las secciones 2.3 y 2.4, abordaremos el contraejemplo que
aporta Santos en 2010. La obtencién del contraejemplo tiene dos partes: por un lado, el teorema
generalizado de los d pasos para unos politopos particulares, a los que Santos denomina husos, y
que probaremos para sus correspondientes politopos duales, los prismatoides; por otro lado, en
relacién con dicho teorema, la construccién de un politopo de dimensién 43 con 86 facetas que

no es de Hirsch.

2.1. La conjetura de Hirsch y la programacién lineal

El método simplex, desarrollado por George Dantzig en 1947, ha sido considerado como uno
de los algoritmos mas influyentes del siglo XX. Durante mas de 30 anos, fue el tinico método

aplicable para resolver problemas grandes de programacion lineal.

Este algoritmo funciona en dos etapas. En primer lugar, el método simplex busca un vértice
arbitrario del dominio o regién factible que definen las restricciones del problema. Este dominio
es un poliedro, que puede estar o no acotado. Una vez hecho esto, va moviéndose de un vértice a
otro del poliedro recorriendo en cada paso una arista, y buscando siempre incrementar el valor

de la funcién que queremos maximizar.

A la hora de escoger a qué vértice vecino se va a dirigir en cada iteraciéon, hay diferentes
criterios de elecciéon o reglas de pivote. En el momento en que un nuevo paso no mejore el valor

de la funcién objetivo, el algoritmo se detiene al haber alcanzado el méaximo global.

A dia de hoy, todavia no sabemos si el método simplex es un algoritmo de complejidad
polinémica, es decir, no sabemos si es capaz de resolver un problema de programacion lineal
que tenga d variables y n restricciones en un tiempo que dependa de manera polinémica de
esos paradmetros n y d. Una de las razones principales de tal desconocimiento es que, dada una
region poliédrica, no se puede afirmar que su didmetro, esto es, el maximo namero de aristas
que necesitamos recorrer para viajar desde un vértice a otro por el camino méas corto, sea una

funcién polinémica dependiente de n y d.

Para poder acotar la complejidad del método simplex necesitamos primero ser capaces de

acotar el didmetro de los grafos de los politopos. Aqui entra en juego la conjetura de Hirsch. En
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el peor de los casos, el diametro de un politopo nos proporciona una cota inferior del nimero de
pasos que necesitaremos dar en el método simplex. Si se demuestra que el didmetro de cualquier
politopo es polinémico en n y d, cabe la posibilidad de que existan reglas de pivote que permi-
tan al algoritmo alcanzar el 6ptimo en un tiempo polinémico. El desarrollo del algoritmo y su

complejidad van a depender de la regla de pivote que elijamos.

Si por el contrario encontramos algin politopo cuyo didametro dependa exponencialmente de
los parametros n y d, entonces la complejidad del método simplex serd intrinsecamente exponen-

clal.

2.2. La conjetura de los d pasos

A la hora de estudiar la conjetura de Hirsch, son varias las formulaciones equivalentes que
se han dado para el problema. Una de ellas es la conjetura de los d pasos. Esta conjetura es un
caso particular de la conjetura de Hirsch, en el que nos restringimos a politopos cuyo nimero de

facetas es exactamente el doble que su dimensién:

Conjetura de los d pasos. El digmetro (combinatorio) del grafo de un politopo de

dimension d con 2d facetas no puede ser mayor que su dimension:

A(2d,d) < d.

Klee y Walkup demuestran en [20] que para todo m € N,
maxgen{A(d +m,d)} = A(2m,m).

Esto equivale a decir que para cada diferencia fija n — d entre el nimero de facetas y la dimensién
del politopo, el méximo didmetro se va a alcanzar en un politopo que tenga dimensiéon n —d y

2(n — d) facetas:
Lema 2.2.1 Sil <d < n, entonces A(n,d) < A(2n —2d,n — d).

Como corolario de este resultado, Klee y Walkup obtienen la equivalencia entre ambas con-

jeturas |20, Teorema 2.5]:

Teorema 2.2.2 (Teorema de los d pasos) Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A(n,d) <n —d para todo n y d (Conjetura de Hirsch).

2. A(2d,d) < d para todo d (Congetura de los d pasos).

Demostracion. Si un politopo de dimension d con n facetas verifica la conjetura de Hirsch, enton-
ces A(n,d) < n—d paratodo ny d,y en particular para n = 2d se tiene que A(2d,d) < d. Por otro
lado, si un politopo de dimensién d con 2d facetas verifica la conjetura de los d pasos, sabemos por
el Lema 2.2.1 que A(n,d) < A(2n—2d,n—d) y se tiene que A(n,d) < A(2(n—d),n—d) < n—d,
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luego el politopo verifica también la conjetura de Hirsch. ([l

--+ El Teorema de los d pasos implica que para probar, o refutar, la conjetura de
Hirsch, el estudio se reduce a considerar un politopo de dimensién d con n = 2d facetas

y ver si su didmetro esta acotado por d.

Se han obtenido algunos resultados en la literatura a la hora de abordar la conjetura. La
conjetura de Hirsch se cumple para n — d < 6. Klee y Walkup prueban en 1967 en [20] que
A(9,4) = A(10,5) = 5, y con ello que la conjetura de los d pasos es cierta para d < 5. El
caso d = 6 lo verifican mas tarde Bremner y Schewe en [6]. También han sido probados algunos
casos particulares. Goodey demuestra en 1972 en [11] que A(10,4) =5y A(11,5) = 6; Bremner
y Schewe demuestran también en [6] que A(11,4) = 6, y Bremner et al. prueban en [5] que
A(12,4) = A(12,5) =17 .

En cuanto a cotas superiores para A(n,d), no se conoce ninguna que sea polindmica en
términos de n y d. Las mejores que se han encontrado hasta ahora son una cota casi-polinémica,

presentada por Kalai y Kleitman en [13],
A(n,d) < nlog(d)+2’
y mejorada en 2014 por Todd en [32],
A(n,d) < (n — d)°ed,

y una cota lineal en dimension fija probada por Barnette en [3|, y mejorada por Larman y de
nuevo por Barnette en [22] y [4],
2d72
A(n,d) < —5 "

2.3. El teorema generalizado de los d pasos

Como ya hemos visto, el Teorema de los d pasos reduce el estudio de la conjetura de Hirsch
a considerar politopos con n = 2d. Otra reduccion importante, obtenida por Klee en [17] y que
probaremos mas adelante, es que para cada n y d, el maximo valor de A(n,d) siempre se va a

alcanzar en un politopo simple.

Definicion 2.3.1 Un politopo de dimension d se dice que es simple si cada vértice pertenece

exactamente a d facetas.

Klee y Walkup muestran en [20] que el estudio de la conjetura de los d pasos nos conduce al

estudio de unos politopos de dimensiéon d denominados figuras de Dantzig.

Definiciéon 2.3.2 Una figura de Dantzig (P, xz,y) es un politopo simple P de dimension d con
2d facetas de las cuales exactamente d son incidentes a un vértice x, y las otras d son incidentes

a un vértice y.



Capitulo 2. Un contraejemplo a la conjetura de Hirsch 11

|

u U

Figura 2.1: Huso obtenido al intersecar dos conos no acotados en R?

En el mismo articulo, Klee y Walkup prueban también que para cualquier politopo simple
de dimension d con 2d facetas, el maximo didmetro coincide con la distancia dp(x,y) entre dos
vértices = e y que no residen en la misma faceta [20, Teorema 2.8|. Por tanto, que todas las figuras
de Dantzig (P, z,y) de dimension d verifiquen dp(z,y) < d es suficiente para que la conjetura de

los d pasos sea cierta, o equivalentemente:

--» si encontramos una figura de Dantzig donde dp(x,y) > d, entonces habremos

probado que no se cumple la conjetura de los d pasos.

La primera idea que utiliza Santos para la construccion del contraejemplo es la observacion de
que si partimos de un politopo de dimensioén d que no sea simple y tenga n > 2d facetas, entonces
vamos a poder obtener una figura de Dantzig simple de dimensién n —d con 2n — 2d facetas cuyo
didmetro sea mayor que su dimension. A estos politopos de partida Santos los denomina husos
(en inglés, spindle).

Definicion 2.3.3 Un huso es un politopo de dimension d que posee dos vértices u y v con la

propiedad de que toda faceta del politopo contiene exactamente a uno de ellos. A esos dos vértices

los llamaremos los extremos del huso.

Dicho de otra manera, un huso es el politopo que resulta de la interseccién de dos conos
poliédricos no acotados cuyos éapices son los extremos u y v (Figura 2.1) y que contiene al
segmento uv. Llamaremos longitud del huso a la distancia en el grafo entre el vértice u y el

vértice v, es decir, al nimero de pasos necesarios para ir de un extremo al otro.
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Figura 2.2: EI politopo dual de un cubo es un huso de dimensién 3 con 8 facetas

Teorema 2.3.4 (Teorema generalizado de los d pasos para husos) Si P es un huso de
dimensién d con n > 2d facetas y longitud ¢, entonces existe otro huso P’ de dimension d + 1,

con n + 1 facetas y longitud al menos £+ 1.

FEl modo de proceder ahora es el siguiente: vamos a ir, paso a paso, incrementando la di-
mensién, ndmero de facetas y longitud de cada huso en una unidad, hasta que se alcance la
igualdad n = 2d. Si aplicamos n — 2d veces el Teorema 2.3.4, obtendremos un huso de dimension
d+ (n—2d) = n —d con 2n — 2d facetas, cuya longitud resulta mayor o igual que ¢ + n — 2d.

Para este nuevo huso, su nimero de facetas duplica a su dimension.

Si se da el caso de que el huso P de partida tiene una longitud ¢ > d, entonces el huso P’ va
a tener una longitud £ 4+ n — 2d > d 4+ n — 2d = n — d. Este huso P’ viola la conjetura de los
d pasos, y por tanto también la conjetura de Hirsch. Asi, el Teorema 2.3.4, aplicado de manera

reiterada hasta alcanzar la igualdad n = 2d, conduce al siguiente resultado:

Corolario 2.3.5 Si existe un huso P cuya longitud sea mayor que su dimension, entonces existe

otro huso P’ que no verifica la conjetura de Hirsch.

Para probar todos estos resultados, Santos trabaja con la version dual de la conjetura de
Hirsch. En vez de ir desde un vértice del politopo hasta otro atravesando aristas, viajaremos de
una faceta hacia otra cruzando caras de codimension 2 (esto es, de dimension d—2), denominadas

crestas.

Definicion 2.3.6 Un politopo ) de dimensidn d con n vértices es un politopo de Hirsch dual s¢
bastan n — d pasos duales para ir desde una faceta de Q hasta cualquier otra, donde un paso dual
consiste en el movimiento desde una faceta F de QQ a otra faceta adyacente F'. Estas dos facetas

F y F' comparten una cresta de Q).

Q@ es un politopo de Hirsch dual si, y s6lo si, su politopo polar es de Hirsch. El politopo dual
(o polar) de un politopo dado es un politopo cuyo conjunto de vértices se corresponde con las
facetas del politopo inicial (véase Figura 2.2). Hablaremos ahora de grafo dual, cuyos vértices
van a ser las facetas del politopo y cuyas aristas van a ser las caras de dimension d — 2 (crestas).
Los husos utilizados en el teorema generalizado de los d pasos se convierten en prismatoides al

dualizarlos.
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Q+
T 0 —

Figura 2.3: Un prismatoide

Definicion 2.3.7 Un prismatoide es un politopo Q que tiene dos facetas paralelas QT y Q™ que
contienen a todos los vértices, a las que llamaremos bases de Q. La anchura de un prismatoide

es la distancia grdfica (dual) entre QT y Q™.

Las facetas base de un prismatoide pueden no ser unicas. En la Figura 2.3 se muestra un

prismatoide de dimensién 3.

2.3.1. El teorema generalizado de los d pasos para prismatoides

Para probar, o refutar, la conjetura (dual) de Hirsch, ahora basta con que centremos nuestra
atencion en politopos que tengan 2d vértices. Ademas, el maximo diametro (dual) se va a alcanzar
en los politopos duales de los politopos simples, los politopos simpliciales. En estos politopos,
cada faceta estd generada por exactamente d vértices. Para probar esta segunda reduccién,

necesitamos introducir una operacion de empuje de vértices descrita por Klee en [18].

Definicion 2.3.8 Sea Q un politopo con conjunto de vértices V y sea v € V un vértice de Q.
Diremos que un politopo Q)" se obliene a partir de otro @ empujando v si el conjunto de vértices
de Q" es (V\{v}) U{v'} para un cierto punto v' € Q, y los tunicos hiperplanos generados por

vértices de QQ que intersecan el segmento vv' son aquellos que contienen a v.

Dicho de otra manera, esta operacién empuja un vértice v a una nueva posiciéon v’ dentro del
politopo @ (admitiendo también la frontera) pero suficientemente cerca de su posicion original.
Asi, en caso de estar situado en la frontera, no se admite que v’ se encuentre sobre una faceta de

@) que no esté generada por el vértice v.

Teorema 2.3.9 (Klee, [17]) El mdzimo didmetro (dual) del grafo de un politopo Q de dimen-

ston d con n vértices se alcanza en un politopo stmplicial.

Demostracion. Veamos que para cada politopo ) de dimensién d con n vértices, existe un politopo
simplicial Q' con la misma dimension y ntumero de vértices, y cuyo méaximo didmetro es, al menos,
igual al maximo didmetro de Q). Utilizaremos el procedimiento de empuje de vértices que hemos
descrito. Sea V el conjunto de vértices del politopo @ y supongamos que obtenemos V' a partir

de V empujando un vértice v € V a una nueva posiciéon v'. El conjunto de vértices de Q' viene
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dado entonces por V' = (V\{v}) U {v'}, donde v' es un punto de la envolvente convexa de V tal

que el segmento vv’ no interseca a ningan hiperplano generado por vértices de Q.

Supongamos ahora que S es el conjunto de vértices de una faceta del politopo conv(V’).
Entonces, o bien v’ ¢ S y S esté contenido en el conjunto de todos los vértices de alguna faceta
de @, o bien v € Sy el conjunto (S\{v'}) U {v} esta contenido en el conjunto de todos los
vértices de alguna faceta de Q. Por tanto, el maximo diametro de conv(V’) es mayor o igual
que el maximo diametro de conv(V). Si tomamos Q' = conv(Vp), donde Vj se obtiene de V
en n pasos empujando de manera sucesiva los n vértices de V, entonces @’ tiene n vértices, es

simplicial, y el maximo didmetro de @’ es mayor o igual que el de Q. O

Para probar el teorema generalizado de los d pasos para prismatoides, necesitamos establecer

dos lemas previos.

Lema 2.3.10 Sea Q' un politopo obtenido a partir de otro politopo Q tras empujar un vértice v.

1. Si F' es una faceta de Q' con conjunto de vértices S" y tomamos o bien S = (S"\{v'})U{v}
siv' € F', o bien S = 8" siv' ¢ F', entonces hay una inica faceta ¢(F') de QQ que contiene

al conjunto de vértices S.

2. La aplicacion F' — ¢(F") envia facetas adyacentes de Q' o bien a la misma o bien a facetas

adyacentes de Q.

Demostracion. Supongamos que hemos obtenido el politopo @’ a partir de un politopo @ em-
pujando el vértice v. Veamos qué ocurre cuando movemos de manera continua el nuevo vértice
v’ hacia su posicion original v a través del segmento vv’. Denotaremos por Q(t) al politopo que
tenemos en un tiempo t, y por F(t), S(t) y v(t) a la faceta, su conjunto de vértices y el vértice
que estamos moviendo en dicho tiempo ¢. Asi, con esta notacion, Q@ = Q(0), Q' = Q(1), v = v(0)
y v" = v(1). Como suponemos que ningin hiperplano generado por los vértices de () interseca
al segmento vv’ a menos que contenga al vértice v, la combinatoria de Q(t) es la misma en cada

momento ¢t > 0, y cambia Ginicamente para ¢ = 0.

Cada hiperplano que define una faceta de Q(t) va a tender a un hiperplano que define una
faceta de Q(0) (lo que prueba 1.) a menos que el conjunto de vértices S(t) que genera la faceta
F(t) esté contenido en un plano de codimension dos, es decir, a menos que F'(t) sea una piramide
con apice en v(t) sobre una cara de codimension dos G’ de @', con v en la envoltura afin de G.
Como suponemos que v’ € Q, esto no puede ocurrir, pues en dicha situacion, el hiperplano H’
generado por F(t) no depende de ¢ para t > 0 y contiene al segmento vv’. Si tomamos w el dltimo
punto donde el rayo de u a v’ toca a @, entonces w es una combinacién convexa de vértices de
Q distintos de v y ademés se encuentra en el hiperplano H’, por lo que también est4 en la faceta
F(t) para cada t > 0. Como w esta mas lejos de G’ que v(t), entonces F(t) no puede ser una

piramide con &pice en v(t) y base G'.
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i

9] Su(Q)
Figura 2.4: La suspensién de un punto de un pentdgono en R? es un

politopo simplicial en R® con 6 vértices y 8 facetas

Hemos visto que cuando ¢t va desde 1 hasta 0 la combinatoria de @’ resulta ser la misma
excepto en t = 0, donde algunas facetas de @’ se fusionan para formar una tinica faceta de Q.

Por tanto, queda probada también la segunda parte. O

Para el siguiente lema, y para la prueba del teorema generalizado de los d pasos, necesitamos

introducir otra operacion.

Definicion 2.3.11 Dado un vértice v de un politopo (Q de dimension d con n vérlices, la sus-
pension de un punto S,(Q) se construye embebiendo el politopo Q en un hiperplano de R4 y
anadiendo dos nuevos vértices u y w, cada uno en un lado opuesto del hiperplano, de manera

que el segmento uw contenga al vértice v.

Con esta construccion, S,(Q) tiene una dimension méas que el politopo @, y también un

vértice mas. Las facetas de S, (Q) van a ser de dos tipos:

» Para cada faceta F' de ) que contenga al vértice v, tendremos en S,(Q) una faceta S, (F).

» Para cada faceta F' de ) que no contenga al vértice v, tendremos en S,(Q) dos facetas
Fxuy Fxw, donde la expresién F'xv denota la piramide sobre F' con dpice en un vértice

V.

En la Figura 2.4 se ilustra la construccién de estos dos tipos de facetas para un politopo de

dimensién 2.

Lema 2.3.12 Sean I} y Iy dos facetas de un politopo Q y sea Q := Sy(Q) la suspension de
algin vértice v. Para i = 1,2, si F; denota a la faceta Sy(F;) de Q o a una de las facetas Fy xu
o F; xw, seqiin v pertenezca o no a F;, entonces la distancia entre F Yy Fy en el grafo dual de Q

es mayor o igual que la distancia entre F1 y Fy en el grafo dual de Q).

Demostracion. El grafo dual de Q se proyecta sobre el de @) enviando cada faceta S, (Q), F *u o
F xw ala faceta F' < @ de la que proviene. Esta proyeccion equivale a contraer todas las aris-

tas duales (crestas) entre F'xuy F*xw, para cada faceta F' de @) que no contiene al vértice v. O



16 Poliédrica en Optimizacién Lineal y Entera

Teorema 2.3.13 (Teorema generalizado de los d pasos para prismatoides) SiQ es un
prismatoide de dimension d con n vértices y anchura £, entonces existe otro prismatoide () de
dimension n — d, con 2n — 2d vértices y anchura al menos £ +n — 2d. En particular, si £ > d,
entonces Q' no satisface la conjetura (dual) de los d pasos, y por tanto tampoco la conjetura
(dual) de Hirsch.

Demostracion. Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las facetas de @), excepto
Q1 y Q, son simplices (esto es, generadas por exactamente d vértices). En efecto, si HT y H~
son los hiperplanos que contienen respectivamente a QT y @7, y alguna de las facetas de @
distintas de QT y Q™ no son simplices, entonces podemos mover ligeramente los vértices de @,
cada uno dentro del hiperplano H+ o H~ que lo contiene, y denotar todavia por Q a la envolvente
convexa de estos puntos perturbados. Cuando esta perturbacién es suficientemente pequena, no
decrece la longitud de los caminos desde QT hasta Q~, por lo que el politopo perturbado es
todavia un prismatoide con la misma dimensién y ntumero de vértices que el original, y con

anchura al menos /.

Llamemos s = n — 2d a la asimplicialidad de @, y probemos el teorema por induccién en s.
Sabemos que cada faceta de un politopo de dimensién d tiene al menos d vértices. Por tanto,
como en un prismatoide todos los vértices estan contenidos en dos facetas, sabemos que n > 2d,
luego s es siempre no negativo. El caso s = 0 es tautolégico: @ seria un politipo simplicial. Para
el paso inductivo, veamos que si s > 0, en cada paso podemos construir a partir de () un nuevo
prismatoide tal que cada una de sus facetas va a ser un simplice (excepto quiza una de sus bases),

va a tener una dimensién més y un vértice méas que () y su anchura va a ser al menos £ + 1.

Veamos primero que si s > 0, podemos construir a partir de ) un nuevo prismatoide de
dimensiéon d + 1 y con un vértice mas que . Como s > 0, al menos una de las facetas Q" y
Q™ no es un simplice. Consideremos sin pérdida de generalidad que Q1 no es un simplice (Q~
puede serlo o no). Sea v un vertice de @~ y construyamos S,(Q) la suspensiéon de un punto de

() sobre el vértice v (véase Figura 2.5).

Q Su(@Q)

Figura 2.5: Obtencion de S,(Q) C R? para un prismatoide Q C R? cuya

faceta QT no es un simplice
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En la Figura 2.5 aparecen varios puntos sobre la arista QT para representar el hecho de que

Q™" no es un simplice. Debemos entender estos puntos como vértices de Q.

Denotaremos por Q~ = S,(Q~) a la suspensién de un punto de Q~, que es una faceta de
S,(Q). Podemos observar que S,(Q) es casi un prismatoide: sus caras Q" y Q™ contienen todos
los vértices de S, (Q) y ademas todos ellos residen en dos hiperplanos paralelos. El inico problema
es que QT no es una faceta, sino una cresta. Como sabemos que Q1 no es un simplice, podemos
mover ligeramente alguno de sus vértices en la direccidon del segmento uw creando asf una nueva
faceta Q1 que es paralela a Q. Estas dos facetas contienen todos los vértices del nuevo politopo

Q, que ya es entonces un prismatoide (véase Figura 2.6).

Figura 2.6: Perturbando algiin vértice de Q" (no necesariamente todos)

obtenemos un prismatoide en R3

Veamos ahora que este politopo Q que hemos obtenido tiene anchura mayor o igual que £+ 1,
siendo ¢ la anchura de Q. Por el Lema 2.3.12, sabemos que la distancia desde Q~ hasta una de
las caras QT *u 0 QT *w en S,(Q) es, al menos, £. Para asegurarnos de que la anchura de Q es
al menos ¢+ 1, haremos una perturbacion de S,(Q) a Q de la siguiente manera: sea a un vértice
de QT y supongamos que las tinicas facetas de S,(Q) que contienen a a que no son simplices
son QT xu y Q1 xw (si esto no ocurre, basta empujar primero a a un punto dentro de Q%
genérico, que sabemos por el Lema 2.3.10 que mantiene las propiedades que necesitamos y no
disminuye las distancias duales). Podemos obtener Q si movemos solamente el vértice a hacia
una posiciéon a’ en una direccién paralela a Q~ y alejandonos de Q. Asi, QT pasard a ser una

piramide Q1 := conv(Vg+ \ a) x a/, donde Vy+ es el conjunto de vértices de Q.

Como el vértice a elegido es genérico, el Unico cambio que se produce en la estructura de
S,(Q) (ademés de crear Q1) es que las dos facetas Q1 * u y Q % w son refinadas (Q~ no es
refinada, ya que no movemos los vértices que la forman). Por tanto, las facetas de Q son: Q7
Q~, Sy(F) para cada faceta F' (de Q) distinta de Q~ con v € F, Fxu y F *v para cada faceta
F (de Q) distinta de Qt con v ¢ F,y Fxuy F % v para cada faceta F de Q.

Por construccion, Q es un prismatoide de dimension d + 1 con n + 1 vértices, y por tanto de
asimplicialidad s — 1. Para obtener su anchura, se puede observar que cualquier camino (dual)
desde Q@ hasta Q™ en Q proyecta a un camino (dual) desde QT a Q~ en @ mediante la siguiente
correspondencia entre facetas: QT — QT, Q~ = Q~, Sy(F) — F para cada faceta F' de @ que
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contiene a v, F'xu, Fxv — o bien a F si F es una faceta de @ distinta de Q™ que no contiene a
v o bien a QT si F es una faceta de Q. Como el paso inicial parte de Q1 hacia una faceta F xu
o F xv, cada camino entre QT y Q~ en @ tiene al menos un paso mas que el camino proyectado

en Q, por lo que la anchura de Q ser4, al menos, ¢ + 1. ]

El teorema generalizado de los d pasos para prismatoides prueba, como hemos visto, que si
existe un prismatoide cuya anchura ¢ sea mayor que su dimensiéon, entonces va a existir otro
prismatoide que viola la conjetura (dual) de Hirsch. Equivalentemente, sabemos entonces que
si existe un huso de dimension d con n facetas cuya longitud supere su dimensién, podemos
construir otro huso, aplicando n — 2d veces el teorema generalizado de los d pasos para husos,

que no va a ser de Hirsch.

Fn la Figura 2.7 se ilustra cada una de las implicaciones entre los resultados mas importantes
que hemos detallado en esta seccién y que necesitamos para que, partiendo de un politopo que

verifica cierta propiedad, obtengamos otro politopo que no verifica la conjetura de Hirsch.

Existencia de un huso cuya Existencia de otro huso P de dim. n —d
) Teorema generalizado .
longitud es mayor que d de los d pasos con 2(n — d) facetas y longitud > n —d
En P, se tiene que El huso P es, en particular, una figura de
A(2n—2d,n —d) =op(xz,y) >n—d Dantzig (simple) con ép(z,y) >n —d

T

P no verifica la conjetura de los d pasos

El mayor valor de A(n,d) se
Teorema de los d pasos . .
alcanza en un politopo simple

P viola la conjetura de Hirsch

Figura 2.7: Relaciones entre resultados obtenidos en esta seccién

2.4. El contraejemplo de Santos

A raiz del Teorema 2.3.13, sabemos que si existe un prismatoide cuya anchura sea mayor
que su dimension, entonces va a existir otro prismatoide que no verifique la conjetura (dual) de

Hirsch. Diremos que un prismatoide tiene la propiedad de los d pasos si su anchura no excede
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r1 T2 3 T4 s r1 T2 3 Trq s
1* 18 0 0 1 1~ 0 18 -1
2+ —-18 0 0 1 2- 0 0 —18 -1
st 0 18 0 0 1 3~ 0 0 18 0o -1
4t 0 —-18 0 0 1 4 0 0o -18 0 -1
5t 0 0 45 0 1 5 45 0 0 0o -1
6+ 0 0 —45 0 1 6~ —45 0 0 0o -1
vas 0 0 0 45 1 7 0 45 0 0o -1
8t 0 0 0 —45 1 8~ 0 —-45 0 0o -1
9t 15 15 0 0 1 9~ 0 0 15 15 -1
10t —-15 15 0 1 10~ 0 5 —15 -1
11+ 15 —-15 0 1 11~ 0 -15 15 -1
12t —-15 —15 0 1 12~ 0 —-15 —15 -1
13t 0 0 30 30 1 13~ 30 30 0 0o -1
1yt 0 0 —-30 30 1 14- -30 30 0 0o -1
15t 0 0 30 -30 1 15~ 30 —30 0 0o -1
16t 0 0 -30 -30 1 16~ -30 —-30 0 0o -1
17+ 0 10 40 0 1 17~ 40 0 10 0o -1
18t 0 —10 40 0 1 18~ 40 0 -1 0 -1
19t 0 10 —40 1 19— —40 10 0o -1
20" 0 —10 —40 1 20~ —40 -0 0 -1
21t 10 0 0 40 1 21~ 0 40 0 10 -1
22+ —-10 0 0 40 1 22~ 0 40 0 —-10 -1
23+ 10 0 0 —40 1 23~ 0 —40 0 0 -1
24+ —-10 0 0 —40 1 24~ 0 —-40 0 —10 -1

Tabla 2.1: Los 48 vértices de un prismatoide Q de dimensién 5 con anchura 6

a su dimensién. Resulta sencillo comprobar que los prismatoides de dimensién 3 verifican esta
propiedad. Para los prismatoides de dimensién 4 también se verifica, como prueban Santos et al.

en [30]. En dimension 5, Santos aporta en [29] el siguiente resultado:

Teorema 2.4.1 El prismatoide Q de dimension 5 cuyos vértices vienen dados por las 48 filas

de las matrices de la Tabla 2.1 no verifica la propiedad de los d pasos.

Este politopo de dimensién 5 no resulta excesivamente grande, por lo que el Teorema 2.4.1 ha
sido verificado computacionalmente por Edward D. Kim y Julian Pfeifle (de manera independien-
te) utilizando el software polymake. Santos detalla en el articulo dos pruebas para el teorema. La
primera de ellas se desarrolla describiendo las adyacencias entre 6rbitas de facetas de Q, lo cual
resulta posible gracias a la simetria del politopo en cuestién. En la segunda, reduce el estudio de
la combinatoria de los prismatoides al estudio de los pares de geodésicas en la (d — 2)-esfera. En

este trabajo, detallaremos Ginicamente la primera de ellas.

Veamos primero algunas propiedades de Q que derivan directamente de su definicién:

» Los primeros 24 vértices, etiquetados de I a 247, generan una faceta de Q que denotaremos
Q% y los tltimos 24 vértices, etiquetados de I~ a 24, generan otra faceta de Q que
denotaremos Q. Estas dos facetas residen en los hiperplanos {x5 = +1} y {25 = —1},

respectivamente. Por tanto, @ es un prismatoide.



20 Poliédrica en Optimizacién Lineal y Entera

» La matriz de Q~ (situada a la derecha en la Tabla 2.1) se obtiene a partir de la matriz
de Q% (situada a la izquierda en la misma figura) si multiplicamos ésta por la siguiente

matriz ortogonal:

o O = O O
o = O O O
o O O = O
o O O O

o © © O

-1

Dicho de otra manera, Q es simétrico bajo la transformacién ortogonal
(x17 x?; x37 x47 x5) — ($4, fL'37 fl:'l, $27 —$5),

y esta simetria envia Q1 a Q~, con el vértice etiquetado por i yendo al vértice etiquetado
por i~. Observemos que esta simetria no es una involucién, es decir, al aplicar por segunda
vez la transformacion, no obtenemos el elemento de partida (por ejemplo, x1 — x4 pero

Ty > T2).

Ademsés, se puede comprobar facilmente que cada una de las siguientes transformaciones
ortogonales envian vértices de una de las facetas base de Q hacia la otra (desde Q1 hasta
Q~, vy desde Q™ hasta Q*):

0 0 0 £1 0 0 0 £1 0 0
0 0 +£1 0 0 0 0 0 +1 0
+1 0 0 0 0 s +1 0 0 0 0
0 £1 O 0 0 0 £1 O 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1

» O y Q7. v por tanto también Q, son invariantes bajo cualquiera de las siguientes 32

transformaciones ortogonales:

+1 0 0 0 £1 0 0 0
0 =1 0 +1 0 0
0 +1 0 s 0 0 +1 0
0 +1 0 0 =1 0
0 0 1 0 0 1

Esto quiere decir que Q" y Q~ son simétricos a sf mismos si cambiamos el signo de cualquie-
ra de sus primeras cuatro coordenadas, y también bajo las transformaciones simultineas

X1 — X2y XT3 — T4.

Para entender el desarrollo que llevaremos a cabo en esta de seccién, necesitamos introducir

primero algunas nociones de teoria de grupos.

Definicién 2.4.2 Sea (G, *) un grupo y X un conjunto no vacio. Decimos que G actia sobre
X si existe una aplicacion 1 : G x X — X, que asocia a cada par (a,x) € G x X un elemento

a(z) = az (accion de a sobre x), y verifica

Al. ay(agz) = (a1 *xa2)x  para todo ay,as € G y para todo x € X,

A2. e(x) =z para todo x € X, donde e es el elemento neutro de (G, ).
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Definicién 2.4.3 Sea (G, x) un grupo que actia sobre un conjunto no vacio X. Definimos la

siguiente relacion binaria en X :
x1 ~x9 & existe a € G:xo = alx).

Esta relacion binaria es una relacion de equivalencia, y las clases de equivalencia se denominan
orbitas. Asi, para cada xz € X, Oy = {a(x) : a € G}. La union de todas las orbitas forma una

particion de X.

Siguiendo la notaciéon que utiliza Santos, vamos a denotar por X el grupo de orden 64 de

simetrias de Q cuyos elementos son:

41 0 0 0 0 0 41 0 0 0
0 41 0 0 0 41 0 0 0 0
0 + 0 o |, o o o =+ o |,
0 +1 0 0 +1 0
0 0 1 0 0 1
0O 0 0 +1 0 0 0 41 0 0
0 0 41 0 0 0 0 +1 0
1 0 o o o |, +1 0 o |;
0 #1 0 0 © 0 +1 0 0
o 0 o0 o0 -1 o 0 o0 o0 -1

y por X7 el subgrupo de ¥ de orden 32 que conserva QT y Q™. El conjunto sobre el que van a
actuar estos grupos va a ser el conjunto de facetas del prismatoide Q.

Teorema 2.4.4 Denominemos Y-orbita a una drbita que genera ¥ al actuar sobre un determi-

nado conjunto de facetas de Q, y X" -6rbita a una érbita generada por T,

1. Las 2 + (20 x 16) = 322 desigualdades de la Tabla 2.2 definen las facetas de Q. A y L
son las bases del prismatoide. En cuanto a las demds, cada una de las 32 desigualdades

etiquetadas con la misma letra forman una XV -drbita. Hay seis Y-drbitas, obtenidas como
union de X -6rbitas: AUL, BUK, CUJ, DUI, EUH y FUG.

2. Estas desigualdades son todas las facetas de Q.

3. Las tnicas adyacencias entre facetas de Q en diferentes X1 -drbitas de facetas de Q son las

que se muestran en Figura 2.8:

4-1) (3.0) (2.1) (12) | (03) (-1,4)

Figura 2.8: Adyacencia entre facetas de Q pertenecientes a distintas 3-6rbitas
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A: 1 —X5 > 0
Biygq: 38 1550 > 4bry tx,  H2z5 tay
Biiiy: 32 B8z > 45xy fay  £2my  fas
Citrx: 135 —45zs > +dwy +2z5 +Izy +314
Chsyy: 135 —4bzy > Hdzy 22 +Iay +5a3
Dyt 135 —4dz5 > Z£dxy *ao +2x3 txy
D/i,i,i,i : 135 —45.%’5 Z i4.7,‘2 il‘l i2$4 il’j
Eii4+4+: 105 —30z5 > =3z ﬂ:%ﬂ?g i%$3 +x4
Eyyyi: 105 =305 > £3zp, *3a1 £3zy tas
Fyyr4: 75 —=1d25 > £227 a9 +x3 x4
F/i,i,i,i: 75 —15.135 Z iZl‘g ixl il‘4 il‘g
Gj:d:d;i : 75 +15SC5 > :|:21’4 :|:$3 :tIl :t$2
Giyaiq: 75 +1bxs > F2w3 Hay  Fap  t
Hytst: 105 430w5 > +£3zq +3z3 +£321 dao
H/i,i,i,i: 105 +30x5 > =£3z3 :I:%a:4 :t%xg +2,
I:i:,:l:,:l:,:l: ¢ 135 +45£L'5 Z :|:4£L’4 :l:iL’g :tQCUl :l:.’ﬂg
Ihypy: 135 +45x5 > Hdwz +ay  £21  +ay
Jeta+: 135 +45zy > dday 223 +Iz +5a,
Jiips: 135 44bxs > ddws +2x4 iz £3m
Kigpas: 22 41850 > 452y das  £22  dan
KL, . 32& +1g5x5 > 4b5x3 +xy  E£229  Eay
L: 1 +xs5 Z 0

Tabla 2.2: Las 322 facetas de Q

Las lineas discontinuas en la Figura 2.8 separan las facetas segin su bidimension. Decimos
que una faceta tiene bidimension (i,7) si es la envolvente convera de una i-cara de QT y

una j-cara de Q~ (se considera que una cara vacia tiene dimension -1).

--+ La parte §. del Teorema 2.4.4 implica el Teorema 2.4.1. Como se observa en la
Figura 2.8, para ir desde la faceta Q" hasta la faceta Q~, etiquetadas respectivamente

por Ay L, son necesarios (y suficientes) seis pasos.

Demostracion. Para la parte 1, la manera en la que vienen dadas las desigualdades describe la
forma de las ¥ y X T-érbitas de facetas de Q. Para comprobar que las 322 desigualdades definen
facetas de Q, basta considerar una desigualdad representante de cada »-6rbita. Para las facetas

que forman las bases del prismatoide, A y L, esta claro que se verifica la desigualdad. Para las
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demés, elijamos las siguientes desigualdades como representantes de cada X-6rbita:

By 44 % —1375335 > dxr1 +xo +2m3  +@y4,
Cittr o 135 —dbas > dxy +2m9 +img +3ay,
Dy 4 135 —4dxs > 4x1 +x2 223 x4,
Eyii4+: 106 =30x5 > 3 +%x2 +%x3 +24,
Fyii4+: 7 —1dzs > 2m1 +x2 +x3 +I4.

Los 48 vértices de Q verifican estas cinco desigualdades. En la Tabla 2.3 se muestran los
vértices que cumplen la igualdad para cada una de dichas facetas. Las cinco matrices obtenidas
tienen rango igual a cinco, por lo que los vértices en cada una de ellas generan al menos un

hiperplano afin. Por tanto, todas definen facetas de Q.

Para las partes 2 y 3, observando las matrices de la Tabla 2.3 se puede ver que:

» Las facetas de tipo B son piramides con apice en Q~ sobre un prisma, triangular en Q. El

tnico vértice que no reside en el hiperplano {z5 = 1} es el vértice 5. Los seis vértices que

estan en QT forman un prisma triangular, ya que los rayos v +U5{, Vgt U4 ¥ Ugst Uggt S€
cortan en el punto o = (—30,0,120,0,1), como se sigue de las siguientes igualdades y se

ilustra en la Figura 2.9:

8
§U5+ — §U1+ = 3U17+ — 2'Ug+ == 4U13+ — 3'U21+.

Figura 2.9: Prisma contenido en By ; | 4

» Las facetas de tipo C' son pirdmides iteradas, con dos &pices en Q~ sobre un cuadrilatero

en Q. De hecho, los vértices 97, 18", 17" y 217 forman un cuadrilatero planar, ya que

2'Ug+ + 4'013+ == 3’1}17+ + 3’1}214».

» Las facetas de tipo D, E y F son simplices, ya que tienen cinco vértices: tres en Q y dos

en (Q7, o viceversa.

Con todo esto, podemos probar a la vez las partes 2 y 8 construyendo simplemente el grafo

dual, esto es, fijAndonos en las adyacencias entre las facetas. Las pirdmides sobre un prisma
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Faceta Veértices

1* 18 0 0 1
5t 0 0 45 1
9t 15 15 0 0 1
By 4,4+ 187 0 0 30 30 1
17t 0 10 40 O 1
21+ 10 0 0 40 1
5 45 0 0 0 1

9t 15 15 0 0 1
13t 0 0 30 30 1
17t 0 10 40 0 1
Gttt gt 10 0 0 40 1
5 45 0 0 0 -1
13~ 40 0 10 0 -1

5T 0 0 45 0 1
13% 0 0 30 30 1
Dy 177 0 10 40 0O 1
5 45 0 0 0 -1
17~ 40 0 10 0 -1

13% 0 0 30 30 1
17t 0 10 40 0 1
E+,+7+7+ : 57 45 0 0 -1
13~ 30 30 O 0 -1
17~ 40 0 10 0 -1

1 XT2 X3 X4 X5

13% 0 0 30 30 1
21+ 10 0 0 40 1
Fyy44+: & 45 0 0 0 -1
18~ 30 30 0 0 -1
17 40 0 10 0 -1

Tabla 2.3: Incidencia vértice-faceta para las facetas representativas

triangular de tipo B necesitan tener seis facetas vecinas y las dobles pirdmides de tipo C también
necesitan seis, mientras que los simplices de tipo D, E y F sé6lo necesitan tener cinco. Por tanto,

para justificar las adyacencias de la Figura 2.8 basta comprobar las adyacencias de las cinco
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facetas representantes y considerar las permutaciones de facetas dentro de cada >-6rbita inducida

por las simetrias de Q:
» Las siguientes facetas son adyacentes a B4 4 4 4

A, Byt Bigp—4 Bigg— Crgiys Digyr

Estéa claro que A es adyacente a B4 4 4 1, puesto que todos los vértices de B4 4 4 4 que
estan en la base positiva del prismatoide forman una matriz de rango 4 y, por tanto, una
cresta. La siguiente tabla muestra los vértices que forman cada una de las demas facetas

adyacentes a By 4 4 1

Biiyy | It 5% 9% 13 17 21t 5
By iy 1 18t
Beo_4 | I 67 0 147 19
Byt 15 23+
Cht 4 13~
Dy g4+ 17"

Los vértices de cada faceta que aparecen coloreados son vértices compartidos con By 4 4 4,
y por tanto formarian una cresta. Se comprueba facilmente que para cada faceta, la matriz

generada por vértices coloreados tiene rango 4.

Utilizando el mismo razonamiento, se prueban los casos siguientes.

» Las siguientes facetas son adyacentes a C ; 4 4:

!
Biiitr Corw—tr Cogns Chir Ervvr Frgvs

Los vértices que forman cada una de las facetas adyacentes a C; 4 1  vienen dados en la

siguiente tabla:

Cigvpt | 90 187 177 217 5 15
By | 17 5F

Ch -t 14 19*

Chm 15t 23"

—— (3
Byt 17"

J 17"

» Las siguientes facetas son adyacentes a Dy 4 4 1:

/
Byt Di—tts Divr—s Ervrds Goiit
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Los vértices que forman cada una de las facetas adyacentes a D, | 4 | vienen dados en la

siguiente tabla:

Dy |50 180 170 5= 17
Bogoin | 1t 5 gt 21+
Dy — 4+ 18*
Dyt 15%
Ey 4+ 13~

Fa—— 13~

» Las siguientes facetas son adyacentes a E , | 1:

/
Crttts Dittts Brvr— Frrrd Gopgs

Los vértices que forman cada una de las facetas adyacentes a £ | | | vienen dados en la

siguiente tabla:

BEyyqy | 180 177 5= 18 17

Crars |9 21"

Dyt |57
By | 157

Fov v 21"

/ +
Frt | 0

» Las siguientes facetas son adyacentes a F 4 | ;:

Covrtr Brvvns Fovr Hyvvw, Lot

Los vértices que forman cada una de las facetas adyacentes a Fly | | vienen dados en la

siguiente tabla:

Fyioy | 187 217 5 15 17
Ci gt | 9F 17t

Ey 44 17"

Fr_ 1+ 15~

Hi g | 7

——

El grafo (dual) de Q tiene, por tanto, la estructura (modulo simetrias) de la Figura 2.8, y queda

as{ probado que su anchura es 6. O

Una vez probado el Teorema 2.4.1, sabemos entonces que se verifica el siguiente resultado

equivalente:

Teorema 2.4.5 Eziste un huso de dimension 5 con 48 facetas y 322 vértices cuya longitud es 6.
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Si aplicamos n — 2d veces el Teorema generalizado de los d pasos para husos, sabemos que
existe un huso de dimension 5 + (48 —2-5) = 43 con 48 4 (48 — 2 - 5) = 86 facetas en el que
hacen falta 6 + (48 — 2-5) > 5+ (48 — 2 - 5) = 43 pasos para ir de un extremo a otro. Es decir,

hemos violado la conjetura de los d pasos y, con ello, la conjetura de Hirsch:
Corolario 2.4.6 Existe un huso de dimension 48 con 86 facetas que no es de Hirsch.

Tras la aportacion del primer contraejemplo por parte de Santos, seguimos sin conocer ¢émo
de grande puede ser el didmetro de un politopo. No obstante, como afirman Klee y Kleinschmidt
en [19], encontrar un contraejemplo no serd mds que un pequeno primer paso en la linea de

wwvestigacion de la conjetura.

Santos no ha podido construir y verificar explicitamente que su politopo de dimensién 43
realmente viola la Conjetura de Hirsch. Sin embargo, en [24] construye un huso de dimension 5 y
anchura 6 con tinicamente 25 facetas, de donde se tiene que existe un politopo que no es de Hirsch
de dimensién 20 con 40 facetas y 36.442 vértices, cuyo didmetro es 21. El menor tamafio de este

ejemplo si ha permitido la obtencién explicita de las coordenadas del politopo en cuestion.

Quizéa mas significativo que el contraejemplo en si puede ser el Teorema generalizado de los d
pasos, cuyas técnicas abren una nueva via de ataque al estudio de la complejidad computacional

del método simplex.
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Capitulo 3

Obtencion de facetas para un problema

de localizacion de concentradores

Vamos a continuar trabajando en este capitulo con poliedros asociados al conjunto factible de
problemas de optimizacion lineal. Esta vez, consideraremos dos poliedros diferentes, el primero de
ellos lineal y el segundo, més pequeno, generado por la envolvente convexa de los puntos enteros
del primer poliedro y que en general no podremos obtener de manera explicita. Este segundo

poliedro va a estar asociado al conjunto factible de un problema de optimizacién lineal entera.

Nuestro objetivo en este capitulo va a ser la obtencién de nuevas desigualdades vilidas que,
unidas a la formulaciéon de un problema lineal entero, aproximen en la medida de lo posible la
regién factible del problema relajado a la envolvente convexa de las soluciones enteras. Este tipo
de estudio no puede llevarse a cabo de manera global para todos los problemas de programa-
cion lineal entera, sino que ha de realizarse de manera individual para cada problema concreto.
Nosotros vamos a considerar el problema de localizacion de concentradores (hubs, en inglés) sin

capacidades con asignacién sencilla.

Los problemas de localizacién discreta de hubs implican la ubicacién de un conjunto de centros
totalmente interconectados, denominados hubs, que sirven como puntos de transbordo para el

transporte de productos (pasajeros, paquetes. . .) entre unos origenes y destinos especificos.

FEstos problemas de optimizacion lineal entera surgen en sistemas de transporte donde dis-
tintas ubicaciones envian y reciben mercancias, y el funcionamiento de dichos sistemas puede
ser mejorado utilizando puntos de transbordo (hubs) donde las mercancias se retinan para ser
distribuidas. A cada par origen-destino se le asigna un flujo no negativo y un cierto atributo,
como puede ser una distancia, un tiempo o un coste, asociado al movimiento. En nuestro caso,
dicho atributo va a ser un coste, y el objetivo del problema va a ser el de minimizar el coste de

transporte de enviar un determinado producto entre todos los pares de puntos.

29
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Los problemas de localizacién de concentradores se pueden clasificar segin la manera en que
los puntos de demanda son asignados a los hubs. En caso de que cada punto de demanda pueda
enviar y recibir mercancias a través de un tinico concentrador, hablaremos de asignacién sencilla,
mientras que si cada punto de demanda envia y recibe a través de mas de un concentrador,
hablaremos de asignaciéon miltiple. En nuestro problema, como detallaremos més adelante, vamos

a considerar movimientos origen-destino a través de uno o, como mucho, dos concentradores.

La primera formulacién en programacion lineal entera para el problema de localizacién de
hubs sin capacidades con asignacion multiple fue dada por Campbell en 1994 en [7]. Mas tar-
de, Klincewicz utiliza en [21] esta formulaciéon para disefiar un algoritmo dual para el proble-
ma; Skorin-Kapov et al. modifican la formulacion, reduciendo el ntumero de restricciones [31]; y
O’Kelly et al. reducen todavia més el nimero de variables [26]. En 2001, Hamacher et al. [12] y

Canovas et al. |8] comienzan a estudiar la estructura poliédrica del problema.

El poliedro generado por el conjunto factible del problema de localizacién de hubs relajado
tiene puntos extremos que no son enteros. Con vista a facilitar la bisqueda de una solucion
6ptima entera para el problema, se crea la necesidad de encontrar hiperplanos que, unidos a las
restricciones del problema de programacion lineal entera asociado, definan facetas de la envolvente

convexa de soluciones enteras.

Un poliedro definido por la envolvente convexa de soluciones enteras que ha sido estudiado
en la literatura es el poliedro asociado al problema de empaquetamiento. Padberg, Nemhauser
y Trotter, entre otros, estudian en los 70’ la estructura facial y la complejidad del poliedro de
empaquetamiento, e identifican distintos conjuntos de facetas para el poliedro |27, 28, 25|. En
la primera seccién de este capitulo, veremos en qué consiste el problema de empaquetamiento,
definiremos el grafo interseccién asociado al poliedro generado por las restricciones del problema

y obtendremos algunas facetas para dicho poliedro.

Considerando que los costes de transporte entre hubs satisfacen la desigualdad triangular,
Marin lleva a cabo en 2005 en [23] un analisis de los conjuntos de soluciones que no son candidatos
a ser 6ptimos. Con ello, plantea una formulacion del problema de localizacién de concentradores
como problema de empaquetamiento, que queda reforzada gracias a la obtencién de nuevas
desigualdades validas. Detallaremos estos resultados en la segunda seccién, y analizando entonces
el grafo interseccion del problema de empaquetamiento asociado, obtendremos en la tercera
seccién nuevas facetas para el poliedro gracias a la construccién de subgrafos completos maximales

del grafo interseccién.

3.1. El problema de empaquetamiento

Un empaquetamiento de nodos en un grafo G = (V, E) es un subconjunto V' C V tal que

toda arista de E incide, como mucho, en un nodo de V".
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El problema de empaquetamiento consiste en
(PE) max cx
sa Ar<1,
z € {0,1}",
donde A es una matriz m x n de ceros y unos, 1, = (1,..., l)T es un vector de m unos y c es
un vector de n componentes arbitrario.

De forma equivalente, se puede escribir como

max cx
sa x+x; <1 para(i,j)eFE
xz € {0,1}",
llamado comtnmente problema de empaquetamiento de nodos.
El conjunto factible del problema de programacion lineal asociado a (PE) define un poliedro

que denotaremos por P = P(A), y que viene dado por

P(A)={z e R": Az < 1,,,2 > 0}.

Llamaremos P; = P;(A) a la envolvente convexa de los puntos enteros de P:

Pr(A) =conv(z € P(A) 1z € Z).

Sabemos que existe un sistema finito de desigualdades lineales cuyo conjunto de soluciones
coincide con Py, esto es,
Pr={zeR": Hx < h,x > 0},

para una cierta matriz H y un vector h. Nuestro objetivo ahora es encontrar desigualdades que

sean facetas del poliedro Pr.

Definicion 3.1.1 Decimos que una desigualdad mx < g es una faceta de Pr si

i) mx < my para todo x € Py,

ii) existen n vértices x* de Py afinmente independientes tales que mx' = mg para i =1,...,n.

El grafo intersecciéon

Una construccién que resulta muy ttil a la hora de identificar facetas de Pr es el grafo
interseccion asociado a la matriz A de ceros y unos que define a P. Si denotamos por a; a la
i-ésima columna de dicha matriz m x n, el grafo interseccion G = (V| E) de A tiene un nodo
i € V por cada columna de A, y una arista para cada par de columnas no ortogonales de A, es

decir, (i,j) € E si, y solo si, ala; > 1.
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Dicho de otra manera, para generar el grafo interseccién asociado a la formulaciéon del pro-
blema, a cada variable z; le asignaremos un nodo i, y existird una arista (z;,z;) si, solo si, las

variables x; y x; son incompatibles. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1.2 Supongamos que el conjunto factible de un problema de optimizacidn lineal viene

dado por el sistema de desigualdades

1 +x2 <1
1 +x3 <1
To+x3 <1
x1+x4 <1
To+ x5 <1

Para construir el grafo interseccion, consideraremos un nodo para cada variable y una arista

entre cada par de variables que se encuentran en la misma restriccion (incompatibles):

El empaquetamiento del grafo formado por el conjunto de nodos coloreados es una solucion factible

del problema.

Obtencién de facetas del poliedro asociado al problema de empaquetamiento

Los n + 1 vectores

0=(0,0,0,...,0)
el =(0,1,0,...,0)
e? =(0,0,1,...,0)

e" =(0,0,0,...,1)
estdn en el poliedro y son afinmente independientes.

Una familia de facetas que siempre podemos obtener es
—$]' S 0

para todo j = 1,...,n. Son desigualdades validas, y hay n vectores afinmente independientes en
el poliedro que cumplen la igualdad: todos los anteriores, excepto e/. Estas facetas se denominan

facetas triviales. Nos centraremos en lo que sigue en facetas no triviales.
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Supongamos facetas de la forma
n
Z ajxj S b.
j=1

Como 0 esté en el poliedro, al ser ésta una desigualdad valida debe cumplirse que 0 < b.

Para cada j = 1,...,n ha de existir un punto del poliedro con z; > 0 que cumpla

n
E ajxj =b.
j=1

De no ser asi, todos los puntos de la faceta verificarian x; = 0. Como la faceta —x; < 0 no puede
estar dominada, ambas coincidirian, pero esto no puede ocurrir porque estamos considerando

facetas no triviales.

Si aj < 0, entonces cambiando la coordenada j-ésima del punto descrito anteriormente por
x; = 0 se tiene que dicho punto pertenece entonces al poliedro, pero no cumple la desigualdad

de la faceta, lo cual es una contradiccion. Por tanto, debe ser a; > 0 para todo j =1,...,n.

No puede ocurrir que todos los a; sean nulos, luego existe algin a; > 0. Como el vector el

estd en el poliedro, se ha de verificar que a; < b, luego b tiene que ser estrictamente positivo.

Por tanto, todas las facetas no triviales son de la forma

n
Z (IjIj S b
7j=1

con a; > 0 paratodo j=1,...,nyb>0.
Podemos identificar un conjunto de facetas para (PE) a través de los cliques de G.

Definicion 3.1.3 Se dice que un grafo G = (V, E) es completo si cada par de vértices de V' son

extremos de una misma arista. Un clique en un grafo G es un subgrafo completo mazimal de G.
Teorema 3.1.4 (Padberg, 1973 [27]) Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. La desigualdad
S <
keK

con K CV es una faceta de Pr si, y sdlo si, K induce un cliqgue de G.

Demostracion. Consideremos sin pérdida de generalidad que K = {1,...,¢q}. Supongamos en
primer lugar que K es el conjunto de nodos de un clique en el grafo G. Entonces, todos sus nodos

estdn conectados entre si, son adyacentes dos a dos, y se verifica

Zxkgl.

Por tanto, tenemos una desigualdad valida. Veamos ahora que esta desigualdad es una faceta de

P;. Para ello, basta encontrar n puntos afinmente independientes del poliedro que cumplan la
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igualdad (como 0 no esta en la faceta, el ntimero de puntos afinmente independientes coincide

con el ntamero de puntos linealmente independientes). Tomamos los ¢ puntos

(1,0,0,...,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0,0,...,0)

(0,0,0,...,1,0,...,0)

Para cada j = 1,...,n — ¢ existe alguna solucion factible que verifica
Lg+1 = 0,. sy Lgj—1 = O,l‘quj = 1,£Uq+j+1 = 0,...,:Un =0

y tiene un tnico 1 entre los ¢ primeros lugares, pues de no ser asi, el nodo ¢ + j formaria parte
del clique. Estos n — g vectores son linealmente independientes entre si y también lo son respecto
de los g anteriores. Por tanto, tenemos n puntos que verifican la igualdad, y la desigualdad es

faceta de Pj.
Supongamos ahora que ), 1 < 1 es una faceta de Pj.

Si el subgrafo inducido por K no fuese completo, entonces existirfa un par de nodos de K
que no estarfan conectados entre si. Tomando un empaquetamiento de nodos que contuviera a

ambos nodos, no se cumpliria la desigualdad. Por tanto, el subgrafo inducido por K es completo.

Si el subgrafo inducido por K no fuese maximal, entonces podriamos anadir un nuevo nodo
xy y generar un subgrafo completo inducido por K U {z,}. Asi obtendriamos una desigualdad

valida ), g ox + 27 < 1 que dominarfa a la que tenemos, lo cual es una contradiccion. O

A las facetas obtenidas en virtud de este resultado las denominaremos facetas clique.

3.2. Modelo y formulacién del problema

Consideremos N = {1,...,n} el conjunto de ubicaciones o puntos que reciben un producto
desde todos los deméas puntos, y envian a su vez el producto al resto de puntos. Sea Wj;; la
cantidad de producto que se desea enviar desde el i-ésimo punto hasta el j-ésimo punto, para

todo i, € N (se considera también el caso i = j).

Consideremos ademés un conjunto M = {1,...,q} de localizaciones que pueden utilizarse
como concentradores o hubs pagando un coste fijo que denotaremos por Fy > 0,k € M. Estos
costes pueden ser diferentes para cada k. Una vez determinado el conjunto de concentradores,
el flujo de producto desde cualquier punto ¢ hasta el punto j debe atravesar, al menos, uno de

ellos.

Supongamos también que asociado a cada par de concentradores k,m € M tenemos un

coste de transportar cada unidad de producto desde k hasta m, al que llamaremos cg,,, > 0,
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v que asociado a cada par de puntos i € N, kK € M, tenemos los costes b > 0 v d; > 0 de
transportar una unidad de producto desde 7 hasta el punto de transbordo k, y desde k hasta 1,
respectivamente. Un ejemplo de costes de transporte entre dos nodos se refleja en la Figura 3.1
para una red donde N tiene 6 nodos, representados por circulos, y M tiene 5 nodos, representados

por rectangulos de color magenta.

©

b12

Figura 3.1: Costes de transporte del modelo paran =6y q=25

Vamos a suponer que los costes cg,, satisfacen la desigualdad triangular, esto es, que
Chm + Cme > ¢ Yk, m, £ € M.

Esto implica que el producto enviado desde un punto ¢ € N hasta otro punto j € N tiene que

atravesar uno o, como mucho, dos hubs.

Llamaremos PROBLEMA DE LOCALIZACION DE CONCENTRADORES EUCLIDEO SIN CAPACI-
DADES al problema de encontrar un conjunto de puntos que actiien como puntos de transbordo
o concentradores, asi como de asignar cudles de estos concentradores se van a utilizar en la ruta
asociada a cada par origen-destino, de manera que se minimice el coste total de transporte. Para

abreviar, nos referiremos a él como PLC.

3.2.1. Formulacion béasica

Son varias las formulaciones que se han dado en la literatura para el problema de localiza-
cion de hubs sin capacidades. Introduciremos una muy similar a la dada por Campbell en [7].
Consideremos las variables binarias z;jkm, que toman el valor 1 si se envia desde ¢ hasta j una
cantidad W;; pasando primero por el concentrador k y después por el m, y las variables binarias
Yr, que toman el valor 1 si, y sblo si, se ubica un concentrador en el punto k. La formulacion

basica para PLC viene dada en la Figura 3.2.

Los coeficientes Cjjry, son iguales a bjy + Cim + dimj. Las restricciones (3.2) garantizan que
en cada ruta sélo se atraviesan dos concentradores (o uno en caso de darse el par (k.k)), y las
restricciones (3.3) y (3.4), que se paga el coste asociado a un concentrador en caso de que éste

se utilice.
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(FB min Z Z Z Z Wzyczﬂcmngkm + Z Fryk (3.1)

zl]lklml
q

sa Z Tijgm =1 Vi, j €N (3.2)

k=1m=1
Tijkm <Yk Vi,j €N Vk,me M (3.3)
Tijkm < Ym Vi,j €N Vk,m e M (3.4)

yp € {0,1} Vke M
Tijkm € {0,1} Vi, j € N Vk,me M

Figura 3.2: Formulacién basica para PLC

Veamos cémo podemos modificar esta formulacién para PLC de manera que tengamos un

problema de empaquetamiento.

3.2.2. Formulacién como un problema de empaquetamiento

Para formular PLC como un problema de empaquetamiento, Marin sigue en [23]| un razona-
miento similar al presentado por Cho en 1983 en [9] para el problema de localizacion de plantas
simple.

Tomamos las variables binarias y; = 1 — y, Vk, y una cantidad M suficientemente grande.

Consideramos entonces el valor M -, > Wi; vy lo reescribimos, utilizando (3.2), como
EY (XX i)
i g kK m

Si restamos este valor a la funcion objetivo (3.1), y reemplazamos las variables y; por las

nuevas ., tenemos el problema de minimizar la funcion

ZZZ Z ‘/Vljcwkmxwkm + ZFk 1 - yk ZZZZMWiJ‘TUkm’
i 3 k m

i=1 j=1 k=1m=1
o equivalentemente,

n n q q
Z Fy, — Z Fkyk - Z Z Z Z Wz] M Cz]k;m)xzjkm

i=1 j=1 k=1 m=1

Eliminando de esta funcion la constante ), Fj y llamando Cjkm M —Cijgm > 0 Vi, j, k,m,

reformulamos el problema como un problema de maximizacién donde la funcién objetivo a ma-

ximizar ahora es

n q q
Z Fkyk + Z Z Z Z WZ] M ngkm)xmkm

i=1 j=1 k=1m=1
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En la Figura 3.3 se ilustra la formulacion de PLC como un problema de empaquetamiento.

n o n q q

q
(FPE) max Z Fkyfg + Z Z Z Z Wijcl{jkmxijkm (3-5)
k=1

i=1 j=1 k=1m=1
q

q
sa > Y Tigm <1 VijEN (3.6)
k=1m=1

Tijkm +Yp <1 Vi,j €N Vk,me M (
Tijkm + Y <1 Vi,j €N Vk,me M (
v, €{0,1} Vke M (3.
Tijkm € {0,1}  Vi,j € N Vk,m e M (3.10

Figura 3.3: Formulacién como un problema de empaquetamiento

En la nueva formulacién (FPE) para PLC, las igualdades (3.2) han sido reemplazadas por
las desigualdades (3.6) para que la formulacién se ajuste a la estructura de un problema de

empaquetamiento. Esta modificacién es posible en virtud del siguiente resultado.
Proposicion 3.2.1 Toda solucion dptima de (FPE) satisface todas las desigualdades (3.6) en
forma de igualdad.

Demostracion. Consideremos una solucion factible que no satisfaga todas las restricciones de

(3.6) con igualdad. Esto implica que para algin i1 y algun j; se verifica que

q q
E : Z Tiyjikm = 0.

k=1m=1

Si modificamos esta solucién y hacemos z;,;,11 = 1, ¥j = 0, obtenemos una nueva solucién
factible. En el peor caso, si yj tomara el valor 1 en la solucién 6ptima que hemos considerado

inicialmente, el incremento en el valor de la funcién objetivo seria

i — F1 =M = Ciyjyn — F1 >0,
pues M es suficientemente grande. Por tanto, la primera solucién no podia ser 6ptima. ([l

3.2.3. Reforzamiento de la formulacién

Los dos resultados que vamos a ver en el ultimo apartado de esta secciéon van a tener una
gran importancia a la hora de la obtencion de facetas del poliedro de empaquetamiento. Estos
dos teoremas, dados por Marin, tienen en cuenta la estructura de cualquier solucién 6ptima de

PLC para eliminar parte de las soluciones factibles que no son candidatas a 6ptimas.
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Teorema 3.2.2 (FPE) tiene siempre una solucion dptima que satisface

Tijkm =1 = Tijgrm =0 para todo i,j,7 ,m, y todo k # k' (3.11)

Tijkm =1 = Titjgm =0 para todo i,7,j,k, y todo m # m’ (3.12)

Demostracion. Consideremos en primer lugar una solucion optima de (FPE) que verifica que
Tijkm = 1 = T;j/krm para ciertos i,7,j',m y k # k. Por (3.7) y (3.8), sabemos que para esta
solucion y), = y;, =y = 0.

Uno de los costes asociados a las rutas i — k — m, ¢ — k' — m debe ser mayor o igual que

el otro. Supongamos, por ejemplo, que b;pr + Cprpm > bk + Clomn. Entonces,

Ciitem = M = Cijikm = M — (bit, + ) — dmjr > M — (biy + ) — dingr = Cj

ij' k'm>

luego el coeficiente CZ{ km asociado con la variable x;jk,, es mayor o igual que el coeficiente
C’;j,k,m asociado a T/ gm-

Como en la primera soluciéon que hemos considerado se tiene y;. = y;,, = 0, si realizamos el
cambio ;g = 0y Zjjrkm = 1 obtenemos una nueva solucién factible cuyo coste no es menor.
Por tanto, también es 6ptima. Repitiendo este proceso, la tltima solucidén 6ptima que se obtiene

satisface (3.11). Por simetria, se verifica también (3.12). O

Segin este resultado, una solucién éptima nunca incluye dos rutas desde el mismo origen ¢
atravesando un primer hub diferente para ir al mismo segundo hub, ni tampoco dos rutas que

pasen por el mismo primer hub y lleguen a un destino j atravesando dos segundos hubs diferentes.

Teorema 3.2.3 (FPE) tiene siempre una solucion dptima que satisface
Tijkm =1 = Xy =0 para todo i,7,5',m, y todo k # / (3.13)

Tijkm =1 = Zyjme=0 para todo i,1,j,k, y todo m # ¢ (3.14)

Demostracion. Consideremos en primer lugar una solucion optima de (FPE) que verifica que
Tijkm = 1 = x;jrg, para ciertos ¢,7,7,my k # £. Por (3.6), (3.7) y (3.8), sabemos que para esta
solucion ik, =y, = Y, = Yy = 0.

Como en esta solucion 6ptima ik, = 0y ;0 = 1, entonces el coste by + ¢y, debe ser

menor o igual que el coste b;;. Por tanto, tenemos que
bie + cor + Cim + dmj < big + Clom + dpj
Como los costes verifican la desigualdad triangular,

Clime = bie + com + dinj < big + cor, + Crm + dimg < big + Chom + dmj = Cijpp-

En la primera solucion que hemos considerado se tiene y, = y;,, = 0. Si realizamos el cambio

Zijkm = 0y Tijem = 1 obtenemos una nueva solucién factible cuyo coste no es menor. Por tanto,
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también es 6ptima. Repitiendo este proceso, la tltima solucién 6ptima que se obtiene satisface

(3.13). Por simetria, se verifica también (3.14). O

Fl Teorema 3.2.2 asegura que si en una solucién 6ptima existe una ruta que va directamente
desde un punto ¢ hacia un concentrador dado, entonces no existe otra ruta éptima que atraviese
un concentrador distinto previo al dado, y de manera simétrica, si existe una solucién 6ptima
que vaya directamente de un concentrador a un destino j, entonces no hay ningin camino desde

dicho concentrador hacia el destino que atraviese un concentrador diferente.

Tijkm + Tijiem <1 Vi, g, ,mk # kK (3.15)
Tijhm + Titjemy <1 Vi@, j k,m #m/ (3.16)
Tijlem + Tijro < 1 Vi, j,j ,m,k # ¢ (3.17)
Tijlom + Tirjme < 1 Vi, 7, j k,m # £ (3.18)

Figura 3.4: Desigualdades obtenidas para PLH

Estos dos resultados generan las restricciones ilustradas en la Figura 3.4. Anadiendo estas
desigualdades a la formulacién de empaquetamiento de PLC, obtenemos una nueva formulacion
reforzada que contintia siendo un problema de empaquetamiento véalido para nuestro problema.

Llamaremos (PLC) a esta ultima formulacion, detallada en la Figura 3.5.

3.3. Obtencién de facetas clique

Dado un grafo G = (V, E), definimos el vector de incidencia de un subconjunto V' C V' como
el vector de dimensiéon |V| cuyas componentes son ceros y unos, de forma que la componente

i-ésima es igual a 1 si, y s6lo si, el i-ésimo nodo de V pertenece a V.

Denotemos P(G) al conjunto de vectores de incidencia de todos los empaquetamientos de
un grafo G, y Pr(G) a su envolvente convexa. Asi, si G es el grafo asociado a un problema de
empaquetamiento, el conjunto factible de dicho problema es P(G) y las soluciones 6ptimas se

pueden obtener resolviendo el problema de optimizacion lineal de maximizar ct con ¢t € Pr(G).

A lo largo de esta seccion, llamaremos G(n,q) al grafo interseccion asociado a la nueva
formulacion obtenida para (PLC), y por P™ := P(G(n,q)) a la envolvente convexa de los nodos
de G(n, q), esto es, a la envolvente convexa de las soluciones factibles de (PLC). Este poliedro P™¢
obtenido estd generado por el conjunto de vectores de incidencia de todos los empaquetamientos
de G(n,q).
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q n n q q
(PLC) max Z Fky; + Z Z Z Z Wijcl{jkmxijkm (3.5)
k=1 i=1 j=1 k=1m=1
q q
sa > Y Tigm <1 VijEN (3.6)

k=1m=1

Tijlm + v, <1 Vi,jeN Vk,meM (3.7)
Tijem + Ym <1 Vi,j €N Vk,me M (3.8)
Tijkm + Tijm <1 Vi, 5,5 m,k #K (3.15)
Tijkm + Ty <1 Vi, 7, j k,m # m/ (3.16)
Tijkm + Tijue <1 Vi, g, 5, m k #1 (3.17)
Tijkom + Tirgy <1 Vi, 0, j k,m #1 (3.18)
v, €{0,1} Vke M (3.9)
Zijkm € {0,1}  Vi,j € N Vk,me M (3.10)

Figura 3.5: Formulacién como problema de empaquetamiento reforzada para PLH

Para ilustrar las incompatibilidades de las variables en el grafo interseccién, vamos a consi-
derar bloques de n x n cajas, donde cada caja contiene ¢ x g rectangulos. Cada uno de los nodos
asociados a las variables z, que denominaremos nodos x, va a estar representado por uno de esos
rectangulos. Denotaremos nodo 3’ a cada uno de los nodos asociados a una variable y; , el cual va
a estar representado por el k-ésimo circulo. Supondremos que n,q > 3. Asi, en el grafo intersec-
cién, la caja situada en la primera fila de cajas y la segunda columna de cajas estd asociada con
las variables x19x, para todo k y m € M. Dicha caja presenta a su vez la misma estructura, con
k filas correspondientes a cada k-ésimo primer hub y k columnas correspondientes a los segundos

hubs de las rutas.

La Figura 3.6 ilustra en el grafo G(3,4) los nodos incompatibles con x1293 (a la izquierda) y
los nodos incompatibles con xj233 (a la derecha) en el grafo intersecciéon. En la parte izquierda
de la figura, el rectangulo coloreado de magenta estd asociado al nodo x1903, y los nodos del
grafo con el que no es compatible dicho nodo, estan recuadrados en el mismo color. En virtud
de (3.7) y (3.8), sabemos que x223 es incompatible con los nodos y5 e y5. Las desigualdades
(3.6) implican la incompatibilidad entre todos los nodos de la misma caja. Por (3.15) y (3.16),
sabemos que el nodo x19293 es incompatible con nodos de otras cajas de la primera fila de cajas
que se encuentran en la misma columna m = 3 pero en una fila k # 2, y también con nodos
de otras cajas de la segunda columna de cajas situados en la misma fila kK = 2 pero columna
m # 3. Las desigualdades (3.17) generan las siguientes incompatibilidades con nodos de otras

cajas situadas en la primera fila de cajas: los nodos situados en la segunda columna y en una
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Figura 3.6: Representacion del grafo interseccién G(3,4) de (PLH)

fila distinta de la de x1993, v los nodos situados en la fila tercera. El resto de incompatibilidades

vienen dadas analogamente por (3.18).

Un conjunto de facetas para el poliedro asociado a (PLH) son las desigualdades que tienen
coeficientes binarios y lado derecho igual a 1. Para obtener nuevas facetas del poliedro, Marin
utiliza el resultado de Padberg demostrado en la primera seccion (Teorema 3.1.4) e identifica
los cliques del grafo interseccion G(n,q), obteniendo asi las facetas clique que demostraremos
en los teoremas 3.3.1-3.3.5. Buscaremos, por tanto, subgrafos maximales y completos del grafo
interseccion que van a definir facetas clique de P™. Conocer el conjunto de hiperplanos que
caracterizan a P™ nos permitiria resolver el problema maximizando la funcién objetivo en di-
chas desigualdades lineales, sin restricciones de integridad, pero esto en general no es posible.
Sin embargo, con un conocimiento parcial de tal conjunto de hiperplanos, se pueden resolver
también instancias bastante grandes con la combinacién de técnicas de ramificaciéon y una nueva

formulacion reforzada.

Como se observa en la formulacion del problema, los nodos 3’ no estdn conectados entre si.

Por tanto, un clique en el grafo interseccion G(n, q) contendra solamente un nodo y’, o ninguno.

Teorema 3.3.1 Las tinicas facetas clique de P™ que contienen un nodo y' son las desigualdades

q
Yot D Tijayak + Y Tijyka < 1 (3.19)
k=1 k#a
cona € M,i € N,j(k) un indice en N asociado a cada k € M, y
q
Ya T Z Ti(a)jka T Z Ti(kyjak < 1 (3.20)
k=1 k#a

con a € M,j € N,i(k) un indice en N asociado a cada k € M.

Demostracion. Sabemos que los cliques que contienen un nodo ' no pueden contener més nodos
y’. Si un nodo x pertenece al clique, entonces otros nodos con el mismo primer indice, es decir,

situados en la misma columna pero en fila diferente, pueden pertenecer al clique.
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Ademas, se debe anadir una fila completa en una de las cajas asociadas con el primer indice
para que el subgrafo de G(n, q) obtenido sea completo y maximal. Se obtiene asi la desigualdad
(3.19).
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Por otro lado, si un nodo x pertenece al clique, entonces otros nodos con el mismo segundo
indice, es decir, situados en la misma fila pero en columnas diferentes, pueden también pertenecer
al clique. Para que el subgrafo obtenido en este caso sea completo maximal, se tiene que anadir

una columna completa en una de las cajas asociadas con el segundo indice. Se generan asi las

desigualdades (3.20). O

Teorema 3.3.2 Las tnicas facetas cligue de P™ que no contienen nodos y 1y que contienen

todos los nodos x en la misma caja son las desigualdades
g q
Y>> wppm <1 ijEN. (3.21)

Demostracion. Este resultado es evidente, puesto que todos los nodos x situados en la misma

caja son adyacentes en el grafo interseccion. ]

Todas las facetas clique que obtengamos en los siguientes resultados no van a contener ningtn
nodo 3/, y van a contener nodos x en més de una caja. Ademas, las desigualdades que obtengamos
van a ser simétricas por parejas, diferencidandose segtun fijemos el nodo ¢ de salida o el nodo j de
llegada. Aunque las especifiquemos todas, nos limitaremos a demostrar una desigualdad de cada

par de desigualdades simétricas.

Teorema 3.3.3 Las tnicas facetas cligue de P™ que no contienen nodos Yy y que contienen

nodos x en la diagonal de una caja, asi como en alguna otra caja, son las desigualdades

q
Z Tijiam + Z Tijika + Z Tijikb + Tijoba < 1 (3.22)
m=1 k+#a,b k#a,b
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con iv.jlvj? € N7j1 #j%avbe M7a§£b7 Y

q
inljka + Z Tiyjam + Z Ty jbm + Tigjab < 1 (3.23)
k=1 m#a,b m#a,b

con i1,12,7 € N, 11 75 i2,a,b € ]\4,&7’é b.
Demostracion. Consideremos un primer nodo situado en la diagonal de una caja ji, Zij qq, ¥ un

segundo nodo en una caja diferente jp asociado con el mismo origen i y adyacente a Zij, aa, Tijoba;

con b distinto de a.

Uogon oogog ooy oot
oo oggo oo mguod obgog.
oo oggo I I 0
oo oggo I I 0
Uy oggo I I Y

Como y, no pertenece al clique, necesitamos incluir en el clique otro nodo x en la caja j1, y

anadiendo los nodos vecinos de estos tres nodos x se obtiene la desigualdad (3.22).

ooyt oodog ooyt oodog
uooud mogod ggogo Uooudg mogod ggogo
U0 gonod googo U0 gonod googo
U0 gonod googo U0 gonod googo
U0 ooy googo 000 00000 Oooog  (3.22)

Para facilitar el seguimiento de los dos tltimos resultados de esta seccién, acompanaremos
cada paso de la demostracion con una ilustracion del estado en que se encuentra el subgrafo que
estamos completando. Recuadrar un nodo en color magenta indica que este nodo es incompatible
con los ya incluidos en el subgrafo, por lo que necesitaremos o bien incluir dicho nodo para
alcanzar la maximalidad, o bien incluir cualquier otro que no sea adyacente para que el nodo

recuadrado no pueda formar parte del clique.

Colorear un nodo va a representar que ya hemos incluido en el subgrafo dicho nodo: asi, todos
los nodos coloreados serén adyacentes (el subgrafo que vamos construyendo siempre es completo).
Distinguiremos con colores los nodos que se introducen en el subgrafo en funcién del subapartado
en que se encuentren. Ademas, los nodos recuadrados en colores distintos al magenta seran nodos
cuya inclusién en el clique intentemos evitar para no obtener de nuevo facetas ya obtenidas en
casos anteriores. Los puntos suspensivos entre graficos indican que en dicho paso, se incluye mas

de un nodo hasta completar la faceta.

Teorema 3.3.4 Las tinicas facetas clique de P™ que no contienen nodos y' ni nodos x en la
diagonal de ninguna caja, y que contienen nodos x en ol menos tres cajas diferentes, son las

desigualdades

Z l'ijlka + wijlbc + xijgab + xijgac + wijgca S 17 (324)
k#a,c
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Z Tijika + Z Tij kb + Tijoab + Tijaba < 1, (3.25)
k#a,b k#a,b
Tijiab + Tijrac + Lijoba + Tijobe + ZTijsca + Lijsch <1, (326)

con a‘7bvc€Mva#b#c#a‘aivjhj%jfi€N7j1 5&]2 7&]’37&].1; )

Z Tiyjam + Tivjeb + Tigjba + Tisjea + Tizjac < 1, (3.27)
m#a,c

> Tijam + > Tijbm + Tigjha + Tizja < 1, (3.28)
m##a,b m##a,b
Tiyjba + Tiyjea + Tigjab + Tigjch + Tigjac + Tigjbe < 1, (3.29)

con (I,b,CEM,a#b#c#a,il,’ig,ig,jGN,il #12#13#11

Demostracion. Consideremos un primer nodo ;j, ¢q, con ¢ distinto de a,

oo oot
oD oogog
oo oot
oo g4t
y un segundo nodo situado en una caja diferente pero con el mismo origen ¢. Segun las incom-

patibilidades dadas por las restricciones (3.15) y (3.17), pueden darse tres casos:

(1) El segundo nodo se encuentra también en la columna a, ;j,pq, con b distinto de a y c.

En este caso, tanto ), cq COMO T;j,p4, asi como los nodos de una tercera caja que podriamos

. . . . p . -

incluir en la misma faceta, son vecinos del nodo vy, luego necesitamos anadir un nodo en
: : . / :

una de las dos primeras cajas que no lo sea para evitar que y, forme parte del clique.

Tenemos dos posibilidades no simétricas:

a) Anadir un nodo en la primera caja situado en la columna b y en una fila d, x;;, g, con

d distinto de a, b y c. Entonces, el nodo que anadamos en la tercera caja tiene que ser

oo odgog
oo =gUouo oogog
Uy ooy gouogyd
Uy ooy gouogyd
Uy ooy ouogy

uno de los siguientes:

i) @jjsap- Afadiendo uno de los nodos Zijype 0 Tijyad, ¥ completando la maximalidad

del clique, se obtienen desigualdades de la forma de (3.24).



Capitulo 3. Obtencion de facetas para un problema de localizacion 45

UoOgobh oudou omgoig
oo =gUouo oogog
Uy ooy gouogyd
Uy ooy gouogyd
Uy ooy ouogy
uooug oouod omogo uooug oouod omogo
Uooug momod ggogo Uooug momod ggogo
U0 gonod googo U0 gonod googo
urngun ooy ggogo urngug ooy ggogo
Uogun ooy guogo OE000 00000 0oggg (3.24)
oo oudou Omgme oo oudou Omgme
oo = guou bgoog oo = guou bgoog
oo goudo oongoo oo goudo oongoo
0oy guoud googd 0oy guoud googd
oo goudo obgoo 0000 00000 00ooOog - (3.24)

Si ninguno de estos dos nodos es anadido, todos los nodos incompatibles que

quedan en la primera caja forman parte del clique, y se obtiene (3.25).

ooyt ooy Omoon
ooodgb mogo
oo ogg
oo ogg

0

O oot
O oot
O oot
oo Oog 0 oo

OoO

]
]
O (3.25)

ii) %ij,aq- Anadiendo los restantes nodos incompatibles al clique se obtiene una faceta
de la forma de (3.24).

ooy ooy gomn ououb ooy Umom
ooyt mogod ogugo ooyt mogod ogugo
ooy onodgo oogog ooy onodgo oogog

ot ooy oougo ot ooy oougo
ooy onodo oogog 0000 00000 oooog . (3.24)

b) Anadir en la primera caja el nodo x;j, 4, situado también en la columna b pero en la

misma fila ¢ del nodo que ya tenemos.

En este caso, podemos anadir en la tercera caja uno de los siguientes nodos:

i) @ijyap- Sianadimos ahora nodos en las dos cajas ja y j3, obtenemos la desigualdad
(3.26); si anadimos nodos s6lo en una de las cajas segunda y tercera, obtenemos
facetas de la forma de (3.24); y si Gnicamente anadimos nodos en la caja ji, se

obtiene la faceta (3.25).

N
N

Oooon

U
U
U
U
U

Oooood
OdoeEd
Ooood
Ooood
Oooof
Ooood
Ooood
oood

oood

Oooof
minininn
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oo oudgoo O Ut

oo s gmog ogooc.
I A A

I A A I

I A (3.26

~—

g gouod o N ooyt ooy Omgoon
ooyt momod ogogo ooyt momod ogogo
ot ooy oougo ot ooy oougo
grogb gogod ogugo UmpoOyb ooy ogugo
ooy ooy ogugo Om0O00 00000 0Doogo - (3.24)
0 O oggog N g gouod o N
| Ot =mgogo oooog ouogt mogod ogugo
O oOouogg oogog ot ooy oougo
ooy onodgo oogot ooy onodgo oogot
ooy onodo oogog 0000 00000 0Doogo - (3.24)
oo ooy omodt
oo moduoy ouod.
U0 ooy good.
U0 ooy good.
U0 gouoy goog. (3.25)

ii) Zijsac. Si no anadimos x;j,4p, obtenemos facetas de la forma de (3.24) afadiendo
el resto de nodos para completar el clique o bien en la primera caja o bien en la

segunda.

oo oudgoo O Ut
I A A A A

I I A
oo goUgo opngo.
oo goUgo opgo.

ooyt ooy ogomgn ooyt ooy ogomgn
ouogt mogod ogugo ouogt mogod ogugo

O oOouogg oogog Ol googo oooog

O oOouogg oogog ot ooy oougo
ooy onodo oogog 0000 00000 0Doogo - (3.24)
ooyt ooy ogomgn ooyt ooy ogomgn

Ot mUgmgo oooog oo mUomod oougo

O oOuogg oogod Ot googo ouoog
g gotod ogugo ooyt gomoy ogugo
ooy gotodg ogugo O0000 00om00 0Doogo - (3.24)

(2) El segundo nodo se encuentra en la columna ¢, xjj,p., con b distinto de a y ¢, y ningtn

nodo en la columna a se afiade a la faceta.

OOomOf
oo od
oo gf
O
Oooof
oood
Ooood
Oooood
Oooo™
Oooood
Oooood

Podemos ahora anadir en una tercera caja alguno de los nodos zj,ab, Tijsac O Tijyde, con d

distinto de a, b y ¢, para formar el clique:
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a) Si anadimos el nodo xjj,qp y también el nodo ;j,4., obtenemos una faceta de la forma

de (3.24).
odoo ooddg o L Loddo
oo el ggooe Loddo
OO0 dooUug Dogdge Lo
oo ogg ggooe Loddo
oo oog g oe Loddo

Oooof
Oooof
OdoeEd
Oooof
Ooood
Oooof

(3.24)

b) Si afiadimos el nodo xjj,q pero no anadimos el nodo ;j,4¢, entonces se obtiene la

faceta (3.24) completando el clique con nodos considerados en casos anteriores.

g gouod o N

ooogo tiosEod ogugo

oo gonod oougo
googo iogodg ogLgo
googo ogodg ogLgo

c) Si anadimos el nodo Z;j,qc pero no anadimos el nodo x;j,q, entonces todos los nodos

que nos quedan son adyacentes a ., y no se puede obtener una faceta que no contenga

nodos y'.

oo oudoo o U
Uogoh gsou oggo

Uoygoo oggo
gougnD gUoo oguo
oD ghoo oouog

Oooono

d) Si anadimos el nodo x;j,4c, con d distinto de a,b y ¢, y no anadimos los nodos ;j,qs

Y Tijsac, la Unica manera de evitar que el nodo y,, forme parte del clique es anadir a

la faceta el nodo x;j,qq. Completando el subgrafo se obtiene la desigualdad (3.24).

0 oo

ooy oo 0o N
ooyt go=Eod ogugo

ooogt goouog
ooyt ooy og=Ego
ooy gotog ogbgo

U oogo.

0 oo U ooggo

oguo

I A A A A
oouo goggo opngot
I A A o A
I A A A A

Uoggo

oguo

oo ogsou bgoog
ogmo ogdo oonogoo
oo oudou ogeog
oo oumou ooy

(3) El segundo nodo se encuentra en la fila a, z;j,qp, con b distinto de a y c.

OOy ooy ogogy
ooy ooy ggogg
ooy ooy ogogy

Tij b y Do afadir el nodo x;j,pe, obteniendo asi la desigualdad (3.25).

(3.24)

Entonces, para evitar que y,, forme parte del clique podemos anadir el nodo x;j,sc en la

tercera caja y obtener una faceta de la forma de (3.24), o afadir en la primera caja el nodo
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U
U
U
U

O OO0 ooodgc
OOoooo ooenos
OOooo0o obgoc
oo o0 pogoc
oo oo opooos
0 Ot ggogc
ooy ogoge
I A
I I I
oo g oogoc.

JOomod

0o

J0o0od
J0o0od
J0o0od
J000d
J00o

J000d
J000d
J00od

Oooon
Oooon
Oooono
oo
oo

Oooof
Oooof
Ooood

ooogg

o=
ooogg
ooogg
IR

ooogg

oot
ooogg
ooogg
oo

(3.24)

(3.25)

Si tomamos el segundo nodo en una caja asociada al mismo destino j, se obtienen las facetas
simétricas (3.27) - (3.29).

0

Teorema 3.3.5 Las tinicas facetas cligue de P™ que no contienen nodos y' ni nodos x en la

diagonal de ninguna caja, y que contienen nodos x en exactamente dos cajas diferentes, son las

desigualdades

con i, j1,J2 € N, j1 # jo,a,b,c,d € M diferentes, y

com i1,%2,7 € N,i1 # io,a,b,c,d € M diferentes.

Demostracion. Consideremos un primer nodo ;j, ¢q, con c¢ distinto de a,

Z Tijika T Tijibe T Tijich + Tijoab + Tijpac < 1,

k#a

E Tijika T Tijieb T Tijoab T Tijoac T Tijoba < 1,

k#a,b

Tijrac T Tijivd T Tijode T Tijoda T Tijocd T Tijoch < 1,

Z Tijrka + Z Tijikb T Tijoab + Tijaba < 1,

k#a,b k#a,b

E Tiyjam T Tipjeb + Tigjbe + Tigjba + Tigjea < 1,

m#a

§ xhjam + xiljbc + xigjba + xigjca + x'igjab S 17

m#a,b

Tiyjea T Tiyjdb T Tigjed T Tisjad + Tigjde T Tigjbe < 1,

Z Tiyjam + Z Ty jbm T Tigjba + Tigjap < 1,

m#a,b

m#a,b

oo
Uoggo
oo
oo

(3.30)

(3.31)

y un segundo nodo situado en una caja diferente pero con el mismo origen ¢. Pueden darse cuatro

Casos:
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(1) El segundo nodo se encuentra en la fila a y columna c, Tijoac-

ooy

oo ogoitet
ogotc

oogo ogoge

CICTEET e

En este caso, tanto Z;j,cq COMO Tjj,qc SON vecinos de yh v Y., luego debemos anadir a la
faceta algiin nodo que no lo sea. Veamos las tres posibilidades, no simétricas, que pueden

darse si evitamos primero que y.. pertenezca al clique:

a) Anadir un nodo en la primera caja situado en la columna a, 2;j,pq, con b distinto de
ayec.

oouog
oo obgoL
oot
oo Uogot
oo Uogot

Para evitar ahora que y/, esté en la faceta tenemos tres opciones:

i) Anadir en la primera caja el nodo x;;, 4. Entonces, en la segunda caja tinicamente
podemos incluir el nodo x;j,,¢ para evitar que un nodo en la diagonal de j; esté
en el clique, y completando la faceta con los nodos incompatibles que quedan en

la primera caja se obtiene la desigualdad (3.30).

(3.30)

ii) Afadir en la primera caja el nodo Tij be O el nodo x;j . Entonces, en la segunda
caja tnicamente podemos incluir el nodo ;j,q5, ¥ de nuevo obtenemos una faceta

de la forma de (3.30).

(3.30)
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iii) Afiadir en la primera caja el nodo x;j, 4. Entonces, en la segunda caja tinicamente
podemos incluir los n10dos @jj,ad ¥ Tij,da- S1 anadimos solamente 5,4, obtenemos
la desigualdad (3.30), y si incluimos también ;j,4,, Obtenemos una faceta de la
forma de (3.31).

00000 Domoo
0000 0000
0oooo
0000 0oooo
pinininEninininin
00000 DOmED 00000 DOmmD
0000 00oog-d 0000 0oogd
OOm0O 0000 OOm0O 0oogd
0000 0poog OmO0 0000
Oooo ooogg - D000 Doooo (3.30)
00000 DOmED 00000 DOmmD
0000 00oog-d 0000 0oogd
OOm0O 0000 OOom0O 0oo0gd
00000 mOo0odo 00000 mOo0oo
o000 oooog - 0000 Doooo (3.31)

b) Anadir en la segunda caja el nodo w;j,5, situado en la columna a. En este caso, para
sea adyacente al nodo g/, el inico nodo que podemos afniadir en la primera caja es
Z4j,cp- Completando el clique con los nodos de la segunda caja se obtiene de nuevo la
desigualdad (3.30), mientras que si lo completamos con nodos de la primera, tenemos
facetas de la forma de (3.31).

0ooog
00000 =E000C
000 0000C
0000 0oOgC
0000 0o0gc
DO0000 00OE00 00000 00E00 D0000 OEE00
DO0000 = 0000 00000 s0E00 00000 =0m00
000 00000 D00 00000 000 00000
D000 00000 00000 00000 D0000 00m00
D000 00000 0000000000 --- 00000 00E00 (3.30)
D0000 00E00 00000 00E00 D0000 OEE00
D0000 =E0000 00000 m0000 D0000 =m0000
000 00000 000 00000 000 00000
D000 00000 D000 00000 D000 00000
0000 00000 D000 00000 D000 00000 (3.31)

c) Anadir en la segunda caja el nodo x;j,qp situado en la fila a, y no afiadir el nodo ;j,pq-

Para evitar que g/, pueda formar parte de la faceta, tenemos ahora dos opciones en la

primera caja:
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i) Anadir z;j, », obteniendo la desigualdad (3.31).
Uogoo o 0
grognD orgo
UoOd ooogd
Uodo gorgo
oo gorgo
Oooono o o Ooooo o o
oD ooog OmO0D oo
oo gooon oo gooon
oo ooog OO0 ooooo

Ooooo oooog .- 0000 oooog (3.31)

ii) Anadir ;5,5 en la segunda caja.

Uoggo
Uogon S Omof
Uog googd
Uogon guog
UboygonD goog

En este caso, no podemos obtener un subgrafo maximal completo al prescindir

del nodo x;j,pq-

2) El segundo nodo se encuentra en la columna a, x;;,., con b distinto de a y ¢, y el nodo
g ’ J2a0) ye¢y

Tijsac DO se anade a la faceta.

N

oogoo

N
N
N
N

Ooood
oood
M

Hay cuatro formas de evitar que los nodos ya incluidos sean adyacentes a y/, anadiendo
nodos en la primera caja, de manera que en ambas cajas haya més de un nodo formando

parte del clique:
a) Afadir el nodo x;j .. Asi, todos los nodos que quedan en la segunda caja son vecinos
de ;j, o, luego lo anadimos también al clique.

N
0
|

Oooood
Oooof
oood

Oooof
minininn

o
N
N
N

Necesitamos anadir un nodo z;j,q4c a la faceta, con d distinto de a, b y c. Para evitar
que sea vecino de Tjj,qc en el subgrafo, afiadimos en la primera caja el nodo 44, y

se obtiene una desigualdad de la forma de (3.32).

Uogoo O Ut 0
i U oogo. 0

Uog gobgL
oot Ogmoc 0
Mt

(o (3.32)
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b) Anadir el nodo z;j,54, con d distinto de a, b y ¢, y no incluir en el clique el nodo ;;, pc.

uoood gyt
ogotc

uog oogorL
uog oogorL
Uog oogoL

Para evitar que el nodo x;;, 5. sea adyacente a los que nodos del clique, afiadimos ahora

en la segunda caja x;j,q4, obteniéndose una faceta de la forma de (3.30).

ooy gEUmc oo gEUmc

ey guodc uooeo ouodc
ooy ouodc Uooo ouodc
oo oogoL uog oogorL
ooy ogodge .- 0000 oooor (3.30)

c) Afladir el nodo x;j e, y no afladir ningtin nodo en la fila b de la primera caja.

Tenemos entonces tres opciones en la segunda caja:

i) Afadir el nodo x;j,pq, obteniendo las desigualdades (3.31) y (3.33).

DO0000 Om0OC 00000 0Om00C
D0000 mO00JO0C 00000 mO00c
000 0000C 000 0000C
000 0000C 000 0000C
000 0000C 000 0000C

00000 OmOOc

D0000 mOmOCc

000 0000C

OmO000 0000c
OmO000 0000C  (3.31)

00000 OmOOc

D0000 mOo00c

000 0000

000

000 0000C  (3.33)

ii) Anadir el nodo z;;,5.. Entonces necesariamente para obtener un subgrafo completo
maximal se necesita anadir también x;j,54, ¥ se obtiene de nuevo la desigualdad
(3.31).

iii) Afiadir el nodo ;j,q4c, entonces no se obtiene ninguna faceta que no contenga

alguno de los nodos excluidos por haber sido estudiados en casos anteriores.
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d) Anadir el nodo z;j 4, con d distinto de a, b y ¢, y no anadir nodos en la fila b de la

primera caja ni tampoco el nodo z;j, c.

ooy OosEgoC
oot

uog oogorL
I
CICTET TIEImrir

Entonces, se tiene que anadir en la segunda caja el nodo z;j,54, y Obtenemos facetas

de la forma de (3.32) y (3.31), segin x;j,p. pertenezca o no al clique.

OoO0o0 OomOooc
OOO00D0 mO0oC
000 DoooC
000 DoooC
000 0DoooC
00000 OmOEC OO000 OmOomC
00000 mO0oC OO00O0 mOomoC
0000 0oooc 0000 ooooc
000 DoooC OmO000 ooooc
O000 0oooC 00000 ooooc (3.32)
00000 OmOomC 0O00O0 OmOomC
00000 mguoC OoO0oO0 moooc
0000 ooogc 0000 ooooc
000 ogooc 000 ogooc
0000 ooooc .- 000D ooooc (3.31)

(3) El segundo nodo se encuentra en la columna a de jo, y no anadimos ningtin nodo en la fila

a de la segunda caja.

Dod
Dod
Dod
oo
oo
I

Para evitar que y/, forme parte del clique, tenemos dos opciones no simétricas fijando el

n0do Tjjypa:

a) Afadir el nodo z;j,.. Entonces, si anadimos en la segunda caja xjj,p., obtenemos
facetas de la forma de (3.30) y (3.31) en funcion de que incluyamos también o no el
nodo T;j,4c. Si anadimos en la segunda caja el nodo ;4. pero no el x;j;,p., entonces
se obtiene la desigualdad (3.32).

b) Anadir en la primera caja el nodo x4, con d distinto de a, b y ¢, y no anadir el

nodo ;j,q. En este caso, no podemos obtener ningiin subgrafo maximal completo.

(4) El segundo nodo se encuentra en la columna ¢ de la caja js, y ningin nodo de las filas y
columnas a de jo forman parte del clique. Entonces, no podemos evitar que 3/, esté en el

clique, pues todos los nodos restantes estan situados en alguna fila o columna c.
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Si tomamos el segundo nodo en una caja asociada al mismo destino j, se obtienen las facetas
simétricas (3.34) - (3.37). O

La inclusion de algunas de estas nuevas desigualdades en la formulacion resulta muy eficiente
en [23] para mejorar los resultados computacionales que habia hasta el momento para el problema
de localizacion de concentradores, ya que consigue reducir el tamano del arbol de ramificaciéon y

el tiempo computacional.

Ademias de las facetas clique que hemos estudiado a lo largo del capitulo, existen otros
tipos facetas que podemos obtener para los problemas de empaquetamiento, como son aquellas
generadas por el levantamiento de agujeros impares. Un agujero en el grafo intersecciéon es un
ciclo del grafo de longitud superior a tres y sin cuerdas, esto es, sin aristas que unan dos nodos
no adyacentes del ciclo. Sin embargo, la inclusion de este tipo de facetas no devuelven tan buenos

resultados computacionales.

En el siguiente capitulo del trabajo, vamos a incluir un analisis semejante al de este capitulo
que hemos realizado nosotros para otro problema de localizacion discreta. Ademas de generar
nuevas desigualdades validas para la formulacién del problema, analizaremos la eficiencia de estas

desigualdades mediante la obtencién de resultados computacionales.



Capitulo 4

Comparativa de formulaciones para un

problema de localizaciéon de plantas

En este ultimo capitulo del trabajo, hemos realizado nosotros un estudio en la linea del
capitulo anterior para otro problema de optimizacién entera, el problema de localizacion de
plantas simple sobre un grafo dirigido, obteniendo nuevas desigualdades validas y llevando a

cabo una comparativa computacional entre distintas formulaciones para el problema.

El problema de localizacion de plantas simple sobre un grafo con conjunto de nodos V tiene
como objetivo escoger un subconjunto de nodos de V' que vayan a ser utilizados como plantas,
v asignar cada uno de los demés nodos a una de dichas plantas, de manera que se minimice el
coste total. Este coste total va a depender tanto del coste de apertura de cada una de las plantas
elegidas como del coste generado por la asignacién de cada nodo a una planta, y depende de

cada grafo.

Enla Figura 4.1 se ilustra el esquema de una solucién factible para un problema de localizacion
de plantas simple sobre un grafo dirigido completo (a la izquierda) y sobre otro no completo (a
la derecha) de 5 nodos. En la solucion para el grafo completo, dos de los nodos del grafo, el nodo
2 y el nodo 5, son elegidos plantas, y los nodos 1, 3 y 4 son asignados a una de estas plantas.
En la solucién del grafo no completo, en cambio, se han elegido tres plantas, los nodos 2, 3 y 5.
El coste total para cada una de estas soluciones vendra dado, tal y como formalizaremos més
adelante, por la suma de los costes de instalacion de cada planta y de los costes asociados a cada

uno de los arcos del grafo solucién, que aparecen remarcados.

Un problema similar al problema de localizacién de plantas simple sobre un grafo dirigido
que podemos encontrar en la literatura es el de la p-mediana, cuyas propiedades poliédricas y
algunas familias de desigualdades validas han sido estudiadas en Avella et al. [1], y para el que
posteriormente se llevo a cabo un estudio computacional en [2]. A diferencia del problema que
estamos considerando en este capitulo, el problema de la p-mediana en un grafo establece como

una restriccién mas del problema el nimero de nodos mediana que deben ser asignados.

55
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) © %
\@?

Figura 4.1: Solucién factible para el problema de localizacién de plantas simple sobre un grafo dirigido

completo (izquierda) y sobre otro grafo no completo (derecha), ambos de 5 nodos

En la primera seccion de este capitulo, introduciremos formalmente el modelo y aportaremos
una formulacién basica para el problema de localizacién de plantas simple sobre un grafo dirigido
completo. Esta formulacién va a tener la estructura de un problema de empaquetamiento de
nodos, y a partir de la construccion del grafo intersecciéon asociado, obtendremos una formulacion
alternativa para el problema con nuevas desigualdades (algunas de ellas mas fuertes que las de
la primera formulaciéon). Una vez hecho esto, llevaremos a cabo una comparativa computacional
entre ambas formulaciones, y analizaremos el efecto de estas nuevas desigualdades en el tiempo
de resolucién y en la cota dada por la relajacién lineal del problema. En la segunda seccién del
capitulo, consideraremos el problema de localizacion de plantas simple sobre un grafo dirigido
que no es completo, obteniendo de nuevo resultados para la comparativa de las formulaciones

resultantes.

4.1. El problema de localizacién de plantas simple en un grafo

dirigido completo

Consideremos un grafo completo con conjunto de nodos V. Para cada par de nodos 4,5 € V
vamos a definir la variable binaria x;;, que toma el valor 1 si el nodo ¢ es asignado a la planta j,
y 0 en otro caso. Dado j € V, si xj; = 1, entonces el nodo j se asigna a si mismo y es, por tanto,

una planta.

Vamos a denotar por f; > 0 al coste asociado a la instalaciéon de una planta en el nodo j, y
por ¢;; > 0 al coste de servir al nodo ¢ desde la planta j, o equivalentemente, al peso asociado al
arco del grafo que sale del nodo 7 y entra en el nodo j. Supondremos c¢;; = 0 para todo j € V.

El objetivo del problema es, por tanto, el de minimizar la siguiente funcién:

Do fmg Y ) ci

jeV JEV ieV
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(A) min Z fj + Z Z(Cij - fj)a:ij (4.1)

jev JEV i)
sa xjtxy <1 VijkeV, i#j#k (4.2)
rijtap <1 VijkeV,i#jj#k (4.3)

vy € 40,1} Vi jeV, i# ]
Figura 4.2: Formulacién basica (A) para PLPS

Para asociar cada una de las variables binarias a un arco del grafo, vamos a eliminar de la

funcién objetivo las variables x;; despejandolas de la relacién

E x;j = 1 para cada 7,
jev
que se verifica puesto que cada nodo ¢ ha de ser asignado a una planta, quedando entonces como

funcién a minimizar

DS\ L= | YD eymig = Sty D (e — i
jev i#£j JEV g jev JEV i)

En la Figura 4.2 se muestra la formulacion béasica del problema de localizaciéon de plantas
simple, que abreviaremos como PLPS. En dicha formulacion, las desigualdades (4.2) garantizan
que en una solucién factible, si el nodo ¢ es servido desde una planta j, entonces no puede ser
servido desde otra planta k, o dicho de otra manera, no puede haber ningin nodo del grafo
solucion del que partan dos aristas. Las desigualdades (4.3) indican que si el nodo j se asigna a
una planta k, entonces no puede haber un nodo ¢ asignado a j, pues j no es planta, y también
que si un nodo ¢ se asigna a otro nodo j, entonces j va a ser una planta y no va a poder salir de

él una arista en el grafo solucién hacia ningtin nodo k distinto de j.

Si nos fijamos en (4.1), la funcién objetivo de nuestro problema est4 formada por una suma
de constantes positivas y por otra suma de variables x;; con coeficientes las diferencias c;; — f;.
Si estas diferencias son siempre positivas, el valor minimo se alcanza cuando tomamos todas las
variables x;; iguales a cero. En esta solucion, todos los nodos son elegidos como nodos planta.
Si queremos obtener una solucién diferente a ésta, con un valor de la funcién objetivo menor
y que sea una solucidon véalida para el problema de localizaciéon de plantas simple en un grafo,
tomaremos f; > c¢;; para cada j y cada i. De esta manera, la funcién objetivo forzara a que el
maximo namero de arcos del grafo estén en la solucion del problema (que los z;; con i # j sean
igual a 1), mientras que las restricciones (4.2) y (4.3) van a controlar que se asigne cada nodo

exactamente a una planta y la solucién tenga, en definitiva, la estructura que buscamos.

Como se puede observar, no hemos considerado en la formulacién del problema las variables

xj; para j € V. Esta formulacién para PLPS sigue la estructura de un problema de empaqueta-
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miento de nodos. Analicemos las incompatibilidades de las variables dadas por las restricciones

(4.2) y (4.3) para construir el grafo intersecciéon asociado y determinar en él sus cliques.

Para la construccion del grafo interseccion, vamos a considerar una caja de n X n nodos, con
n el cardinal de V', donde cada nodo situado en la i-ésima fila y la j-ésima columna esté asociado
a una variable z;;. Tomemos la variable x93. En virtud de la desigualdad (4.2), sabemos que x93
es incompatible con toda variable xof, con k # 2, 3. Asi, en el grafo interseccion, el nodo asociado

a xo3 serd adyacente a todos los nodos situados en la fila 2 y en una columna k distinta de 2 y 3.

La desigualdad (4.3) genera dos tipos de incompatibilidades entre nodos del grafo interseccion.
Por un lado, sabemos que x93 es incompatible con toda variable x3x, con k # 3; por otro lado,

también serd incompatible con toda variable x;9, con ¢ # 2.

En definitiva, un nodo z;; del grafo intersecciéon serd incompatible con los nodos situados en
su misma fila, con los nodos situados en la fila j-ésima y con los nodos situados en la columna
i-ésima (exceptuando nodos xk, que no pertenecen al grafo interseccion). En la Figura 4.3 se

ilustran recuadrados en color magenta los nodos adyacentes al nodo asociado a la variable za3.

O
o Ok
I
I

Figura 4.3: Representacion en el grafo interseccién de los nodos incompatibles con xo3

Una vez dadas las incompatibilidades en el conjunto de nodos del grafo interseccién, vamos

a buscar subgrafos completos maximales de dicho conjunto.

Proposicion 4.1.1 Las unicas facetas cliqgue de la envolvente conveza de los vectores de inci-

dencia del grafo interseccion son las desigualdades

Tpg + Z Tak S 17 (44)
k#a
cona,beV,a#b,
Tab + Tpe + Tea < 1, (45)

con a,b,c eV, a+#b+#c#a.

Demostracion. Consideremos un primer nodo x4, con b distinto de a.
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Tenemos entonces dos posibilidades que no conducen a situaciones simétricas:

a) Anadir el nodo xp, a la faceta. Las tnicas opciones que nos quedan ahora son o bien anadir
al clique el nodo x4 o bien anadir el nodo xp., obteniendo en ambos casos una desigualdad
de la forma de (4.4).

oo gg
oo o
ooog
N N
oo gg oo gg
oo o oo o
FAITTT I FAITTT I (4.4)
N N
oo gg oo gg
oo o oo o
FAITTT I FAITTT I (4.4)
b) Afadir el nodo z., a la faceta.
U] U
0 OO
g O
IR

Las tinicas opciones ahora son o bien anadir el nodo x4, obteniendo asi una desigualdad

de la forma de (4.4), o bien anadir el nodo x., obteniendo entonces la desigualdad (4.5).

O D00 O D00
O 00 O 00
ooo O ooo O
RIREIN RIREIN (4.4)
OOoC
O JOC O mOC
O 0OC O 0OC
OO0 C 00O C
RRiEE RIREIN (4.5)

La Proposicién 4.1.1 nos proporciona nuevas desigualdades que podemos anadir a la formu-

lacion (A) para PLPS. Como se puede observar, las desigualdades de la forma de (4.4) son mas
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(B) min > fi+ Y. > (cij— fi)uy

JEV JEV i#j
s.a xki—i—z% <1 Vi,keV,i#k (4.6)
J#

Figura 4.4: Formulacién (B) para PLPS

fuertes que las dadas por (4.2) y (4.3), ya que cualquier solucion que satisfaga las desigualdades
(4.4) va a cumplir también las restricciones (4.2) y (4.3). Por tanto, al anadir a la formulacion
(A) las nuevas desigualdades obtenidas, podemos prescindir de las que ya tenfamos y seguimos
teniendo una formulacion vélida. La Figura 4.4 ilustra la nueva formulacion (B) para el problema

de localizacién de plantas simple tras incluir las facetas clique obtenidas en esta seccion.

Comparativa entre distintas formulaciones del problema. Resultados compu-

tacionales

Una vez obtenidas las formulaciones (A) y (B) para el problema de localizacién de plantas
simple en un grafo completo, vamos a ilustrar y comentar en esta secciéon los resultados que hemos
obtenido al compararlas, y también al comparar (B) con una formulacién que denotaremos (C),
obtenida al eliminar de (B) las restricciones (4.7). Todas estas formulaciones han sido implemen-
tadas en el programa de optimizacion Xpress y ejecutadas en un procesador Inter(R) Xeon(R)
CPU E31270 3.40 GHz con 16 GB de memoria RAM. Para la obtencion de los resultados, he-
mos indicado al programa los pardmetros que desactivan durante el proceso de ramificaciéon la

generacién automaética de cortes y preprocesamiento.

En primer lugar, hemos realizado una comparativa entre la formulacion (A) y la formulacion
(B) para PLPS generando instancias aleatorias de grafos completos con 5, 10, 14, 15, 16 y 17 nodos
sobre la region [0, 10] x [0, 10] del plano, considerando como costes de asignacion las distancias
euclideas entre ellos y que el coste de abrir cada planta j es superior (en una constante positiva
aleatoria inferior a 1) al méaximo en ¢ de los costes ¢;;. Los resultados obtenidos se muestran en
la Tabla 4.1. Para cada tamano del grafo, hemos generado 5 instancias distintas. En la tabla se
muestra el valor 6ptimo de cada una de ellas, indicando entre corchetes el nimero de plantas
abiertas en la solucién; los valores de la relajacién lineal para cada formulacién, indicando entre
paréntesis el nimero de iteraciones que realiza el algoritmo sfmplex; y el tiempo en segundos
que tarda cada formulacion en resolver cada una de las instancias. Un guién en la columna de
tiempo para la formulacion (A) indica que la instancia a la que pertenece no ha sido resuelta en

un tiempo que hemos fijado como maximo (600 segundos).
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Numero de nodos Valor 6ptimo Valor 6ptimo de Valor 6ptimo de Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

del grafo del problema RL para (A) RL para (B) para (A) para (B)
5 15.90 [2] 14.61 (8) 15.90 (2) 0.0 0.0
5 13.14 [1] 13.03 (12) 13.14 (6) 0.0 0.0
5 19.03 [2] 18.47 (7) 19.03 (3) 0.0 0.0
5 12.69 [2] 12.69 (7) 12.69 (3) 0.0 0.0
5 16.22 [2] 15.33 (6) 16.22 (6) 0.0 0.0
10 36.57 [3] 11.46 (43) 36.57 (24) 0.1 0.0
10 25.53 [3] ~3.13 (56) 25.53 (23) 0.2 0.0
10 31.09 [3] 14.51 (46) 31.09 (20) 0.1 0.0
10 30.04 [3] 14.22 (51) 30.04 (27) 0.1 0.0
10 25.37 [2] —1.58 (42) 25.37 (18) 0.1 0.0
14 34.77 [5] —9.35 (101) 34.77 (36) 4.9 0.0
14 28.74 [3] —11.76 (116) 28.74 (51) 205 0.0
14 37.31 [4] ~10.05 (88) 37.31 (42) 2.4 0.0
14 36.50 [4] —2.13 (93) 36.50 (40) 2.6 0.0
14 39.72 [3] —16.73 (87) 39.72 (36) 2.8 0.0
15 41.53 [4] —21.04 (111) 41.53 (60) 79.1 0.1
15 30.36 [4] —12.66 (113) 30.36 (52) 23.6 0.1
15 37.61 [3] —27.82 (106) 37.61 (47) 17.9 0.1
15 46.05 [4] ~15.94 (102) 46.05 (39) 31.9 0.1
15 41.63 [3] —14.41 (109) 41.63 (52) 63.6 0.1
16 43.15 [4] —34.47 (113) 43.15 (46) 302.7 0.1
16 40.88 [4] ~18.90 (129) 40.88 (63) 153.4 0.1
16 35.36 [3] ~24.69 (138) 35.36 (59) - 0.1
16 44.51 [4] —16.38 (128) 44.51 (48) 204.3 0.1
16 41.41 [5) ~20.29 (130) 41.41 (45) 544.8 0.1
17 44.03 [4] —29.32 (224) 44.03 (48) 306.4 0.1
17 48.93 [4] —55.00 (201) 48.93 (63) - 0.1
17 45.40 [5] —36.72 (214) 45.40 (50) - 0.1
17 44.42 [4] —41.04 (235) 44.42 (64) - 0.1
17 43.43 [4] —34.40 (237) 43.43 (56) - 0.1

Tabla 4.1: Resultados obtenidos para la comparativa entre las formulaciones (A) y (B)

Numero de nodos Tiempo medio Tiempo medio

del grafo para (A) para (B)
14 0.93 0.0
15 43.28 0.1
16 301.30 0.1

Tabla 4.2: Comparativa entre la formulacién (A) y la formulacién (B) en un grafo completo

Se puede observar en la Tabla 4.1 que el valor que devuelve la relajacion lineal del proble-
ma para la formulacion (B) siempre coincide con el valor 6ptimo del problema entero. Para la
formulacion (A), en cambio, a medida que aumentamos el tamano del grafo, la diferencia entre

esos dos valores crece notablemente.

En la Tabla 4.2 hemos indicado el tiempo medio que tardan las instancias de 14, 15 y 16

nodos en ser resultas con cada una de las formulaciones (A) y (B). Mientras que la formulacion
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(B) resuelve todas estas instancias en un tiempo insignificante, la formulacion (A) necesita de
mucho més tiempo a medida que aumentamos el tamano del grafo. Podemos afirmar entonces
que la nueva formulacion (B) que hemos obtenido funciona mucho mejor que la formulacion
basica del problema. Veamos ahora los resultados que obtenemos para nuestra formulacion (B)
si consideramos instancias de grafos mucho més grandes. Compararemos estos resultados con los
obtenidos por la formulacién dada en la Figura 4.5, generada al incluir como restricciones del
problema tnicamente las dadas por las desigualdades (4.6), para ver asi el efecto de los cliques
(4.7) en (B). Esta formulaciéon es vélida para el problema ya que, como hemos comentado tras
demostrar la Proposicion 4.1.1, contiene restricciones més fuertes que engloban las dadas en la

formulacion (A).

(C) min Y fi+ D> (e — i)y

JeEV JEV i#j
s.a Iki"‘zxij <1 VikeV,i#k
J#i
xijE{O,l} Vi,jeV, i#£j

Figura 4.5: Formulacién (C) para PLPS

Para esta nueva comparativa, hemos considerado instancias aleatorias de 50, 100 y 150 no-
dos, generando cinco diferentes de cada tamafio. El tiempo medio de resolucién, en segundos,
para cada una de las formulaciones (B) y (C) se muestra en la Tabla 4.3. Como podemos ob-
servar en dicha tabla, ambas formulaciones resuelven cada una las instancias en poco maés de
un minuto, como mucho. Para todas ellas, ademas, el valor de la relajacién lineal del problema
coincide con el valor 6ptimo con restricciones de integridad. Sin embargo, la formulacion (C) que
hemos considerado tras eliminar de (B) algunas de sus desigualdades obtiene dichos éptimos en

aproximadamente la mitad de tiempo.

Numero de nodos Tiempo medio Tiempo medio

del grafo para (B) para (C)
50 0.92 0.54
100 12.60 5.82
150 68.22 35.30

Tabla 4.3: Comparativa entre la formulacion (B) y la formulacién (C) en un grafo completo

Cuando tratamos de delimitar de la manera mas precisa posible la envolvente convexa de
soluciones enteras del problema, incurrimos por lo general en un incremento en el nimero de
desigualdades de la formulacién de nuestro problema. Este aumento puede ocasionar que el
procedimiento de resolucién sea mas lento, al tener que manejar mas informacién. Para evitar

esta situacién, se tiende a buscar un equilibrio entre ambos aspectos. En particular, para nuestro
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estudio, puesto que ambas formulaciones, (B) y (C), devuelven como valor 6ptimo de la relajacion
lineal el optimo del problema entero, funciona mucho mejor (C) al contener un nimero mucho

menor de restricciones lineales.

4.2. El problema de localizacién de plantas simple en un grafo

dirigido no completo

Por altimo, vamos a suponer en esta seccion que el grafo sobre el que se lleva a cabo el pro-
blema de localizacién de plantas no es completo, sino que sélo van a ser posibles las asignaciones

de un nodo a una planta cuando exista un arco que salga de dicho nodo y entre en la planta.

Consideremos un grafo dirigido no completo con conjunto de nodos V' y conjunto de arcos A.
Para cada par de nodos ¢,j € V vamos a definir de manera analoga al caso completo la variable
binaria x;;, que toma el valor 1 si el nodo 7 es asignado a la planta j, y 0 en otro caso. Vamos
a denotar también por f; > 0 al coste asociado a la instalaciéon de una planta en el nodo j, y
por ¢;; > 0 al coste de servir al nodo i desde la planta j. Las formulaciones (B) y (C) dadas en
la seccién anterior para grafos dirigidos completos se transforman ahora, respectivamente, en las

formulaciones (B’) y (C'), dadas en las Figuras 4.6 y 4.7.

(B') min Z fi+ Z Z(Cij — fi)wij
jeVv JEV i#j
sa ayp+ Yy wg <1, (ki),(0,§) € A
j#i
Tij +xje + e <1, (6,), (4, k), (k1) € A

LL'Z']‘E{O,I}, (7'7.7)614

Figura 4.6: Formulaciéon (B') para PLPS

(C) min Y fi+ Y0 (e — fi)wi

Jjev JEV i#j
S.a Tk + Z«TU S 17 (kvl)a (Zv.]) € A
J#i
I‘Z’jE{O,l}, (Zuj)eA

Figura 4.7: Formulacién (C') para PLPS
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Figura 4.8: Soluciones para un mismo grafo de 10 nodos, completo (izquierda) y no completo (derecha)

FEn la Figura 4.8 se ilustran dos soluciones 6ptimas que hemos obtenido para un mismo
problema, sobre un grafo con 10 nodos: a la izquierda, la obtenida sobre el grafo completo, y a

la derecha, sobre el grafo dirigido no completo.

Para terminar, hemos realizado de nuevo en Xpress una comparativa sobre las mismas ins-
tancias de nodos consideradas en la Tabla 4.3 para las formulaciones (B") y (C’), que resultan de

considerar grafos dirigidos no completos. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4.4.

Para el tiempo medio de (B’) en grafos de 150 nodos, sélo 3 de las 5 instancias generadas
han sido resueltas en el tiempo fijado; el tiempo medio reflejado en la tabla ha sido obtenido
inicamente a partir de las resueltas. Si comparamos estos resultados con los de la Tabla 4.3,
se observa que para el caso del PLPS sobre un grafo dirigido no completo, la formulacion (B')
tarda mas en encontrar el valor 6ptimo, mientras que la formulacion (C’) lo alcanza todavia mas

rapido que en el caso completo.

Numero de nodos Tiempo medio Tiempo medio

del grafo para (B’) para (C’)
50 1.74 0.28
100 42.50 2.34
150 279.05 20.63

Tabla 4.4: Comparativa entre el modelo (B') y el modelo (C') en un grafo dirigido no completo
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Conclusiones

A lo largo de toda la memoria, hemos trabajado con poliedros asociados a conjuntos factibles
de distintos problemas de programaciéon lineal. Por un lado, hemos visto que a dia de hoy,
todavia no se conoce si el método simplex, uno de los mas utilizados para resolver problemas de
optimizacién lineal, es un algoritmo de complejidad polindémica para alguna regla de pivote. Como
sabemos, este método va saltando en cada iteraciéon de un vértice del poliedro a otro adyacente
buscando optimizar la funcién objetivo del problema. La aportaciéon del contraejemplo de Santos
a la conjetura de Hirsch no niega la posibilidad de que la complejidad del simplex dependa de
manera polinémica de la dimensién del poliedro y de su niamero de facetas, sino que constituye
un paso més en el estudio de tal cuestiéon. Si bien sabemos que el didmetro de los politopos no
siempre estd acotado por n — d, queda abierta la pregunta de si existird alguna cota superior
polinémica para dicho didmetro. Las técnicas que Santos utiliza en el teorema generalizado de los
d pasos pueden permitir abrir nuevas vias de ataque al estudio de la complejidad computacional

del método simplex.

Por otro lado, mientras que para el segundo capitulo trabajabamos con un poliedro lineal,
en los capftulos tercero y cuarto hemos trabajado con dos poliedros distintos, uno lineal y otro
generado por la envolvente convexa de puntos enteros, pero que es desconocido. Este tltimo esta
asociado al conjunto factible de un problema de optimizacién lineal entera. Para resolver proble-
mas con restricciones de integridad en las variables de manera exacta, se utilizan métodos como
ramificacién y acotaciéon, o hiperplanos de corte. En el tercer capitulo, hemos desarrollado una
técnica para obtener nuevas desigualdades validas que, incluidas en la formulacién de problemas
de empaquetamiento, facilitan a estos métodos la obtencién de soluciones éptimas, ya que apro-
ximan en la medida de lo posible la region factible del problema relajado a la envolvente convexa
de las soluciones enteras. Este tipo de estudio no puede hacerse para los problemas de progra-
macién lineal de una forma generalizada, sino que ha de llevarse a cabo de manera individual
para cada problema. Nosotros hemos elegido el problema de localizacién de concentradores sin
capacidades, que ya habia sido estudiado en la literatura. Con esta misma técnica, hemos llevado
a cabo en el capitulo cuarto un estudio para el problema de localizaciéon de plantas simple sobre
un grafo dirigido, obteniendo resultados computacionales para diversas formulaciones que hemos
dado del problema. A raiz de estos resultados, hemos observado cémo la inclusion de nuevas de-
sigualdades a la formulacién agiliza notablemente el tiempo de resolucion del problema, aunque
anadir una gran cantidad de ellas genera también una sobrecarga para el procedimiento. En esta
linea, se podria desarrollar un algoritmo de separacién que permitiese a nuestro programa anadir

o sustraer desigualdades de la formulacion durante el proceso de resolucién del problema.
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