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Introduccion

Un sistema puede ser considerado como una coleccion de dos o mds componentes en el que
para su funcionamiento es necesario que funcione al menos una de ellas. La Teoria de Fiabili-
dad de Sistemas estudia las probabilidades asociadas a la supervivencia del sistema, siendo uno
de los principales problemas en fiabilidad el estudio del comportamiento del sistema a través
del comportamiento de sus componentes, en distintos sentidos.

En general, las componentes del sistema estan sujetas a un deterioro gradual de sus carac-
teristicas de funcionamiento perfecto, y por tanto, a un aumento creciente de la probabilidad
de fallo de las mismas. Este comportamiento mateméticamente se modeliza, introduciendo
diferentes medidas de fiabilidad para la ordenacion de distribuciones, que viene siendo una he-
rramienta fundamental de la Teoria de Fiabilidad de Sistemas. La ordenacion de distribuciones
permite comparar componentes o sistemas, para seleccionar aquellas con un mayor tiempo de
funcionamiento en algiin sentido probabilistico.

En el estudio de tiempos de vida de sistemas es de interés, también, estudiar donde situar
una componente redundante con el fin de mejorar lo més posible el tiempo de vida del sistema.
Por redundancia de una componente se entiende el colocar una componente adicional junto a
ésta para prolongar el tiempo de vida del sistema. Principalmente existen dos formas de redun-
dancia: la activa, en la que la componente redundante funciona en paralelo al mismo tiempo
que la componente del sistema; o en espera, si falla la componente del sistema se sustituye por
una nueva, es decir, se hace una convolucién de los dos tiempos de vida.

El objetivo de esta memoria es estudiar donde colocar una o dos redundancias, en forma ac-
tiva o en espera, para conseguir prolongar un mayor tiempo de vida del sistema. Estudiaremos,
para poder comparar los tiempos de vida de los sistemas a los que se les aplican las redun-
dancias, las cinco ordenaciones estocasticas mas frecuentes: orden estocastico, razon de fallo,
razon de fallo inverso, cociente de verosimilitud y en preferencia. Los sistemas considerados
seran los sistemas en serie, que funcionan si lo hacen todas sus componentes, sistemas en para-
lelo, que funcionan si lo hace al menos una componente, y sistemas k-out of-n, que funcionan
si lo hacen al menos k de sus n componentes.

Hasta el momento, el problema de colocacién de una o dos componentes redundantes ac-
tivas o en espera ha sido considerado en el caso en que las componentes son independientes
en Boland et al. [8, 9, [10]], Singh y Misra [31], Valdés y Zequeira [33)[34], Romera et al. [27],



Valdés et al. [32], Misra et al. [23],24], Brito et al. [[13], Zhao et al. [37,136]], You y Li [35] y Zhao
et al. [38]], entre otros. Por otro lado, otras investigaciones relacionadas con este objetivo son,
por ejemplo, la consideracion de un nimero m de redundancias (véase Hu y Wang [19], Ding
y Li [15]], Zhao et al. [37], Zhuang y Li [39]), la dependencia entre las componentes (véase
Belzunce et al. [4, S]], Fang y Li [16], Jeddi y Doostparast [20]), la ordenacion estocéstica en
los sistemas con redundancia a nivel de componente o sistema (véase Brito et al. [13]], Hazra y
Nanda [[18]]) o la consideracion de otras ordenaciones estocéasticas (véase Li y Hu [22], Ding y
Li [15], Misra et al. [24], You y Li [35]).

Esta memoria consta de cuatro capitulos y un apéndice en los que se han recopilado gran
parte de los trabajos citados con anterioridad. Algunas demostraciones han sido modificadas
para dar al presente trabajo una mayor coherencia y claridad. Ademads en los capitulos [2|y [3| se
aportan dos resultados que no hemos encontrado en la literatura y que hemos demostrado. La
casuistica de colocacion de una o dos redundancias en un sistema es amplia, por ello conside-
ramos los resultados en primer lugar para la ordenacion de los sistemas y posteriormente para
el caso de los distintos tipos de redundancia.

En el primer capitulo, se introducen los conceptos y propiedades fundamentales que se
manejan a lo largo de la memoria, como son distintas medidas de fiabilidad, ordenacién de
distribuciones y el concepto de sistema coherente. También se demuestran resultados relativos
a caracterizaciones necesarias de las ordenaciones de tiempos de vida y célculo de medidas de
fiabilidad de los sistemas en serie, paralelo y k-out of-n.

En el segundo capitulo se estudian las ordenaciones estocésticas de los sistemas con una
redundancia. Organizaremos el capitulo en cinco secciones donde se estudian, en este orden,
los 6rdenes estocastico, en preferencia, razon de fallo, razon de fallo inverso y orden cociente
de verosimilitudes estos sistemas.

En el tercer capitulo continuamos el estudio de los 6rdenes anteriores para sistemas donde
se consideran dos redundancias, colocadas, una a una, en dos componentes. En este capitulo
para simplificar el estudio lo haremos con redundancias que tienen iguales distribuciones a las
componentes y solo para sistemas en serie, siendo éste modelo el que hemos encontrado, por
lo general, en la bibliografia consultada.

En el cuarto y ultimo capitulo presentamos unas conclusiones y breve reflexion final a mo-
do de resumen de todos los resultados estudiados a lo largo del trabajo, presentandolos en una
tabla. También, incluimos lineas para continuar con la investigacion sobre estos nuevos resul-
tados.

Se completa la memoria con un apéndice en el cual exponemos, en primer lugar, los ar-
chivos de R realizados para la obtencion de las graficas utilizadas en los diversos ejemplos del
trabajo; en segundo lugar, exponemos dos simulaciones de tiempos de vida de sistemas realizas
a partir de componentes con distribuciones exponenciales y por dltimo incluimos un resumen
de las notaciones de los sistemas estudiados.



Capitulo 1

Comparacion de distribuciones, sistemas y
fiabilidad de sistemas

1.1. Introduccion

En este primer capitulo comenzamos con las definiciones de las funciones esenciales para el
estudio y comparacion de variables aleatorias. Posteriormente, se definen los distintos 6rdenes
de comparacion de variables aleatorias que utilizaremos en los capitulos siguientes. Para esta
tarea nos hemos centrado en el libro Shaked y Shanthikumar [29]] que describe, entre otros, los
cuatro o6rdenes esenciales que estudiaremos durante todo el trabajo: el orden estocastico, razén
de fallo, raz6n de fallo inverso y cociente de verosimilitud, por dltimo definimos el orden en
preferencia para dos variables aleatorias.

A lo largo de esta memoria, utilizaremos la siguiente nomenclatura, representaremos por
X una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F(¢) = P(X < t) y funcién de
densidad f(¢), cuyo soporte es el intervalo [0,b) donde b puede ser finito o infinito. Diremos
que la variable aleatoria X es no negativa y dentro del contexto de modelizacion de tiempos de
vida de sistemas (0 componentes) serdn las variables que consideraremos.

Entre las funciones asociadas a una variable aleatoria tenemos la funcién de supervivencia
o fiabilidad, véase Lai y Xie [21], que pasamos a definir.

Definicion 1.1.1. Llamaremos funcion de supervivencia o fiabilidad a la funcion definida por

F(t)=P(X>t)=1—F(t), Vt e R.

Para una variable aleatoria que representa el tiempo de vida de un sistema la funcién de su-
pervivencia indica la probabilidad de que el sistema (o0 componente) siga funcionando después
de un tiempo ¢. Sus propiedades se derivan de la propia definicién:

1. F(0)=1.

2. lim F(t)=0.

oo



CAPITULO 1. COMPARACION DE DISTRIBUCIONES, SISTEMAS Y FIABILIDAD DE
SISTEMAS

3. F(t) es no creciente.

Esta funcion puede ayudar a proporcionar un método a la hora de comparar patrones de
supervivencia o fiabilidad para dos sistemas o componentes. Por ejemplo, sea un mecanismo
que puede ser fabricado de dos formas distintas, A o B, con costes similares y tiempos de vida
X4 y Xp, respectivamente, y sus supervivencias verifican Fy (1) < Fg(t) para cada momento ¢.
Entonces, elegiremos el método de fabricacion B, ya que con éste aseguramos que el producto
tiene mayor probabilidad para superar un tiempo de funcionamiento ¢ que el fabricado por el
método A.

Veamos ahora dos funciones asociadas a variables aleatorias truncadas, la razén de fallo y
la raz6n de fallo inversa, véase Block et al. [6] y Finkelstein [[17], que se usan frecuentemente
en el estudio de supervivencia y fiabilidad de sistemas.

Definicion 1.1.2. Sea X una variable aleatoria continua y no negativa. Se llama razon de fallo
a la funcion
f()

r<t>:m7

para todo t > 0 tal que F(t) > 0.

También podemos expresar la funcion razon de fallo como

(1) = — 2 (log(F(r))). (L)

dt
Veamos como se interpreta esta medida en teoria de fiabilidad. Supongamos que X represen-
ta el tiempo de funcionamiento de un determinado sistema. La probabilidad de que un sistema
que funciona en el instante ¢ deje de hacerlo en las siguientes k unidades de tiempo puede ser
expresada mediante la probabilidad condicionada
F(t+k)—F(t)

F(t)=Pt <X <t+klX >1t)= o)

Si calculamos el promedio, dividiendo por la longitud del intervalo, y hacemos que k tienda
a cero se obtiene que,

I Fi (1) 1 F(t+k)—F(t) 1

Pl s P S T RAC RO

Por lo que r(¢) puede ser considerada como la “probabilidad” instantdnea de fallo en el
instante ¢. Esta funcién permite comparar dos tiempos de vida. En el ejemplo anterior, si para
las formas de fabricacién A y B se cumple que rp(t) < r4(t) para cada momento 7, entonces
elegiriamos la linea de produccion B. Esto es porque para los productos de A y B, una vez su-
perado el tiempo ¢, la probabilidad de que falle el producto de B es menor que la probabilidad
de que falle el producto de A en una variacién pequeiia de tiempo.



1.1. INTRODUCCION

Para variables aleatorias continuas la razén de fallo caracteriza la funcién de distribucién
de la que procede de forma biyectiva ya que a partir de ella se puede recuperar la funcién de
distribucién (y en definitiva su funcidn de supervivencia y densidad), resultado que expresamos
en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3. Sea X una variable aleatoria, continua y no negativa, con razon de fallo r(t).

Entonces,
_ eij(g r(x)dx sit Z 0
0 en el resto.

De la expresion anterior, la funcidon de distribucion viene dada por,

1—e hr@dx >0
F(t) = =
(1) { 1 en el resto,
y la expresion para la funcién de densidad viene dada por,

£lt) = { r(1)- e~ lor@dx i >0

0 en el resto.
Por altimo, introducimos el concepto de razon de fallo inversa de una variable aleatoria X .

Definicion 1.1.4. Sea X una variable aleatoria continua y no negativa. Se llama razon de fallo
inversa a la funcion
f()

F(t>:m7

para todot > 0 tal que F(t) > 0.

También podemos expresar la funcion razon de fallo inversa como

r(r) = & (o8 (F(1)). (1.2)

Veamos como se interpreta esta medida de fiabilidad. Supongamos que X representa el
tiempo de vida de un determinado sistema. La probabilidad de que un sistema haya fallado en
el instante de tiempo ¢ y lo haya dejado de hacer en las anteriores k unidades de tiempo puede
ser expresada mediante la probabilidad condicionada

F(t)—F(t—k)
F(r)
Si calculamos el promedio, dividiendo por la longitud del intervalo, y hacemos que k tienda
a cero se obtiene que,

F(t)=Pt—k<X<t|X<1)=

R 1 F()-Fi—k 1 )
R ) S S T A
Por lo que 7(z) puede ser interpretada como la “probabilidad” instantdnea de vida en el
instante . También, a partir de esta funcion, podemos tener la correspondiente funcion de dis-
tribucion, supervivencia y densidad de la variable aleatoria X de forma analoga al caso de la
funcién razén de fallo.




CAPITULO 1. COMPARACION DE DISTRIBUCIONES, SISTEMAS Y FIABILIDAD DE
SISTEMAS

1.2. Criterios para la comparacion de variables aleatorias

Uno de los principales objetivos de la estadistica es la comparacion de variables aleatorias.
Estas comparaciones se realizan utilizando funciones o medidas asociada a las variables co-
mo, por ejemplo, las medias, medianas o varianzas. Sin embargo, en muchas situaciones, estas
comparaciones son muy poco informativas lo que muestra la necesidad de disponer de crite-
rios de comparacién mas detallados. Por ello utilizaremos las medidas de fiabilidad definidas
anteriormente para la comparacion de variables aleatorias, lo que da lugar a los 6rdenes orden
estocastico, orden razon de fallo, razon de fallo inverso. Por tdltimo, definiremos también el
orden cociente de verosimilitudes y orden en preferencia. El primero es referido a la mono-
tonia del cociente de las funciones de densidad de las variables aleatorias y el segundo a cuando
el suceso de que una variable aleatoria sea mayor que otra es mas probable que el suceso de
que ésta segunda sea mayor que la primera.

En esta seccion consideraremos, en general, las variables aleatorias continuas y no negativas
X e Y, con funciones de distribucién F(¢) y G(¢), funciones de densidad f(¢) y g(¢), funciones
de supervivencia F(¢) y G(t), funciones de razén de fallo r(¢) y s(¢) y funciones de razén de
fallo inversa 7(¢) y §(¢), respectivamente.

1.2.1. Orden estocastico

La ordenacién mads intuitiva es la que se conoce como ordenacion estocdstica basada en
la comparacion de las correspondientes funciones de supervivencia cuya definicion damos a
continuacion.

Definicion 1.2.1. Dadas dos variables aleatorias, decimos que X es menor que Y en el orden
estocdstico, denotado por X <g4Y, si

F(t) <G(1), Vt € R.

Si consideramos que X e Y representan los tiempos de vida de dos sistemas, la ordenacion
anterior implica que para todo ¢ hay mayor probabilidad que la variable Y supere un tiempo de
vida ¢ que X.

Observamos que utilizando la funcion de distribucion la definicion anterior es equivalente

X <Y si,ysolosi, F(t) > G(t), Vt € R.

Una de las cuestiones mas importantes de la ordenacién anterior es su caracterizacion en
términos de comparaciones de transformaciones de las variables o de esperanzas de las mismas
que exponemos en el teorema siguiente.

Teorema 1.2.2. Sean las variables aleatorias X e Y. Entonces, X <y Y si, y solo si, se verifican
una de las siguientes condiciones equivalentes:

6



1.2. CRITERIOS PARA LA COMPARACION DE VARIABLES ALEATORIAS

a) ¢(X) <y @(Y) para toda funcion no decreciente .

b) E[o(X)] < E[p(Y)] para toda funcion no decreciente ¢ para la cual existan las esperan-
zas anteriores.

Observacion 1.1. Si ¢ es una funcion no creciente y X <y Y las desigualdades del teorema
anterior se dan en sentido contrario.

Otra propiedad importante del orden estocastico para dos conjuntos de variables aleatorias
independientes viene dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3. Sean X|,X>,...,X, e Y1,Y>,...,Y, dos conjuntos de variables aleatorias inde-
pendientes. Si X; <y Y; paratodoi=1,...,ny B : R" — R es una funcién no decreciente en
todas sus componentes, entonces,

B(X1,X2,....Xn) <s B(Y1,Y2,.... V).

1.2.2. Orden razon de fallo y razon de fallo inverso

Otras ordenaciones que utilizaremos a lo largo de la memoria son el orden en razén de
fallo el cudl, en su sentido mds general, estudia la monotonia del cociente de las funciones
de supervivencia de las dos variables, G(t)/F{(t). Si este cociente es no decreciente para todo
t, significard que la probabilidad de que la segunda variable supere ¢ decrece a una “veloci-
dad” inferior a lo que lo hace la primera. Légicamente si se verifica esta condicién y por ser
G(0)/F(0) = 1 se cumple que G(t) > F{(t), por lo que tendriamos un orden mds fuerte que el
orden estocdstico, que definimos a continuacion.

Definicion 1.2.4. Sean dos variables aleatorias X e Y continuas y no negativas. Decimos que
X es menor que Y en el orden razon de fallo, denotado por X <p, Y, si el cociente G(t)/F(t)
es no decreciente en el conjunto {t|F(t) > 0}, o equivalentemente si se verifica,

F(x)G(y) > F(y)G(x), Vx <.

Originalmente este orden fue introducido para variables aleatorias absolutamente continuas
a través de la comparacion de sus razones de fallo. Denotando por r(¢) y s(¢) a las razones de fa-
llo de X e Y, respectivamente, para variables aleatorias absolutamente continuas y no negativas
la definicién anterior es equivalente a que se verifique la desigualdad r(¢) > s(¢) para todo ¢ > 0.

Otra ordenacion resulta cuando consideramos las funciones de distribucion, orden que pa-
samos a definir.

Definicion 1.2.5. Sean dos variables aleatorias, decimos que X es menor que Y en el orden
razon de fallo inverso, denotado por X <,, Y, si el cociente G(t)/F (t) es no decreciente en el
conjunto {t|F (t) > 0}, o equivalentemente si se verifica,

F(x)G(y) 2 F(y)G(x), Vx <.



CAPITULO 1. COMPARACION DE DISTRIBUCIONES, SISTEMAS Y FIABILIDAD DE
SISTEMAS

Que el cociente entre las funciones de distribucién sea no decreciente, indica que la proba-
bilidad con la que la segunda variable falla antes del instante ¢, crece a una “velocidad” inferior
a la que crece la probabilidad con la que la primera variable falla antes de 7. Ademads, como en
el caso de la ordenacidn razén de fallo, esta condicion junto con que el cociente G(t)/F (t) es
1 cuando ¢ tiende a infinito, se tendria el orden estocastico de las variables.

Como ocurre para el orden razén de fallo, originalmente el orden razén de fallo inverso fue
introducido para variables aleatorias absolutamente continuas a través de la comparacion de
sus razones de fallo inversa. Denotando por 7(f) y §(¢) a las razones de fallo inversas de X e Y,
respectivamente, para variables aleatorias absolutamente continuas y no negativas la definicién
anterior es equivalente a que se verifique la desigualdad 7(r) > §(¢) para todo r > 0.

1.2.3. Orden cociente de verosimilitudes

En los anteriores 6rdenes es necesario conocer la funcién de supervivencia (o la funcién de
distribucion) para obtener la ordenacion de las variables. Para ello se ha de tener una expresion
explicita o fécil de calcular de esta funcidn lo que no siempre es sencillo. Si los tiempos de vida
se ajustan a modelos paramétricos cuyas funciones de densidad son conocidas, basdndonos en
la monotonia del cociente de estas funciones, podremos obtener una condicion suficiente para
los 6rdenes estocastico, razén de fallo y razon de fallo inverso. Esta nueva ordenacion, llamada
cociente de verosimilitudes, la pasamos a definir a continuacién.

Definicion 1.2.6. Sean dos variables aleatorias X e Y no negativas y absolutamente continuas.
Decimos que X es menor que Y en el orden cociente de verosimilitudes, denotado por X <;,
Y, si g(t)/f(t) es no decreciente en la interseccion de los soportes de ambas variables, o
equivalentemente si se verifica,

f()eg(y) > f(y)g(x), Vx <y.

Como se muestra en Shaked y Shanthikumar [29] el orden cociente de verosimilitudes im-
plica el orden razén de fallo y razén de fallo inverso para tiempos de vida. Otra caracterizacion
viene dada en Shaked y Shanthikumar [29] donde haciendo referencia a Shanthikumar y Yao
[30]] y definiendo el conjunto de funciones

Gr={8:R* > Rig(x,y) < g(y,x) Vx <y},
se obtiene la siguiente implicacion.
Teorema 1.2.7. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. Si X <;, Y, entonces
g(X,Y) <q g(Y,X) Vg € 4.

Demostracion.- Consideremos las variables X <;,. Y y sean g € ¢, y ¢ una funcién no de-
creciente. Por la caracterizacion del Teorema apartado b), para comprobar que g(X,Y) <y
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g(Y,X), tendriamos que verificar que E(@(g(Y,X))) — E(9(g(X,Y))) > 0. Dicha diferencia
viene dada por,

Elp(s(Y.X)) ~ 9(e(X. V)] = [ [[p(e(:5)) ~ 9elvy))|f(g(y)dxdy.

yJx
Separando esta integral en dos, la primera para valores de x < y y la segunda parax > yy
renombrando en esta segunda las variables, podemos escribir la igualdad anterior como,

/y /x Sy[(P(g(y,x)) — @(g(x,Y)][f(x)g(y) — f(y)g(x)]dxdy.

Por ser X <;, Y, g(y,x) > g(x,y) y la funcién ¢ no decreciente, entonces ¢(g(y,x)) —
©(g(x,y)) > 0, lo que implica que la integral anterior sea mayor o igual que cero, lo que com-
pleta la demostracion. U

La implicacion inversa también es cierta y puede verse en Shanthikumar y Yao [30].

Observacion 1.2. Si g es creciente en reordenacion, ([g(x,y) — g(y,x)](y —x) > 0), entonces, el
orden de las variables g(X,Y) > g(Y,X) cambia.

Tras la definicién de estos cuatro primeros criterios de comparacion para variables aleatorias
podemos resumir las implicaciones entre ellos segun el cuadro,

XSIrY = Xgth

U 4 (1.3)
X<pY = X<aY.

1.2.4. Orden en preferencia

Para finalizar esta seccidén vamos a definir el dltimo de los érdenes que veremos a lo largo
de la memoria. Este orden no incluye ninguna de la funciones definidas con anterioridad y se
basa en que una variable aleatoria serd mejor que la otra, si la probabilidad de que la primera
sea mayor que la segunda es mayor que la probabilidad de que la segunda sea mayor que la
primera.

Definicion 1.2.8. Dadas dos variables aleatorias X e Y, decimos que X es menor que Y en el
orden en preferencia, denotado por X <, Y, si

P(X >Y)<P(Y > X).

Como se comenta en Singh y Misra [31] y Romera et al. [27], el criterio de eleccién de
una componente a partir del orden estocastico no siempre implica que esta eleccion sea la me-
jor en el orden en preferencia. Como vemos en Blyth [/], cuando las variables aleatorias no
son independientes el orden estocdstico no implica, por lo general, el orden en preferencia.
Ademas en dicho articulo también se presenta un contraejemplo para el cudl se puede obtener
que P(X > Y) esta arbitrariamente tan cerca de 1 como queramos y, sin embargo, X <y Y.
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SISTEMAS

1.3. Sistemas y fiabilidad de sistemas

Un sistema puede ser considerado como una coleccion de dos o0 mas componentes, en el
que para su funcionamiento es necesario que al menos funcione una de ellas. Por tanto, interesa
el estudio del comportamiento del sistema a través del comportamiento de sus componentes,
en distintos sentidos. Las componentes pueden ser independientes entre si o pueden tener inter-
acciones especificas entre ellas, es decir, tener algun tipo de dependencia. En general cualquier
sistema sera fiable si algin suceso no deseable, llamado fallo, no ocurriera en el funcionamiento
del mismo y decimos que el sistema falla, cuando deja de brindarnos el servicio que debia dar-
nos. Podemos entender por fiabilidad, la probabilidad de que un sistema realice adecuadamente
su funcidn prevista a lo largo del tiempo. Histéricamente los primeros desarrollos tedricos en
fiabilidad de sistemas surgen hace menos de 50 afios con el comienzo de la aerondutica y un
libro bésico, que representé un avance muy importante en el estudio matematico de sistemas
fiables, es Barlow y Proschan [2].

En primer lugar definiremos qué es un sistema y algunas de las caracteristicas bdsicas de
éstos. Nos basamos en los libros de Barlow y Proschan [3] y Ramamurthy [26], en este dltimo se
relaciona la teoria de sistemas con la teoria de juegos simples. Por otro lado, también tenemos
en cuenta las referencias dadas durante la asignatura Fiabilidad de Sistemas de este master.
En segundo lugar, la funcién de supervivencia es de gran importancia para la comparacioén
de tiempos de vida; es por esto, que estudiaremos las expresiones de estas funciones para los
sistemas en serie, paralelo y k-out of-n.

1.3.1. Sistemas

Intuitivamente, un sistema es un objeto complejo que estd compuesto por componentes que
pueden relacionarse entre si. El sistema puede estar en funcionamiento o no segun el estado de
los componentes. Cada sistema tiene una estructura que indica cémo se relacionan las compo-
nentes que la conforman. Matematicamente, se puede modelar a partir de funciones booleanas
e indicadores binarios de funcionamiento de las componentes.

Para indicar el estado de la componente i-ésima vamos a considerar el indicador binario x;:

1 sila componente i-ésima funciona
xXi= . o .
! 0 sila componente i-ésima no funciona.

Coni=1,...,ndonde n es el nimero de componentes del sistema.

Definicion 1.3.1. Un sistema de n componentes es una funcion booleana
¢: {(),1}” — {071}

0 si el sistema no funciona
(01,02, 0Xn) > QX ) = 1 si el sistema funciona.

A la funcion ¢ se le denomina funcion de estructura y al niimero de componentes del
sistema se le denomina orden del sistema.

10
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Definicion 1.3.2. Se dice que un sistema es coherente si:

1. ¢ es creciente en todas las componentes.
2. Vie{l,...,n} existen x1,...,Xi—1,Xit1,-..,Xn € {0, 1} tales que

0= ¢)(x1,...,xl~,1,0,xi+1,...,xn) < ¢(x1,...,xi,1, 1,x,~+1,...,xn) =1.
La primera de las condiciones asegura que

q)(xl,...,x,-,l,O,x,-H,...,xn) < ¢()C1,...,xi,1,1,xi+1,...,xn), Vi e {1,...,1’1},

es decir, que no funcione cualquiera de las componentes es “peor” para el funcionamiento del
sistema.

Por otro lado, la segunda condicién indica que existe al menos un punto donde la compo-
nente i es relevante, es decir, que el funcionamiento del sistema en este punto depende del
funcionamiento de esta componente.

O (X1 e ey Xim 15 Xiy Xit1y- - -5 Xn) = Xi, para algin xq,...,x;_1,Xi+1,-..,%, € {0,1}.

Los sistemas que estudiaremos en la memoria serdn: sistemas en serie, en paralelo y k-out
of-n, que describimos a continuacion.

o Sistema en serie. Es el sistema que funciona si todas sus componentes funcio-
nan. Se puede modelar con la funcién de estructura,

O(x1,x2,...,%,) = min{xy,x2,...,%,}.

Se puede representar mediante la siguiente figura.

Figura 1.1. Representacion gréfica de sistema en serie de n componentes.

e Sistema en paralelo. Es el sistema que funciona si al menos una de sus (n)
componentes funciona. Se puede modelar con la funcién de estructura,

O(x1,x2,...,%,) = max{xy,x2,..., %, }.

Se puede representar mediante la siguiente figura.

11
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Figura 1.2. Representacion grafica de sistema en paralelo de n componentes.

e Sistema k-out of-n. Es el sistema que funciona si al menos k de sus n compo-
nentes funcionan. Se puede modelar con la funcién de estructura,

n
Iosi Yx>k

4)()61,)62,...,)@1) = l?zl
0 si )y x<k.

i=ll

Este tipo de sistemas son la generalizacion de los sistemas en paralelo y se-
rie. Un sistema en serie seria un n-out of-n y un sistema en paralelo seria un 1-out of-n.

Un avién con cuatro motores que vuela si funcionan dos de sus motores, es un
ejemplo de sistema 2-out of-4.

Soses
-0
RO08

P R
2)-(3)—
2)(4)

Oa0

Figura 1.3. Representacion grafica de sistema 2-out of-4.
e Otros ejemplos de sistemas con tres componentes son los dados,
O (x1,x2,x3) = min{x;, max{xy,x3}} O (x1,x2,x3) = min{max{x;,x3},x},

que utilizaremos posteriormente en el estudio de la redundancia de sistemas y que
pueden representarse mediante la siguiente figura.
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I 2 ™ 4 = ™
— 2} VL
r).--.\'\ r"““"\
—{ 1 (2.}
I = e 'y T Y
L—{ 3} 3 )

Figura 1.4. Representacion griafica de los sistemas @ (xj,x2,x3) =
min{x;, max{xy,x3}} y ¢ (x1,x2,x3) = min{max{x;,x3},x}.

Todos estos resultados en sistemas estdn dados para un instante concreto de tiempo ¢. Sin
embargo, trabajaremos sistemas de componentes que operan a lo largo del tiempo ¢. Para cada
componente i = 1,...,n la variable x;(¢) sera el indicador de si la componente i funciona o
no en el instante de tiempo 7. Asi, x;(¢) = 0 si la componente i no funciona y 1 si lo hace en
el instante 7. Podemos construir entonces un vector X(7) = (x1(¢),x2(¢),...,x,(¢)) y aplicar la
funcién de estructura al mismo, ¢ (x(¢)), para saber el funcionamiento del sistema en el instante
r.

Denotamos ahora por X; los tiempos de vida de cada componente i = 1,...,n, que no son
mads que variables aleatorias no negativas y continuas. Cada una tiene su funcién de distribu-
cién (F;), de supervivencia (F;) y de densidad (f;). Se cumple la condicién X; > ¢ si, y solo si,
xi(t) = 1y ademés P(X; > t) = P(x;(t) = 1) = F;(¢).

Representamos, ahora, por T a la variable aleatoria que modela el tiempo de vida del siste-
ma ¢. Si representamos por X1,X>,...,X, alos tiempos de vida de las componentes, el sistema
puede ser denotado por T (X, X5, ...,X,). Entonces, sabemos que T = ¢ (X1, Xp,...,X,) > 1 si,
y solo si, ¢(x(7)) = 1, de esta manera la supervivencia del sistema en el instante 7 serd la pro-
babilidad de que la variable aleatoria 7' sea mayor que dicho tiempo.

A continuacién pasamos a definir el concepto de estadistico ordenado que es una herramien-
ta muy utilizada en estadistica y que podemos encontrar en David y Nagaraja [[14] y Arnold et
al. [1], entre otros.

Definicion 1.3.3. Sea X = (X,Xp,...,X,) un vector aleatorio n-dimensional. Se denomina
i-ésimo estadistico ordenado a la componente X;., del vector aleatorio (Xi:n,Xo:n,---,Xnn)
ordenado en forma creciente.

Los estadistico ordenados Xj.,,, X;.n ¥ Xk coinciden con el tiempo de vida de los siste-
mas en serie, paralelo y n — k + 1-out of-n, respectivamente, siendo las componentes de éstos
X1,X2,...,.X,.

Observacion 1.3. Sea el vector aleatorio (X1, X, ...,X,), denotaremos por X| [k:n] @12 k-€sima va-
riable aleatoria resultante de ordenar este vector en orden decreciente, (X[1.n), X[2:n]s - - - s Xjzn])-
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Con esta notacion los sistemas en serie, paralelo y k-out of-n con componentes Xi,X3,...,X,
coinciden con Xj.,], X[1.y) ¥ Xjk.n)> re€spectivamente. Mantendremos esta notacion para dichos
sistemas por ser usada en muchos de los trabajos considerados y por contener, en el subindice,
el numero de componentes en funcionamiento que son necesarias para que el sistema lo haga.

1.3.2. Fiabilidad de sistemas

En este epigrafe vamos a obtener la funcién de supervivencia de los sistemas en serie, para-
lelo y k-out of-n cuyas componentes, X1, X>,...,X,, son independientes y que denotaremos por
Fon(t), F1:y(t) y Fj. (), respectivamente.

Un sistema k-out of-n funciona si k de las n componentes lo hacen y su tiempo de vida
es T = Xj.,)- Para obtener su funcion de supervivencia, obsérvese que la probabilidad de que
al menos k componentes sean mayores que ¢ se convierte en la unién disjunta de los suce-
sos {{X;,,....,X;,} >tN{X;,,...,X; } <t} donde los subconjuntos de (1,...,n), (i1,...,i;)y
(J1,---,Jn) son disjuntos y el cardinal del primero es mayor o igual que k. Por ser los sucesos
disjuntos y las componentes independientes, esta probabilidad se convierte en la suma de las
probabilidades de todas las posibles elecciones de escoger al menos k componentes que funcio-
nen (que lo hardn con probabilidad F;()) y que el resto de las componentes no lo hagan (con
probabilidad F;(z)); y por tanto, viene dada por,

n

Fien(t) = P(Xpoy > 1) = Y TTIE ()% - [F(1)])' 4, (1.4)

e(k)i=1
donde denotamos por €(k) = {(&1,&,...,&) € {0, 1}"| X7, & > k}.

Para el sistema en serie X|,.,) = min{X;,X>,...,X,} su funcién de supervivencia puede ser
calculada directamente como,

Frn(t) = P(Xpy > 1) = P (ﬁ{x,- > t}) “T150). (1.5)
i=1

i=1
Como el sistema en serie coincide con el sistema n-out of-n esta funcion puede ser calcula-
da sustituyendo k = n en (L.4).

Por udltimo, para el sistema en paralelo X[;.,) = max{X;,Xs,...,X,} resulta directamente
que su funcion de supervivencia es,

n

Fr(t) =1—=P(Xpj, <t)=1—P (ﬂ{x <t}> _I—HF 1-[[(1=Fi()). (1.6)

i=1 i=1

Como el sistema en paralelo coincide con el sistema 1-out of-n esta funcién puede ser
calculada sustituyendo k = 1 en (1.4).
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Capitulo 2

Redundancia en componentes para la
mejora de sistemas

2.1. Introduccion

Un tema importante es el estudio del envejecimiento de los sistemas a partir del envejeci-
miento de las componentes que, en términos de la teoria de la probabilidad, es el estudio de
la evolucidn del funcionamiento de estas componentes a través del tiempo. La comprension y
estudio del envejecimiento, duracién media de vida y probabilidades de fallo de las compo-
nentes ayudaran en la identificacion de las mejoras que pueden introducirse, para optimizar el
tiempo de vida del sistema o al menos, paliar las consecuencias adversas de la produccion de
fallos. Un ejemplo de mejora que podemos introducir en un sistema son las redundancias en
las componentes. Se entiende por redundancia la existencia en un sistema de un nimero adi-
cional de componentes, con el objetivo de que puedan ponerse en funcionamiento alguna de
ellas, si falla alguna de las componentes iniciales. Con la redundancia se persigue mejorar la
fiabilidad, ya que aumentando el numero de componentes, prevenimos el efecto del fallo de
alguna de ellas. Por ejemplo, en los aviones numerosas componentes se encuentran duplicadas,
como los motores.

Un problema importante es estudiar donde ubicar una componente redundante en el sistema,
con el fin de obtener una configuracion 6ptima del mismo que permita aumentar su fiabilidad.
Por otro lado, para concluir que la colocacién de una reposicién en una componente es Opti-
ma, debemos hacerlo bajo algun criterio de ordenacion de tiempos de vida. Ademads, por la
propia naturaleza y casuistica de como colocar una redundancia, distinguiremos dos tipos, la
redundancia activa y la redundancia en espera. La primera tratard de modelizar el hecho de que
la reposicion se haga activamente poniéndola en paralelo junto con la componente redundante
mientras el sistema funciona; la segunda trata de modelizar la reposiciéon de una componente
una vez que ésta haya fallado. También, podemos encontrarnos ante la situacion donde las com-
ponentes son todas del mismo tipo y con una unica componente de reposicion podamos hacer la
redundancia deseada en cualquiera de las componentes; este tipo de reposicion se denominara
de reposiciéon comun. Si las componentes son diferentes, entonces hemos de tener reposiciones
distintas, denominadas uno a uno, que a su vez pueden tener tiempos de vida iguales o diferen-
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tes a las componentes para las que seran usadas.

Trabajaremos con sistemas cuyas componentes son independientes y continuas o absoluta-
mente continuas. Estudiaremos sistemas k-out of-n y cuando no sea posible obtener resultados
sobre ellos trabajaremos con los sistemas en serie y paralelo. Para estos resultados utilizaremos
los trabajos de Boland et al. [|8, 9} [10], Singh y Misra [31], Valdés y Zequeira [33]], Romera et
al. [27], Valdés y Zequeira [34], Valdés et al. [32], Misra et al. [23] 24], Brito et al. [13], Zhao
et al. [37,136], You y Li [35] y Zhao et al. [38]], entre otros.

Definiciones y notacion

Pasamos, a continuacion, a dar las definiciones y notaciones generales que consideraremos
a lo largo de todo el capitulo. Comenzaremos con las definiciones de las formas de redundancia
y tipos de las mismas que existen. Indicaremos ejemplos sobre estos tipos y por tltimo daremos
las notaciones que seguiremos en este capitulo.

Usaremos dos formas de redundancia que pasamos a definir.

Definicion 2.1.1. Se dice que una componente de reposicion es una redundancia activa (o
también llamada en caliente o en paralelo) si funciona simultdneamente con una de las com-
ponentes del sistema.

Un ejemplo de redundancia activa los encontramos en los actuales servidores de infor-
macién. Estos usan discos RAID (redundant array of indepedent disk) que no son mas que
multiples unidades de almacenamiento dispuestos en redundancia activa o en paralelo para que
funcionen como una tnica componente de un sistema de discos. El funcionamiento del servidor
sigue aunque uno de éstos falle ya que el resto de las redundancias lo sigue haciendo.

La redundancia activa, como vemos en el ejemplo, conduce al estudio del maximo de las
variables.

Definicion 2.1.2. Se dice que una componente de reposicion es una redundancia en espera (o
también llamada fria o pasiva) si comienza a operar cuando la componente, para la que fue
colocada, cesa en su funcion.

Ejemplos de este tipo de redundancia lo encontramos habitualmente en nuestra vida coti-
diana, las ruedas de repuesto de los coches, bombillas de luz que reponemos cuando funde la
anterior, etc. En este caso, el tiempo de vida de la componente seria la suma de las variables
aleatorias que rigen el comportamiento de cada redundancia, por lo que se consideran convo-
luciones de variables aleatorias.

Como vemos en los ejemplos, podemos tener reposiciones que sirvan para todas las com-
ponentes y/o por las caracteristicas de éstas, que sean especiales para cada lugar del sistema.
Por lo tanto, aparte de definir cémo podemos hacer las redundancias en las componentes de los
sistemas, debemos saber con qué tipo de reposicion lo haremos. Distinguiremos los dos tipos
definidos a continuacion, esencialmente.
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Definicion 2.1.3. Decimos que una redundancia es de reposicion comiin si es una compo-
nente independiente del resto, la cual puede ser colocada en redundancia por cualquier otra
componente del sistema.

Definicion 2.1.4. Decimos que una redundancia es de reposicion uno a uno igualmente distri-
buida si existen componentes independientes con tiempos de vida (X{,X,,...,X,) que cumplen
que X; =g Xi’ Vi=1,...,n. La redundancia se hard en la componente i-ésima colocdndose su
homédloga de las redundantes.

Se dird que tenemos reposicion uno a uno no igualmente distribuida si las componen-
tes (X{,X,,...,X;) no cumplen, necesariamente, la condicion de igualdad estocdstica de la
definicion anterior. Asi, este tipo de reposicion es mds general que el anterior, conteniéndolo.

Ejemplo 11

Veamos un ejemplo sencillo para ver los tipos de redundancia que consideraremos.
Tenemos una habitacién que queremos iluminar con una lampara, la cual estd com-
puesta por n bombillas. Esto seria un sistema donde las componentes serian las bom-
billas y donde si queremos un minimo de luz, por lo menos, han de funcionar k de las
n. Nos disponemos entonces en un sistema k-out of-n donde las componentes pueden
ser todas iguales, en el sentido de forma y tiempo de vida, o diferentes.

Figura 2.1. Sistemas de lamparas compuestas por bombillas. A la izquierda de dife-
rentes tipos, a la derecha del mismo tipo. Imagen obtenida de internet.

Dados estos sistemas, podriamos hacer una redundancia activa colocando una
nueva bombilla en un cable donde existe otra, considerando que esta compo-
nente falla cuando lo hacen ambas. Mientras, por otro lado, podemos hacer una
redundancia en espera al intercambiar una de éstas por otra cuando cese en su funcion.

Del mismo modo, cuando hagamos esta redundancia, en cualquiera de sus moda-
lidades, en la imagen de la derecha, como vemos, solo es necesario tener una com-
ponente redundante puesto que puede ser colocada en cualquiera de los lugares. Por
otro lado, en la imagen de la izquierda comprobamos que debemos tener componentes
redundantes para cada una y hacer la redundancia con un tipo de éstas.
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SISTEMAS

Tomaremos la siguiente notacion, para este capitulo.

= X1,X5,...,X, son los tiempos de vida para las componentes. Con funciones de distri-
bucién Fy,F,...,F,, supervivencia Fy,F, ..., F,, densidad fi, f5,..., fu, razon de fallo
ri,r2,...,r, y razén de fallo inversa 7y, 7, ..., 7.

= Las redundancias tendran tiempos de vida Y;,Y>,...,Y, [e Y cuando estemos hablan-
do de redundancia comun]. Sus funciones de distribucion Gy, Gs,...,G,, supervivencia
G1,Ga,...,Gy, densidad g1, g2,. .., 8n, razén de fallo s, 52, . .., s, y razén de fallo inversa
§1,82,...,8, [G, G, g, sy S].

= Si tenemos las variables aleatorias Zy,2,,...,Z,, denotaremos por (Zl,Zz,...,Zn)[k] 0

Zji.) @ la k-€sima variable aleatoria resultante de ordenarlas en orden decreciente.

Si las componentes son X1, X, ..., Xy, quedard representado por X[, el tiempo de vida
para los sistemas k-out of-n. Si hacemos redundancia, de cualquier tipo, en la componente

(i)

i-ésima en este sistema, lo representaremos por X[k,n].

Denotaremos por V(X,Y) = max(X,Y) al maximo de las variables; y por A(X,Y) =
min(X,Y) al minimo de éstas.

Para cualquier par de nimeros p y p* tomaremos como p U p* = p+ (1 — p)p*.

Se denota por T alas igualdades en signo.

Para los sistemas con redundancia activa que consideraremos a lo largo del capitulo to-
maremos las notaciones para las variables aleatorias que modelan su tiempo de vida:

a) W =A(V(X1,Y),Xp) y Wo = A(X1,V(X,,Y)). Sistema en serie para dos compo-
nentes con redundancia activa y reposiciéon comun.

k k :
) WM = (V(X1,Y), X0, X3, Xa) i y Wa = (X1, V(X2,Y), X3, ..., Xy - Sistema k-
out of-n con redundancia activa y reposiciéon comun, paran >3y 2 < k < n.
c) Uy =ANV(X1,11),X2) y U = A(X1,V(X2,Y2)). Sistema en serie para dos compo-

nentes con redundancia activa y reposicion uno a uno.

k k .
&) UM = (VX1 7), X0, X3, Xa)ig Y U = (X1, V(X2,Y2), X3, ., X Sistema
k-out of-n con redundancia activa y reposicién uno a uno, paran >3y 2 <k < n.

= Para los sistemas con redundancia en espera que consideraremos a lo largo del capitulo
tomaremos las notaciones para las variables aleatorias que modelan su tiempo de vida:

a) le =AX1+Y,X2)y W/’\2 = A(X1,X2+7Y). Sistema en serie para dos componentes
con redundancia en espera y reposicion comun.

b) W), =V(Xi+Y,X2) y W), = V(X;,X,+7Y). Sistema en paralelo para dos compo-
nentes con redundancia en espera y reposicion comun.
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2.1. INTRODUCCION

o W, = (X1 +7, %0, X3,.... X y W, ) = (X1, X2+ ¥, X3,..., X,)) - Sistema k-out
of-n con redundancia en espera y reposicion comun, paran >3y 1 <k < n.

d) Uy, =AX1+Y1,X2) y Uy, = A(X1,X2+Y>). Sistema en serie para dos componen-
tes con redundancia en espera y reposicion uno a uno.

e) U, =V(Xi+Y1,X)y U, =V(X|,X2+Y,). Sistema en paralelo para dos compo-
nentes con redundancia en espera y reposicion uno a uno.

D UM = (X411, X, X Y Us = (X1, X2+ Y2, X3, X,) g Sistema k-out
of-n con redundancia en espera y reposicion uno a uno, paran >3y 1 <k <n.

= Representamos las funciones de distribucién, densidad, supervivencia, razén de fallo y
razon de fallo inversa para cada sistemas por F, fo, Fo,ro y 7o, donde en el subindice
pondremos la variable aleatoria a la que se refiere.

Ejemplo 111

Sean las componentes C; y C; con tiempos de vida X y X5 y las redundancias R y R,
con tiempos de vida Y; e Y, para estas componentes. Los sistemas U; y U, definidos
anteriormente pueden representarse mediante las siguientes figuras.

i (&)
L Ch | Cz |
S - . N
| (6, —] Foon )
N \_/ K o
: /R \1 r/ A
K__] / '\Rz /

Figura 2.2. Representacion gréfica de los sistemas U; y Us.

Los sistemas W; y W, tienen la misma estructura que la anterior siendo las redun-
dancias iguales para ambas componentes, Ry = Ry = R. Puede verse, también, esta
estructura en la Figura[T.4]

Como hemos podido comprobar, la casuistica de como incluir una componente de reposi-
cién en los diferentes tipos de sistemas y todos los tipos de sistemas considerados es bastante
amplia. Para poder tratar de la forma mas ordenada posible todo lo referido a ello, lo organizare-
mos en primer lugar teniendo en cuenta el orden que se obtiene en el sistema con redundancia.
Es por esto que el capitulo estard compuesto por cinco secciones para cada uno de los 6rdenes
estudiados, estocastico, en preferencia, razon de fallo, razon de fallo inversa y cociente de vero-
similitudes. Dentro de cada seccidn incluiremos los tipos de redundancia que hemos definido,
activa y en espera, para posteriormente hacer referencia a los tipos de reposicion dentro de cada
uno de los anteriores. A modo de resumen incluimos la siguiente tabla:
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CAPITULO 2. REDUNDANCIA EN COMPONENTES PARA LA MEJORA DE

SISTEMAS
Orden del sistema (st, hr, rh, pr)
e N\
Redundancia activa Redundancia en espera
e N\ v N\

Rep. comin Rep.unoauno Rep.comin Rep.uno auno

Tabla 2.1. Estructura de presentacion de los contenidos.

2.2. Orden estocastico en sistemas con una redundancia

2.2.1. Redundancia activa
Reposicion comin

Estudiaremos en este apartado dénde es mejor, en sentido estocastico, colocar una redun-
dancia de reposicion comun en un sistema k-out of-n para posteriormente dar una caracteriza-
cion del orden estocéstico a partir de ello. El primer teorema que presentamos estd contenido
en Boland y Proschan [12] y hace referencia a que, si tenemos un sistema k-out of-n con com-
ponentes independientes y ordenadas estocdsticamente e Y es una redundancia activa comiin
independiente de las otras, entonces, hacer esta redundancia en la posicion i es mejor estocasti-
camente que hacerlaenlai+ 1, paracadai=1,...,n—1.

Teorema 2.2.1. Sean los tiempos de vida X1,X»,...,X, e Y independientes. Si X1 <g X» <y
- <y Xy, entonces el tiempo de vida del sistema

X = (Xt X 1,V (XY ), Xig 1 X

es decreciente estocdsticamente en i.

Demostracion.- En primer lugar, vamos a obtener la funcién de supervivencia H;(t) y la
funcion de distribucion H;(t), de la variable aleatoria V(X;,Y), es decir,

Hi(t) =P{V(X,Y)} >t)=P({X; >t}U{Y >t}) =F({t)+G(t) - E(t)G(t) = F;(t) UG(1),
2.1)

y
Hi{t) = P(V(X,Y)} <1) = PX; <1} 0{Y <1}) = F(O)G(), (2.2)

donde en ambas expresiones, la segunda igualdad viene dada por la independencia de las va-
riables.

Para comprobar que los tiempos de vida se ordenan en orden decreciente en i, debemos
probar que

(i) (I)ZFX(HI)(I) Vi=1,....n—1;Vk=1,...,nyt > 0.

[k:n] [k:n]
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2.2. ORDEN ESTOCASTICO EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

Supongamos, en primer lugar, que k = 1, es decir, estaremos considerando el sistema en
paralelo de n componentes. Si hacemos una redundancia activa en una de las componentes
formarfamos el sistema en paralelo con las n+ 1 componentes y se obtiene la igualdad,

FX<,-) (l‘) :P<\/(X1,X2,...,Xn,Y) > l) = FX(i+1)(t) parat > 0,

[k:n] [k:n]

obteniéndose el resultado.

Supongamos ahora que k > 2. Para cualquier + > 0 introduciendo 2.1) y (2.2) en (1.4),
tenemos para la diferencia de las supervivencias de los sistemas considerados,

Fao () =Fun()= ) [ (01 (Hy ()] 5 T TIF )1 [Fy(e)]

[k:n] [k:n] 86{0,1}" ].=1.
i &>k i#

— Y, A O Hia (05 T E @01 [F(0)) 5.

e€{0,1}" j=1

fl &>k

Para demostrar el enunciado necesitaremos comprobar que esta diferencia es positiva. Sa-

cando factor comin del término primero, los factores H;(¢)F11(t), H;(t)Fi1(t), Hi(t)Fiy1 (1)
y H;(t)F;1+1(t) que corresponden a los casos en los que las componentes i e i + 1 funcionan,
cuando funciona una si y otra no, y por ultimo, cuando no funciona ninguna de las dos en el
caso de estar la redundancia en la componente i. Por otro lado, en el segundo miembro, con el
mismo criterio anterior, cuando hacemos redundancia en la componente i + 1, sacamos factores
comunes, H;1(t)F;(t), Hi11(¢)Fi(t), Hir1(t)Fi(t) y Hiv1 () Fi(¢). Quedarian estos factores mul-
tiplicados por sumatorios del resto de productos de funciones de supervivencia y distribucién
del resto de componentes. Representando por )~ al sumatorio de estos productos del resto
de componentes cuando requerimos que k de ellas funcionen, la diferencia anterior se puede
escribir como,

Foo (t) = Fyaon(t) = (Hi(0)Fir (t) = B (0 F(1) )

[kin) kn] >k—2
+ (Hi(t)Fi1 (1) + Hi(t) Fiy1 (1) — Hi 1 (0 Fi(1) — Hip1 (0)Fi(1)) )
>k—1
+ (Hi(t)Frr (1) —Hia (0)F(1) ). (2.3)

>k

Desarrollando el factor comiin de cada uno de los sumandos, resulta (obviando la evaluacién
en t de las funciones),

HiFio1 — HiiF; = (F+ FG) Fipy — (Fiy1 + F1G) Fy = [Fi — F| G, (2.4a)
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HiFip1 +HiFiyy — Hi 1 F— Hig i
= (F;+ F,G) Fiy1 + FGFy — (Fip1 + F1G) F;, — F11 GF;
= (FiFiy1 — Fi1F)G=—[F41 — F|G, (2.4b)
y, por dltimo,
HiFi \ —Hi 1 F; = F,GF 1 — F;,11GF; = 0. (2.4¢)
Sustituyendo en (2.3)) y sacando factor comin los resultados de y (2.4b) tendremos,

FX[(/?H] (1) - Fxﬁ]w (1) = [Fis1 - F]G

>k—2 2k—1]

Ahora bien, el segundo sumatorio estd contenido en el primero y esto es porque si k — 1
componentes del sistema funcionan, entonces lo hacen k — 2 de ellas. Se quedara la diferencia
como la suma de productos de las supervivencias y distribuciones de que exactamente k — 2
componentes funcionen, es decir,

b (1) — Fytarn (t) = [Fis1 —F]G

Y ] : (2.5)

=k—2
Que es mayor o igual que cero pues el sumatorio contiene el producto de funciones no
negativas y, ademads, como las variables estdn ordenadas estocdsticamente, entonces Fj | — F; >

0, con lo cual se prueba el teorema.
O

Se sigue de este teorema que, en el orden estocdstico para sistemas k-out of-n, es siempre
preferible realizar la redundancia activa de una reposicién comun en la componente més débil.
Como dicen Boland y Proschan [[12], esto quizas no sea sorprendente para los sistemas en serie,
donde se conoce que la componente mds débil es la mds importante. Es mds sorprendente para
el caso mas general de 0 < k < n ya que en estos casos la componente mds débil estocastica-
mente no serd necesariamente la mas importante en todos los valores de tiempo.

Como corolario al anterior teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.2. Sean X,X3,...,X, e Y tiempos de vida independientes. Si se cumple que
X <4 Xp, entonces:

1. Wl Zst W2-
2. Wl(k) st Wz(k), para cada 2 < k < n.

Boland et al. [10] prueban, ademas, que la condicion de que se mantenga el orden estocasti-

. k k . . L .
co en los sistemas W, W, Wl( ) y Wz( ) para cualesquiera k e Y tiempo de vida independiente de
X1,Xz,...,X, es necesaria y suficiente para que X; <y X, como vemos a continuacion.
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2.2. ORDEN ESTOCASTICO EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

Teorema 2.2.3. Sean X1,X>,...,X, tiempos de vida independientes.

1. X1 <& X> si, y solo si, para cualquier tiempo de vida Y independiente de X\ y X, se
cumple que Wy >4 W;.

2. X1 <g X5 si, y solo si, para cualquier tiempo de vida Y independiente de X1,X>,..., X, y

cualquier k se cumple que Wl(k) > Wz(k) .

Demostracion.- La condicion necesaria viene dada por el Corolario [2.2.2]

Para la condicién suficiente, de la igualdad (2.3)) para la diferencia de las supervivencias,
se tiene para el apartado 1 que [F>(¢) — F ()]G (1) > 0 VG lo que implica que Fi (1) < B (t);y
para el apartado 2 que [F>(t) — F1(t)]G(t) ¥—;_» > 0 VG lo que implica que Fy (1) < F>(t), es
decir, en ambos casos, X| < X». ]

Reposicion uno a uno

En esta seccion nos preguntamos qué ocurre en la situacion donde vamos a asignar una
reposicion uno a uno a un sistema k-out of-n en el sentido activo. Para motivar los resultados
expuestos vamos a construir, en primer lugar, un ejemplo de sistema 2-out of-3 en el que las
componentes tienen distribuciones exponenciales, o sea, sus funciones de densidad son f;(t) =
Aje it para i = 1,2,3, con el objetivo de probar que, en general, no hay una seleccion 6ptima
para una colocacion activa de la redundancia uno a uno.

Ejemplo 1v
Consideremos A; = 1.5, A, =2 y A3 = 3. Construimos las funciones de superviven-
cia Fi(t) = e para i = 1,2,3 que son las de tres exponenciales de media A;.

El sistema 2-out of-3 tiene como funcién de supervivencia
FX[2:3] (l‘) =F (t)Fz(l) +F (l‘)F3 (t) == F2(I)F3 (l‘) —2F (I)FQ(I)F3 (l‘)

Si incluimos la redundancia activa uno a uno en la primera componente en esta
funcién de supervivencia hemos de sustituir F; por Fi(1+ F}). Para la redundancia
en la segunda componente tendriamos que hacerlo de manera igual para F;.

Teniendo la expresion de ambas funciones, veamos cémo se comporta la dife-

rencia entre ellas para ver cudl seria su orden estocastico, (véase Apéndice A para
detalles en los cdlculos). Dibujando esta diferencia, obtenemos el siguiente resultado,
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0010
|

0.000

dif

-0.010
I

0.0 0.5 1.0 1.5 20

Figura 2.3. Diferencia para supervivencias de sistemas 2-out of-3 con redundancia
comun uno a uno en la primera y segunda componente.

Tiempo t = 0.5 1.2
Con los datos [ F m (t)—F o (t) | =—0.00633 | ~0.00046
X[Z:S] X[2:3}

(1

Lo que indica que los sistemas X[2~)3} y X[(zz,%] no se ordenan estocasticamente.

El anterior ejemplo muestra que, en general, para un sistema k-out of-n no se cumple el
orden estocastico para la reposicion activa uno a uno e igual si sus componentes estan ordena-
das estocasticamente. Por otro lado, para sistemas en serie y paralelo, sin embargo, Boland y
Proschan [12] demuestran el siguiente resultado.

Teorema 2.2.4. Sean X1,X3,...,X,,Y1,Y2,....Y, tiempos de vida independientes que cumplen
para cada i, X; =5 Y;. Si X1 <g Xo <5 -+ <g Xp, entonces:
(i)

1. El sistema en serie X;.! , =

AX1,...,V(X,Y;),...X,) es decreciente estocdsticamente en
L.
(i)

2. El sistema en paralelo Xy, = V(Xi,...,V(Xi,Yi),...Xy,) es creciente estocdsticamente

eni.

Demostracion.- Como las componentes cumplen X; =, Y;, denotaremos de la misma forma
a sus funciones de supervivencia y distribucion, F; y F;, respectivamente.

El sistema en serie con componentes independientes tiene como funcion de supervivencia
el producto de las supervivencias de sus componentes. De este modo, la diferencia entre las
supervivencias de ambos es,

n n n

>0 —PXSY s =1+ B TF— 0+ Fa) ] Fi = (F—Fa) [ Fr

[n:n]

. J=1 j=1 i=1

Esta dltima expresion es mayor o igual que cero por ser producto de funciones de supervi-
vencia y una diferencia positiva, debido a la ordenacién estocdstica de los tiempos de vida.

24



2.2. ORDEN ESTOCASTICO EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

El sistema en paralelo con componentes independientes tiene como funcién de distribucion
el producto de las funciones de distribucién de sus componentes. De este modo, al hacer la
diferencia entre ambas funciones de distribucién queda,

n

P,y <0 =P, <0 =R Fu I1F = (R-Fa) [ 7
j=1 Jj=1

J=1

que es mayor o igual que cero por ser producto de funciones de supervivencia y por la ordena-
cion estocastica de los tiempos de vida. U

Con este resultado sabemos que, para el sistema en serie con redundancia activa uno a
uno e igualmente distribuida, en el orden estocdstico, es mejor colocar ésta en la componente
mas débil estocdsticamente; mientras que, por otro lado, para el sistema en paralelo es siempre
mejor colocar la redundancia en la componente més fuerte. Como hemos hecho anteriormente,
podemos enunciar un corolario directo a partir de este teorema con respecto a los sistemas Uy

y U,.

Corolario 2.2.5. Sean X1,X»,Y; e Y, tiempos de vida independientes. Si X| =4 Y1 <y Xo =4 Y2,
entonces Uy >4 Us.

Nuestra pregunta es, ahora, si podemos considerar otras condiciones sobre los tiempos de
vida de Y; e Y, para que se siga manteniendo la desigualdad estocéstica anterior y que no intro-
duzcamos las igualdades estocdsticas X; = Y; parai = 1,2, esto es, considerar la reposicion uno
a uno no igualmente distribuida. Este tema se trata en Valdés y Zequeira [33] con el siguiente
teorema por el cudl se muestran dos condiciones sobre los tiempos de vida de las componentes
para que el anterior orden de los sistemas se verifique.

Teorema 2.2.6. Sean X1,X»,Y| e Y, tiempos de vida independientes. Supongamos que se veri-
fica una de las situaciones siguientes:

a) X1 <g¢XoeYr <g¢ Y1, 0
b) X1 <a¢Xo, ) <a¢ X0y X1 < 11,
entonces, Uy >4 U,.

Demostracion.- Las funciones de supervivencia de los sistemas U; y U,, teniendo en cuenta
(2.1)), vienen dadas por,

Fy, (1) = P(X2 > t)P(V(X1, Y1) > 1) = B (1) (Fi (1) U G1 (1)), (2.62)

Fu,(t) = P(X; > 1)P(V(Xa,Y2) > t) = Fy (1) (Fa (1) LU Ga(2)). (2.6b)

Entonces el orden U; > Us se verificard si Fy, (t) > Fy, (r) lo que es equivalente a,

By (1)Fi(t)G1 > Fi(t) > (1) Ga. (2.7)
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Para probar dicha desigualdad distinguiremos ahora las condiciones del enunciado. Para

el caso a) la desigualdad anterior es cierta ya que se verifican las desigualdades F (1) < F»(t),

Fi(t) > F(t) y Ga(t) < Gi(t). Para el caso b) también es cierta ya que se verifican las desigual-
dades Fi(t) > F(t), F1(t) < G1(t) y Ga(t) < B (1).

U

Observando la condicién equivalente que proporciona (2.7)), Valdés y Zequeira [33] obtie-
nen un corolario bajo el cual se da una nueva caracterizacion para el orden estocdstico entre
dos tiempos de vida independientes bajo la formacion de los sistemas U; y Us.

Corolario 2.2.7. Sean X1,X,,Y| e Y, tiempos de vida independientes. La condicion X| <y X»
es necesaria y suficiente para que se verifique el orden Uy >4 U, si

a) Yy =g Y>.
b) Xi=gY;parai=1,2.

Demostracion.- La condicion primera se ha visto en el Teorema yaque paraY; =g V>
obtenemos la igualdad U; = W; coni = 1,2.

Para la segunda condicion se tienen las igualdades G| (t) = F(t) y Ga(t) = F»(t), lo que
hace que (2.7) sea equivalente a Fy(t) > F>(t) como queriamos comprobar. O

Si tenemos redundancias activas, tanto con reposicién comun como uno a uno con distribu-
cion igual a la componente, tenemos dos caracterizaciones para el orden estocastico entre dos
variables aleatorias bajo condiciones de formacién de sistemas en serie con estas redundancias.

Observando los resultados anteriores para la reposicién uno a uno, y sus significados, po-
demos concluir que siempre que se ponga en redundancia activa una reposicién uno a uno no
igualmente distribuida, ésta ha de hacerse con la reposicion més fuerte estocasticamente colo-
cada en la componente mds débil. En el Ejemplo [IV| anterior construimos sistemas 2-out of-3
con redundancia activa uno a uno igualmente distribuida; nuestra pregunta es: si usamos la
reposicion mds fuerte en este sistema en la componente mds débil, ;se mantendria el orden
estocdstico?

El siguiente teorema resuelve esta cuestion, probando que en el orden estocéstico para los
sistemas k-out of-n cuando hacemos redundancias activas con reposiciones uno a uno no igual-
mente distribuidas un sistema es mejor en este orden cuando hacemos la reposicion con la
redundancia mds fuerte en la componente mas débil. Este teorema no ha sido encontrado en la
literatura.

Teorema 2.2.8. Sean X,X»,...,X,,Y1,Y>,....Y, tiempos de vida independientes. Si X| <
g XpeY, <y - <y Y, entonces el tiempo de vida del sistema
X[Sj?n] = (X1, VX ) Xa) g

es decreciente estocdsticamente en 1.
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Demostracion.- Sea k = 1, entonces se trata de los sistemas en paralelo de n+ 1 compo-
nentes, con reposiciones en las componentes i e i + 1. La diferencia entre las funciones de

distribucion de los sistemas X[(li ::]1) y X[(li :)n} usando esigual a,

FX(HI HF 1+1 Gl(t)] )

[1:n]

diferencia que es positiva por ser producto de funciones de distribucién e Y| <y ¥;, por lo que

. i i+1

se verifica el orden X[(] ,)n] > X[(1 e )
Sea k = n , entonces se trata de los sistemas en serie de n componentes, con reposiciones
activas en las componentes i e i 4 1. La diferencia entre las funciones de supervivencia de los

sistemas X[(ni:)n] y X[(ni;]l) usando (I.3), es igual a,

n

Fx[ﬂj?n]@ n’Zf HF Gi(1)] - Hl Fi(t) [Fir (UG (1)]
J#l j;;rl

n —
que sacando factor comun ] F, ;(¢) y simplificando esta diferencia puede escribirse como,
J:

1
Jit1
Py (0= Fy ()= Hl B 0) [F0)Fir (0Gi(0) — Fen )G (1)]
nn nn j:
it

siendo esta expresion mayor o igual que cero por ser producto de funciones de supervivencia y
por el Teorema [2.2.6] apartado a).

Sea, por dltimo, 1 < k < n. Usando la igualdad (2.3) para la diferencia de supervivencias en
sistemas k-out of-n con redundancias activas en i e i + 1 y denotando por H;(t) = F;(¢t) L G;(t)
y H;(t) = Fi(t)G;(t), obtenemos,

Fyi = Fyivny = (Hi(t)Fip1 (t) — Hia (1) F;

=
™

[k:n] [ken] >k—2
+ (Hi(1)F1 (t) + Hi(t) Fi1 (1) — Hi1 (1) Fi(1) — Hip1 (0)Fi(1) )
>k—1
+ (Hi(1)Frp1 (1) —Hip (0)F (1) ). (2.8)

>k

Desarrollando los factores comunes de cada uno de los sumandos anteriores, tenemos,

HiFi1 — Hip F; = (F+ FGi) Fiy1 — (F1 + Fi1Gi) F
= (FG;— F11Git1) + FiFip1 (Gi1 — Gi), (2.9a)
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HiFii 1 +HiFi 1 —Hip Fi— Hi Fp
= (F+FGi) Fy1 + FGiFip1 — (Fiy1 + F1Gi1) F — Fa Gi B
= —2FF1 (Giy1 — Gi) — (FGi — Fi11Git1) (2.9b)

y, por dltimo,
HiFii1 — Hiy1F; = FGiFip1 — Fi41Gis 1 F; = (FGi — Fi41Gis1) - (2.9¢)

Sustituyendo en (2.8)) las igualdades (2.9a)), (2.9b)) y (2.9¢) y sacando los factores comunes,
obtenemos la siguiente cadena de igualdades, (obviamos la evaluacién en t),

+ [FiFit1 (Gi—Giy )}[ — ]
>k—2  >k—1 >k—1 >k

= [FiF1Gi— FiFGiyt] Y, +[FF (Gi—Gi)] ), -
bt o

g

En la suma anterior, el primer sumando es mayor o igual que cero por la desigualdad
probada en el Teorema [2.2.6|apartado a) y la suma de productos de funciones de supervivencia
y distribucién positivas. El segundo sumando es mayor o igual que cero yaque ¥; > Y11y la
suma de productos de funciones de supervivencia y distribucion positivas lo que completa la
demostracion.

O

Este resultado es mds completo que el Teorema|2.2.4|el cudl hacia referencia a la reposicion
uno a uno e igualmente distribuida. Fijémonos también, en la paradoja que supone que, para
el sistema en serie, cuando realizamos reposiciones no igualmente distribuidas, es necesario
el orden estocéstico decreciente de los tiempos de vida Y;, mientras que la condicién cambia
cuando la reposicién no es igualmente distribuida.

2.2.2. Redundancia en espera
Reposicion comiin

En esta seccion estudiaremos la redundancia en espera en sistemas. Teniendo en cuenta
los resultados obtenidos para la redundancia activa, uno podria esperar que, por ejemplo, si
X1 <4 X2 e Y es una reposicién comun en espera, entonces el sistema en serie de dos com-
ponentes Wy, seria mejor estocasticamente que el sistema en serie W),; este no es cierto, en
general, como puede verse en un contraejemplo en Boland y Proschan [12]].
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La condicién del orden estocdstico para las componentes no es suficiente para obtener el
orden estocdstico en el sistema con redundancia en espera comun. Sin embargo, cuando las
componentes estan ordenadas en el sentido orden de cociente de verosimilitud, si que podemos
asegurar el orden de los sistemas en serie y paralelo como sigue en el siguiente teorema demos-
trado en Boland y Proschan [12].

Teorema 2.2.9. Sean X1,X>,...,X, eY tiempos de vida independientes. Si se cumple que X <,
Xp <pp oo <y Xy, entonces:

»
1. El sistema en serie X[,S.lzl] =ANXy,.. . Xi—1,Xi + Y, Xiy1,...,X,) es estocdsticamente de-
creciente en I.

2. El sistema en paralelo X[ll(lzl] V(X1 Xi—1,Xi + Y, Xi11,. .., Xp) es estocdsticamente

creciente en i.

Demostracion.- Para demostrar ambos resultados definiremos las funciones g, (11,1;) =
At +1,0)y &,(t1,12) = V(11,1 +1) y veamos que son crecientes en reordenacién para cual-
quier ¢t > 0.

e Sity > 1) entonces (f, —t1) > 0, ademds 1, +1 > 1] y se tiene:
a) Nt +t,11) =11 = A(t1,12) < A(t; +1,12) lo que implica que g’ (t1,52) — &'\ (t2,11) > 0.

b) V(t1,ta+1) =tr+1=V(t; +1,02+1) > V(t2,11 +1) lo que implica que g, (11, 72) — &, (t2,11) >
0.

e Sity <1 entonces (f, —t1) < 0, ademds 1, < t; +1 y se tiene:
a) Aty +t,) =1 = AN(ta,t1) < At +1,11) lo que implica que g’ (t1,52) — &'\ (t2,11) < 0.

b) V(t2,t1+1) =11+t =A(t1 +1,02+1) > A(t1,12+1) lo que implica que g, (11, 12) — &, (2, 11) <
0.

Por el Teorema [[.2.7] tenemos que como cada X; <;, X;;j coni=1,...,n— 1, se cumple

gh(Xi, Xiv1) = A+ Y, Xi1) >0 AXip1 +Y.X5) = gh (Xiv1, X)),
Y, 85(Xi, Xit1) = V(X Xis1 +Y) >0 VX1, Xi +Y) = g0 (Xit1, X))

Estas dos condiciones implican, por la independencia de las componentes y redundancias,

PINXi+Y,Xiy1) >1t) =P(X;+Y >1)P(Xj11 >t

( )
ZP( l+1+Y>t) <X>t) P( (1+1+YX)>I)

s P(V(Xi, Xis1 +Y) <t) = P(X; <t)P(Xi11 +Y <1)
<PXiy1 <HPXi+Y <t)=P(V(Xi1,X;i+Y) <1),
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paracadai=1,...,n—1ytodot > 0, y se tienen las desigualdades:
_ _ n _ n
FX[/@] (t) =P(X;+Y >t)Fi1(t) [] Fi(t) > P(Xig1 +Y > 1)F, H (1 FX[/ i (1),
nn =1 =1 n:n
j7£i i+1 %
n
yFX/(i) (t):P(Xl+Y<t l+1 H F l+1+Y<l)F( ) Fj(t):FX/(iJrl)(t),
[1:n] i—1 [1:n]
];éz 1+1 j;éi,iJrl
demostrandose asi el teorema. O

El resultado anterior indica que si las componentes estin ordenadas en el orden cociente
de verosimilitudes, entonces los tiempos de vida de los sistemas en serie y paralelo se ordenan
en sentido estocdstico. Sabemos también, que el orden /r es el mas fuerte de los 6rdenes que
hemos visto en este trabajo, por lo que cabe preguntar si bajo otras hipotesis mds débiles po-
demos obtener el mismo resultado. En Boland et al. [[10] se estudia este hecho y se aporta una
caracterizacion del orden razén de fallo [razon de fallo inverso] entre dos variables aleatorias
no negativas bajo la formacion de sistemas en serie [paralelo] con redundancia en espera comuin
y su orden estocdstico.

Teorema 2.2.10. Sean X1, X, dos tiempos de vida independientes.
a) WA | st WAZ para cada tiempo de vida Y independiente de X1,X> si, y solo si, X1 <p, X>.
b) Wél <y W\’/1 para cada tiempo de vida Y independiente de X1,X, si, y solo si, X1 <, X3.

Demostracion.- Veamos primero el apartado a). La condicién necesaria Wy, >y W/, es
equivalente a que la diferencia entre sus supervivencias sea positiva. Dicha diferencia viene
dada por,

PINX1+Y,X2) >1) —P(NX1,X2+Y) >1)
= B(0) [ Filt=3)dG0) - Fi(0) / “Rlt-)d60)
= [ IB0OAE =) ~A©R(-y)da0) 20.

Tomando la distribuciéon G degenerada en y, obtenemos que X; <p, X;. Para la condicion
suficiente, si se cumple que X; <, Xz, la funcién [F(t)Fy(t —y) — Fy (¢t)F>(t — y)] es mayor o
igual que cero para cadat > 0y cada y, lo que implica el orden estocéstico de los sistemas.

Para demostrar el apartado b) seguiremos el mismo razonamiento. La condicién necesaria

W, <¢ W/, es equivalente a que la diferencia de las distribuciones de los sistemas sea positiva.
Dicha diferencia viene dada por,
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P(V(X1+Y,X0) <1) = P(V(X;,X2 +Y) <1)
= B(0) | Filt=3)dG0) - Filt) | Flt-3)dG()

-/ ROFA T -y) - ROR - )dGk) > 0.

Como antes, tomando la distribucion G degenerada en y, obtenemos el resultado. Para la
condicién suficiente, si se cumple que X| <,;, X, la funcién [F(¢)Fi(t —y) — F1(t)F>(t — y)] es
mayor o igual que cero para cadat > 0 y cada y, completdndose la demostracion. U

En el siguiente corolario demostramos que podemos considerar el orden razon de fallo
[razon de fallo inverso] en las componentes de los sistemas en serie [paralelo], para que, al
hacer redundancia en espera con reposicion comiin, se mantenga el orden estocdstico en estos.

Corolario 2.2.11. Sean X1,X»,...,X, tiempos de vida independientes.

1. a) Si Xy <y, Xo entonces W, (n) > Wz(n) para todo tiempo de vida Y independiente de
X1,X2,...,X,.

b) Si X1 <,;, X entonces Wl(l) <4 Wz(l) para todo tiempo de vida Y independiente de
X1,X2,...,X,.

2. SiO<F(t)<lparacadat>0ei=3,...,n

a) W, (n) > Wz(n) para todo tiempo de vida Y independiente de X,X>,...,X,, entonces
X1 <pr Xo.

b) Wl(l) <y Wz(l) para todo tiempo de vida Y independiente de X1,X3,...,X,, entonces
X1 < Xo.

Reposicion uno a uno

Cuando queremos hacer redundancia en espera, hemos comprobado que los teoremas ge-
nerales para sistemas k-out of-n no son nada sencillos y que no se cumplen siempre. Si que
obtenemos resultados para los sistemas en serie y paralelo cuando la redundancia es comun.
Ahora queremos estudiar qué ocurre cuando hacemos redundancia en espera con reposiciones
uno a uno. En Boland y Proschan [[12] se demuestra un primer resultado para reposiciones uno
a uno e igualmente distribuidas por el cual el sistema en paralelo se ordena estocasticamente si
sus componentes lo hacen en orden cociente de verosimilitudes.

Teorema 2.2.12. Sean Xi,X>,...,X, e Y1,Y»,...,Y, tiempos de vida independientes donde
Xi =g Y; para cada i = 1,...,n. Si X; <; Xo <y -+ < X, entonces los tiempos de vida

/
X[l(le} =V(Xy,...,Xi+Y;,...,X,) son crecientes estocdsticamente en i.
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Demostracion.- Del Teorema sabemos que si hacemos redundancia comun en espera

obtenemos el orden estocéstico X[l(:i;l] <g V(X1,... . X, Xit1+Y,..., X).

Ademds, P(Xj+1 +Y; <t) > P(Xi+1 + Yit1 <t) en virtud del hecho que ¥; <y Yiy y el
Teorema |[I.2.3] lo que implica que,

finalizando la demostracion. O

Considerando lo anteriormente visto para la redundancia comun en espera, era de pensar
que para el sistema en serie también pudiéramos obtener un resultado parecido al anterior.
Sin embargo no es cierto, en general, cuando realizamos reposicién en espera uno a uno e
igualmente distribuida. A continuacién exponemos un ejemplo, donde se comprueba que para
sistemas en paralelo de dos componentes se verifica el Teorema[2.2.12]y para sistemas en serie,
aunque las componentes se ordenan en orden /r, sin embargo, no se cumple el orden estocastico
para reposiciones uno a uno en espera.

e Sean los tiempos de vida X; =4 Y] ~I'(m,0) y X =y Yo ~I'(m+1,0) para un
m > 1y 6 > 0. Claramente,

H)  omtlme%T(m) o

fil) — 0mm=le=0mI(m)  m
que es creciente en ¢, por lo que se cumple, X;| <;, X,. También, por las propiedades
de la distribucién gamma, sabemos que X; +Y; ~T'(2m,0) y Xo +Y> ~T'(2m+2,0).
(Véase Apéndice A para detalles de los siguientes cdlculos).

. 0 / / 1
Sistema en paralelo. Sean los sistemas U/, y U/,. De (2.2), las funciones de
distribucién para ambos sistemas vienen dadas por,

P(U,y <t)=P(X;+Y, <1)P(X <1) (2.10a)

P(Uy, <1) = P(X1 <1)P(Xp + Y2 <1). (2.10b)

En la grifica A(m, 0) de la diferencia de ambas funciones de distribucién, para los
valores m = 3,5,7 y 0 = 2 se observa que dicha diferencia siempre es positiva lo que
implica que U/,; <y U, como hemos visto en el Teorema [2.2.12
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Sistema en paralelo

Delta((m=35,7),2)
010 020
1 |

0.00

Figura 2.4. Representacion de la diferencia entre las funciones de distribucion de los
sistemas U, y U, con componentes Gamma.

. . . / / .
Sistema en serie. Sean los sistemas U, y U,,. De (1.5)) las funciones de super-

vivencia para ambos sistemas vienen dadas por,

P(U\ >1) =P(X|+Y1 > 1)P(Xy > 1), 2.11a)

P(Up, >1t)=P(X) >1)P(Xo+ Y, >1). (2.11b)
El valor de la diferencia para ambas supervivencias con m = 3, 0 = 2 y los tiempos

t1 = 1.2y tp = 6.2 viene dada por,

t= 1.2 6.2
A(3,2)(t) | =0.1831 | ~ ~7.5-10"7

y su gréfica viene dada en la Figura Ello indica que estos sistemas no estan or-
denados estocasticamente en ningun sentido. Se trata de un contraejemplo para de-
mostrar que no en todos los casos para el sistema en serie cuyas componentes estan
ordenadas en el orden cociente de verosimilitud tienen que ordenarse en sentido es-
tocastico cuando hacemos redundancia en espera uno a uno e igualmente distribuida.

Sistema en serie Sistema en serie

32)
0.10
|
32)
3e-08

Deltaim
Deltaim=3,
1e-06

000

-1e-08

0 1 2 3 4 5 6 F 58 6.0 6.2 64 66 6.8 70

Figura 2.5. Representacion de la diferencia entre las funciones de supervivencia de
los sistemas Uy, y Uy, con componentes Gamma de distinto pardmetro de forma y
de igual parametro de escala.
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e Sean ahora los tiempos de vida X; =y ¥} ~T'(m,01) y Xo =g Yo ~ T'(m,6,)
paraunm > 1y 6; > 6, > 0, entonces también, X; <;, X», puesto que es creciente el
cociente de densidades,

—-1,-6 m
f1) _ 67" e [0\ gy
f1(r) 9{"[’"716791’ 0,
La diferencia de funciones de supervivencia A(m, 6y, 6,), para los sistemas U,

y U}, formados con dichas componentes, se queda entonces, para m = 3,5,7 y para
6, =3 >2=6,, como:

Sistema en serie Sistema en serie

=2)
2)

(3,5,7) theta1=3 theta2
02 03
=7 theta1=3 theta2

00 o1

0.0e+00 10e-08 20e-06
|

|
Delta(m

0 1 2 3 4 5 6 7 9.0 95 10,0 10.5 1.0

Delta(im

Figura 2.6. Representacion de la diferencia entre las funciones de supervivencia de los
sistemas Uy, y U}, con componentes Gamma de igual pardmetro de forma y distinto
parametro de escala.

y el orden estocdstico entre ambos sistemas si que se cumple, es decir,

/ /
Uni 25t Ups-

En general, para los sistemas donde aplicamos una reposicion uno a uno e igualmente dis-
tribuida, necesitaremos que el orden de las componentes sea /r para poder verificar el orden
estocastico de éstos. Ademads, solamente hemos comprobado que los resultados son vélidos
para los sistemas en paralelo. Serd de interés para lineas de investigacion futuras la comproba-
cion de nuevas hipétesis mas débiles para comprobar que se sigue manteniendo este orden y
ampliarlo a sistemas mds generales.

2.3. Orden en preferencia en sistemas con una redundancia

En Singh y Misra [31] se indica que las condiciones de elecciéon de un sistema bajo la
ordenacion estocastica, implica que escogemos uno de ellos por tener la mejor supervivencia
posible. Sin embargo, si queremos comparar el tiempo de vida completo del sistema, puede
ser mds apropiado el estudio del orden en preferencia. En este caso, elegiremos un sistema en
lugar de otro porque la probabilidad de que el primero sea mayor que el segundo es superior
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a la probabilidad de que el segundo sea mayor que el primero. Por otro lado, la condicién de
orden estocastico, cuando los tiempos de vida no son independientes, no implica el orden en
preferencia, como hemos indicado anteriormente en la Seccion [1.2.4] Es por ello, que los re-
sultados anteriores para el orden estocastico no son vélidos para la demostracion del orden en
preferencia de los sistemas, ya que sus tiempos de vida no serdn independientes.

La seccion la dividiremos en redundancia activa, la cudl contiene reposiciones comunes
y uno a uno, y redundancia en espera. Con respecto a esta ultima redundancia, solo daremos
resultados para las reposiciones comunes siendo de interés la investigacion del caso de reposi-
ciones uno a uno en el futuro. Esta seccion la desarrollaremos a través de los trabajos de Singh
y Misra [31] y Romera et al. [27] que estudian, a partir de Boland et al. [10], los érdenes en
preferencia para los sistemas definidos al principio de este capitulo.

2.3.1. Redundancia activa

Para comenzar la seccion daremos una serie de lemas técnicos que utilizaremos para probar
los teoremas centrales de ésta. Estos lemas contendran caracterizaciones equivalentes para las
desigualdades en los tiempos de vida de los sistemas considerados.

Lema 2.3.1. Sean X;,X, e Y tiempos de vida independientes. Se cumplen las siguientes equi-
valencias.

1. Wy > W, si, y solo si, X1 < AN(X»,Y).
2. Wo > W si, y solo si, Xo < A(X1,Y).

Demostracion.- Demostraremos solamente la primera equivalencia, ya que la segunda se
realiza de forma similar.

En este caso se trata de demostrar la igualdad entre los sucesos {® € Q|W;(w) > Wr(w)} =
{0 € Q|X;(w) < AN(X2(w),Y(w))}. La anterior igualdad se prueba si demostramos la equiva-
lencia entre las expresiones algebraica

X1 < /\(XQ,Y) si, y solo si, A (\/(Xl,Y),Xz) = /\(Xl,\/(Xz,Y)>.

Sea X; < A(Xp,Y), entonces ocurre que W, es igual a X, o Y. Por otro lado, W,, bajo esta
hipétesis, es igual a X; obteniendo la desigualdad deseada, W; > W,.

Sea ahora W; > W,. Entonces, o V(X1,Y) > V(X2,Y) y X2 > V(X>,Y) lo que no puede ocu-
rrir, 0 V(X1,Y) > X1 y Xz > X;. Esta dltima condicion implica, claramente, que X; < A(X3,Y),
concluyendo la demostracion. U

Observacion 2.1. El anterior procedimiento de demostracion de las igualdades entre los sucesos
se llevara a cabo en el resto de demostraciones.

'Mantenemos la notacién en maytscula aunque se traten de valores reales.

35



CAPITULO 2. REDUNDANCIA EN COMPONENTES PARA LA MEJORA DE
SISTEMAS

Lema 2.3.2. Sean X1,X5,...,X, eY tiempos de vida independientes. Se cumplen las siguientes
equivalencias.

a) Paran >3, Wl(n) > Wz(n) si, y solo si, X1 < AN(Y,X2,X3,...,Xp).
a’) Paran >3, Wz(n) > W](”) si, y solo si, X < AN(Y,X1,X3,...,X,).

b) Paran>3y1 <k<n, Wl(k) > Wz(k) si, y solo si, una de las siguientes (Z:g) desigualda-
des excluyentes V (X1,Xj,,...,Xj,_,) < N(X2,Y,Xi,,...,Xi,_,) ocurre, donde {j,..., jn—k}

{ir,-. - ik—2} C{3,...,n} son disjuntos.

b’) Paran>3y1<k<n, Wz(k) > Wl(k) si, y solo si, una de las siguientes (Z:%) desigualda-
des V (X2, Xj,,....X; ) <NX1,Y,Xi,...,X; ,) excluyentes ocurre, donde {ji,..., jo—i},
{ir,-.-,ik2} C{3,...,n} son disjuntos.

Demostracion.- Demostraremos el apartado a). El apartado a’) se demuestra con un razo-
namiento similar. Los apartados b) y b’) los demostraremos como consecuencia de un lema
posterior.

Veamos la condicion suficiente del apartado a). Sea X; < A(Y,X>,X3,...,X,), resulta la
desigualdad,

W = AV(X1,Y), X2, X3, Xn) =AY, Xn, . X)) > X1 = AX), V (X0, Y), X3, X)) = WA

que prueba la condicion.

(n)

. ., . n .
Veamos la condicion necesaria. Sea W™’ > Wz( ). Entonces pueden ocurrir tres sucesos
diferentes.

L VX,Y)>X;yX;>X;Vi=2,...,ny j=3,...,n. Que son condiciones incompatibles
puesto que X; % X;.

2. V(X1,Y) > V(X2,Y) y Xi > V(X»,Y) Vi = 2,...,n. Que son condiciones incompatibles
yaque X, # V(X2,Y).

3. V(X1,Y) > X1y X > X, Vi=2,...,n, de la cual se deduce que X; < X;coni=2,...,n
y X <Y, lo que implica, X; < A(Y,X>,...,X,), que completa la demostracion.

4

El siguiente lema, considerando reposiciones uno a uno para redundancia activa, es una
generalizacion de los dos anteriores, donde hemos considerado una reposicion activa comun.
Dichos lemas pueden verse en Romera et al. [27]].

Lema 2.3.3. Sean X,X»,...,X,,Y| e Y» tiempos de vida independientes. Se cumplen las si-
guientes equivalencias.
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a) Uy = /\(\/(Xl,Yl),Xz) >U, = /\(Xl,\/(Xz,Yz)) si, y solo si, X1 < /\(Xz,Yl).
a’) Uy > U, si, y solo si, Xo < AN(X1,Ya).

(n) (n) . .
b) Paran>3, U, > U, "’ si, y solo si, X; < N(Y1,X2,X3,...,Xp).

b)) Paran>3, US" > U™ siy solo si, Xo < A(Y2,X1,X3,...,Xy).
(k) (k) : o n—2 n—2
c) Paran>3y 1 <k<mn U™ >U,’ si,y solo si, una de las siguientes (k—l) + (k—z)
desigualdades excluyentes ocurren:

D VXL,X0, Y0, X0y X ) < ALKy X ) O,

1Ay 1Ay
2) \/(Xl,le,...,Xjn_k) < /\<X27Y17Xi17--~;Xik_2)’
donde {ry,....rnk—1},{vis-- Vi1 14Uty s Jnek b {its -y ik} € {3,...,n} y son dis-
juntos{rl,...,rn,k,l}ﬁ{vl,...,vk,l}:¢y{jl,...,jn,k}ﬂ{il,...,ik,z}:(]).

¢’) Paran>3y 1 <k<n, Uz(k) > Ul(k) si, y solo si, una de las siguientes (Zj) + (Z:g)
desigualdades excluyentes ocurren:

1) V(X1,X2,71,X,,...,X ) < ANY2, Xy, X0 )

Y p—k—1
2) \/(Xz,Xj17...,Xjn_k) < /\(Xl,Yz,Xil,...,Xik_z),
donde {ri,....ro_i—1},{vi,- v AU Jnek b {its -y ik—2} € {3,...,n} y son dis-
juntos {rl,...,rn_k_l}ﬂ{vl,...,vk_l} = ¢y {j17'"7jn—k}m{ila"'7ik—2} = (P

Demostracion.- Los cuatro primeros apartados se siguen con razonamientos similares a los
realizados en los Lemas [2.3.1]y [2.3.2] apartados a) y a’). Demostraremos solo el apartado c) ya
que la demostracion del apartado c’) es anéloga.

Como se vio en la Seccion [I.3.1] para modelizar un sistema se toman funciones binarias
x;(t) = 1 si la componente i funciona en el instante de tiempo ¢ y cero en otro caso. La desigual-

dad U l(k) > Uz(k) es equivalente a comprobar que se verifica el siguiente sistema de desigualda-
des?}

{ V(xi,y1)+xo+x3+--+x, >k 2.12)

X1+ V(x,y)+xz 4+ +x, <k—1.
(k)

Ello es debido a que si U} > Uz(k) ha de existir un tiempo ¢ tal que al menos k de las com-
ponentes del sistema primero funcionen (sumen igual o més que k) y que funcionen menos de
k componentes en el segundo de ellos (sumen menos que k). De este modo, hemos convertido
la desigualdad en la resolucion de un sistema de desigualdades con incdgnitas binarias.

Six; = 1 entonces V(x1,y;) = 1 y las inecuaciones anteriores quedan,

Denotamos indistintamente x;(¢) = x; e y;(t) =y}, ya que fijamos un momento de tiempo ¢.
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X2 +x34 -4 xy >k—1
\/(-x27y2)+x3+"'+xn Sk_27

estas desigualdades no se pueden dar simultdneamente pues x, — \V(xp,y2) > 1 tendria que ocu-
rrir; de esta contradiccion deducimos que x; =0y V(x1,y;) = y;. Por lo que la diferencia de
las inecuaciones en el sistema (2.12)), quedaria la desigualdad y; +x, > 1+ V(x2,y2).

Por otro lado, como x; < V(xp,y2) se puede deducir que y; + V(x2,y2) > y1 +x2 > 1 +
V(x2,y2) lo que implicaria que se cumplan las igualdades y; = 1 y x, = V(x2,y2). Con todo
ello, podemos deducir que la condicién U l(k) > Uz(k) es equivalente a la resolucion del sistema,

Xp+x3+-4+x, =k—1
x2 = V(x2,2).

Por hipétesis 1 < k < n'y distinguiremos dos casos:

1. Para el caso x; = 0, (lo que implica y, = 0), existen (’Zj) soluciones para el sistema
anterior. Estas soluciones vendran dadas porx,, =---=x, ,  =0yx, =---=x, =1
donde los subconjuntos de {3,...,n}, {ri,...;rm—x—1} y {vi,...,vik_1} son disjuntos.

Ademas, por lo que se verifica el apartado c.1),

V(X1,%2, Y2, X5 X ) =0 < L= A1, X0, 0%, )

2. Para el caso x; =1 (e y, arbitrario), existen (Z:g) soluciones para el sistema anterior.
Estas vendran dadas porx; =---=x; ,=1yxj =---=x; , =0 donde los subcon-
juntos de {3,...,n}, {i1,...,ik—2} y {Jj1,---, ju_x} son disjuntos. Ademas, por lo que se
verifica el apartado c.2),

\/(xl,xj,,. .. ,xjnfk) =0<1= /\(xz,yl,xil,... ’xikfz)'

Por lo tanto, las condiciones dictadas en el enunciado son ciertas, para los subconjuntos
descritos, concluyendo la demostracion. O

Observacion 2.2. El Lema[2.3.2]apartado b), resulta de los apartados c) y ¢’) del lema anterior
tomando en la demostracion y; = y» = y. En este caso, no pueden ocurrir las primeras (Z:f)
posibles soluciones puesto que, necesariamente, ha de ocurrir y; =y, =y = 1.

Lema 2.3.4. Sean X1,X>,Y1,Y> y Z tiempos de vida independientes, con funcion de superviven-
cia y distribucion de Z, H(t) y H(t), respectivamente. Supongamos que se verifica:

i) r1(t)G(t) > ra(t)Ga(t) Vt >0, 0
i) X1 <g¢ X2y B()G1(t) > Fi(t)Gy(t) Vt >0,

entonces,

38



2.3. ORDEN EN PREFERENCIA EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

a) P(X1 < /\(Yl,Xz)) > P(X2 < /\(Xl,Yz)).
b) P(X; < AN(Y1,X2,Z)) > P(Xs < AN(X1,Y2,Z)).

Demostracion.- En primer lugar, sean X; y X, continuas cumpliendo r1(t)Gy (t) > r2(t) G2 (1)
para cada t > 0 y demostremos que se verifican las condiciones a) y b).

Para la condicién a), veamos que la diferencia A = P(X; < A(Y1,X2)) — P(X2 < A(X1,Y2))
es mayor o igual que cero. Considerando convoluciones y la independencia de los tiempos de
vida, se verifica la igualdad,

oo oo
”“nx”>X*3£ HMnxﬁ>ﬂX:@MM@:A P(Y1 > x)P(Xa > x)dF, (x).

La diferencia A viene dada por,

A:AWE@G@ﬁ@M—AMEm@@ﬁ@M
~+o0
- /0 [B()G1 () f1 () = Fi (x)Ga (x) /o ()] dix.

Por hipétesis, sabemos que es cierta la desigualdad,
]jl(x) Gi(x) > fa(x)
Fi(x) Fa(x)

lo que es equivalente a que el integrando anterior sea mayor o igual que cero para cada x, de-
mostrando asi que A > 0.

Gz(x),

Consideramos ahora la diferencia del apartado b), A = P(X; < A(Y1,X2,Z)) —P (X2 <
A(X1,Y2,Z)) que, considerando convoluciones y la independencia de los tiempos de vida, viene
dada por,

oo oo

A= 0 F>(x)G1 (x)H (x) f1 (x)dx — Fi(x)G(x)H (x) f>(x)dx
_/ BG4 () — AW )] Ax)dx.

Por el razonamiento anterior y por ser H(x) > 0 para todo x > 0, se cumple A > 0.

Veamos que bajo la condicion ii), es decir, X <g Xo y F>(t)G1(t) > Fi(t)Ga(t) Vt > 0 se
cumplen también los apartados a) y b). Para probar el apartado a) se tiene que,

H&<Amxm—ﬂ&<M&%D=OWE@WMMHM—AWE@WNMBM

EAWE@@MMW%AME@@@MML
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donde la desigualdad es debida a F5(t)Gy(t) > Fi(t)Ga(t). Al ser la funcién Fi(x)G,(x) no
creciente para cada x > 0y X; <y X, por la aplicacién del Teorema[I.2.2] la dltima diferencia
es positiva.

Para demostrar el apartado b) se tiene que,

P(X; < N(Y1,X2,2)) — P(X2 < AN(X1,Y2,Z))

> /()+OOF1 (x)Ga2(x)H (x)dFy (x) — /0+°° 71 (x)Go (x)H (x)d P (x),

donde la desigualdad es debida a que F>(¢)Gy(t) > Fi(t)G2(t) y H(t) > 0.

Por ser la funcién F (x) G2 (x)H (x) no creciente en su dominio y aplicando el Teorema
esta ultima diferencia es mayor o igual que cero, concluyéndose la demostracion. U

Lema 2.3.5. Sean X1,X»,Y1,Y2,Z1,7Z; tiempos de vida independientes y Z3,Z4 tiempos de vida
independientes entre si'y a su vez de Y1,Y>. Sean H;(x) [H;(x)] las funciones de distribucion
[supervivencia] de Z; parai=1,...,4. Si X| <4 X> e Y| > Y2, entonces,

a) P(V(X1,Z1) < AN(X2,Y1,23)) > P(V(X2,Z1) < N(X1,Y2,20)).
b) P(V(Y2,Z3) < A(Y1,Z4)) > P(V(Y1,Z3) < A(Y2,Z4)).

Demostracion.- Veamos en primer lugar que se cumple el apartado a). Por la independencia
de los tiempos de vida y por la hipétesis F>(x)Gy(x) > F(x)Ga(x), las probabilidades de este
apartado vienen dadas por,

P(V(X1,Z1) < N(X2,Y1,22)) = P(X1 < AN(X2,Y1,22))P(Z) < N(X2,Y1,22))

Z(Amﬂwam@@ﬁmﬂ(Amﬂwawmmwmaycuw

P(V(X2,Z1) < N(X1,Y2,22)) = P(Xo < AN(X1,Y2,22))P(Z1 < N(X1,Y2,22))

= (/()+°°F1 (X)Gz(x)ﬁz(x)sz(x)) (intg = Fy (x)Go(x)Ha (x)dHy (x)) . (2.13b)

Restando las expresiones (2.13a)) y (2.13b]) y denotando por A dicha diferencia, se tiene que,

Foo _ B Foo _ _
A> [ A FI(X)GQ(X)HZ(X)CZFI(X)— A F (x)Gz(x)Hz(x)sz(x)]

Mﬁﬁwa@m@mmy
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La diferencia del primer factor es positiva por el orden de los tiempos de vida, por ser la
funcion £y (x)G»(x)H, (x) no creciente y el Teorema El segundo factor también es positi-
vo por ser una integral de una funcién positiva con respecto de la distribucion H;.

Para probar el apartado b), debido a la independencia de las variables y a que G () < G1(t),
tenemos que las probabilidades de dicho apartado cumplen que,

P(\/(Yz,Z3) < /\(Y],Z4))

> ( /O +°° Gz(x)ﬁ4(x)dG2(x)> < /O +°° Gz(x)FI4(x)dH3(x)), (2.14a)

PY, < /\(Y],Z4))P(Z3 < /\(Y],Z4))

P(V(Y1,23) < A(Y2,Z4)) = P(Y) < A(Ya,Z4))P(Z3 < N(Ya,Z4))
= ( / e (x)Ha(x)dG (x)> ( / e (x)Ha(x)dH. (x)) (2.14b)
o T ! , i 3 . Q@

Restando (2.14a)) y (2.14b) y denotando por A dicha diferencia, se verifica la desigualdad,

—+oo

A> [ /0 " G (1) Aa (x)dGa () — /0 G (x)Ha (x)d G (x)} [ /0 +°o(_?2(x)l-_14(x)dH3(x)}

La diferencia del primer factor es positiva por el orden de los tiempos de vida de las re-
dundancias, por ser la funcién G, (x)Ha(x) no creciente y el Teorema[l.2.2] El segundo factor
también es positivo por ser una integral de una funcidn positiva con respecto de la distribucion
Hj3, concluyéndose la demostracion. U

Reposicion comiin

Una vez demostrados los lemas necesarios comenzamos con el estudio del orden en prefe-
rencia para los sistemas con redundancia activa y reposicion comuin. Como se comprueba en
el Teorema y en el anterior Corolario es condicién suficiente que las componentes
estén ordenadas estocasticamente para que los sistemas W y W, estén ordenados en este mismo
orden. En el siguiente teorema, Singh y Misra [31] obtienen la misma implicacion para el orden
en preferencia de los dos sistemas.

Teorema 2.3.6. Sean los tiempos de vida X|,X; e Y independientes. Si se verifica que X1 <4 X3
entonces Wy >, Ws.

Demostracién.- Para mostrar que W) >, W, comprobaremos que P(W; > W,) > P(W, >
Wp). Por el Lema podemos reescribir esta desigualdad como P(X; < A(X,,Y)) > P(Xs <
A(X1,Y)) y ahora usando el Lema|2.3.4] se cumplen las hipétesis del apartado segundo, siendo
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Y =4 Y =4 Y», y por tanto queda demostrado el teorema. |

La equivalencia dada en el Teorema para el orden estocdstico de los sistemas, no
es cierta, en general, para el caso de la ordenacién en preferencia de éstos. Puede verse en
un contraejemplo dado en Singh y Misra [31] o en el siguiente ejemplo para componentes
continuas que hemos desarrollado para esta memoria.

Ejemplo VI

Sean los tiempos de vida X| =g Y ~ exp(1) y X ~ Weibull (A, o). Vamos a compro-
bar que los sistemas W; y W, se ordenan en preferencia para diferentes valores de los
parametros, mientras que las componentes no lo hacen en sentido estocastico, puesto
que ambas tienen distribuciones Weibull.

— Weib(2,0.5)
— Weib(2,0.85)
— Weib(2,1.2)
— Weib(2;155)
— Exp(2)

08
1

Supervivencias Componentes
04

00
1

0.0 05 1.0 15 20

Figura 2.7. Representacion de funciones de supervivencia para distintos valores de los
pardmetros en distribuciones Weibull y exponencial.

Veamos si se ordenan los sistemas W y W,. Calculemos primero los valores de las
probabilidades P(W; > W5) y P(W> > W), que por el Lema[2.3.1| podemos reescribir
como P(A(X2,Y) > X;) y P(A(X1,Y) > X,). Usando convoluciones, estas expresiones
vienen dadas por,

e T (ArA%E
P(W, >W2):/ P(X> > x,Y > x|X, :x)dFl(x):/ Ae~GAHATS) gy -y
0 0

e e a1 —(2AHA%)
P(Wy > W) :/ P(X) > x,Y > x|Xo = x)dF>(x) = Aot e dr.
0

0

Sean los valoresde A =2y o = 0.5,0.85,1.2 y 1.55. Los valores de la diferencia
P(W; > W,) — P(W, > W) para los distintos pardmetros de forma vienen dados en la
siguiente figura.
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Diferencia P(W1 > W2) - P(W2 > W1)

-0.15

Valores del pardmetro de forma

Figura 2.8. Representacion de la diferencia P(W; > W,) — P(W, > W} ) para compo-
nentes con distribucion Weibull y exponencial y distintos valores del pardmetro de
forma.

Como se puede observar, los sistemas W; y W, verifican que si & = 0.5 o 0.85,
entonces, W, >, Wi, mientras que si @ = 1.2 o 1.55, entonces W >, W,. (Véase
Apéndice A para detalles en los cdlculos).

En el caso de sistemas k-out of-n donde las redundancias se hacen en dos componentes
consecutivas que se ordenan estocdsticamente, Singh y Misra [31] demuestran el siguiente
teorema que asegura el orden en preferencia para dichos sistemas.

Teorema 2.3.7. Sean los tiempos de vida X1,X,...,X,,Y independientes. Si las componentes
X1 < Xo, entonces, Wl(k) > pr Wz(k) parak=1,....nyn>3.

(k)

Demostracion.- Si k = 1, los tiempos de vida son iguales, Wl(]) = W,"" cumpliéndose el
teorema trivialmente.

Sea k = n. Por el Lema [2.3.2| apartados a) y a’), la condicién Wl(n) > pr Wz(") se cumple
si, y solo si, P(X; < A(Y,X2,X3,...,X,)) > P(Xo < A(Y,X;,X3,...,X,)). Si denotamos por
Z=N(X3,...,X) y por Y =g Y] =g Ya; se cumple que Z es independiente de X; y X> y se
cumplen las hipétesis del segundo apartado del Lema [2.3.4] por lo que vale el teorema.

Sea, por ultimo, 1 < k < n. Por el Lema[2.3.2]apartados b) y b’), 1a condicion del enunciado
se cumple, si, y solo si, ocurren las (Z:g) desigualdades excluyentes

P(\/(Xl,le,... 7Xjn—k

) < /\(Xz,Y,Xil,... 7Xik—2))

> P(V(X2,X X

jnfk

15 ) </\(X17Y7Xi17---7Xik,2))7
para los conjuntos disjuntos {ji,--.,jn—x},{i1,---,ix—2} C {3,...,n}. Denotando por Z; =
VX, X ) Zo = NXiy,- .., X, ,) €Y = Y1 =g Y>, se cumplen las hipétesis del Lema

concluyendo la demostracion. 0
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Reposicion uno a uno

Romera et al. [27] estudian las condiciones necesarias para mantener el orden en preferencia
cuando se realiza una redundancia activa con reposicion uno a uno no igualmente distribuida.

Teorema 2.3.8. Sean los tiempos de vida X1,X>,...,X,,Y1 e Yo independientes con n > 3.
Supongamos que se verifica:

i) r1(t)G(t) > ra(t)Ga(t) Vt >0, 0

i) X1 <g¢ X2y B()G1(t) > Fi(t)Gy(t) Vt >0,
entonces,

a) Ui Zpr U>.

b) U" >, U,

Demostracion.- La demostracion se sigue directamente de los Lemas [2.3.3] apartados a),
a’), b) yb’) y[2.3.4] tomando para el segundo apartado de éste Z = A(X3,...,X,). d

Este resultado tiene como consecuencia que el orden en preferencia se conserva para los
sistema en serie de dos componentes (o0 n componentes) con redundancia activa de reposicion
uno a uno no igualmente distribuida si X; <p, X5 e Y1 > Y2 (lo que implica la primera condi-
cion) o X1 <4 X» e Y1 >4 ¥» (lo que implica la segunda). De esta segunda condicién parte la
siguiente proposicion que trata el orden en preferencia para los sistemas k-out of-n, en general.

Teorema 2.3.9. Sean los tiempos de vida X,,X>,...,X,,Y1 e Y» independientes con n > 3 y
l<k<n SiX| <gXoeY, <Y entonces Ul(k) >pr Uz(k).

Demostracion.- La demostracion se sigue directamente de los Lemas apartados c¢) y
)y tomando en este dltimo Z; = V(Xj,,...,X;, )y Z» = A(Xi,...,Xj,_,) independien-
tesde X1,X0,Y1 e Yo,y Z3 = V(X1,X0, X, ... Xr, 1) Y Zs = AN(X,,,- ., Xy, ,) independientes

deY, e, ]

2.3.2. Redundancia en espera

Como hemos visto en el Teorema y, posterior, Corolario 2.2.11] para el orden es-
tocdastico era necesario, y suficiente, el orden razén de fallo [razén de fallo inverso] en las dos
componentes para que se ordene estocdsticamente el sistema en serie [paralelo] de n compo-
nentes. La intencion es ver si existen condiciones iguales, o0 més débiles, que aseguren el orden
en preferencia en los sistemas. Como realizamos para el anterior apartado, enunciaremos un
lema que serd de ayuda para las demostraciones posteriores.

Lema 2.3.10. Sean X1,X>,...,X,,Y tiempos de vida independientes. Se cumplen las siguientes
equivalencias:
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a) Wl/(n) > Wzl(n) si, y solo si, X1 < AN(Xa,...,X,) eY > 0.

a’) Wzl(n) > Wll(n) si, y solo si, Xo < N(X1,X3,...,X,) eY > 0.

b) W,V > w, W iy solo si, X1 +Y > V(Xa,.... X)) y X2 < X).

b’) WZ/(I) > WI,(]) si, y solo si, Xo+Y > V(X3,...,X,) y X1 < Xp.

Demostracion.- Demostraremos los apartados a) y b). El resto se pueden demostrar con
razonamientos analogos. Comenzaremos con la condicidn suficiente del apartado a), sea X <
A(Xa,...,X,) eY > 0entonces A(X;,Xo+7Y,...,.X,) =X < AX1+Y,Xp,...,X,).

Veamos la condicién necesaria considerando el mismo razonamiento utilizado en la demostra-
cién del Lema[2.3.3] Esta condicion es equivalente a la resolucién de un sistema de inecuacio-
nes. Denotemos por Z; el tiempo de vida de la variable X; +Y y por Z; el de X, +7Y.

Z1t+x+x3+--+x, =n
xit+z+tx3+-+x, <n—1

De la primera de las ecuaciones se obtiene que todos x, = --- = x,, = z; = 1. Por lo tanto,
la desigualdad segunda queda x; +z < 1, lo que implica que x| +z2 = 1 ya que sabemos que
x» = 1 y por tanto z; también. En resumen, tenemos las desigualdades, 0 = x| < xp,x3,...,Xx, =
1 y x; < z; = x; +y las cuales implican el resultado requerido, X; < A(X2,...,X,)eY > 0.

Para la condicion suficiente del apartado b), sea X; +Y > V(X3,...,X,) y X < X| entonces
VX1 +Y,Xs,....X,) =X1+Y > V(X1,X2+7,...,X,) como queriamos probar.

Para la condicién necesaria, la desigualdad V(X; +Y,X5,...,X,) > V(X1, X2 +7Y,...,X,) es
equivalente a que tenga solucidn el sistema,

Z1+x+x3+--+x, >1
Xi+t+x3+-+x, =0.

De la segunda ecuacién podemos deducir que x; = zp = x3 = --- = x, = 0 y ademads
Z1 +x2 > 1. Pero, si xp = 1, llegariamos a la contradiccion zp > xo = 1. Por tanto, las solu-
ciones del sistema han de cumplir, x| +y =271 =1>0=x1 =x) =720 =x3 = -+ = X, de
donde se deduce que X; +Y > V(Xz,...,X,) y X; > X5; que completa la demostracion. ]

En este caso, Singh y Misra [31] prueban que es posible obtener un resultado general para
el sistema en serie y paralelo de n componentes. Este resultado muestra que si se ordenan
estocasticamente las variables donde se hara la redundancia en espera con reposicion comun,
entonces estos sistemas se ordenan en preferencia como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.11. Sean los tiempos de vida X1,X>,...,X,,Y independientes. Si X; <g X», en-
tonces Wl(n) > pr Wz(n) Y, Wl(l) <pr Wz(l).
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Demostracion.- Por el Lema [2.3.10} las condiciones anteriores son equivalentes a probar
que,

P(X1 < A(Xa,.., X)) > P(Xa < A(X1,X3,.., X)), ¥
P({X] < Xz}ﬂ{Xz—f—Y > \/(X3,...,Xn)}) > P({Xz <X1}Q{X1 +Y > \/(X3,...,Xn)}).

Como X; <y X, y denotando por A(X3,...,X,) = Y¥; =Y, independiente de las anteriores,
la desigualdad primera se cumple por el Lema [2.3.4] apartado ii).

Por otro lado, las condiciones de X; +Y > V(X3,...,X,) para i = 1,2, se pueden reescribir
comoX; > V(X3—Y,...,X,—Y). Sea H la funcién de distribucién conjunta de la variable alea-
toria V(X3 —Y,..., X, —Y) e I4(x) la funcién indicador para el conjunto A.

La diferencia A = P({X] < X} N{Xo +Y > V(X3,.... X)) }) —P{X < X1} n{X; +Y >
V(X3,...,X,)}), la podemos reescribir,

oo oo
A:/ P(X1 < X2,X, >y)dH(y) — P(Xy < X1,X1 > y)dH(y)

—o0 —o0

_ /_ :” [ /O R @)y o () dE (@1 _ [ /O " By oy (5)F (x)} dH(y).

Por la desigualdad estocéstica de X < X, esta diferencia es mayor o igual que,

" P (x)l(y7+oo) (x)dFl (x>} dH(y),

—00

A> / +w[ 0+sz(X)1(y,+w)<x)dF 2(’6)} N { 0

siendo esta ultima mayor o igual que cero en virtud del Teorema y quedando asi demos-
trado el teorema. U

2.4. Orden razon de fallo en sistemas con una redundancia

2.4.1. Redundancia activa

Hasta ahora, los resultados que hemos visto parten de los sistemas mas generales, k-out
of-n a sistemas en serie y paralelos con n o dos componentes. Cada vez que avanzamos en
ordenes mds estrictos, las condiciones son mads restrictivas y mas en el caso de las redundancias
en espera. Para el orden en razén de fallo estudiaremos dnicamente los sistemas W, W;, U,
y U, para redundancia activa. Los dos primeros, como sabemos, son un caso particular de
los segundos tomando la redundancia comun en lugar de uno a uno, por lo que obtendremos
resultados para estos dltimos y en especial, se cumplirdn para los primeros. Notese que las

condiciones obtenidas para estos sistemas implican el orden Ar de los sistemas Wl(") , Wz(") , Ul(n)
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y Uz("), debido a que los cocientes cumplen, por la independencia de los tiempos de vida, las
igualdades:

Fo) B ® Ry Fup®

Fn@) " Fyn@ Y R Ry

También incluimos algunos resultados sobre ordenacion en razon de fallo de sistemas con
redundancia en espera sobre los sistemas WAI ,W/’\Z,Wll ("),Wz/("),U;(n) y U;(”).

Singh y Misra [31] estudian el orden en razon de fallo para los sistemas Wj y W, pero con
componentes que siguen distribuciones exponenciales de medias 1/A;, 1/A; y 1/A4 (para la
componente de redundancia comuin). Un modelo mds general, se estudia en Valdés y Zequeira
[33]] para los sistemas U; y U, con distribuciones cualesquiera de las componentes y redun-
dancias. Por ello comenzaremos viendo los resultados mas especificos para estudiar después
los mds generales. Supondremos, ademas, que las variables aleatorias son absolutamente con-
tinuas.

Podriamos esperar, equivocadamente, que para el orden razén de fallo de las componentes
X1 <pur X> sea preferible hacer la redundancia activa comun en la primera de éstas para que se
ordenen los sistemas en el sentido razon de fallo. El siguiente ejemplo de Singh y Misra [31]
proporciona un contraejemplo para este caso.

Ejemplo vII

Sean las componentes con distribuciones exponenciales X; ~ exp(A; = 1/10), X, ~
exp(A, =3/10) e Y ~exp(A =1/2).

La grafica para las razones de fallo ryw, (f) y rw, (t) estd presentada a continuacion,
donde el color rojo es para la segunda.

Razones de fallo para W1y w2

Diferencia entre rw1 - rw2

040
I

wi(t)y mw2(t)
0.20 0.30
L L
001 003
T

W (t-w2(t)

0.10
L
-0.01

20 25 30 35 40 45 50

Figura 2.9. Representacion de las funciones de razén de fallo de sistemas en serie con
dos componentes exponenciales (de pardmetros A = 1/10 y A, = 3/10) y redundan-
cia activa comiin exponencial (de parametro A = 1/2).

Como podemos ver, las funciones se cortan en un tiempo ¢ ~ 3.65 lo que implica
que no se ordenan en orden razén de fallo los tiempos de vida de los sistemas W y W;.
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Sin embargo, para los valores de los parametros, A; =1/2,4, =3/10y A =1/10
las funciones anteriores son,

Razones de fallo para W1y W2

07
L

Diferencia entre rw1 - rw2

-0.175

)y w2t

03 04
L L

A E-2(t)
0.190
Il Il Il 1 Il 1

-0.205

Figura 2.10. Representacion de las funciones de razén de fallo de sistemas en serie con
dos componentes exponenciales (de pardmetros A} = 1/2y A, = 3/10) y redundancia
activa comtn exponencial (de pardmetro A = 1/10).

En este segundo caso, la razén de fallo del sistema W} es menor, para todo tiempo
t, que la razon de fallo de W, por lo que se obtiene el resultado W; >, Wa. (Véase
Apéndice A para detalles en los cdlculos).

Como vemos en el ejemplo, si tenemos componentes exponenciales con medias 1/4;,1/24;
y 1/A, en el primer caso, siendo X; >, X» >, Y, el orden de los sistemas W; y W> no se
consigue. Pero por otro lado, si tenemos que X| <j, X <, Y si que se consigue que W >, Ws.
Ademas, Singh y Misra [31] demuestran la siguiente proposicion, que indica que si X; <j,
X2 y X1 <j, Y, cuando las componentes siguen distribuciones exponenciales independientes,
entonces Wi >, Ws.

Teorema 2.4.1. Sean los tiempos de vida X1,X, e Y con distribuciones exponenciales de medias
1/A1,1/A2 y 1/ A, respectivamente. Si Ay >\ (Ap,A), entonces Wy >p, Wa.

Demostracion.- La demostracion la veremos como caso particular del Teorema O

Esta proposicion puede dar una idea para ampliar el resultado a distribuciones en general
para las componentes. Valdés y Zequeira [33] proponen los sistemas U; y U, con redundancia
activa y reposiciones uno a uno no igualmente distribuidas. Como casos particulares de ellos,
siendo las redundancias Y| = ¥» = Y, podremos obtener el orden razon de fallo también para
los sistemas W; y W;. Por ello probaremos los resultados para los sistemas U y U,, para poste-
riormente enunciarlos, en forma de corolario, para los sistemas W; y W,. Probamos, en primer
lugar, dos lemas técnicos que ayudaran a las demostraciones de los teoremas principales donde
se proporcionan condiciones necesarias para que se cumpla el orden Uy >, Us.

Un primer lema importante para este proposito serd el que se describe a continuacién y
en el cudl probamos una igualdad util para las razones de fallo de los sistemas U; y U, (y en

definitiva, para Wi y W»).
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Lema 2.4.2. Sean los tiempos de vida X1,X>,Y e Y» independientes. Las razones de fallo para
los sistemas Uy y Uy cumplen las igualdades,

ri(t)Gy (I)Fl (t)+ F (l‘)sl(t)él (1)
1=Fi(1)Gi(1) ’
I’z(l‘)Gz(l)Fz(l‘) +F2(Z)S2(I)GQ(I)
1= F(1)Ga(1) '

ru, (1) =ra(t) + (2.15a)

(2.15b)

Y ru,(t) =ri(t) +

Ademds, ry, (0) = r2(0) y ry,(0) = r1(0).

Demostracion.- Las igualdades (2.6a)) y para las funciones de supervivencia de
los sistemas U; y U,, podemos reescribirlas para i = 1,2 como Fy, (1) = F(t) UGi(t) = 1 —
F;(t)G;(t). Derivando el logaritmos de esta expresion, se tiene,

() =~ ) _ ROU=F(0G(0) + BO(ANGI(0)+ Fi(0s (1)
T TR0 RO -F(1)Gi(1)
N AOGI()+Fi(1)gi(r) _ r(t)Gi()Fi (1) + Fi(t)s1(1)Gi (1)
=n(t)+— _lFl oG S0 = iFl(t)Gll(t)l :
y
(1) = —iF0 ) _ A1 =BOG(0) + A1) (5(1)C2(0) + (1) (1))
2T TR0 F(0(1=R(1)G(1)

f2(1)Ga(t) + Fa(1)ga (1) r(t)Ga () Fa(t) + Fa(t)s2(1) Ga(t)
1= F(1)Ga(r) 1= F(1)Ga(t) '

Las igualdades ry, (0) = r2(0) y ry,(0) = r1(0) son directas a partir de lo anterior y por ser
los tiempos de vida no negativos. U

:rl(t)—l— _rl(t)+

Lema 2.4.3. Se verifica que sup[x’ —x— (1 —y)] <0 paralosvalores0 <x<1y0<y<1.
Demostracion.- Denotamos por h(x) =x” —x— (1 —y). Si y = 1 entonces, h(x) =x —x—
(1 —1) =0, cumpliéndose el resultado para cualquier 0 < x < 1.

Sea 0 < y < 1. Observamos que h(0) =y — 1 = k(1) menor que cero y su derivada es
i (x) = y¥~! —1; 1o que implica que tiene un punto critico en el punto xy = y!/1=y Ademas,
su segunda derivada i (x) = y(y — 1)x’~2 es negativa para cualquier valor de 0 < x < 1, por lo
que este punto xp serd un maximo, que cumple,

I o
h(xg) =y™ —y™ —(1—-y) = (1-y) [y‘—y - 1} :
que es menor que cero demostrando asi el lema. U

Para las siguientes proposiciones y teoremas, vamos a suponer que la razon de fallo para X
es ri(t) > 0 para todo valor de r > 0 y denotamos por a(t) = rp(t) /ri(z).
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Teorema 2.4.4. Sean los tiempos de vida X1,X3,Y) e Y independientes. Si ry(t) > 0 parat >0
y se cumplen las condiciones,

I X1 <pr X2y X1 <pr 11,

2. <,

3. a(t) es no creciente,
entonces, Uy >y, Us.

Demostracion.- Parat = 0 el resultado es trivial a partir del Lema y de las hipétesis.

Seat > 0, por las expresiones (2.15a) y (2.15b)), 1a desigualdad ry, () < ry, (t), que tenemos
que probar, tras manipulaciones algebraicas, es equivalente a, (omitimos la evaluacién en ¢ de
las funciones),

G, 1-FG,
- - —_ - F > - F . 2.16
& 1-FG (r—si1F1) 2 —s:k (2.16)

Por hipétesis tenemos que X| <j, X> e Y2 <j, Y1 lo que, en particular, hace cierta la desigual-
dad, GG,F, > G,GF; siendo ésta equivalente a G1(1 — F>G») > G»(1 — F{Gy) para cada
t > 0. Por otro lado, X; <, Y; implica que se cumpla la desigualdad ri(¢) > s1(¢) > s1(¢)F1(¢)
y, por tanto, ri(¢) —s;(¢)F;(z) > 0 para todo r > 0. Por ello, si se verifica la desigualdad
r1 —s1F1 > rp — s> F;, equivalente a

s s
l—a>=F-=h,
r i
podemos asegurar que (2.16) es cierto y el teorema quedaria probado.
Considerando la hipétesis s,(f) > 51 (), del enunciado, se obtiene,
§2 - S S| = 8 S1, = =
—F—-—Fh= {—ze—i- —1} - {—1171 + —2} > LK -F),
r1 r1 r1 ry r

lo que prueba que si se cumple la desigualdad siguiente, quedaria demostrada (2.16).

1—o(t) > F(t) — Fi(t). (2.17)

Por el teorema de caracterizacion de distribuciones a partir de la funcién de razén de fallo,
Teorema|[I.1.3] y por ser la funcién & no decreciente, se verifica,

B(t) = —Jor2(dx — = foatndx < ,—alt) fyr (x)dx = F ().
Ahora bien, por el Lema Lcon 0<x=F (1) <1y0<y=a(t)=r)/rn) <1
es cierta la desigualdad F (1)0‘ F1( )— (1 —a(r)) <0 paracadar > 0, lo que es suficiente

para completar la demostracion; ya que
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4

A partir de este teorema, el Teorema tiene una demostracion directa con las distribu-
ciones exponenciales de las componentes (o(t) = Ay /A1 e Y] =g Yo =4 Y).

Corolario 2.4.5. Sean los tiempos de vida X1,X, e Y independientesy sea ry(t) = c-ri(t) para
t >0,donde c >0.SiY =4 X| 0Y =y Xp, entonces son equivalentes,

1. Wy Zp W,
2. X1 <pr Xo.

Demostracion.- Sea W; >, W,. De (2.15a) y (2.15b) para r = 0 se obtiene que ry, (0) =
r2(0) =c-r1(0) <r(0) = rw,(0), lo que implica que ¢ < 1 y por consiguiente se verifica que
X1 <pr Xp. La implicacion contraria es directa a partir del Teorema yaquesiY =4 X; o
Y =4 X, entonces se cumplen trivialmente las hipétesis de éste. ]

Este corolario proporciona una equivalencia para el orden razén de fallo entre dos variables
aleatorias no negativas y continuas, bajo el orden raz6n de fallo de los sistemas en serie forma-
dos con éstas y una redundancia activa comun.

A continuacién presentamos dos ejemplos donde se proporcionan condiciones necesarias
para que las componentes verifiquen las hipotesis del Teorema considerando razones de
fallo lineales y proporcionales.

[ Ejemplo vIII }

Razones de fallo lineales. Sean los tiempos de vida para las componentes con razo-
nes de fallo igualesa r)(t) =at+by ry(t) = ct+d cumpliendoa > ¢ >0y b >d > 0.
Claramente,

a) 7”2(1‘) <r (Z)

b) La funcion,

serd no creciente si, ad — cb > 0 puesto que r(¢) es creciente y mayor que cero.

Siendo las condiciones a > ¢ > 0,b > d > 0y ad — cb > 0 para las componentes
con razones de fallo lineales e independientes estariamos en condicion de aplicar
el Teorema [2.4.4] con redundancias Y; e ¥, independientes cumpliendo ¥, <j, Y} y
X1 < 1.
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Razones de fallo proporcionales. Sean los tiempos de vida para las componentes
con razones de fallo iguales a r1(t) >0y ra(t) =c-ri(t) paratodor >0y 0 < c < 1.
Trivialmente, r,(¢) < ri(t) y a(t) = c es no creciente. Estas condiciones las verifican
las componentes con distribucion Weibull con el mismo pardmetro de forma, entre
otras.

Para este caso es condicin necesaria que 0 < ¢ < 1 para aplicar el Teorema[2.4.4]
con redundancias Y; e ¥, independientes cumpliendo > <, Y1 y X1 <, Y1.

Un caso particular es aquel en que las componentes son exponenciales cuyas ra-
zones de fallo son r|(t) = A; = by ry(t) = Ay =d = ¢- A;. Las condiciones 11,4, >0
y 0 < ¢ <1 son necesarias para la aplicacién del Teorema [2.4.4] bajo las redundancias
anteriores.

Teorema 2.4.6. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y; e Y, independientes. Si ry(t) > 0 parat > 0,
m= in(f) o(t) es mayor que cero 'y se cumplen las condiciones,
>

L Xy <p Xoy Xy <pr 11,

2. K <p 1,

3. a(r) < 1 —mm/i=m pl/1=m
entonces, Uy >y, Us.

Demostracion.- Se obtiene con los mismos razonamientos del Teorema verificandose
el teorema si se cumple la desigualdad (2.17), 1 — o(¢) > F>(t) — F;(¢). Del Teorema
por la definicion de m, se tiene la desigualdad,

Fy(t) = e~ r@ds _ g [jan (s < p=mlin(dx _ i (gym,
Entonces, F>(t) — Fi(t) < Fi(t)" — F(t), que implica que si se verifica la desigualdad,
()" = Fi(t) <1—a(r), (2.18)

el teorema quedaria probado.

Sea ahora la funcién A(x) =x" —x— (1 —y) donde 0 <x<1,0<y<1y0<m<yque
cumple:

L. h(0) = h(1) = y—1 <0.
2. W(x) =mx" ' —1=0si,y solo si xo = m"/1="™
3. h//(X):m(m—l)xm*2<Osi0§x§1y0<m§y§ 1.

4. h(x) tiene un maximo en xo cuya imagen es h(m'/1=") = m™/1=m _pl/1=m _ (] —y),
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Sean los valores de x = Fy(t), m = inga(t) y a(t) = y. Por hipétesis, m™/1 =" —m!/1-m _
>

(1— a(r)) es menor o igual que cero, por lo tanto, la funcién h(Fy (t)) = Fy(1)™ — Fy (1) — (1 —
o)) es menor o igual que cero para cada valor de ¢ > 0 quedando asi demostrada la desigual-

dad (2-T8). O

Misra et al. [23] demuestran que las hipotesis de los Teoremas y pueden ser
reemplazadas por las del siguiente teorema manteniendo el orden Uy >y, Us.

Teorema 2.4.7. Sean los tiempos de vida X1,X>,Y| e Y, independientes. Si se verifican las
condiciones,

1 Xy <aXoyXi <p 11,

2. L <1y

3. ri(t)Fa(t) > ry(t)F1(t) para cada t > 0,
entonces, Uy >y, Us.

Demostracion.- Mostraremos que la funcidn,
_Fy (1) _ RO -F(()G(1))
Fu (1) Fi()(1 = F(1)Ga(1))”

donde la segunda igualdad viene dada por las igualdades eq3.6a y eq3.6b, es creciente en t.
Para ello, derivando la expresion anterior, obtenemos (omitiendo la evaluacién en ¢) que,

n(t)

(- (01 =FG)+(fiGi+Fig1)F)Fi (1 - FKG))

/
n() = -
3
(=il =FG)+ (2G+ Fag2)F1) (1 - R Gy)
+ —> .
FU2
Se comprueba que esta expresion es igual en signo a,
Fgn' _ G ]
T}l o= -2 — G [I’IFZ —nF+FF(s;— Sl)] +F—=—(r1—s1F1) — F1 (rn—s2F).
FiF,G; Gy

Por la hipétesis 3 se cumple la desigualdad, ri(¢)F>(t) — ra(¢)Fy(t) > 0; por la condicién 2
se verifica que (s7(t) —s1(¢)) F1(t)Fa(t) > 0y Gy (t) > Ga(t) paracadat > 0; y por la condicion
1, r1(t) —s1(t)Fi(t) > 0y Gi(t) > Fy(¢). Por ello, se verifica la desigualdad,

Fl (rle — I’2F1) —|—F1 (F1F2 (S2 — Sl)) —|—F2 (1”1 — S1F1) —FI (I’z — S2F2) ,

reagrupando,
7 (F]Fz —I—Fz) — 1 (F]F] —I—Fl) —|—F1F2(_;1 (Sz —sl) —F1F251 —|—F_'1F282.
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Por la hipétesis 1, Fi(t) < Gy (t) y se verifica la desigualdad,

¢ >ri(1-FF)—nFi(14+F)+EFFF(s;—s1) — FiFs + FiFass.
Usando 7| (¢)F>(t) > ry(¢)F(t) para cada r > 0, y multiplicando por F}, tenemos,

(])Fl >r (Fl —I—Fz) —I—S2F1F1F2(l +Fl) —S1F12 [FIFZ +F2]
> s1F1 [Fi1 — ] (por ser X; <y, X1 <pY1eYo <p ¥1).

Concluimos que ¢ > 0 para cadat > 0y, por lo tanto, 1(¢) es creciente en 7. U

También se demuestra que cambiando la hipétesis tercera del teorema anterior por o/(¢) no
creciente para cada t > 0, entonces Uy >, Us.

Teorema 2.4.8. Sean los tiempos de vida X1,X,Y| e Y, independientes. Si se verifican las
condiciones:

I Xy <uq Xy Xi <p 11,

2. <Yy

3. a(t) es no creciente para cadat > 0,
entonces, Uy >y, Us.

Demostracion.- Las hipétesis 1) y 2) son iguales a las del anterior teorema. Mostraremos
que las hipétesis implican la condicion r| (¢)Fa>(t) > rp(t)F(t) para cada t > 0. En efecto, fijan-
doun ¢ > 0, para algin £ € (0,¢), se verifica, por el teorema del valor medio,

B() _ B0 -F0) _ HE) _n@RBE) _ n
Fi(r) F(@)-F0) &) n(&F(&) ~ n@)
siendo la ultima desigualdad debida a X <y X», & <ty a(¢) no creciente en ¢. O

Obsérvese que este resultado comprueba que es suficiente con el orden estocdstico de las
componentes X; y X en las hip6tesis del Teorema para verificar el orden razén de fallo
en los sistemas anteriores.

El siguiente corolario, muestra las condiciones necesarias para que en los sistemas en serie
de dos componentes con redundancia activa y reposicion comun, se ordenen en razon de fallo.

Corolario 2.4.9. Sean los tiempos de vida X1,X, e Y independientes. Si se cumple una de las
condiciones,

a) X1 <aXo, X1 <4 Y yri(t)Fa(t) > rp(t)Fi(t) para cadat > 0, o

b) X1 <g Xo, X1 <5, Y y o(t) es no creciente para cada t > 0,
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entonces, Wi >, W».

En el siguiente ejemplo, para razones de fallo lineales determinadas, comprobaremos que no
se verifican las hipdtesis del Teorema[2.4.4] pero si que lo hacen las hipétesis del Teorema
A continuacién, comprobaremos que aun no cumpliéndose las condiciones de los teoremas
citados, se sigue manteniendo U; >, U; por el Teorema

Ejemplo 1X
Valdés y Zequeira [33] consideran los tiempos de vida para las componentes con
razones de fallo iguales a r|(f) = 1007 + 10 y rp(t) = 587 + 3 y sean los tiempos de
vida Y; e ¥, cumpliendo > <, Y1 y X; <j, Y1. Bajo estas definiciones, las hipdtesis

1) y 2) de los Teoremas [2.4.4]y [2.4.6] se verifican.

Por ser ad —bc = 100-3 — 58 - 10 = 300 — 580 < 0, ¢(r) es no decreciente. En
virtud del Teorema [2.4.4 no podriamos asegurar el orden U; >, U,.

Veamos que se verifican las hipétesis del Teorema[2.4.6] En este caso, la funcion

o/(t) tiene como supremo e infimo, s =sup a(t) =c/a=0.58 y m = fngoc(t) =d/b=
>0 v>

0.3. Representamos a continuacion o(z) (negro) y los valores de s,m (rojo) y 8(m) =

1 —mm/1=m 4 pl/1=m (qzul).

Componentes con razones de fallo lineales

Componentes con razones de fallo lineales

alphalt)
I

030 035 040 045 050 055 060
I

alphalt)
0560 0570 0580 0590

Figura 2.11. Representacion del cociente de razones de fallo para componentes con
razones de fallo lineales r; (1) = 100f + 10 y ry(z) = 58 + 3.

Como puede observarse, los valores de «(z), para cada r > 0, son menores que
0(m) =~ 0.5821 y, en virtud del Teorema 2.4.6, se asegura el orden U; >, U,. (Véase
Apéndice A para detalles en los cdlculos).

Misra et al. [24] consideran los tiempos de vida para las componentes con razones
de fallo, 1 (t) =5+ 10y ra(t) = 3¢+ 3 y sean los tiempos de vida Y; e ¥» cumpliendo
Yo < Y1y X1 <p, 1. Se tiene que ad — be = 15— 30 < 0 lo que implica que la funcion

o/(t) sea estrictamente creciente y, por otro lado, s = supo(t) = 0.6, m = ing ot) =
>0 >
0.3 y 8(m) ~ 0.5821, lo que indica que existe un 7 suficientemente grande tal que

o(f) > 6(m), como se muestra en la figura siguiente.
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Componentes con razones de fallo lineales

Componentes con razones de fallo lineales

0.60

alpha(t)

058
1

alphalt)
030 035 040 045 050 055 060
I

T T T T T T T T 26 28 30 32 34
0 5 10 15 20 25 30 35

t t

Figura 2.12. Representacion del cociente de razones de fallo para componentes con
razones de fallo lineales r; () =5t + 10y rp(¢) = 3¢ + 3.

De este modo, los Teoremas [2.4.4]y [2.4.6]no aseguran el orden en razén de fallo de
los sistemas U; y U,. Si consideramos la funcién () = ri(¢)F>(t) —ra(¢)Fi (¢), por el
Teorema [I.1.3]y para las razones de fallo de este ejemplo, se obtiene que la derivada
¢'(t) es mayor o igual que cero para cada t > 0 y asi, que la funcién ¢(z) > 0 para
cada t > 0 pudiendo asegurar el orden Uy >, U; en virtud del Teorema

Para terminar la subseccidn, resaltamos que si las redundancias tienen las mismas distribu-
ciones que las componentes, X =y Y1 y X2 = Y2, las condiciones del Teorema [2.4.4]y [2.4.6]
indican que estamos en el caso trivial X1 =g Y =4 X, =4 Y2. En esta linea, la siguiente proposi-
cion asegura que si las componentes no estan igualmente distribuidas y se colocan reposiciones
uno a uno igualmente distribuidas, no podriamos asegurar una ordenacién en razon de fallo de
los sistemas U; y Us.

Teorema 2.4.10. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y| e Yo, cumpliendo X1 =4 Y1, Xo =g Y2 y
X1 #g Xo. Si X1 <pr X2y r1(0) > r2(0), entonces no existe ordenacion en razon de fallo para
Uy Us.

Demostracion.- Por una parte, si ry, (¢)
sabemos que ha de ocurrir ry, (0) = r2(0) >
hipétesis.

,(t) para cada 7, en t = 0, por el Lema [2.4.2]

>ry
ri1(0 ) = ry,(0) que entra en contradiccién con la

Por otro lado, si ry, (t) < ry,(t) para cada r, la equivalencia dada en la expresion (2.16)), se

puede reescribir, para estas hipotesis, como,

F] 1-bHF

= ——F—(n—nk)>nrn—nk

5 1-FF (ri—rik) 2 rn—nk,
que, tras realizar operaciones algebraicas, es equivalente a f1 + f1F> > fo + f2F). Por otro lado,
la condicion X <p, X, es equivalente a f| — f1F> > f, — foF;. Sumando ambas condiciones,
obtenemos, por la hipétesis X; #; X, la desigualdad contradictoria fi(¢) > f>(¢) para cada
t > 0, finalizando la demostracion. U
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2.4. ORDEN RAZON DE FALLO EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

En resumen, para obtener el orden en razén de fallo de los sistemas U; y U,, comprobamos
que es necesario que las componentes se ordenen en sentido Ar, que la redundancia para la peor
componente sea mayor en orden Ar tanto de esta componente como de la otra redundancia y
ademas el cociente entre las razones de fallo de las componentes sea no creciente. Esta ultima
condicion se consigue relajar por otra, menos restrictiva, que implica que el cociente no supere
una cierta funcién 8 (m) de m = tlgg o(t). Por el Teorema 2.4.4) ademads, hemos podido obtener

una caracterizacion del orden de razén de fallo de dos tiempos de vida con razones de fallo
proporcionales a partir de la formacién y orden de los sistemas Wy y W;. Por tltimo, hemos
comprobado que la condicion de orden Ar entre los tiempos de vida de las componentes del
sistema puede ser cambiado por el orden estocédstico manteniéndose Uy >, U,.

2.4.2. Redundancia en espera

En este subapartado estudiaremos el orden en razén de fallo para el caso de redundancia en
espera y probamos un resultado para los sistemas en serie de n componentes con redundancia
en espera y reposicion uno a uno, para después demostrar tres resultados con reposicién comun.

. . : '(n) '(n)

Misra et al. [23] abordan este estudio para que los sistemas U’ y U, se ordenen en
sentido razén de fallo y dan condiciones necesarias, descritas en el siguiente teorema. La de-
mostracion la omitimos por su extension y complejidad técnica.

Teorema 2.4.11. Sean los tiempos de vida X1,X»,...,X,, Y1 e Y» independientes. Supongamos
que Xy 0 X, tiene razon de fallo no decreciente, el cociente F5(t)/Fi(t) es log-convexo, X| <,

Xy que Y <;,. Yy. Entonces Ui(") > U;(”)_

Al tratarse de reposicién uno a uno no igualmente distribuida podemos considerar Y| =g
Y, =4 Y una reposicion comun a las componentes X; y X, y enunciar el siguiente corolario para

los sistemas Wl/ Q y Wzl(n).

Corolario 2.4.12. Sean los tiempos de vida X,X3,...,X, e Y independientes. Supongamos que
Xi 0 X; tiene razon de fallo no decreciente, el cociente F>(t)/F\(t) es log-convexo y X1 <p, Xo.

Entonces Wll (n) Zhr Wzl(n).

El Corolario indica que para comprobar el orden estocdstico de estos sistemas es
necesario y suficiente que X; <y, Xp; este corolario afiade las condiciones de no decrecimiento
de una de las razones de fallo de las componentes y la log-convexidad del cociente de sus su-
pervivencias para asegurar el orden Ar.

Por dltimo, You y Li [35] demuestran una condicién necesaria y suficiente para el orden en
raz6n de fallo de los sistemas W), y W,,.

Teorema 2.4.13. Sean los tiempos de vida X,,X> e Y independientes. W/ >p, W), si, y solo
si, r1(t) —rx, 4y (t) > ra(t) — rx,+y(t) para cada t > 0.
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CAPITULO 2. REDUNDANCIA EN COMPONENTES PARA LA MEJORA DE
SISTEMAS

Demostracion.- Las funciones de supervivencia de los sistemas W, y W/, vienen dadas
por,
Fy: (1) =Fx,wy ()F2(t) y By, (t) = Fi(1)Fxo4r (1)
Se verifica que W1, >, W, si el cociente de las supervivencias anteriores es creciente. El
signo de la derivada de este cociente es,

Fyy (1)
Fy, (1)

] L — fx 4y (O Fxyay (OFL (0 Fa (1) = f2(6) Py v (6) Py 1y (0 Fi (1)

2(1) 4 f1(t) Fxy 4y (1) Fx, 4y (1) F2(2)
)F () Fa(t) [r1(t) — rx, +v ()]

)
— By 1y () Fxyy () F1 (1) B (1) [ra(8) — iy v ()] &
E () =y (0] = [12(0) = riper (0]
y la condicion ry(t) — rx,+y(t) > ra(t) — rx,+v(f) es necesaria y suficiente para que se cumpla
el orden W), >, W,,. O

+ fxo+y (1) Fx, 1y (1) F ()
= FX1+Y( )FX2+Y(

Corolario 2.4.14. Sean los tiempos de vida X,X>,...,X, e Y independientes. Wll (n) >hr Wzl(n)
si, y solo si, r1(t) —rx,+y (t) > rat) — rx,+y(t) para cadat > 0.

Demostracion.- Teniendo en cuenta que son iguales los cocientes,
I F L
By, () _ By ) ()
Py, () By ()

para componentes independientes, el resultado se obtiene directamente del teorema anterior.
O

Una de las consecuencias directas de este teorema, y posterior corolario, es que si las com-
ponentes se ordenan en razén de fallo X; <j,. X, y las convoluciones de éstos con la com-
ponente redundante también, es decir, X, +Y <;, X; +Y entonces se cumple W/’\1 >hr WAZ

[Wl(n) >hr Wz(")]. Esto dltimo puede ser demostrado también como consecuencia del Teore-
ma 1.B.33 de Shaked y Shanthikumar [29] por lo que se asegura que dos sistemas en serie se
ordenan en razén de fallo si sus componentes se ordenan en razén de fallo dos a dos.

2.5. Orden razon de fallo inverso en sistemas con una redun-
dancia
Estudiamos para los sistemas en serie Wi, W,,U; y U,, donde es mejor, en sentido razén de

fallo inverso, colocar una redundancia activa con reposiciéon comun o uno a uno. En la biblio-
grafia no hemos encontrado resultados para este orden con redundancia en espera.
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2.5. ORDEN RAZON DE FALLO INVERSO EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

Damos un resultado principal probado por Misra et al. [24] en el que se cumple U; >, U,
bajo condiciones similares a los Teoremas [2.4.4], 2.4.6] y [2.4.7| Concluiremos el apartado con
un dltimo teorema, demostrado por Zhao et al. [38], en el se comprueba el orden en razén de
fallo inverso para los sistemas en serie de n componentes con distribuciones exponenciales o
razon de fallo proporcionales.

Teorema 2.5.1. Sean los tiempos de vida X1,X5,Y1 e Y» independientes. Si se verifican las
condiciones,

Lo X1 < Xoy Xy < 11,

2.0 <mh,y

3. Fi(t)G(t) > F2(t)Ga(t) para cada t > 0,
entonces, Uy >, Us.

Demostracion.- La demostracion es similar a la del Teorema considerando la funcién,

Fy (1)  RB(t)+F()Gi(t) - Fi(t)F()G (1))

t) = = ,
o Fuy, (1) Fi(t) + F2(1)Ga(r) — Fi (1) F2 (1) Ga (1))
donde la segunda igualdad viene dada por las igualdades y (2.6D). O

También se demuestra que cambiando la hipétesis tercera del teorema anterior por §; (1) —
$5(t) < F(t) — 71 () para cadat > 0, entonces U; >, Us.

Teorema 2.5.2. Sean los tiempos de vida X1,X>,Y| e Y» independientes. Si se verifica que,
L X1 < XoyXi < 1,
2. <uh,y
3. 51(t) —52(t) < Fp(t) — F1(t) para cadat > 0,

entonces, Uy >,y Us.

Demostracion.- Las condiciones 1) y 2) son iguales al Teorema [2.5.1] por tanto, vamos a
probar que las hipétesis implican que Fi ()G (t) > F>(¢t)G(t). Denotando por

¢(t) = log(F1(1)G1(2)) —log(F2(1)Ga (1)),

y derivando, se tiene,

9'(t) =51 (t) = 2(t) = Fa(t) + 71 (1),

que es menor o igual que cero para cada r > 0 por la hipdtesis 3. Entonces, la funcién ¢ (r) >
zhrf ¢(t) = 0 para todo t € [0,+e0) y, entonces, Fy (t)G(t) > F»(t)Ga(t). O
— o0

Para la reposicion comiun se tiene para el orden razén de fallo inverso el siguiente corolario.
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CAPITULO 2. REDUNDANCIA EN COMPONENTES PARA LA MEJORA DE
SISTEMAS

Corolario 2.5.3. Sean los tiempos de vida X1,X; e Y independientes. Si se cumple que X1 <,
Xo y X1 <, Y, entonces, Wy >3, Wa.

Demostracion.- La demostracion es directa a partir de los teoremas anteriores. U

(n)

Por el Corolario [2.5.3| se puede comprobar el orden Wl(n) > W2" de forma andloga a la
demostracion del Corolario Zhao et al. [[38] proporcionan mas condiciones para el orden
razon de fallo inverso con redundancia activa y reposicion comun bajo las hipdtesis de que los
tiempos de vida siguen distribuciones exponenciales o tienen razones de fallo proporcionales.

Teorema 2.5.4. Sean los tiempos de vida X1,X3,...,X, e Y independientes cumpliendo una de
las condiciones,

a) Los tiempos de vida siguen distribuciones exponenciales de medias 1/A; coni=1,...,ny
1/ A, respectivamente.

b) Los tiempos de vida tienen funciones de razon de fallo proporcionales, es decir, ri(t) = A;r(t)
y s(t) = Ar(t) con r(t) funcion razon de fallo comiin.

SiY < Xy <py Xo, entonces W >, W,

En resumen, para mantener el orden Uy >,, U, es necesario que las componentes se ordenen
en razon de fallo inversa y también que las redundancias cumplan X; <,;, Y1 e Y2 <, Y1; ademds
se ha de verificar también que F; ()G (1) > F>(t)G(t) para cada t > 0. Esta tdltima condicion
puede ser cambiada por §| (1) — §(¢t) < 7»(t) — 71 (¢) para cada t > 0.

2.6. Orden cociente de verosimilitud en sistemas con una re-
dundancia

Como hemos visto tras la Definicién [I.2.6] el orden cociente de verosimilitud es el mds
fuerte de los considerados a lo largo de la memoria. Este hecho implica que obtener resultados
generales de ordenacion de sistemas con redundancia activa o en espera sea una tarea dificil.
Es por esto que los estudios sobre esta ordenacion se centren en la especificacion de las distri-
buciones de las componentes y redundancias, ademas de considerar los sistemas mas sencillos,
Wi, Wa, W/, y WJ,. Este apartado estard compuesto por resultados para redundancia activa y en
espera bajo la suposicioén de que las componentes siguen distribuciones exponenciales o tienen
razon de fallo proporcionales.

Para redundancia activa, Zhao et al. [37] prueban que, bajo las mismas hip6tesis conside-
radas que en Singh y Misra [31]], Teorema los sistemas W; y W, se ordenan en orden
cociente de verosimilitudes.

Teorema 2.6.1. Sean tiempos de vida X1,X> e Y con distribuciones exponenciales de medias
1/A1,1/A2 y 1/A, respectivamente. Si Ay >\ (A2, A), entonces Wy >, W.
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2.6. ORDEN COCIENTE DE VEROSIMILITUD EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

En este mismo articulo se expone un ejemplo donde se pone de manifiesto que la condicién
no puede ser cambiada.

Si consideramos tres casos de valores de los parametros,
a) A=251=3,4 =3.5.
b) A =3, =251 =3.5.
c) A=351=3,1 =25

Se observa que los valores de los pardmetros en los casos a) y b) verifican las
condiciones del Teorema [2.6.1] y el cociente de verosimilitudes es creciente en 7,
gréficas (a) y (b). Mientras, los valores de los pardmetros del apartado ¢) no cumplen
las condiciones del enunciado del Teorema [2.6.1]y el cociente de verosimilitudes no
es creciente para cada valor de #, gréafica (c).

(@) ® @

100 100

1rati
=3
= s
i o
o o

Likelihood ratio
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Likelihood ratio
.
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”
%
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Figura 2.13. Cociente de verosimilitudes para los sistemas W; y W> con componentes
exponenciales y distintos valores de sus parametros. Imagen obtenida de Zhao et al.
[37].

También, You y Li [35] prueban que para tiempos de vida con funcién razén de fallo pro-
porcionales, el Teorema también es valido. Por otro lado, Zhao et al. [38] completan los
dos resultados anteriores para los sistemas en serie con n > 3 componentes, y bajo las mismas
condiciones para los tiempos de vida exponencialmente distribuidos o de razones de fallo pro-

porcionales; si A4; > V(A4;,A) con 1 <i# j <n,entonces X[Ei)n] =ANX1,. -, VX5, X))y, Xn) =01
AL, V(X XD, X)) =X Y)

[n:n]

A partir del Teorema [2.2.10} para la redundancia en espera, Zhao et al. [37] prueban que,
para componentes con distribuciones exponenciales, el orden estocdstico para los sistemas W,
y W), puede ser extendido al orden cociente de verosimilitudes, como se puede ver en el si-
guiente teorema, cuya demostracién omitimos.
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Teorema 2.6.2. Sean tiempos de vida X1,X, e Y distribuidos exponencialmente con medias
1/A1,1/A2 y 1/, respectivamente. Si Ay > Ay, entonces W, >, W/,.

El siguiente ejemplo se muestran las posibles elecciones de los pardmetros de las distribu-
ciones de las componentes para que se verifique el teorema.

Ejemplo X1

La tdnica condicion, A; > A,, del enunciado deja libertad para la eleccién de los
parametros A;,A; y A para que se cumpla el orden [r en los sistemas considerados.
En concreto, podemos distinguir seis casos diferentes que verifican las hipétesis an-
teriores. Estos casos se muestran en Zhao et al. [|37] como,

a) A=251=3,A4=35
b) A =351=251 =3
c) A=3,4=251 =35
d) A=3,1=3A4=35
e) A=351=314=35
) A=351=31=3

En la siguiente figura pueden verse los cocientes de las verosimilitudes de los
sistemas Wy, y W/, para cada uno de los casos anteriores.
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2.6. ORDEN COCIENTE DE VEROSIMILITUD EN SISTEMAS CON UNA REDUNDANCIA

Figura 2.14. Cociente de verosimilitudes para los sistemas WY, y W/, con componen-

tes exponenciales y distintos valores de sus pardmetros. Imagen obtenida de Zhao et
al. [37].

Zhao et al. [38] extienden este resultado a los sistemas Wll (n) y Wzl(n) con componentes expo-
nenciales dando una ordenacion mas estricta para €stos que la dada en el Corolario Por
otro lado, You y Li [35] prueban en el siguiente ejemplo, que el resultado no puede extender-
se para el caso de distribuciones con funciones de razén de fallo proporcionales. Este mismo
ejemplo sirve ademads, para mostrar un caso donde se verifican las condiciones del Teorema

Ejemplo X11

Sean los tiempos de vida X;,X, y X independientes con distribucion Weibull de
parametros de escala A;,A; y A y comin pardmetro de forma 6, respectivamente.

Como las funciones de supervivencia de las variables aleatorias Weibull de

, = _16.0 0
pardmetros A y 0 son F(t) =e A%t parat > 0, se puede comprobar que las funciones
de supervivencia de los sistemas W; y W> son,

t

F, (t) = Fx, (t)Fx,+x (t) = eniat’ {ele[e + 919/ xele(xle(tx)e)*lexedx]
0
t

F, (t) = Fx, (t)Fxy+x (1) = e~ Ai?? {exete 4= 9/16/ xele(%e(tx)e)”lexedx]
0

La figura siguiente muestra el cociente Fy, (t)/Fw,(t) para los valores de A; =
11 >2=10,A=15y6 =0.7.

tiof /7 \

Los[ N\
106 | \

|
104 [ “~—

Figura 2.15. Cociente de supervivencias para sistemas W; y W, con redundancia en
espera con componentes Weibull con mismo pardmetro de forma. Imagen obtenida de
You y Li [35].

Como se puede ver el cociente es creciente hasta t ~ 1 y después es decreciente,
lo que implica que el orden razén de fallo para ambos sistemas no se cumple, esto
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es, Wo L, Wi ni Wy £, Wa, por lo que el orden cociente de verosimilitudes para los
sistemas tampoco se verifica.

Por otro lado, por la eleccién de los pardmetros A1, 4> y 6, se verifica que A0 > A¢
lo que es condicion necesaria para que se cumpla el orden X; <, X, en las componen-
tes. En virtud del Teorema|2.2.10/el orden Wl’ >t WZ’ se mantiene, como se observa en

la Figura[2.15] ya que el cociente de las funciones de supervivencia es mayor o igual
al paracadar > 0.

En definitiva, el orden cociente de verosimilitud solamente se ha podido comprobar para

casos muy particulares de distribuciones de componentes y de sistemas. Seria de gran interés
poder obtener nuevos resultados en esta linea de investigacion ya que esta es la ordenacién mas
estricta de todas las consideradas en este estudio.
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Capitulo 3

Uso de dos redundancias activas en
sistemas k-out of-n

3.1. Introduccion

Hasta ahora, hemos estudiado las condiciones necesarias sobre las componentes, y las re-
dundancias para que la aplicacion de una tnica reposicion sea lo mas conveniente posible en un
orden de fiabilidad concreto. En el uso practico de las redundancias, si disponemos de mas de
una reposicion, nuestra intencion siempre serd la de colocar las maximas posibles para alargar
el tiempo de vida del sistema. Por ejemplo, sean los sistemas U; y U,, definidos al comienzo
del capitulo anterior, estos sistemas disponen de una tinica redundancia activa uno a uno siendo
nuestra intencion la de comprobar donde se coloca esta reposicion para prolongar su tiempo
de vida. Eliminando la restriccion de ubicar solamente una redundancia, el proposito principal
recaera en discutir como colocariamos ambas en el sistema; si ¥; con X; e Y> con X, o Y} con
X, e Y, con X;. En este capitulo discutimos cudles son las condiciones necesarias sobre las
componentes y las redundancias para que, al usar més de una redundancia en sentido activo, el
tiempo de vida del sistema sea mayor en los 6rdenes de comparacién que hemos definido. Cen-
traremos este estudio unicamente en las redundancias activas. Para la redundancia en espera,
se pueden encontrar resultados sobre los sistemas considerados en este capitulo en Misra et al.
[23] donde se estudia el orden en preferencia para los sistemas A (X + Y2, Xo + Y1, X3,...,X,) y
ANX1+Y1,X2+Y2,X3,...,X,). También Zhao et al. [36] estudian el orden en cociente de vero-
similitud de los sistemas A(X| 4 Y2,X> + Y1) y A(X; +Y1,X5 4+ Y2) donde las reposiciones son
igualmente distribuidas y todos los tiempos de vida siguen distribuciones exponenciales.

Como notacioén para el resto del capitulo, usaremos:

= X1,X5,...,X, son los tiempos de vida para las componentes. Con funciones de distri-
bucién Fi, Fp,. .., F,, supervivencia F1, F;,...,F,, densidad fi, f>,..., fu, razén de fallo
ri,r2,...,r, y razon de fallo inversa 7y, 7, ..., 7.

= Las redundancias tendrdn tiempos de vida Y; e ¥>. Sus funciones de distribucioén G1, G2,
supervivencia G, G, densidad g1, g2, razén de fallo s; y s, y razén de fallo inversa §; y
§», respectivamente.
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CAPITULO 3. USO DE DOS REDUNDANCIAS ACTIVAS EN SISTEMAS K-OUT OF-N

= Si tenemos las variables aleatorias Z1,Z2,,...,Z,, denotaremos por (Z;,2,,... ,Zn)[k} ala
k-ésima variable aleatoria resultante de ordenarlas en orden decreciente.

» Denotaremos por V(X,Y) = max(X,Y) al maximo de las variables; y por A(X,Y) =
min(X,Y) al minimo de éstas.

= Para cualquier par de nimeros p y p* tomaremos como p LI p* = p+ (1 —p)p*.

= Consideraremos en este capitulo los siguientes sistemas:

a) Vi = A(V(X1,"1),V(X2,Y2)) y Vo = A(V(X1,Y2),V(X2,Y1)). Sistema en serie con
dos componentes y redundancias activas y reposiciones uno a uno en X; y X». En
V1 usamos la redundancia primera en la primera componente [segunda redundancia
para segunda componente] y en V, usamos la segunda redundancia para la primera
componente [primera redundancia en segunda componente].

k k
b) Vl( ) = (\/(Xl,Yl),\/(Xz,Yz),X3, 7Xn)[k} y VZ( ) = (\/(Xl,Yz),\/(Xz,Yl),Xg,, aXn)[k}
Sistema k-out of-n con redundancias activas y reposiciones uno a uno para las dos
primeras componentes, paran >3y 2 <k <n.

= Representamos las funciones de distribucién, densidad, supervivencia, razén de fallo y
razon de fallo inversa para cada sistema por Fg, fo, Fo, 7o y 7o, donde en el subindice
pondremos la variable aleatoria a la que se refiere.

[ Ejemplo XIII J
Sean las componentes C; y C, con tiempos de vida Xj y X5 y las redundancias R; y
R, con tiempos de vida Y; e Y». Los sistemas V| y V, definidos anteriormente pueden
representarse mediante las siguientes figuras.

P TN N £
- 720 PN | e
N il ) .

Figura 3.1. Representacion gréfica de los sistemas V), = A(V(X1,Y1),V(X2,Y2)) y Vo =
AV (X1,12),V(X2,11)).

Los resultados centrales que estudiamos en este capitulo se encuentran en los articulos de
Romera et al. [27] y Valdés y Zequeira [34]; ademds incluiremos otros resultados de Valdés et
al. [32], Brito et al. [[13], Misra et al. [24] y Zhao et al. [36]. En el primero de los articulos, se
estudia para qué condiciones de las componentes y redundancias, en los sistemas considerados,
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3.2. ORDEN ESTOCASTICO Y EN PREFERENCIA PARA SISTEMAS CON DOS O MAS
REDUNDANCIAS ACTIVAS

se conserva el orden estocdstico y en preferencia. En el segundo articulo se estudian las con-
diciones para la conservacion del orden en razén de fallo. Seguiremos este mismo orden para
la redaccién del capitulo presentando los resultados para el orden estocéstico y en preferen-
cia, en primera lugar, para después ocuparnos del orden razon de fallo, refiriéndonos siempre a
componentes y reposiciones independientes y absolutamente continuas.

3.2. Orden estocastico y en preferencia para sistemas con dos
o mas redundancias activas

A partir de los resultados del capitulo anterior, la intuicién lleva a pensar que, para el orden
estocdstico para este tipo de doble redundancia, si colocamos la mejor redundancia, estocésti-
camente en la peor de las componentes, tendremos el orden en los sistemas V| y V». En esta
ocasion, este resultado si que es cierto y lo comprobamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y| e Y, independientes. Si X1 <y X> e Y| >4 Y2,
entonces Vi >4 Va.

Demostracion.- De (1.5), las expresiones para las funciones de supervivencia de los siste-
mas Vi y V> pueden expresarse como,

Y1) >1)-P(V(X2, 1) > 1)

Fy, (1) = P(V (X, (X2,
=Rt )Fz( 1) +F1(t)Ga(t) Fa (1) + Fa (1) G (1) Fi (1) + G1 (1) Ga (1) Fi (1) Fa (1), (3.12)

Fy,(t) = P(V(X1,Y2) > 1) - P(V(X2, 1) > 1)
= F(1)B(t) + Fi(1)G1 (1) Fa (1) + Fa (1) Ga (1) Fi (1) + G (1) Ga (1) Fi (1) Fa(2). - (3.1b)

La diferencia de ambas expresiones viene dada por,

Fy, (1) = Fyy (1) = Fi (1) Ga (1) Fa(1) + Ba (1) G (1) Fi (1) — Fi (1) G (1) Fa(t) — Fa (1) G (1) i (1)
= (Gi(t) = G2 (1)) (B(1) - Fi(r)), (3.2)

que es mayor o igual que cero por las hipétesis, lo que implica que V| > V5. U

Observacion 3.1. Si las condiciones necesarias del enunciado son cambiadas por X| >4 X, e
Y1 <u Y», entonces se sigue manteniendo el resultado V| > V, y continuamos usando la mejor
componente redundante para la peor componente del sistema, en sentido estocdstico. Por otro
lado, si las condiciones son, X1 >y Xo e Y] >4 Yo 0 X <y Xp e Y] < Ya, sigue siendo cierto el
resultado anterior cambiando el orden, V| < V>.

Como corolario se deduce que los sistemas en serie de n componentes V( ") y V( ") también
se ordenan estocésticamente bajo las condiciones del teorema anterior.
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Corolario 3.2.2. Sean los tiempos de vida X|,X>,Y1 e Y». Si X1 <y Xp e Y| >4 Y, entonces
1 ZstVy -

Demostracion.- Por (1.5)) la supervivencia de los sistemas en serie es el producto de las
supervivencias de sus componentes. De este modo, la diferencia entre las fiabilidades de ambos
es,

siendo mayor o igual que cero por las hipétesis, verificindose que Vl(n) > Vz("). U

En el Ejemplo [IV|se dio un contragjemplo de redundancia activa con reposicion uno a uno
e igualmente distribuida en el cudl el orden estocdstico no se cumple para el sistema k-out of-n,
en general. Posteriormente, en el Teorema [2.2.8] se dan condiciones necesarias para que este
orden sea cierto en dichos sistemas para reposiciones uno a uno no igualmente distribuidas.
Cabe preguntar si, bajo las hipdtesis de este teorema, ;obtenemos la ordenacion estocastica de
Vl(k) y Vz(k) ? La respuesta a esta pregunta estd contenida en el siguiente teorema, junto con las
observaciones y corolario posterior, que hemos demostrado y no han sido encontrados en la
literatura.

Teorema 3.2.3. Sean Xi,...,X,,Y] e Y» tiempos de vida independientes. X1 <y X> e Y» <y Y]
0X| >g X2 eYr, >y Yy, entonces se cumple el orden V](k) > Vz(k).

Demostracion.- Sea k = 1. La diferencia de las funciones de distribucion de los sistemas
Vl(l) y Vz(l) es igual a cero, ya que ambas son el producto de las funciones de distribucién de
las componentes X1, ...,X,,Y] e Y». Por otro lado, si kK = n el resultado viene probado en el

Corolario[3.2.2]

Sea entonces 0 < k < n. De la igualdad (1.4)) para supervivencias de sistemas k-out of-n, las

. : . ) k k . . .
funciones de supervivencia para los sistemas Vl( ) y Vz( ) son iguales a, obviando la evaluacién
en el tiempo ¢ de las funciones,

n
_ _ — _ _ — _ _e. l—¢;
Fuw@= Y [AUG]"AG] ™ [RUG" RG] “T]F'F 7,
: ee{0,1}" j=3
y E[Zk
i=1
y
€j

n
_ _ — _ _ - _ _e. 1—
Fuw®)=Y [AUG]"RG) [RUG]" RG] “[]FF
2 £c{0,1}" i3
f‘,&‘izk
i—1

i=

Calculando la diferencia de las supervivencias anteriores, por el mismo razonamiento del
Teorema [2.2.1| para obtener la igualdad (2.3)), se tiene,
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Fvl(k)(t) - F (k)(t) = ([Fl |_|G_1} I:F2|_|G_2:| - [Fl |_|G_2] [quél}) Z

>k—2
+ ([F] |_|Gl] Gy + [FQUGz} G — [Fl |_|G_2] »hG) — [le_lél} Fle) Z
>k—1
—+ (F] G1FGy, — F,G1F Gz) Z (3.3)
>k

Desarrollando el factor comun de cada uno de los tres sumandos, resulta que el primero
es igual a (Gl — G_z) (F, — Fy) por la demostracion del Teorema y el dltimo igual a cero,
trivialmente. Para el segundo factor tenemos la igualdad siguiente,

[Fl |_|Gl] Gy + [FzUGz} G — [Fl |_|(_;2] KhG) — [le_lél] G,
= (F] -|-F161) Gy + (Fz—l—Fsz) G — (Fl —l—Fle) G, — (Fz —I—Fz(_;l) Gy
= (Fl —Fz) (Gz—Gl) = — (Gl —(_;2) (Fz —F_'l).

Incluyéndolo en la igualdad (3.3)) se tiene que,

Fv(k)(l)_F (k)(t):(G_l_G_Z) (FZ_FI) Z - Z

>k—2  >k—1

=(G1-G)(B-F) Y . (34
=k—2

diferencia mayor o igual que cero por las hip6tesis del enunciado, concluyendo la demostracion.
g

Observacion 3.2. La anterior demostracion también es valida para reposiciones de las com-
ponentes i e i + 1, en general, con i = 1,...,n — 1, cumpliendo las hipdtesis X; <y Xj1| e
YH—I <ua Y.

Corolario 3.2.4. Sean X1,...,X,,,Y| e Y, tiempos de vida independientes cumpliendo X; <g X3
eY1 <gVroX| >4 XseY >4 Y. Entonces se cumple el orden Vl(k) <y Vz(k).

Demostracion.- La demostracion es trivial a partir de la igualdad para la diferencia de las
supervivencias dada en (3.4)) y las hipétesis. O

Observacion 3.3. Por el Corolario y la Observacién podemos deducir que si Y; e
Yi 11 son reposiciones uno a uno e igualmente distribuidas y donde las componentes X; y X; 1
estan ordenadas estocdsticamente en cualquier sentido, entonces, es mayor estocasticamente el

. k . ) .
sistema Vz( ), donde se intercambian las reposiciones con las componentes.

En el orden estocdstico comprobamos que si las componentes y las reposiciones se ordenan
en este sentido, entonces, los sistemas en serie de dos componentes, en primer lugar, y, después
en general, los sistemas k-out of-n también lo hacen estocasticamente. Cabe preguntarnos ahora
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si, bajo estas mismas hipdtesis, también se cumple el orden en preferencia en los sistemas Vj
yVo,y Vl(k) y Vz(k). Comenzamos con la demostracion de dos lemas técnicos para la posterior
presentacion de dos resultados que mostraran las hip6tesis necesarias sobre los tiempos de vida
de las componentes y reposiciones para que los sistemas V; y Vs, y Vl(k) y Vz(k), estén ordenados
en preferencia. Estos resultados se encuentran en Romera et al. [27].

Lema 3.2.5. Sean X,X,...,X,,,Y| e Y» tiempos de vida independientes. Se cumplen las si-
guientes equivalencias.

1. Vi > V; si, y solo si, una de las dos desigualdades \V/(X1,Y2) < AN(X2,Y1) o V(X2,Y1) <
A(X1,Y») se satisface.

1’) Vo >V si, y solo si, una de las dos desigualdades V/(X1,Y1) < A(X2,Y2) 0 V(X2,Y2) <
A(X1,Y1) se satisface.

2. Paran>3y1 <k<n, Vl(k) > Vz(k) si, y solo si, una de las siguientes 2(2:5) desigual-
dades excluyentes ocurren:

a) \/(Xl,Yz,le,.. , X k)</\(X2,Y1,XiI,...,Xi

b) \/(XZ;Ylaxj];" 7Xjn,k)</\<X17Y27Xi|7" 7Xi

n k

72)’ o
o)

donde los subconjuntos {ji,..., ju—kt i1, ixr—2} € {3,...,n} son disjuntos.

k

2’) Paran>3y1 <k<n, Vz(k) > Vl(k) si, y solo si, una de las siguientes 2(2:5) desigual-
dades excluyentes ocurren:
a) \/(XI,YI,X]'1 yee- 7Xjn—k) < /\(XQ,Yz,Xil ye o

’Xik 2)) o
b) V(X2,Y2,X,,....X; ) < ANX1,Y1, X, ,

X )
donde los subconjuntos {ji,..., ju—k},i1,---,ix—2} € {3,...,n} son disjuntos.

Demostracion.- Demostraremos unicamente los apartados 1) y 2) ya que los apartados 17)
y 2’) se verifican con argumentos analogos.

Para el apartado 1), la condicién Vo = A(V(X1,Y2),V(X2,Y1)) < A(V(X1,11),V(X2,Y2)) =
V) es equivalente a que se cumpla que al menos una de las dos componentes del sistema V, sea
menor que las dos componentes del sistema V1, es decir, que se verifique,

) V(X1,Yh) < V(X1,1) y V(X1,Y2) < V(X2,Y2) que es equivalente a X; < Xp,X; < Y] e
Y, < Xp,Y» <Y, 0loqueesigual V(X],Y2) < A(X2,11).

) V(X2,Y1) < V(X1,Y1) y V(X2,Y1) < V(X2,Y2) que es equivalente a X, < X1,X, < Y, e
Y1 < X1,Y1 < Ya,0loqueesigual V(Xz,Y]) < A(X1,Y2),
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concluyendo la demostracion.

Para demostrar 2), procedemos como en la demostracion del Lema apartado c). Pro-
(k) _ k) . o
baremos que V"' >V, si, y solo si, el sistema

V(xp,y1) +V(xo,y2) +x3+...x, >k
V(xy,y2) +V(xo,y) +x3+...xp <k—1,

tiene solucidn.

Por un lado, si V(x1,y2) = V(x2,y1) = 1, en la segunda desigualdad se ha de verificar que
Y' 3x; < k—3,lo que implica que la desigualdad primera no se pueda satisfacer. Por otro lado,
si V(x1,y2) = V(x2,y1) = 0, entonces x| = x; =y; =y = 0 lo que lleva a las desigualdades
contradictorias /! ;x; <k—1yY" sx; > k.

Si ahora suponemos V (x1,y2) # V(x2,y1), para ambos casos, V(x1,y2) > V(x2,y1) 0 V(x1,y2) <
V(x2,y1), de la desigualdad segunda Y1 3x; < k—2, se obtiene el sistema de desigualdades,

V(x1,y1) +V(x2,y2) 4+x3+--+x, >k
Xy —x, >2—k,

que sumando ambas, V(x1,y1) 4+ V(x2,y2) = 2y, por tanto, "' 3 x; = k—2.
Las (2:3) soluciones de esta ecuacion ultima son de la forma x;, =xj, ,=0y

X, = --- = X;,_, = 1 donde los subconjuntos {ji,..., ju—r},{i1,-- - ix—2} C {3,...,n} son dis-
juntos.

(k) > Vz(k) si, y solo si, se verifica una de las 2(2:3) condiciones excluyentes,

En resumen, V,
L. V(x1,y2) =1,V(x2,y1) =0y Y} 3x; = k—2, equivalente a

\/(Xz,Yhle,...,Xjn_k) < /\(Xl,Yz,Xil,...,Xik_z).
2. V(x1,y2) =0,V(x2,y1) =1y ¥ sx; =k —2, equivalente a

\/(Xl,Yz,le ye e 7Xjnfk) < /\(X27Y17Xi1 yeun 7Xik—2)‘

Concluyendo asi la demostracion. U

Lema 3.2.6. Sean X,X,,Y1,Y>,Z1 y Z; tiempos de vida independientes. Si X1 <, X» e Y» <,
Y1, entonces:

a)

P(\/(Xl,Yz) < /\(Xz,Yl) oV (Xz,Yl) < /\(Xl,Yz))
> P(\/(Xl,Yl) < /\(Xz,Yz) oV (Xz,Yz) < /\(X],Y])).
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b)

P(V(X1,Y2,Z1) < N(X2,Y1,22) 0 V (X2,11,Z1) < N(X1,Y2,22))
> P(\/(XI;Yth) < /\(XZ,YQ;Z2) oV (XZ,Y27Z]) < /\(X17Y1,ZZ))~

Demostracion.- A partir de las hipétesis de continuidad de los tiempos de vida, y X; <, X»
si 0 < b < a entonces F>(b)Fi(a) < F>(a)F;(b), y por otro lado, las razones de fallo de los
tiempos de vida X; y X, han de cumplir la desigualdad fi(¢)F>(¢) > f>(t)F;(t) Vt > 0. De estas
dos condiciones, para los valores 0 < b < g, se satisfacen las dos desigualdades siguientes:

fi(b)F2(a) = fa(b)Fi(a) (3.52)

g2(b)Gi(a) > g1(b)Ga(a), (3.5b)

siendo la segunda cierta por la hipétesis Y2 <j, Y;.

Para demostrar la primera desigualdad comprobemos que la diferencia es mayor o igual a
cero. Dicha diferencia, al ser sucesos disjuntos, viene dada por,

A= P(\/(X],Yz) < /\(Xz,Yl)) —l—P(\/(Xz,Y]) < /\(X],Yz))
—P(V(X1,11) < A(X2,Y2)) — P(V(X2,Y2) < A(X1,11))

oo peo _
_ / / G1(V(x, ) By (V(x,y)) £1 (x)g2 () dxdy
0 0

eS) ~+o0

* o+ [ GV DAV () fo(x)g1 () dxdy
_ /+oo /+°°@2(v<x,y))ﬁz(v(x,y)) fi(x)g1(y)dxdy
0 0
_/0 0 G1(V(x,2)F (V(x,)) f2(x)g2(y)dxdy.

A es mayor o igual que cero si se cumple la desigualdad,

G1 (Vo) (V () fi(%)g2(v) + Ga(V (%, 3))Fi (V(x.3)) f2(x)g1 (v)
1

> Go(V(x, ) B (V(x,y)) f1(x)g1(y) + GL(V(x,y) Fi(V(x,y)) f2(x)g2(y),

que es equivalente a probar que es mayor o igual que cero,

[£2(7)G1(V(x,3)) = g1(0) G2V (x,9)] [F2(V (x,2)) i (x) = Fi (V(x,)) 2 (x)],
siendo este producto positivo por las desigualdades (3.5a) y (3.5D).
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Para demostrar el apartado b) procedemos de manera andloga que en el anterior, denotando
por Hy y H las distribuciones de Z; y Z; respectivamente. Sea A la diferencia de las probabili-
dades que, por ser sucesos disjuntos, podemos expresarla como,

A= P(V(X],Yz,Z1) < /\(Xz,Yl,Zz)) +P(\/<X2,Y],Z]) < /\(X],Yz,Zz))
—P(\/(Xl,Yl,Zl) < /\(XQ,YQ,ZQ)) —P(\/(Xz,Yz,Zl) < /\(Xl,Yl,Zz)) =

:/0+°°/O+oo 0+°°(_;1(\/(X,y,z))Fz(\/(x,y,z))fl(x)gz(y)dxddel(z)
foo pfoo ptos _ )
+/0 /0 A Ga(V(x,9,2))F1(V(x,,2)) f2(x)g1(v)dxdydH| (z)
_/0+°°/O+oo/0+°°Gz(V(X,y,Z))Fz(\/(x,y,z))f1(x)gl(y)dxddel(z)
foo pdoo poo _ i
_/ / / G1(V(x,y,2))F1(V(x,9,2)) f2(x)g2(v)dxdydH (z).
0 0 0

Para ver que A es mayor o igual que cero es suficiente con probar que la siguiente desigual-
dad es cierta,

G1(V(x,2,2)F2(V(x,3,2)) f1(x)g2(y) + G2 (V (x,5,2) ) F1 (V(x,,2)) f2(x)g1 ()

> Go(V(x,3,2)) P2V (x,3,2) fi(x)g1 () + Gi(V(x,3,2))Fi (V(x,3,2)) () 82(¥),

que es equivalente al producto,

[gZ(y)Gl (\/(X,y,Z)) — 81 (y)Gz(\/(X,y,Z))} [Fz(\/(x,y,z))fl (X) - Fl (V(X,y,z))fz(X)]
siendo éste mayor o igual que cero por (3.5a) y (3.5b), completdndose la demostracion. U

Teorema 3.2.7. Sean X,X>,...,X,,,Y1 e Y, tiempos de vida independientes Si X; <j, X> e
Y, <, Yy, entonces,

a) Vl Zpr VZ-
b) viH >, Vb,
Demostracion.-

a) Porel Lema[3.2.5, 1)y 1’), la condicién V| >, V; es equivalente a

P(\/(Xl,Yz) < /\(XQ,YI) oV (XZ,Y]) < /\(XI,Y2>)
> P(\/(Xl,Yl) < /\(XQ,YQ) oV (Xz,YQ) < /\(Xl,Yl)),

que por el Lema[3.2.6]a), bajo las hipétesis del enunciado, sabemos que se cumple.
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CAPITULO 3. USO DE DOS REDUNDANCIAS ACTIVAS EN SISTEMAS K-OUT OF-N

b) Porel Lema[3.2.5, 2) y 2’), la condicion Vl(k) > pr Vz(k) es equivalente a que se cumplan las

2(’;:;) situaciones siguientes:
P(V(XhYZ»Xj],---7Xj,1,k) < /\(XQ,Yl,Xl'l,... 7Xl'k72) )
\/(Xz,Yl,le,...,Xjn_k) < /\(Xl,Yz,Xil,...,Xik_z))
> P(\/(Xl,Yl,le,. .. ’Xjnfk) < /\(XQ,YQ,X,'I yeee 7Xik72) 0
V (X2:Y27Xj17---an,,,k> < /\(XlaYhXily---yXik,z))-

Definiendo por Z; = V(Xj,,...,Xj, ,) Y Z> = A(Xj,,...,Xj,_,) junto con las hipdtesis del

enunciado y el Lema apartado b), esta desigualdad es cierta y se completa la demos-
tracion.

4

Como se indica en Romera et al. [27] este resultado tiene como significado préactico que
si introducimos dos redundancias en las componentes primeras de un sistema k-out of-n y se
ordenan en sentido razén de fallo X; <j, X, e Y» <, Y1, entonces es mejor, en sentido proba-
bilistico, asignar la mejor redundancia a la peor de las componentes.

Valdés et al. [32] muestran que si el orden de las componentes y redundancias en el teorema
anterior es en razon de fallo inverso, también se verifica el orden en preferencia de los sistemas

Vi, Va, Vl(n) y VZ(") como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Sean Xi,X>,...,X,, Y1 e Y» tiempos de vida independientes. Si X1 <,;, X» e
Y, <, Y1, entonces,

1. Vi 2, Vi
2. v >, v,

Demostracion.- Demostraremos el apartado 2), ya que el apartado 1) se prueba con argu-
mentos andlogos. De forma similar a la obtencién de las desigualdades (3.34) y (3.3b), por las
hipétesis de continuidad de los tiempos de vida y por ser X; <,;, X5 e ¥» <, Y1 se cumplen las
desigualdades,

fib)F2(a) = f2(b)Fi(a) (3.6a)
g2(b)Gi(a) > g1(b)Ga(a), (3.6b)
para todos los valores 0 < b < a.

Por otro lado, se comprueba de igual manera que en el Lema que la diferencia
P(Vl(n) > Vz(n)) — P(Vz(n) > Vl(")) es mayor o igual que cero si se cumple la desigualdad,
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[82(7)G1(V(x,y,2)) —81(¥)G2(V(x,¥,2)) ] [F2(V (x,3,2)) f1(x) — Fi(V(x,,2)) f2(x)] = 0,
que es cierta por (3.6a) y (3.6b). O

Si consideramos las reposiciones uno a uno e igualmente distribuidos, entonces si se orde-
nan las componentes en razén de fallo o razon de fallo inverso también se ordenan en preferen-

(n)

. . n . . .
cia los sistemas V" y Vz( ), como vemos en el siguiente corolario.

Corolario 3.2.9. Sean X1,X>,...,Xy, Y1 e Y» tiempos de vida independientes, donde X| =g Y
VXo =g Vo Si X <pr [<oa)X2 0 Xo i [S X1, entonces VI <, VA7,

Demostracion.- La demostracion se obtiene a partir de las igualdades estocésticas de las
componentes y las redundancias, el orden razén fallo [razén de fallo inverso] de éstas y los

Teoremas y U

En el siguiente ejemplo, propuesto por Valdés et al. [32], se muestran condiciones necesa-
rias y suficientes para que los sistemas V| y V, se ordenen en preferencia para componentes y
redundancias con distribuciones exponenciales.

[ Ejemplo X1V J
Consideremos las componentes X1, X> y las redundancias Y; e ¥> con distribuciones

exponenciales de medias 1/Ay, 1/A2, 1/u; y 1/uy, respectivamente, formando los
sistemas V; y V,. Se comprueba que las probabilidades P(V; > V,) y P(V, > V}) son

iguales a,
Ao Aoy
P(Vi > V) = n
> (M+A+w) (A+u+w) (A +2A+ ) (A + 1+ o)
Al Aoz
PV, >V) = '
(2>W) (A + 22+ 1) (A + 1+ 112) (M + Ao+ ) (Ag + g + )

Tras transformaciones obtenemos que P(V; > V,) — P(V, > Vj) > 0 si, y solo si,

(M —A2) (2 — 1) (A1 + Ao + 1+ 112)* > 0

Ast, si Ay > A, Xy <pr [Sin] X2 y p2 > iy, Yo < [<p4] Y1 entonces Vi >0 V5.
Este resultado cumple las hipdtesis del Teorema [y teorema anterior]. Las con-
diciones A1 > A, y Up > uy son también suficientes, lo que permite caracterizar el
orden en preferencia de los sistemas V; y V; a partir del orden de las componentes y
redundancias con distribuciones exponenciales.

En los Teoremas |3.2.8|y [3.2.7| se dan condiciones para las que los sistemas Vl(n) y Vz(") se
ordenen en preferencia a partir del orden en razon de fallo o razén de fallo inverso de las com-
ponentes y reposiciones. Misra et al. [24] prueban el siguiente teorema en el que se dan ocho
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condiciones menos restrictivas que las de los teoremas anteriores y bajo las cuales, se sigue
manteniendo el orden V](”) > pr Vz("). La demostracion se omite por su extension y complejidad.

Teorema 3.2.10. Sean X1,X3,...,X,,Y] e Y tiempos de vida independientes. Si se verifica una
de las siguientes condiciones,

a) X1 <aXpeYr < X1 <a 1,

b) X1 <g¢XpeYr <q¢Xo <a 11,

) Xy <g X0, X1 <g Y1 eY2 <pp Y1,
d X1 <g¢Xo, h <agXoeVr < 11,
e) Xo <g¢XieY) <g X2 <a 12,

f) Xo<aqXieY) <4 X1 <a Y2,

8) Xo<uX1,Xo<aY2eY1 <p 12,0

h) Xo0 <¢ X1, V1 <a¢XjeY1 <y 12,

entonces, Vl(n) > pr Vz(n).

A partir del Teorema [3.2.10|y teniendo en cuenta el Corolario para las reposiciones
uno a uno e igualmente distribuidas, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.11. Sean X,X>,...,X,,Y| e Y, tiempos de vida independientes, donde X| =g Y1
yXo =g Y. Si Xy <y X5 0 X5 <y Xj, entonces Vl(n) <pr Vz(n).

Este ultimo teorema y posterior corolario rebajan las condiciones necesarias sobre los érde-
nes de las componentes y redundancias planteadas en los Teoremas [3.2.8]y En resumen,
son necesarios los 6rdenes estocasticos de las componentes y redundancias para poder asegurar

la ordenacion estocdstica y en preferencia de los sistemas Vi, V5, Vl(") y Vl(n).

3.3. Orden razon de fallo y razén de fallo inverso en sistemas
con dos redundancias

El estudio del orden razén de fallo y razon de fallo inverso en sistemas donde son usadas
mads de una redundancia puede ser visto en Valdés y Zequeira [34], Valdés et al. [32] y Mis-
ra et al. [24]. En este primero se desarrollan resultados para los sistemas V| y V, donde las
redundancias son del tipo uno a uno e igualmente distribuidas y las componentes tienen dis-
tribuciones continuas. En el segundo se dan resultados anédlogos para el orden razén de fallo
inverso mientras que Misra et al. [24] estudian nuevas condiciones para que se cumpla el orden
Vi <pur V2. Asumiremos, a partir de ahora, que X1 =y Y1 y Xo =5 Y2 y que son tiempos de vida
continuos. Por el Teorema[3.2.1] y la posterior Observacién [3.1] si las componentes se ordenan
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estocésticamente, entonces V; <y V». Es de interés ver bajo qué condiciones de orden en las
componentes se mantiene V| <, V5.

El primer resultado técnico, de Valdés y Zequeira [34] ayudaré a conocer la expresion para
el valor de la razon de fallo de cada sistema en las suposiciones anteriores.

Lema 3.3.1. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y; e Y, independientes cumpliendo X, =g Y| y
X> =g Y. Las razones de fallo de los sistemas Vi y Vo cumplen las igualdades,

2ri(t)Fi(t) 2 (t)Fa(t)
1+ Fi(1) 1+ F (1)

ry, (t) = (3.7a)
2r1 (Z‘)Fz(l‘)Fl (l‘) 27‘2(1‘)F] (Z‘)Fz(t)
l—Fl(t)Fz(l‘) 1—F2(I)F1(t)

Demostracion.- Reescribiendo las funciones de supervivencia para ambos sistemas dadas

en (3.1a) y (3.1b),

rvy (1) = (3.7b)

Fyy (1) = (1= F()F (1)) (1 = B(1)F(1) = (1 - F{ (1))(1 - F£ (1)) (3.8)

y _
Y, Fip (1) = (1 = F(O)R(0)) (1 = Fa(0)Fa (1)) = (1= Fi (1) Fa (1)), (3.9)
y usando (I.T]) se obtienen las expresiones para las razones de fallo del enunciado. U

Lema 3.3.2. Se verifica que sup[x’ —yx—2(1—y)] <Oparalosvaloresde 0 <x<1y0<y<I.

Demostracion.- Denotamos por h(x) = x” —yx —2(1 —y). Parax =0, h(0) = —2(1 —y) es
menor o igual que cero si 0 < y < 1. Supongamos que 0 < x < 1, entonces /' (x) =y~ ! —y =

y(x~! — 1) es mayor o igual que cero si 0 < y < 1. Por ello, la funcién & es estrictamente
creciente en el intervalo x € (0,1] y su maximo para 0 < x < 1 se encuentra en el punto x = 1,
siendo su imagen, 4(1) = —(1 —y) menor o igual que cero y concluyendo la demostraciéon. [

El siguiente teorema prueba que, si la primera componente es menor en orden razon de fallo
que la segunda y el cociente o(t) = r»(¢)/ri(t) con ri(¢) > 0 para cada r > 0 es no creciente,
entonces los sistemas V; y V, se ordenan en razén de fallo.

Teorema 3.3.3. Sean los tiempos de vida X1,X3,Y| e Y» independientes cumpliendo X =g Y
yXo = Ya. Sea ry(t) > 0 parat >0, X; <;,, Xo y o(t) no creciente. Entonces Vi <j, V».

Demostracion.- Para t = 0 es claro que ry, (0) = ry,(0) = 0 por las expresiones y
(3.70) del Lema Sea, por tanto, ¢ > 0 y la desigualdad ry, (1) > ry,(¢), equivalente a,

Fi(1) 2 (1) Fi (1) Fi(t)F (1) F(t)
”(’)(1+F1<> 1—F1<>F<>)>r2<”(1—Fz<z>Fl<t>‘1+Fz<r>>’

que, a su vez, es equivalente a,
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i) [F1(t) = B2(t) + Fr (1) Fa (1) (1 = Fi (1) — (1 = Fi (1))

1+ F (1)
> S R0 - RO - AORO( - R0 - (- RO),
que equivale a la desigualdad,
1+F2(l‘) I’z(t) .
TR (0) > "o a(t)| vr>0. (3.10)

En resumen, la condicién ry, () > ry, (1) es cierta si, y solo si, se cumple 2 — F>(f) > (2 —
Fi(t))a(t), o la desigualdad equivalente a esta ltima,

BE(t)—a@)Fi(1)—2(1—oa(r) <0| Vir>0. (3.11)

Veamos que la desigualdad (3.11) es cierta. Del Teorema [I.1.3] de caracterizacién de las
funciones de supervivencia por la razén de fallo y por ser la funcion a(z) no creciente, se
cumple la desigualdad,

Fz(t) —e Jora(x)dx _ e~ Jo ou(x)r (x)dx < e—oc(t)fé ri(x)dx _ ja) (t)a(,)

y si se cumple que Fi(1)*®) — a(¢t)F(t) —2(1 — o(¢)) es menor o igual a cero, la condicién
(3-TT)) seria cierta. Por el Lema [3.3.2 siendo 0 <x=Fi(t) <1y 0 <y=a(r) <1, esta de-
sigualdad se cumple concluyéndose la demostracion. U

Valdés et al. [32], en las mismas condiciones que el teorema anterior, prueban que si
cambiamos el orden razén de fallo de las componentes por el orden razén de fallo inverso
y @& (t) = 7»(t)/F1(¢) es no creciente, entonces obtenemos el orden razén de fallo inverso de los
sistemas V| y V,, como se comprueba en el siguiente teorema. La demostracion es anédloga a la
del teorema anterior.

Teorema 3.3.4. Sean los tiempos de vida X1,X,,Y e Y» independientes cumpliendo X\ =4 Y,
yXo =g Ya. Si X1 <, X2 y @&(t) no creciente, entonces Vy <, V5.

En la siguiente teorema veremos que se sigue manteniendo el mismo resultado atin relajan-
do la condicién de no crecimiento de la funcién a(z).

Teorema 3.3.5. Sean los tiempos de vida X1,X,Y e Y» independientes cumpliendo X\ =4 Y1
yXo =g Y2. Seary(t) >0parat >0ym= fnga(t). SiX) <pXpya(t) < (m+1)/2, entonces
>

Vi <wr V2.

Demostracion.- La prueba se sigue de manera andloga al Teorema [3.3.3| anterior hasta la
equivalencia (3.T1) para la desigualdad ry, (t) > ry,(¢). En este caso, por el Teorema y la
definicién de m se obtiene la desigualdad,
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Fz(t) — e Jora(x)dx — e i ou(x)ry (x)dx < e—mfé ri(x)dx _ Fl (t)m

siendo la condicién (B-1T) cierta si Fy ()™ — mFy (t) —2(1 — a(t)) < 0 parat > 0.

Para comprobar esta desigualdad, consideremos la funcién A(x) = x” —mx —2(1 —y) con
0<x<1,0<ym<1.Sim=1,h(x)=-2(1—y) <0 porser 0 <y< 1. Supongamos que
0 <m < 1, la funcién h(x) cumple,

1. h(0) = —2(1 —y) menor o igual que cero para cada valor de 0 <y < I.

2. h(1)=1-—m—2(1—y) menor o igual que cero para cada valor de 0 < y,m < 1, y, ademds,
h(0) < h(1).

3. W (x) = mx™ ' —m =m(x™ 1 — 1) que es positivo para cualquier valor de 0 < x < 1y
0<m<l1,

por lo que la funcién A(x) es creciente y su maximo se encuentra en x = 1 cuya imagen es
h(l)=1—-m—2(1—y).

Sean ahora 0 <x=F (1)< 1,0<y=a(t)<lym= ingoc(t). El méaximo de la funcion
>

h(F;(t)) tiene como imagen 1 —m —2(1 — a(z)) que es negativo por la condicién de la hipSte-
sis del enunciado & (t) < (m~+1)/2. Por lo tanto, h(F(t)) = Fy ()™ —mF(t) —2(1 — a(t)) es
menor o igual que cero para cada t > 0, concluyéndose la demostracion. U

Ejemplo xv

Como se comprueba en el Ejemplo para componentes X; y X, con razones
de fallo lineales r|(t) = at +by ry(t) = ct +d, las condicionesa > ¢ >0y b >d >0
aseguran que r1(t),r2(t) > 0y X; <j, Xo. Por otro lado, la condicién, ad — cb > 0
implica que la funcién o(¢) sea no creciente. En virtud del Teorema se asegura
el orden razén de fallo V| <, V5.

En segundo lugar, en el Ejemplo para las componentes con razones de fallo
ri(t) =100t 4+ 10 y rp(¢) = 58¢ + 3, la segunda condicién no se cumple, por lo que
no podemos asegurar el orden razén de fallo en los sistemas por el Teorema [3.3.3]
En esta ocasion, el infimo de o(z) es m = 0.3 y el supremo es s = 0.58, por lo que
o(t) <0.58 para cada r > 0. Entonces, la siguiente cadena de desigualdades es cierta,

03+1 m+1
22

o(t) < 0.58 < 0.65 = Vi >0,

que, en virtud del Teorema [3.3.5]asegura que V| <j, V5.
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Denotemos por g(t) = %; es claro que esta funcion es continua, g(0) = 1 y que su
limite cuando ¢ tiende a mds infinito es 1; ademas, suponiendo que X; <;; X, podemos asegurar
que 0 < g(¢) < 1 paracadat > 0y que presentard un minimo absoluto en el intervalo [0, 4o0) al
cudl vamos a denotar por ¥. En estas condiciones, por la equivalencia para la desigual-
dad ry,(t) > ry,(t) comprobada en la demostracién del Teorema podemos enunciar el

siguiente resultado.

Teorema 3.3.6. Sean los tiempos de vida X1,X,,Y| e Y, independientes cumpliendo X| =4 Y1 y
Xy =4 Y. Seari(t)>0yry(t) >0parat >0, X) <4 Xoy a(t) <O para todo t > 0, entonces
Vi <nr V.

Demostracion.- La demostracion es inmediata a partir de la equivalencia (3.10)), de la defi-
nicién de ¥ y las hipétesis.

1+ F(t)

— >
L+F(t) —

v

o(t) vt > 0.

[ Ejemplo XVI J

Valdés y Zequeira [34] proponen como ejemplo para mostrar la eficiencia del
Teorema [3.3.6] los sistemas V; y V5 cuyas componentes tienen razones de fallo
ri(t) =5t+2y ry(t) = 4t + 1. Claramente, ri(t) > r»(t) lo que implica el orden
X1 <pr Xo (X1 <4 X2) y que ri(2),r2(r) > 0 para cada ¢t > 0.

Para este caso, la funcion o/(z) es estrictamente creciente, ad —cb =5-1—4-2,
menor que cero, lo que impide aplicar el Teorema [3.3.3] para asegurar el orden de los
sistemas. Por otro lado, el infimo de la funcién a(t) se alcanza en m = % y el supremo
para esta funcién es s = %. La condicion de o) < mT“ = % para comprobar el orden

Vi <ur V> mediante el Teorema tampoco es vdlida. Parat =3, a(3) = % > %,
por lo que no se cumplen todas las hipétesis de este teorema.

Componentes con razones de fallo lineales

alpha(t)
04 05 06 07 08
I I
® =
g3
B =
=5

Figura 3.2. Representacion del cociente de razones de fallo para componentes con
razones de fallo lineales ry(t) =5t +2y ry(t) =4t + 1.
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Por el Teorema [I.1.3]las funciones de supervivencia de las componentes son,

Fi(t) = e~ Jo5x2dx — o= (r3420) ¢ o (p) = o= fodeldx — ,=(2%+1)

)

y la funcién
1+ Rl 2-F()  2-e @)
C1+FR() 2-F() g G

g(t)

Gréfica de g(t) Comparacion de g(t) y alpha(t)

1A

K/— sup de alpha(t)

min de g(f)
T T T T T T
0 2 4 6 8 10

1.0

08

—— minde g en (aprox.) 0.8844

alt) y alphait)

4 08
T |

04

085 090 095 100

o
|
~
o
©
2 -

Figura 3.3. Representacion del cociente de razones de fallo para componentes con

razones de fallo lineales r(z) = 100z + 10 y r,(¢t) = 58¢ + 3 en comparacion con la
_ 4R _ 2-R()

funcién g(t) = 1+F (1) — 2—F (1)"

El minimo de la funcién g(z) se encuentra en g(7) =~ 0.88. Se obtiene asi la cadena
de desigualdades,

- 4
g(t) > g(f) ~0.88 > 0.8 = s =S5 > oft),

para cada ¢t > 0, por lo que podemos asegurar, en virtud del Teorema [3.3.6] que se
verifica el orden V| <, V,. (Véase Apéndice A para detalles en los cdlculos).

Misra et al. [24] demuestran a su vez que la condicién

, 1+F2(t)
oat) < v = - 7
(=9 =min 70

del Teorema 3.3.6} puede ser reemplazada por ry(t)Fz(t) > ra(¢)Fi(f) cumpliéndose también el
orden Vi <j, V», como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.7. Sean los tiempos de vida X1,X3,Y| e Y» independientes cumpliendo X| =4 Y
yXo =g Ya. Si Xy <4 Xo yri(t)F2(t) > ry(t)Fi(t) para todo t > 0, entonces Vi <p, V5.

Demostracion.- Por (3.8) y (3.9) el cociente de las supervivencias de los sistemas V, y V;
viene dada por,

(1-F(t)F(1))? (Fi(t) — F(1))?

¢(t) = (1= F2(1))(1— F2(1)) =1+ (1—F1)(1—F(1))
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Se verificara que V| <j, V; si la funcién ¢ (¢) es creciente. Derivando su expresion se com-
prueba que el numerador de la misma, es igual a,

¢’ (1) E 2(Fi (1) = B(0)) (f1 (1) — f2(0)) (1 = F{ (1)) (1 = F£ (1))
) )

+2 (iA1= F 1)+ L0O)FR0)(1-F (1) (Fi(1) - B()?
=2f1(1)(1 = F (1) F2(1)) (1 = £ (1)) (F1 (1) — F2(1))
—2/) (1= F(O)F0))(1 - FH0)(F (1)~ (1))

sgn

£ A1) (1= F(0) = f2(0)(1 = F{ (1) = A,

reordenando en f| y f2, A puede escribirse como,

sgn

0'(t) = A= fi(t) = i) F2(0) + fi(t) () Fa(r) — fo(t) + f2(0)Fi (1) — fo () Fi (1) Fa (1)

Ni
Por hipétesis, r(¢)Fa(t) > r2(¢)Fy (t) que implica, f1(t)F(¢)Fa(t) > fo(t)Fi(¢)Fi (1), se tie-
ne que,

A> fit)Ba(t) — L) Fi(1),

que multiplicando por F>(r), obtenemos que,

0'(1) = fil)B(OF(1) - LOFR0OF () = f(0OF )R ) - A0)F(0)F (1)

= L)k (1) (Fi(1) — Fa(t)) > 0,
siendo la primera desigualdad valida ya que f1(¢)F>(t)F>(t) > f>(¢)Fi(¢)F(¢) y la segunda de-
sigualdad por ser X < X», concluyéndose asi la demostracion. O

Veamos que de este ultimo teorema, el Teorema|3.3.3|es cierto aunque se rebaje la condicion
del orden razo6n de fallo de las componentes al orden estocdstico.

Teorema 3.3.8. Sean los tiempos de vida X1,X,,Y| e Ya independientes cumpliendo X, =4 Y
vyXo =4 Ya. Si X1 <4 Xp y a(t) es no creciente ent > 0, entonces Vi <y, Vs.

Demostracion.- El resultado se comprueba directamente a partir del Teorema 3.3.7] proban-
do que las hipétesis implican la condicién ry(¢)F>(t) > rp(¢)Fi(t) para cada t > 0. En efecto,
fijando un ¢ > 0, para algtin £ € (0,7), se verifica por el teorema del valor medio,

B _ B -kR0) _ AE) _n@)k(E)  n)
F(t) F@)-F0) fA&) r(EF(&) ~ r()

siendo la ultima desigualdad vilida por ser X; <y X», & <ty a(t) no creciente en z. O

También se pueden dar condiciones analogas a las del Teorema y Corolario para
el orden razon de fallo inverso de los sistemas V| y V» y cuyas demostraciones son semejantes
a la de los nombrados.
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Teorema 3.3.9. Sean los tiempos de vida X1,X,Y e Y» independientes cumpliendo X\ =g Y1
VXo =g Y2. Si X <y Xo y F2(t)Fi(t) > F1(t)F>(t) para todo t > 0, entonces Vi <, Va.

Teorema 3.3.10. Sean los tiempos de vida X1,X>,Y1 e Y5 independientes cumpliendo X| =4 Y1
vyXo =uY2. Si Xy <y Xpy Q(t) =72(t)/F1(t) es no creciente ent > 0, entonces Vi <,;, V5.

Zhao et al. [36], a partir de los resultados anteriores de Valdés y Zequeira [34]], Brito et
al. [13] y Misra et al. [24] y considerando los sistemas V| y V; en las mismas hipétesis de
igualdad estocdstica para las reposiciones, demuestra el orden en cociente de verosimilitudes
para distribuciones exponenciales de las componentes como vemos en el siguiente teorema
cuya demostracion omitiremos.

Teorema 3.3.11. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y; e Y, independientes cumpliendo X\ =5 Y
y Xo =g Ya. Si los tiempos de vida se distribuyen exponencialmente con medias 1/A; y 1/,
entonces V| <5, V.

Para finalizar el capitulo, vamos a presentar un ultimo resultado que caracteriza el orden
razon de fallo, para dos tiempos de vida con razones de fallo [razones de fallo inversas] pro-
porcionales a partir del orden razén de fallo [razon de fallo inverso] de los sistemas Vi y Vo y
donde las reposiciones siguen las mismas distribuciones que las dos componentes.

Teorema 3.3.12. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y; e Y independientes cumpliendo X1 =g Y
vy Xy =g V2. Seary(t) =c-ri(t), para cadat > 0. Entonces X; <p, X, si, y solo si, V| <p, V».

Demostracion.- La condicidn necesaria es inmediata a partir del Teorema puesto que
o/(t) = c no creciente. Para la condicion suficiente, por la equivalencia paraVy <, Vo y
por el Teorema[l.1.3] Fi(t)¢ — cF(t) —2(1 —c¢) < 0 para cada ¢ > 0. Tomando limites cuando
t tiende a mas infinito, obtenemos la desigualdad,

lim Fi(t)° —cFi (1) —2(1—¢)=—2(1—¢) <0,

t—ro0

lo que prueba que ¢ = r,(¢)/r1(t) < 1, concluyéndose la demostracién. O

También, Valdés et al. [32] prueban que el orden razén de fallo inverso de los sistemas V| y
V, caracterizan el orden razén de fallo inverso de los tiempos de vida, en el caso de razones de
fallo inversas proporcionales y reposiciones uno a uno igualmente distribuidas.

Teorema 3.3.13. Sean los tiempos de vida X1,X»,Y1 e Y5 independientes cumpliendo X| =4 Y1
yXo =g Ya. Sea 7»(t) = ¢-F1(t), para cada t > 0. Entonces X1 <,;, X si, y solo si, Vi <., Va.

En resumen, son muchos los autores que han estudiado el orden razén de fallo y razén
de fallo inverso en los sistemas considerados en este capitulo. A lo largo de los dltimos afios
se han ido mejorando los resultados y también intentando comprobar el orden cociente de
verosimilitudes en éstos sistemas con éxito para componentes exponenciales. Seria de gran
interés estudiar estos sistemas con redundancias en espera ademds de poder ampliar este estudio
a la aplicacion de més de dos redundancias.
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Capitulo 4

Conclusiones

Para concluir la memoria, realizamos un resumen de los resultados obtenidos para la orde-
nacion de sistemas, con una o dos redundancias, en las cinco ordenaciones estocasticas estu-
diadas.

En el orden estocéstico de sistemas con una redundancia, por lo general, es necesario que
las componentes se ordenen estocdsticamente cuando se coloca una redundancia activa comun
0 uno a uno igualmente distribuida. Para el caso donde la reposicion es uno a uno no igualmen-
te distribuida, como se prueba en el Teorema éstas reposiciones han estar ordenadas de
forma contraria al orden de las componentes. Los sistemas que se consideran en los teoremas
principales de esta seccién son los k-out of-n proporcionando resultados particulares de los
sistemas en serie y paralelo para las distintas reposiciones. En redundancia en espera, las con-
diciones necesarias sobre las componentes son en orden razén de fallo, razon de fallo inverso
o cociente de verosimilitud y se obtiene que los sistemas en paralelo y/o en serie se ordenen
en sentido estocastico. Cuando hablamos de dos redundancias, el orden estocastico también es
facilmente aplicable a los sistemas k-out of-n, bajo hipétesis de ordenacidn estocéstica de las
componentes y redundancias.

El orden en preferencia, para redundancia activa, destaca por considerar hipétesis muy si-
milares de ordenacion de las componentes a las del orden estocastico. Para la redundancia
en espera no se dan condiciones para la reposicion uno a uno, solamente para la reposicion
comun. Para ésta, para el orden en preferencia de los sistemas es necesario que se de el orden
estocdstico entre las componentes, como se desarrollada en el Teorema [2.3.11} mientras que
para el orden estocdstico de esos sistemas es necesario que se de el orden en razén de fallo de
las componentes, como se indica en el Corolario [2.2.T1] Para sistemas de dos redundancias,
el orden en preferencia ha sido estudiado en varios trabajos y se observa que las condiciones

necesarias de conservacion del orden Vl(n) >pr Vz("), han ido rebajandose desde el orden hr [rh]
de las componentes y redundancias, hasta el orden st en éstas.

La seccion con mds resultados es la del orden razon de fallo. En esta seccion, y en la siguien-
te, se estudian los modelos de sistemas U; y U, para el posicionamiento de una redundancia

y los sistemas V; y V, para el posicionamiento de dos redundancias, bajo las condiciones de
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igualdad estocdstica de éstas y las componentes. Como hemos visto anteriormente para el orden
en preferencia, también se puede observar aqui como han ido debilitdndose las hipétesis a lo
largo de los desarrollos de nuevos articulos. Aqui, en general, ademads del orden de las compo-
nentes en razon de fallo o estocastico, se necesitan de condiciones sobre las funciones de razon
de fallo y/o supervivencia de las componentes o redundancias. Con respecto a las redundancias
en espera, es a partir del estudio de Misra et al. [24] cuando se estudia el orden razén de fallo
en los sistemas en serie de una o varias componentes y reposicion uno a uno no igualmente dis-
tribuida, siendo los resultados muy técnicos y con hipdtesis mds restrictivas como es el orden
[r en las redundancias.

Es de destacar, los pocos resultados encontrados para el orden razén de fallo inverso y co-
ciente de verosimilitudes en la bibliografia consultada. Los resultados que se presentan para
el primero de estos 6rdenes son similares a los de razén de fallo aunque las hipétesis no son
tan débiles como en éstos. Es por ello, que una linea de nuevas investigaciones pueda darse en
este sentido para el orden razén de fallo inverso en sistemas con una o dos redundancias. Para
el orden cociente de verosimilitudes, solamente encontramos resultados para sistemas en serie
y reposiciéon comun para componentes con distribuciones exponenciales o con razén de fallo
proporcionales. Destacar, por ultimo, que las demostraciones en este orden son muy técnicas,
lo que da una vision global de la complejidad de este estudio en dicho orden.

En lineas generales, hemos podido comprobar que, conforme avanzamos en ordenes mas
restrictivos, los resultados se particularizan a sistemas con pocas componentes, llegando inclu-
so, como en el caso del orden cociente de verosimilitud, a considerar distribuciones especificas
para éstas. También indicar que los resultados para los érdenes estocastico, razén de fallo y
razon de fallo inverso de los sistemas en serie/paralelo de dos componentes implican, en térmi-
nos generales, la ordenacion de los sistemas en serie/paralelo con n componentes, lo que hace
mas simple el estudio y la modelizacién de los objetivos.

A continuacién presentamos una tabla donde se recogen los resultados principales de la
memoria. Esta tabla estd ordenada, en primer lugar por el orden demostrado para los sistemas,
en segundo lugar, por el nimero de redundancias, y por ultimo por el tipo de redundancia,
activa o en espera.
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Por otro lado, este trabajo sugiere la posibilidad de continuar con estudios sobre redundan-
cias de sistemas y las posibilidades de nuevas investigaciones es amplia y pasamos a detallar
alguna de ellas.

= En primer lugar, la consideracion principal del estudio es la de componentes indepen-
dientes. Esta suposicion es uno de los pilares del trabajo a partir del cudl hemos podido
obtener los diversos resultados anteriormente expuestos en esta memoria. En la vida real,
este supuesto es, en algunas ocasiones, no aplicable por la dependencia de las compo-
nentes en el funcionamiento del sistema. En este sentido, el estudio de las dependencias
en las relaciones entre las componentes y la ordenacion de estos sistemas con o sin re-
dundancias representa una continuacion logica de esta investigacion, (véase Belzunce et
al. [4, 5], Fang y Li [16] y Jeddi y Doostparast [20]).

= Los capitulos [2|y [3| hacen referencia a la consideracion de una y dos redundancias, res-
pectivamente. A lo largo del tiempo muchos autores como Hu y Wang [19], Ding y Li
[LS]], Zhao et al. [37] o Zhuang y Li [39], y los referenciados en éstos, han ocupado sus
investigaciones en la colocacidn de politicas de m redundancias, en general, para prolon-
gar el tiempo de vida de los sistemas originales. Otros autores como Valdés et al. [32] o
Hazra y Nanda [[18] estudian, en este mismo sentido, cuando es mejor aplicar una politica
de m redundancias a nivel de sistema, que a nivel de componente.

= Por dltimo, en el estudio se han considerado cinco ordenaciones para tiempos de vida.
Podria continuar la linea de investigacion a partir del estudio de otras condiciones de
ordenacion sobre las componentes o sistemas u ordenaciones mas débiles. Por ejemplo,
en Li y Hu [22], Ding y Li [[15], Misra et al. [24] y You y Li [35], podemos encontrar,
para distintos sistemas, condiciones de orden en las componentes menos estrictas que las
expuestas para asegurar el orden estocdstico o en preferencia.

Para concluir, personalmente, este estudio me ha aportado gran conocimiento sobre las
diferentes herramientas estadisticas en ordenacion y modelado de sistemas coherentes, usadas
en una amplia gama de aplicaciones, y me ha permitido conocer donde podemos hacer una
mejora “Optima” bajo una o dos redundancias, en los diferentes 6rdenes estocasticos principales
de la Teoria de Fiabilidad. Ademas, de la evolucién a lo largo del tiempo de los resultados
existentes, y viendo las distintas técnicas de demostracion y/o las diferentes hipdtesis necesarias
para la comprobacion de los 6rdenes en sistemas, me ha permitido desarrollar los Teoremas
y[3.2.3]y los Corolarios [2.2.5]y resultados que no hemos encontrado en la literatura.
Por ultimo, también hemos ordenado en una estructura que nos parecia 16gica, los resultados
estudiados para una facil lectura y comprension, incluyendo en algunas ocasiones lemas y
detalles técnicos no mostrados explicitamente en las demostraciones.
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Apéndice A

Implementacion en R

En este apéndice anadimos los archivos de R realizados para la obtencioén de las graficas
utilizadas en los diversos ejemplos del trabajo y las simulaciones de sistemas que hemos reali-
zado. Estos archivos se han compilado en Markdown con los comandos de R. En primer lugar
se exponen los ejemplos que corresponden a los enumerados en la memoria con el mismo
nimero romano. Por ltimo se exponen las simulaciones de los sistemas Wy, W,,V; y V, para su
posterior comparacion en los érdenes estocdstico, razén de fallo y cociente de verosimilitudes.
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Ejemplo IV: Comparacién en orden estocastico de sistemas con
redundancia activa uno a uno en sistema 2 - out of - 3 con com-
ponentes exponenciales.

Consideramos tres componentes con tiempos de vida X1, Xo y X3 exponenciales de pardmetros A\; = 1.5,
Ao =2y A3 = 3. Con éstas vamos a construir el sistema 2-out of-3 y aplicaremos redundancia activa
uno a uno igualmente distribuida en las dos primeras componentes, para posteriormente comparar los
sistemas resultantes en sentido estocéastico.

En primer lugar, para un sistema 2-out of-3 podemos calcular su funciéon de supervivencia por la
igualdad (1.4).

Fx,,(t) = Fi(t)Fa(t) F5(t) + Fi(t) Fa(t) Fs(t) + Fi(t) Fa(t) F5(t) + Fi(t) Fa(t) Fa(t)
= Fi(t)Fa(t) + Fi(t) F3(t) + Fa(t) F3(t) — 2F1 () Fa (1) Fa(t). (1)

Al hacer redundancia activa en una componente, la funciéon de supervivencia de ésta es la del sistema
en paralelo formado por ambas. Suponiendo redundancia uno a uno igualmente distribuida, por la

igualdad (2.1), para el sistema con redundancia en la primera componente, X2(13) , tendriamos que sustituir
en (1), Fi(t) por F1(t)(1+ Fi(t)). Igualmente, para el sistema con redundancia en la segunda componente,

Xz(;ls?» tendriamos que sustituir Fy(t) por Fy(t)(1 + F5(t)), quedando,

Fyo(t) = Fit)[1+ Fi(t)|Fa(t) + Fi(t)[1 + Fi(t)|Fs(t) + Fa(t) F3(t) — 2F1 () [1 + Fi(t)] Fa(t) F5(2),

Foo(t) = Fy(t)[1 + Fao()]F1(t) + Fa(t)[1 + Fa(t)] F3(t) + Fy(t) Fs(t) — 2F5(t)[1 4 Fuo(t)] Fy (t) Fs(t).

2:3

Interesa representar la diferencia entre las supervivencias para ver si una es mayor que otra en todos
los puntos ¢t > 0.

Fym®) = Fye ()

FL () Fy(H)[Fy(t) — Fa(t)] + FL(t) F5(t) Fi(t) — Fo(t) F5(t) Fa(t) — 2F, () [FL(t) — Fo(t)]Fa(t) Fs(t).  (2)

Para obtener esta diferencia primero consideramos las funciones auxiliares que representan las funciones
de supervivencia de las exponenciales con parametros \; y también las funciones de distribucién.

# Parametros.

11<-1.5

12<-2

13<-3

# Funciones de supervivencias de exponenciales.
fi<-function(t) exp(-1l1%t)

f2<-function(t) exp(-12%t)

f3<-function(t) exp(-13*t)
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# Functiones de distribucion de expomnenciales.
Fi<-function(t) 1-f1(t)
F2<-function(t) 1-f2(t)

De la funcién “dif”, para la diferencia de las supervivencias de ambos sistemas dada por (2), tenemos
para los valores de t = 1.2 y t = 0.5,

dif<-function(t) (f1(t)*f2(t)*(F1(t)-F2(t)) + f1(x)*£3(t)*F1(t)
- f2(t)*£3 (L) *F2(t) - 2%xf1(t)*f2(t)*f3(t)*(F1(t)-F2(t)))
dif(1.2)

## [1] 0.000458843
dif (0.5)

## [1] -0.006329786

Por tdltimo, dibujamos la funcién diferencia, que cambia de signo y por tanto no podemos asegurar el
orden estocastico para los sistemas k-out of-n con redundancia activa uno a uno, en general.

plot(dif,xlim = c(0,2),ylim=c(-0.01,0.01),ylab='Diferencia’,
xlab='t")
abline(a = 0, b =0)

0.010
I

Diferencia
0.000

-0.010
I

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Ejemplo V.1: Orden estocastico para sistema en paralelo y serie
de dos componentes con tiempo de vida Gamma y redundancia
pasiva uno a uno.

Sean los tiempos de vida X7 =5 Y1 ~T'(m,0) y Xo =5t Yo ~T'(m +1,0) paraun m > 1y 6 > 0, donde
las componentes son X7 y Xo y las redundancias son Y7 e Ya, formando los sistemas Upy, Upng, Ul v Ul
Claramente, Y7 = X1 < Xo =Y. También, por las propiedades de la distribucién Gamma, sabemos
que X1 +Y, ~T(2m,0) y Xo+ Yo ~T'(2m +2,0).

Sistema en paralelo.

Nuestra intencién es probar que para los valores de m = 3,5y 7y 6§ = 2, las funciones de distribucion
(supervivencia) para ambos sistemas se ordenan, por lo que obtendriamos el orden estocastico en el
sistema en paralelo. La funciéon de distribucién del sistema con redundancia en la primera componente
(U1), por la igualdad (2.10a), es P(X1 + Y1 < t)P(Xs2 <t)y del sistema con redundancia en la segunda
componente, por (2.10b), es (Ul5) es P(X; <t)P(X2+ Y2 <t).

Vamos a representar la diferencia de ambas funciones de distribucién a la que denotamos por A(m, 6),
para comprobar que se ordenan estocdsticamente los sistemas. Para ello, vamos a definir la funcién
auxiliar,

#funcion de distribucion de gamma(m,theta=2)
gM <- function(t,m) pgamma(t,shape=m,rate=2)

que guarda los valores de la distribucién I'(m, 6 = 2). Las funciones que contienen las diferencias,
entre la funcién de distribucién del sistema U, y la funcién de distribucién de UY,4, para los valores del
pardmetro m = 3,5 y 7 las almacenamos en las variables,

delta3 <- function(t) gM(t,6)*gM(t,4) - gM(t,3)*gM(t,8)
deltab <- function(t) gM(t,10)*gM(t,6) - gM(t,5)*gM(t,12)
delta7 <- function(t) gM(t,14)*gM(t,8) - gM(t,7)*gM(t,16)

Dibujamos la diferencia A(m, 6 = 2) para ver si se ordenan estocdsticamente ambos sistemas.

plot(delta3, xlim = c(0,15),xlab = 't', ylab='Delta((m=3,5,7),2)"'

,main='Sistema en paralelo')
plot(deltab, xlim = c(0,15),xlab
plot(delta7, xlim = c(0,15),xlab
abline (a=0,b=0)

't', col='blue',add=TRUE)
't', col='red',add=TRUE)
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Como se puede observar, la diferencia siempre se mantiene positiva, por lo que U}, <g Ul5.

Sistema en serie.

Las funciones de supervivencia para los sistemas U}, y Up, vienen dadas por las igualdades (2.11a) y
(2.11b), y son, P(X1 + Y1 > )P(Xy > t) y P(X1 > t)P(X2 + Y2 > t), respectivamente.

Necesitamos ahora de la definicién de la funcién auxiliar que almacenara los valores de la funcién de
supervivencia de una distribucién I'(m, § = 2).

#funcion de supervivenctia de gamma(m,theta=2)
bgM <- function(t,m) 1-pgamma(t,shape=m,rate=2)

La funciéon diferencia para m = 3 seria,

delta3s <- function(t) bgM(t,6)*bgM(t,4) - bgM(t,3)*bgM(t,8)

y su grafica viene dada por,

plot(delta3s, xlim = c(0,7),xlab = 't', ylab='Delta(m=3,2)', col='red'
,main='Sistema en serie')
abline(a=0,b=0)
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Sistema en serie
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#ampliado al intervalor de t (5.7, 7)
plot(delta3s, xlim = c(5.7,7),xlab = 't', ylab='Delta(m=3,2)', col='red'

,main='Sistema en serie')
abline(a=0,b=0)

Sistema en serie
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=
L ©
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T' r—— 1T 1T 1 1T 1T 1

58 60 62 64 66 68 7.0

delta3s(1.2) #diferencta en t = 1.2

## [1] 0.1831372

delta3s(6.2) #diferencia en t = 6.2

## [1] -7.504501e-07

Observamos que no se mantiene el orden estocéstico entre los dos sistemas por tener valores negativos
y positivos para distintos valores de ¢.
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Ejemplo V.2:

Sean ahora las variables X1 =4 Y7 ~ T'(m,01) y Xy =5 Yo ~ '(m,02) paraun m > 1y 6; > 65 > 0,
entonces también, X1 <;. Xo. Tomaremos aqui §; = 3 > 2 = 6. Las funciones de supervivencia de
los sistemas Uy, y Ui, son iguales a las anteriores pero con distribuciones para X; +Y; ~ I'(2m,6;) y
X2 + Y2 ~ F(2m,92)

En este caso la diferencia de las funciones de supervivencia A(m, 61,03) para m = 3,5y 7 la almacen-
amos en las funciones,

#funcion de supervivencia de gamma(m,theta=3)
bgM1 <- function(t,m) 1-pgamma(t,shape=m,rate=3)

delta3ss <- function(t) bgM1(t,6)*bgM(t,3) - bgMi(t,3)*bgM(t,6)
deltabss <- function(t) bgMi(t,10)*bgM(t,5) - bgMi(t,5)*bgM(t,10)
delta7ss <- function(t) bgMi(t,14)*bgM(t,7) - bgMi(t,7)*bgM(t,14)

Las gréaficas de las mismas son,

plot(delta7ss, xlim = c(0,7),xlab = 't', col='red',
ylab='Delta(m=(3,5,7) ,thetal=3,theta2=2)',main='Sistema en serie')
plot(deltabss, x1lim = c(0,7),xlab = 't', col='blue',
main='Sistema en serie', add=TRUE)
plot(delta3ss,xlim=c(0,7),xlab= 't',main='Sistema en serie',add=TRUE)
abline (a=0,b=0)

:2)

Sistema en serie

=3,theta2

0.2

(3,5,7),thetal

0.0

Delta(m

#ampliado al intervalo de t (9,11)
plot(delta7ss, xlim = c(9,11),xlab = 't', col='red',

ylab='Delta(m=7,thetal=3,theta2=2)',main='Sistema en serie')
abline(a=0,b=0)
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2)

Sistema en serie

=3,theta2

7.thetal

I I I I I
9.0 9.5 10.0 10.5 11.0

0.0e+00 1.5e-06
I

Delta(m

Observamos que siempre se mantienen positivas para cada valor de ¢t y el orden estocastico entre
ambos sistemas si se cumple, Un; >t Uho.
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Ejemplo VI: Contraejemplo de W, >, Wy [Wy >, W] no implica
X1 <4 Xo [Xy <4 Xi] con componentes Weibull.

Queremos comprobar que los sistemas Wi y Wa de componentes Xy =4 Y ~ Exp(2) y Xo ~ Weibull(2, o)
se ordenan en preferencia para los valores de o = 0.5,0.85,1.2 y 1.55 pero no se ordenan estocasticamente
las componentes X7 y Xo.

Por ser las componentes con distribuciones Weibull, es conocido que la ordenacién estocastica entre
éstas no se cumple. Para comprobarlo, definiremos las funciones de supervivencia de las componentes,

pf <- 2 # Parametro de escala.
ps <- ¢(0.5,0.85,1.2,1.55) # Parametro de forma alpha.

sExp <- function(t,p) exp(-p*t) # Funcion auziliar.
sWei <- function(t,p,a) exp(-(p~a)*(t~a)) # Funcion auziliar.

f1 <- function(t) sExp(t,pf) # Funcion supervivencia X1 e Y.
f2a <- function(t) sWei(t,pf,ps[1]) # Funciones de supervivencia
f2b <- function(t) sWei(t,pf,ps[2]) # de la componente X2

f2c <- function(t) sWei(t,pf,ps[3]) # para distintos wvalores de
f2d <- function(t) sWei(t,pf,ps[4]) # alpha.

para posteriormente representarlas en la siguiente grafica,

plot(f1, x1lim = c(0,2), main='Supervivencias Componentes', xlab = 't',lwd=1.5)
legend("topright",col=c("redl","red2","red3","red4","black"),
legend = c(paste('Weib(',pf,";"',ps[1],"')"', sep= '"),
paste('Weib(',pf,";',ps[2],')"', sep= ''),
paste('Weib(',pf,';',ps[3],')"', sep= '"),
paste('Weib(',pf,"';"',ps[4],')', sep= ''),
paste('Exp(',pf,')',sep= '')), lwd =2,bty = "n")
plot(f2a, xlim = c(0,2), add=TRUE, col=paste('red',1,sep= ''))
plot(£2b, xlim = c(0,2), add=TRUE, col=paste('red',2,sep= ''))
plot(f2c, xlim = c(0,2), add=TRUE, col=paste('red',3,sep= ''))
plot(£f2d, xlim = c(0,2), add=TRUE, col=paste('red',4,sep= ''))
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Supervivencias Componentes
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Veamos ahora que los sistemas W; y W5 se ordenan en preferencia. Para ello estudiaremos la diferencia
P(Wy > Wy) — P(Wy > W1), que, considerando convoluciones, viene dada por,

P(Wl > Wg) — P(W2 > Wl)
+oo “+oo
= P(Xy>2,Y > x| X, =x)dFi(z) — P(X; > 2,Y > x| Xs = z)dFs(x)
0 0
+o0 e +oo e +o0
:/ Ae~ (PAEFATE )dt—/ At e (AT gy W12(t) — W21(t)dt.
0 0 0

Definimos las funciones siguientes para la ayuda del calculo de esta ultima integral.

W12 <- function(t,p,a) p*exp(-(2*pxt+(p~a)*(t”a))) # Funcion auziliar.
W21 <- function(t,p,a)
{(pTa)*a*x(t~(a-1)) *exp (- (2xp*t+(p~a)*(t~a)))} # Funcion auziliar.

dl <- function(t) Wi2(t,pf,ps[1]) - W21(t,pf,ps[1]) # Diferencias para
d2 <- function(t) Wi2(t,pf,ps[2]) - W21(t,pf,ps[2]) # los diferentes
d3 <- function(t) Wi2(t,pf,ps[3]) - W21(t,pf,ps[3]) # walores de alpha.
d4 <- function(t) Wi2(t,pf,ps[4]) - wW21(t,pf,psl4])

Para los distintos valores del pardmetro «, los valores de la diferencia P(Wy > W) — P(Wy > W)
son,
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il <- integrate(d1,0,Inf) # Cdlculo de las integrales.
i2 <- integrate(d2,0,Inf)

i3 <- integrate(d3,0,Inf)

i4 <- integrate(d4,0,Inf)

i1;i2;i3;i4

## -0.1572733 with absolute error < 4.7e-05

## -0.03710652 with absolute error < 3e-06

## 0.04011423 with absolute error < 5.1e-08

## 0.09196825 with absolute error < 1.1e-08

Representamos en la siguiente grafica para los valores de « los valores de la diferencia.

vec <- c(i1[1],i2[1],i3[1],i4([1]) # Vector auziliar.

plot(ps,vec,type='p',xlab='Valores del parametro de forma',
ylab='', main = 'Diferencia P(W1 > W2) - P(W2 > W1)"')

abline (h=0)

abline(v=0)

Diferencia P(W1 > W2) - P(W2 > W1)

0.00

—LO

-0.15

I I I I I
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Valores del parametro de forma

Los sistemas W, y Wy verifican que si a = 0.5 o 0.85, entonces, Wy >, W7, mientras que si o = 1.2
o 1.55, entonces Wy >, Wo.
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Ejemplo VII: Funciones de razén de fallo para sistemas en serie
con dos componentes exponenciales y redundancia activa comun.

Formaremos los sistemas W7 y Ws cuyas razones de fallo se expresan, por el Lema 2.4.2., como,

_ [(OG() + Fi(t)g(t)
TWwn (t) = Q(t) 1-F (t)G(t)

_ f2(t)G(t) + Fa(t)g(t)
rwa (D) =)+ = hem

Ejemplo VII.1.

Consideremos las componentes con distribuciones exponenciales X; ~ exp(A; = 1/10), X5 ~ exp(Aa =
3/10) e Y ~ exp(A = 1/2), que serd la componente redundante comin. Se cumple X; >p,. Xo >p, Y.

Para realizar el calculo de las razones de fallo necesitaremos de las funciones auxiliares siguientes.

#los valores de lambda para cada una de las wvariables.
11 <- 1/10 #para X1

12 <- 3/10 #para X2

1 <- 1/2 #para X3

#funcion de distribucidon de exponenciales con pardametro a.
dist <- function(t,a) 1 - exp(-a*t)

#funcion de densidad de exponenciales con parametro a.
dens <- function(t,a) axexp(-a*t)

#funcién num para el calculo del numerador de la fraccion

# en la expresion de la razén de fallo. Dependerdan de los pardametros
# de las distribuciones.

num <- function(t,a,b) dens(t,a)*dist(t,b) + dens(t,b)*dist(t,a)

#funcién den para el calculo del numerador de la fraccion

# en la expresién de la razén de fallo. Dependeran de los parametros
# de las distribuciones.

den <- function(t,a,b) 1 - dist(t,a)*dist(t,b)

Teniendo en cuenta que la razén de fallo de una distribucién exponencial es su parametro A, las
funciones razoén de fallo rw, y rw,, se escribirdn como sigue,

rwl <- function(t) 12 + num(t,11,1)/den(t,11,1)
rw2 <- function(t) 11 + num(t,12,1)/den(t,12,1)

Las funciones de razén de fallo y la funcién diferencia son dibujadas a continuacién.

#funcion diferencia de las dos razones de fallo.
dif <- function(t) rwi(t) - rw2(t)

# Dibujamos las funciones razén de fallo. En negro para W1 y Tojo

# para W2.
plot(rwl,ylim =c(0.07,0.42) ,x1im = c(0,6) ,xlab = 't',
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ylab='rwl(t) y rw2(t)',main='Razones de fallo para W1 y W2')
plot(rw2, xlim = c(0,6),xlab = 't', col='red',add=TRUE)

Razones de fallo para W1y W2
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© M | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
t

# Dibujamos la funcion diferencia de razones de fallo.
plot(dif, col='red',xlim = c(2,5), xlab = 't',

ylab='rwl(t)-rw2(t)',main='Diferencia entre rwl - rw2')
abline(a=0,b=0)

Diferencia entre rwl — rw2
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Por tanto, no se ordenan en orden razén de fallo los tiempos de vida Wy y Ws.

Ejemplo VII.2.

Consideremos ahora las componentes con distribuciones exponenciales X7 ~ exp(A; = 1/2), Xy ~
exp(Ae = 3/10) e Y ~ exp(A = 1/10), que serd la componente redundante comin. X; <p, X <p, Y.
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Realizamos los mismos pasos que en el anterior apartado definiendo ahora las nuevas funciones de
razén de fallo.

# nuevos parametros para las vartiables.

11 1 <- 1/2
12 1 <- 3/10
1.1 <- 1/10

# funciones razén de fallo para W1 y W2.
rwl_1 <- function(t) 12_1 + num(t,11_1,1_1)/den(t,11_1,1_1)
rw2_1 <- function(t) 11_1 + num(t,12_1,1_1)/den(t,12_1,1_1)

# funcion diferencia para las razones de fallo.
dif_1 <- function(t) rwl_1(t) - rw2_1(t)

Dibujamos las razones de fallo de rw, y rw, para las nuevas componentes y su diferencia.
# Razones de fallo.
plot(rwil_1,ylim = ¢(0.25,0.7),xlim = c(0,6) ,xlab = 't',
ylab='rwl(t) y rw2(t)',main='Razones de fallo para Wl y W2')
plot(rw2_1, x1lim = c(0,6),xlab = 't', col='red',add=TRUE)

Razones de fallo para W1y W2

0.7

rwl(t) y rw2(t)
0.5

# Diferencia entre ambas.

plot(dif_1, col='red',xlim = c(0,10), xlab = 't',
ylab='rwl(t)-rw2(t)',main='Diferencia entre rwl - rw2')

abline (a=0,b=0)
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Diferencia entre rwl — rw2
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La razén de fallo del sistema W7 es menor, para todo tiempo ¢, que la razén de fallo de W5 por lo que
se obtiene el resultado Wy >, Ws.
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Ejemplo IX: Orden de razén de fallo para sistemas en serie con
componentes con razén de fallo lineales y redundancia activa uno
a uno no igualmente distribuidad.

Sean X1,X5,Y; e Y5 las componentes de los sistemas U; y Us. Sean las razones de fallo de X7 y Xo,
r1(t) = 100t 4+ 10 y ro(t) = 58t + 3, respectivamente, y las razones de fallo de las redundancias cumpliendo
s2(t) > s1(t). Y sea la funcién «(t) = ro(t)/r1(t).

a<-100

b<-10

c<-58

d<-3

rl <- function(t) a*t + b

r2 <- function(t) c*t + d

alpha <- function(t) r2(t)/ri(t)

Nuestra intencién es la de comprobar que la funcién «(t) es creciente y que no existe un ¢ > 0 para el
que se cumpla a(t) > §(m) = 1 —m™/ =™ £ m/1=" donde m = tig(f)a(t). El infimo para la funcién of(t)

serd m = 3/10 y el supremo s = sup a(t) = 58/100.
>0

m <- 3/10 #infimo de alpha.

s <- 58/100 #supremo de alpha.

e <- 1/(1-m) #variable auziliar para el cdlculo de delta.
delta <- 1 - m~(mxe) + m~(e) #delta(m).

#Sus wvalores son:

m

## [1] 0.3
s

## [1] 0.58
delta

## [1] 0.5821628

Dibujamos la funcién «(t) junto con sus limites inferior y superior (en rojo) y el valor de §(m) (en
azul).

#Para el intervalo de t (0,10)

plot(alpha, xlim = c(0,10), ylim = c(0.29,0.6), xlab = 't', ylab='alpha(t)',
main='Componentes con razones de fallo lineales')

abline(a =s, b=0, col='red')

abline(a =m, b=0, col='red')

abline(a=delta, b=0, col='blue')
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Componentes con razones de fallo lineales

alpha(t)
0.30 0.45 0.60
|

#Para el intervalo de t (4,15)

plot(alpha, xlim = c(4,15), ylim = c(0.56,0.59), xlab = 't', ylab='alpha(t)',
main='Componentes con razones de fallo lineales')

abline(a=s, b=0, col='red')

abline(a=m, b=0, col='red')

abline(a=delta, b=0, col='blue')

Componentes con razones de fallo lineales
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o
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t

Como puede observarse, los valores de a(t), para cada t > 0, son menores que §(m) = 0.5821 y, en
virtud del Teorema 2.4.6., se asegura el orden Uy >p, Us.

Comprobemos ahora que las componentes con razones de fallo 71 (t) = 5t + 10, r2(t) = 3t + 3, no
cumplen las hipétesis de los Teoremas 2.4.4. y 2.4.6. Definimos las funciones r1(t), r2(t) y «(t) para estos
nuevos valores.

111



CAPITULO 4. CONCLUSIONES

a<-5
b<-10
c<-3
d<-3
Calculemos los valores de m, sy d(m).

m <- 3/10 #infimo de alpha.

s <- 3/5 #supremo de alpha.

e <- 1/(1-m) #variable auziliar para el cdlculo de delta.
delta <- 1 - m~(mxe) + m~(e) #delta(m).

#Sus walores son:

m

## [1] 0.3
s

## [1] 0.6
delta

## [1] 0.5821628

Dibujamos la funcién «(t) junto con sus limites inferior y superior (en rojo) y el valor de é(m) (en
azul).

#Para el intervalo de t (0,35)

plot(alpha, x1lim = c(0,35), ylim = c(0.29,0.62), xlab = 't', ylab='alpha(t)',
main='Componentes con razones de fallo lineales')

abline(a =s, b=0, col='red')

abline(a =m, b=0, col='red')

abline(a=delta, b=0, col='blue')

Componentes con razones de fallo lineales

alpha(t)
0.30 0.45 0.60
|
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#Para el intervalo de t (25,35)

plot(alpha, xlim = c(25,35), ylim = c(0.572,0.61), xlab = 't', ylab='alpha(t)',
main='Componentes con razones de fallo lineales')

abline(a=s, b=0, col='red')

abline(a=m, b=0, col='red')

abline(a=delta, b=0, col='blue')

Componentes con razones de fallo lineales
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26 28 30 32 34

En virtud de los Teoremas 2.4.4. y 2.4.6. no se puede asegurar el orden razén de fallo de los sistemas
Uy y Us. Por ser la funcién r (¢)Fa(t) — ro(t) F (t) mayor o igual que cero, si se verifican las hip6tesis del
Teorema 2.4.7. pudiendo verificar el orden U; >y, Us.
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Ejemplo XVI: Orden de razén de fallo para sistemas en serie
con componentes con razon de fallo lineales y dos redundancias
activas uno a uno iguales.

Sean las componentes X1,X5,Y7 e Y5 de los sistemas V; y V5. Sean las razones de fallo de X; y Xo,
ri(t) =5t + 2 y ro(t) = 4t + 1, respectivamente, y las razones de fallo de las redundancias cumpliendo
Y] =g X5 e Yo =5 Xo. Ademads, sea la funcién «a(t) = ro(t) /r1(t).

rl <- function(t) 5%t + 2
r2 <- function(t) 4%t + 1

alpha <- function(t) r2(t)/ri(t)

En este ejemplo queremos comprobar que no se cumplen las hipdtesis de los Teoremas 3.3.3 y 3.3.5
pero si que lo hacen las hipétesis del Teorema 3.3.6 para asegurar el orden V; <, V5.

La funcién a(t) es creciente y, ademas, supera el valor de d(m) = "+ donde m = }nga(t). Este
i>

infimo, para la funcién «(t), serd m = 1/2 y el supremo sup a(t) = 4/5.

m <- 1/2 #infimo de alpha.

s <- 4/5 #supremo de alpha.

delta <- (m+1)/2 #delta(m).
#Sus walores son:

m

## [1] 0.5
s

## [1] 0.8
delta

## [1]1 0.75

Dibujamos la funcién «(t) junto con sus limites inferior y superior (en rojo) y el valor de é(m) (en
azul).

#Para el intervalo de t (0,10)

plot(alpha, x1lim = c¢(0,10), ylim = c(0.4,0.83), xlab
main='Componentes con razones de fallo lineales'
legend("right",col=c("blue","black"),
legend = c('(m+1)/2',"'alpha(t)'), lwd = 2,bty = "n")
abline(a =s, b=0, col='red')
abline(a =m, b=0, col='red')
abline(a=delta, b=0, col='blue')

't', ylab='alpha(t)',

~—
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#Para el intervalo de t (1.5,8)

plot(alpha, xlim = c(1.5,8), ylim = ¢(0.73,0.83), xlab = 't', ylab='alpha(t)',
main='Componentes con razones de fallo lineales')

abline(a=s, b=0, col='red')

abline(a=m, b=0, col='red')

abline(a=delta, b=0, col='blue')

Componentes con razones de fallo lineales
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Para t = 3, el valor de «(3) = 0.7647059 > §(m) = 0.75, por lo que las hipdtesis de los Teoremas 3.3.3
y 3.3.5 no se verifican.

Comprobemos ahora que, la funcién g(t) := (1 + Fy(t))/(1 + Fi(t)) = (2 — Fx(t))/(2 — Fi(t)) tiene un
minimo absoluto y que éste es mayor que «(t) para cada ¢ > 0.

En primer lugar, los valores para las supervivencias de las componentes tienen la expresién,
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Fy(t) = e Jo Sorie =342

Fyft) = ¢~ Jo 1718 — =40,
La expresién de g(t) queda como,
9 _ o—(241)
o) = 5 e
F1<- function(t) exp(-(5xt*t/2 + 2%t))
F2<- function(t) exp(-(2*t*t+t))

g <- function(t) ((2 - F2(t))/(2 - F1(t)))

Dibujamos la grafica de la funcién g(¢).

plot(g, xlim = c(0,10), ylim=c(0.85,1), xlab = 't', ylab='g(t)',
main='Grafica de g(t)')
legend("right",col=c("red"),
legend = c('min de g en (aprox.) 0.8844'), lwd = 2,bty = "n"
abline (h=0.8844,col='red') #minimo en t aproz. 0.3 y ¢(0.3) aproz. 0.8844

Grafica de g(t)

0.95
I

9(t)

—— min de g en (aprox.) 0.8844

0.85
I

Como se puede
observar en el grafico, la funcién ¢(t) tiene un minimo en t ~ 0.3, lo que supone una imagen ¢(0.3) =
0.8843946. Si hacemos la representacién conjunta de ambas funciones, ¢(t) en azul y «(t) en negro,
podremos ver, que para cada t > 0, «(t) < rtn>i(r)19(t).

plot(g, xlim = c(0,10), ylim=c(0.4,1), xlab = 't', ylab='g(t) y alpha(t)',
main='Comparacién de g(t) y alpha(t)', col='blue')
legend ("bottomright",col=c("red","green"),
legend = c('sup de alpha(t)','min de g(t)'),
lwd = 2,bty = "n"
plot(alpha, x1lim = c(0,10), xlab = 't', ylab='alpha(t)',add=TRUE)
abline(a=s, b=0, col='red') #supremo de alpha(t)
abline(a=0.8844, b=0, col='green') #minimo de g(t)
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Comparacion de g(t) y alpha(t)

1.0

g(t) y alpha(t)
0.7
| 1 |

—— sup de alpha(t)
< min de g(t)
© | | | | | |
0 2 4 6 8 10

Por lo que podemos asegurar, en virtud del Teorema 3.3.6, que se verifica el orden V7 <p,. V5.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

Simulaciéon de los sistemas W, y W5 con componentes y redun-
dancia exponencialmente distribuidas.

Con esta simulacién pretendemos emular los tiempos de vida de los sistemas W7 y Wa, a partir de la
simulacion de los tiempos de vida de sus componentes y redundancia, para verificar que se ordenan
estocasticamente, en orden razon de fallo y en orden cociente de verosimilitud.

Sean las componentes con tiempos de vida X; y X5 distribuidas exponencialmente de parametros A\; =
1y A2 =0.7eY con distribucién exponencial de parametro A = 0.3. Por la eleccién de los parametros
(A > V(A2,A)) v por el Teorema 2.6.1, ha de verficarse que Wy >, Wa.

Definimos los parametros de las componentes, el parametro de la redundancia y el tamano de muestra.

n <- 10000 # Tamafio de la muestra

pCl <- 1 # Parametro Componente 1
pC2 <- 0.7 # Parametro Componente 2
pR <- 0.3 # Pardametro Redundancia

Simulamos los tiempos de vida de las componentes y calculamos los tiempos de vida de los sistemas
W1 y W2.
sistemal<-0 # Variable auxiliar que almacena el tiempo de vida del sistema 1.
sistema2<-0 # Variable auxiliar que almacena el tiempo de vida del sistema 2.
muestraExpCl <- rexp(n, rate = pCl) #Simulacién Componente 1.
muestraExpC2 <- rexp(n, rate = pC2) #Simulacion Componente 2.
muestralExpR <- rexp(n, rate = pR) #Simulacion Redundancia.
for(i in 1:n){

sistemal[i] <- min(max(muestraExpC1l[i],muestralExpR[i]) ,muestraExpC2[i])

# Calculo del tiempo de vida simulado para el sistema W_1

sistema2[i] <- min(muestraExpC1l[i],max(muestraExpC2[i] ,muestralExpR[i]))

# Calculo del tiempo de vida simulado para el sistema W_2

}

Utilizamos la funcion “ecdf” de R para calcular la funcién de distribucién empirica de cada sistema.

FdDWi<-ecdf (sistemal) #Funcion de distribucidon empirica sistema W_1
FdDW2<-ecdf (sistema2) #Funcion de distribucion empirica sistema W_2

En los Teoremas 1.2.7., 1.3.4. y 1.4.3. de Miiller y Stoyan [25] se prueba que:

1. Wy >4t [<st]Wa se verifica si, y solo si, la gréafica de la curva (Fyy, (t), Fiw, (t)) estd por debajo
[encima] de la recta bisectriz.

2. Wy >, Wy se verifica si, y solo si, la gréfica de la curva (Fyw, (t), Fw, (t)) es estrellada con respecto
del punto (1,1).

3. Wiy >, Wh se verifica si, y solo si, la grafica de la curva (Fy, (t), Fw, (t)) es convexa.

Representamos la curva paramétrica (Fw,(t), Fw, (t)) para comprobar que se verifican las tres condi-
ciones anteriores.

plot (FADW2(x) ,FdDW1(x), type='l', ylim=c(0,1), xlab = 'Tiempo t',
ylab = 'P-P plot', col='red')

abline(h = 0)

abline(v = 0)

abline(h 1)

abline(v = 1)

abline(a=0,b=1)
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La gréfica de (Fw, (t), Fw, (t)) es convexa y, por tanto, los sistemas verifican que Wy >y, [>pr, >5t] W,
como queriamos comprobar.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

Simulacion de los sistemas V; y V5, con componentes y redundan-
cias exponencialmente distribuidas.

Con esta simulaciéon pretendemos emular los tiempos de vida de los sistemas Vi y V5, a partir de la
simulacion de los tiempos de vida de sus componentes y redundancias, para verificar que se ordenan
estocasticamente, en orden razon de fallo y en orden cociente de verosimilitud.

Sean las componentes con tiempos de vida X; y X, distribuidas exponencialmente de parametros
A1 =1y Ay = 0.5 y las redundancias con tiempos de vida Y; e Y5 uno a uno igualmente distribuidas.
Por el Teorema 3.3.11, ha de verficarse que V; <. Va.

Definimos los pardmetros de las componentes y reposiciones y el tamano de muestra.

n <- 10000 # Tamafio de la muestra

pCl <- 1 # Parametro Componente 1
pC2 <- 0.5 # Parametro Componente 2
pR1 <- 1 # Parametro Redundancia 1
pR2 <- 0.5 # Pardametro Redundancia 2

Simulamos los tiempos de vida de las componentes y calculamos los tiempos de vida de los sistemas
iy Va.
sistemal<-0 # Variable auxiliar que almacena el tiempo de vida del sistema 1.
sistema2<-0 # Variable auxiliar que almacena el tiempo de vida del sistema 2.
muestraExpCl <- rexp(n, rate = pCl) #Simulacion Componente 1.
muestraExpC2 <- rexp(n, rate = pC2) #Simulacion Componente 2.
muestralExpRl <- rexp(n, rate = pR1)#Simulacion Redundancia 1.
muestralExpR2 <- rexp(n, rate = pR2)#Simulacién Redundancia 2.
for(i in 1:n){
sistemal[i] <- min(max(muestraExpCl[i],muestralExpR1[i]),
max (muestraExpC2[i] ,muestralExpR2[i]))
# Calculo del tiempo de vida simulado para el sistema V_1.
sistema2[i] <- min(max(muestraExpC1l[i] ,muestralExpR2[i]),
max (muestraExpC2[i] ,muestralExpR1[i]))
# Calculo del tiempo de vida simulado para el sistema V_2.

}

Utilizamos la funciéon “ecdf” de R para calcular la funcién de distribucién empirica de cada sistema.

FdDVi<-ecdf (sistemal)  #Funcidén de distribucién empirica sistema V_1
FdDV2<-ecdf (sistema?2) #Funcion de distribucion empirica sistema V_2

En el Teoremas 1.4.3. de Miiller y Stoyan [25] se prueba que Vi <;,. V4 se verifica si, y solo si, la
grafica de la curva (Fy, (t), Fy,(t)) es convexa. Representamos la curva paramétrica (Fy, (t), Fy,(t)).
plot (FdDV1(x) ,FdDV2(x), type='l', ylim=c(0,1), xlab = 'Tiempo t',

ylab = 'P-P plot', col='red')

abline(h = 0)
abline(v = 0)
abline(h = 1)

abline(v = 1)
abline(a=0,b=1)
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La grafica de (Fy, (t), Fy,(t)) es convexa y, por tanto, los sistemas verifican que Vi <. Vs, como
queriamos comprobar.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

Notacion de sistemas

A modo de resumen, para el lector, se incluyen, en este apéndice, las definiciones y nota-
cion de los sistemas mas caracteristicos estudiados en la memoria.

Redundancia activa y una componente redundante.

a) W1 =AV(X1,Y),X2) y Wo = A(X1,V(X2,Y)). Sistema en serie para dos componentes con
redundancia activa y reposiciéon comun.

b) Wl(k) = (V(X1,Y), X2, X3, ... 7Xn)[k] y Wz(k) = (X1,V(X2,Y),Xs,... 7Xn)[k]- Sistema k-out of-n
con redundancia activa y reposicion comun, paran >3y 2 <k <n.

c) Uy =AVX1,1),X2) y U = A(X1,V(X2,Y2)). Sistema en serie para dos componentes con
redundancia activa y reposicién uno a uno.

d) UM = (VX1 Y1), X0, X, X))y y USY) = (X1, V(Xa, Y2), X3, ., X ) - Sistema k-out of-n
con redundancia activa y reposicion uno a uno, paran >3y 2 <k <n.

Redundancia en espera y una componente redundante.

a) W, =AX1+Y,X2) y Wi, = A(X;,X2 +7Y). Sistema en serie para dos componentes con
redundancia en espera y reposicion comun.

b) W, =V(Xi+Y,X2) y W), = V(X;,X>+7). Sistema en paralelo para dos componentes con
redundancia en espera y reposicion comun.

o) W, = (X1 +Y,X2, X3, Xa)jg y W, = (X1, X2+, Xs,...., X,y Sistema k-out of-n con
redundancia en espera y reposicion comun, paran >3y 1 <k <n.

d) Uy, = AX1+Y1,X2) y Uy, = A(X1,X2 +Y>). Sistema en serie para dos componentes con
redundancia en espera y reposicion uno a uno.

e) UQI =V(X1+1,X)y U\’,2 = V(X1,X2 +Y>). Sistema en paralelo para dos componentes
con redundancia en espera y reposicion uno a uno.

f) Ul/(k) = (X1 +Y1,X,X3,... ,Xn)[k] y U;(k) = (X1,X2 + Y2,X3,... ;Xn)[k]- Sistema k-out of-n
con redundancia en espera y reposicion uno a uno, paran >3y 1 <k <n.

Redundancia activa y dos componentes redundantes.

a) Vi = A(V(X1,11),V(X2,Y2)) y Vo = A(V(X1,Y2),V(X2,Y1)). Sistema en serie con dos com-
ponentes y redundancias activas y reposiciones uno a uno en X y X,. En V| usamos la redun-
dancia primera en la primera componente [segunda redundancia para segunda componente]
y en V, usamos la segunda redundancia para la primera componente [primera redundancia
en segunda componente].

) VI = (V(X1,11), V(X0, 12), X, X Y VY = (VX1 2),V (X2, Y1), X3, X ) - Siis-
tema k-out of-n con redundancias activas y reposiciones uno a uno para las dos primeras
componentes, paran > 3y2 <k <n.
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