FACULTAD DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD DE MURCIA

TRABAJO FIN DE MASTER:

ASPECTOS DE DINAMICA TOPOLOGICA EN
FUNCIONES CONTINUAS DEL INTERVALO QUE
CONMUTAN

Trabajo realizado por:

Daniel Nieves Roldan

Dirgido por:

Dr. Antonio Linero Bas



II

Aspectos de dindmica topoldgica en funciones continuas del intervalo que conmutan

II



Indice general

Indice de figuras VI
Introduccién 1
1. Preliminares 5
2. Puntos fijos comunes 11
2.1. Algunos casos especiales . . . . . . .. ..o 12
2.2. Contraejemplo 1 - Huneke . . . . . . ... .. .. ... . .. 20
2.2.1. Resultados previos . . . . . . . ..o 21

2.2.2. Construccion del contraejemplo. . . . . . . . .. ... 27

2.3. Contraejemplo 2 - Boyce . . . . . . . . . 35
2.4. Generalizacién del problema . . . . .. .. .00 oo 41

3. Puntos peridédicos comunes 47
3.1. Conjuntos minimales . . . . . . . . . .. ..o 48
3.2. Puntos periédicos comunes en funciones continuas . . . . . . ... ... ... 50
3.2.1. Resultados de Alikhani-Koopaei . . . . . . ... ... ... ...... 51

3.2.2. Resultados de Steele . . . . . .. ... .. ... ... . 54

3.3. Puntos periédicos comunes en funciones continuamente diferenciables . . . . 59
3.4. Otros conjuntos de puntos . . . . . . . . . ... 68

4. Entropia topoldégica 73
4.1. Definicion y propiedades . . . . . . . ... 74
4.2. Entropia topoldgica en composicién de funciones . . . . . . ... 81
Anexo I: El Teorema de Sharkovsky 95
Anexo II: Conjuntos perfectos 101
Anexo III: Declaracién de Originalidad 103
Bibliografia 105

111



v

Aspectos de dindmica topoldgica en funciones continuas del intervalo que conmutan

v



Indice de figuras

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.
2.12.

2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.
2.19.
2.20.
2.21.

3.1.

4.1.
4.2.

Ejemplo para encontrar los puntos fijos de una funcién graficamente.

Diagrama que ilustra la conjugacién topoldgica. Imagen extraida de [BloCop]. 9

Ejemplo de fuciones full que conmutan. . . . . . .. .. ... 13
Ejemplo de fuciones conmutables que no son full. . . . . . . ... ... ... 16
Funciones del ejemplo 2.16 al lema 2.15. . . . . . . ... ... ... ..... 22
Ejemplo del lema 2.18. . . . . . . . . .. 24
Funcién con derivada de valor absoluto constante. . . . . . .. ... .. ... 25
Funciones f y g del ejemplo 2.23 . . . . . ... ... Lo 26
Funciones j y k del ejemplo 2.23. . . . . . . ... oL 27
Funciones referentes al lema 2.24. . . . . . . ... ... 0oL 27
Representacion del conjunto A, en el intervalo unidad. . . . . . . ... ... 28
Funciones fy v go de la construccion del contraejemplo de Huneke. . . . . . . 28
Funciones f; y g1 de la construccion del contraejemplo de Huneke. . . . . . . 29
Las graficas de f,, 9o vy la diagonal; fs o g9 cae entre las lineas punteadas

donde |z — fo(x)| < § o |o — g2(2)| < . Imagen extraida de [Hun].. . . . . . 29
Ejemplo de funciones h y h*. . . . . . . ..o 32
Funcién lineal a trozos h: [1, 1 — /5] = [0,1]. . . ... ... ... ..., 33
Ejemplo funcién g. . . . . . ..o 34
Ejemplo de (4)-conjunto. . . . . . . ... 36
Los cuatro tipos posibles de funciones gancho. Imagen extraida de [Boyl]. . . 37
Funciones f; y g1 de la construccion del contraejemplo de Boyce. . . . . . . . 38
Funciones f5 v g2 de la construccion del contraejemplo de Boyce. . . . . . . . 38
Las gréficas de f3, g3. Imagen extraida de [Boyl]. . . . ... ... ... ... 39
Las gréficas de fy, gs4. Imagen extraida de [Boyl]. . . .. ... .. ... ... 39

Ejemplo de funcién con conjunto de puntos fijos no numerable, pero tipica-

mente si es numerable. . . ... ... Lo 67
Funcién que ilustra el teorema 4.10. . . . . . . . .. . ... 80
Ejemplo de funcién con entropia infinita. . . . . . . .. ..o 81

v



VI Aspectos de dinamica topoldgica en funciones continuas del intervalo que conmutan
4.3. Ejemplo de funciones con dinamica sencilla que al componerse determinan

una funcién de dindmica compleja. . . . . . ..o oo 82

4.4. Composicion de dos funciones que tiene dinamica compleja. . . . . . . . . .. 83
4.5. Ejemplo de dos funciones con dindmica compleja que al conmutar originan

una funciéon con dinamica sencilla. . . . . . . .. ... oo L 84

4.6. Composicion de dos funciones con entropifa cero. . . . . . . . .. .. .. ... 84

4.7. Funciones g(z) y (go f)(x) del ejemplo 4.19. . . . . . .. . ... ... L. 86

4.8. Funcién g(z) considerada en la construccién del ejemplo de Raith. . . . . . . 89

4.9. Funciones fi(x) y fo(r). Imagen extraida de [Rail. . . . . . . ... ... ... 89

VI



Aspectos de dinamica topolégica en funciones continuas del intervalo que conmutan VII

DECLARACION DE ORIGINALIDAD

Daniel Nieves Roldan, autor del TEFM “Aspectos de dindmica topoldgica en funcio-

nes continuas del intervalo que conmutan”, bajo la tutela del profesor Antonio Linero Bas,

DECLARA

que el trabajo que se presenta es original, en el sentido de que ha puesto el mayor empeno

en citar debidamente todas las fuentes utilizadas.

En Murcia, a 21 de junio de 2018.

Fdo.: Daniel Nieves Roldén

Nota: La declaracion firmada se adjunta al presente trabajo en el Anexo III.

VII



Introduccion

El estudio de la dindmica de un sistema nos permite conocer cémo evoluciona a lo largo
del tiempo y determinar asi su comportamiento. En el caso discreto, objeto de estudio de este
trabajo, podemos analizar modelos de distintos campos del conocimiento, a saber, modelos
bioldgicos, econdmicos, fisicos, etc. Este andlisis se realiza investigando sobre los conjuntos

de puntos fijos, sobre la estabilidad de sus puntos, sobre su comportamiento asintotico...

En el presente trabajo consideramos funciones f,g: I — I con I = [0, 1]. Nuestro obje-
tivo es estudiar la relacion y las propiedades que pueden compartir este tipo de funciones:
puntos fijos, puntos periédicos, entropia topoldgica,... De esta forma, abordaremos, desde
distintas perspectivas, como la dindmica de dichas funciones determina la dinamica de su
composicion. En general, poco se puede decir a este respecto, por lo que centraremos nuestro

estudio suponiendo la condicion adicional de conmutatividad, es decir, fog=go f.

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos. El primero de ellos estda dedicado a los
preliminares. El segundo, se centra en la propiedad de que las funciones que conmutan com-
partan puntos fijos. El tercer capitulo estudia la intersecciéon de los conjuntos de puntos
periddicos de funciones continuas del intervalo que conmutan. El iltimo de ellos estudia
otros aspectos de la dinamica de las funciones, donde haremos especial énfasis en la entropia

topoldgica.

El primer capitulo se dedica a introducir los conceptos y propiedades béasicos necesarios
a lo largo del trabajo. Las definiciones y propiedades que se presentan estan basadas en los

textos de Block-Coppel | ], Devaney [Dev] y Sharkovsky, Kolyada, Sivak y Fedorenko

[Shal.

El segundo capitulo estudia la conjetura introducida en los anos cincuenta del siglo XX
por E. Dyer, A. Shields y L. Dubins. Dicha conjetura afirmaba que dos funciones continuas
del intervalo que conmutan tenian al menos un punto fijo comin. Huneke y Boyce probaron,
de forma independiente, la falsedad de la conjetura en [[Tun] y | |, respectivamente. El

capitulo esta dividido en cuatro secciones diferentes. La primera aborda algunos casos par-



ticulares donde la conjetura si era cierta. Por ejemplo, podemos destacar las funciones full,
[Coh], las funciones contractivas y lipschitzianas, [Del] y [De2]; o las funciones analiticas
del disco unidad [Shi]. La segunda recoge la construccion del contraejemplo desarrollada por
Huneke, quien presenté dos formas diferentes de conseguirlo. La tercera recoge la construc-
ciéon de Boyce, donde se podra apreciar la gran cantidad de similitudes con la desarrollada
por Huneke. Finalmente, cerramos el capitulo presentando algunos resultados que se desa-
rrollaron tras demostrar que la conjetura era falsa. A este respecto, podemos destacar el
estudio de Mitchell [\it], quien probé que las familias de funciones continuas del intervalo
que conmutan dos a dos, cuyas iteradas son equicontinuas, comparten al menos un punto
fijo comin; o el trabajo de Griné¢ [Gri], quien adapté resultados de este tipo a funciones

triangulares.

El tercer capitulo versa sobre la existencia de puntos periédicos comunes de las funciones
continuas del intervalo que conmutan. Al contrario que en el caso de los puntos fijos, el pro-
blema sigue abierto conociéndose inicamente resultados parciales. El capitulo esta dividido
en cuatro secciones. En la primera, recogemos una serie de resultados sobre conjuntos mini-
males basdndonos en los textos de | | v [S5ch]. En la segunda, presentamos un conjunto
de resultados sobre el problema de la existencia de puntos periddicos comunes en el caso de
las funciones continuas. Entre los resultados que alli se recogen, encontramos que si dos fun-
ciones continuas del intervalo que conmutan tienen inicamente puntos periédicos de érdenes
potencias de dos, entonces dichas funciones compartiran al menos un punto periédico. Por
otro lado, Steele, [Ste], investigd, haciendo uso del teorema de la categoria de Baire, acerca
del tamano de las familias de funciones continuas del intervalo cuyos elementos presentan
entre si intersecciones vacias de conjuntos de puntos periédicos. De esta forma, Steele deja
preparado el camino para resolver el problema en sentido negativo, ya que inicamente queda
pendiente demostrar la conmutatividad de las funciones. En la tercera seccion, recogemos
algunos resultados relativos al estado del problema en el caso de funciones continuamente
diferenciables. En este sentido, Schwartz, [Sch] probé que si una de las dos funciones del in-
tervalo que conmutan es de clase C*!, entonces tienen que compartir algin punto periédico.
Ademas, Alikhani-Koopaei, | ], prob6 que tipicamente el conjunto de puntos periddicos
de una funcién continuamente diferenciable del intervalo es numerable. Finalmente, estu-
diamos las intersecciones del conjunto de puntos periédicos con otros conjuntos como, por
ejemplo, el conjunto de puntos recurrentes, el conjunto de puntos uniformemente recurrentes

o el conjunto de puntos casi periédicos. Esta seccion estd basada en | ]-

El cuarto capitulo estudia otros aspectos topolégicos de la dinamica de funciones con-
tinuas del intervalo que conmutan. Dicho capitulo estd divido en dos secciones diferentes.

En la primera de ellas, definimos el concepto de entropia topoldgica y damos algunas pro-



piedades relativas al caso de funciones del intervalo. Esta seccién estd basada en | .
La segunda seccién estudia la entropia topoldgica en la composicién de funciones y cudles
son las propiedades que comparten f y g si conmutan. Ambas subsecciones estan basadas,
principalmente, en los articulos de Canovas y Linero, | lvi ]. Entre los resul-
tados que alli se recogen, podemos destacar que si dos funciones del intervalo que conmutan
comparten un punto periédico de orden 2¥p, con & > 0 y p > 3 impar, entonces la entropia
de la composicion es positiva; o bien, que si comparten un punto periédico cuyo orden no

es una potencia de 2 para f entonces la entropia es positiva.

Finalmente, el trabajo recoge dos anexos. El primero de ellos dedicado a uno de los
principales resultados dentro de los sistemas dindamicos discretos en el intervalo, a saber, el
teorema de Sharkovsky. En dicho anexo realizamos la demostracién del teorema basandonos
en una simplificacién de la misma realizada por Du, [Du]. El segundo de los anexos, recoge
la prueba de que todo conjunto perfecto no vacio es no numerable. Dicha prueba esta basada

en lo recogido en | ).

Para acabar, destacamos que la literatura utilizada consiste, ademas de algunas refe-
rencias generales, en articulos de investigacion que hemos ido recopilando y reorganizando

apropiadamente siguiendo el orden cronoldgico.






Capitulo 1
Preliminares

Planetas en movimiento, especies que se reproducen, movimientos bursatiles... En nues-
tro dia a dia estamos rodeados de sistemas que evolucionan con el tiempo. Estos sistemas
constituyen lo que conocemos por sistemas dindamicos, los cuales clasificaremos principal-
mente dependiendo de si consideramos el tiempo de forma continua o, si por el contrario, lo
consideramos de forma discreta. Los primeros reciben el nombre de sistemas dinamicos con-
tinuos, mientras que los segundos, objeto de estudio de este trabajo, se denominan sistemas

dindmicos discretos.

En este trabajo, los sistemas dinamicos que estudiaremos vendran descritos por la ite-
racion de una funcién, f, en un determinado espacio métrico compacto X. En particular,
consideraremos el intervalo unidad, [0, 1], que denotaremos como I. De esta forma, un sis-
tema dindmico discreto es un par (X, f) donde X es un espacio métricoy f: X — X una

funcion que define el sistema a base de iterar en dicho espacio.

En este capitulo nos dedicamos a introducir los conceptos fundamentales relativos a los
sistemas dinamicos discretos que utilizaremos posteriormente a lo largo de todo el trabajo.
Principalmente, las definiciones que en este capitulo se recogen estan basadas en los libros de

de Block Coppel, | |, Devaney, [Dev], y Sharkovsky, Kolyada, Sivak y Fedorenko, [Sha].
A lo largo de todo el trabajo entenderemos que N = {1,2/3,...}.

Dado zy € X, definimos la drbita de xy por f a la sucesién de puntos'

Lo, T1 = f(ZL'()), To = fQ(ZL'()), ey Ty = f”(xo)

La denotaremos como

Orbf(xo) = {0, f($0)7f2($0)7 o (o), 1

Denotamos f™(x) = (f o f*~1)(z), paran > 1, con f° la identidad, i.e., fO(z) = =.




cuando esté claro la funcién f, la denotaremos simplemente Orb(z).

Existen numerosos tipos de érbitas en un sistema dindmico, pero, sin lugar a dudas,
una de las mas importantes son las descritas por los puntos fijos. Diremos que zy € X es
un punto fijo si verifica f(xg) = xy. Notese que en este caso f?(xg) = zo y, en general,
f™(zo) = o, para todo n > 1. Al conjunto de puntos fijos de una funcién f lo denotaremos
por Fiz(f). Graficamente podemos encontrar los puntos fijos viendo donde corta la funcién

a la recta y = x.

Figura 1.1: Ejemplo para encontrar los puntos fijos de una funcién graficamente.

Otro caso importante de orbita son las periddicas o ciclos. Diremos que zg € X es un
punto periddico si f"(xg) = xo para algin n > 0. El menor n que verifica dicha igualdad
recibe el nombre de orden o periodo minimo de la érbita. Lo denotaremos como ords(x) = n.
Notese que si xg es un punto periddico de orden n, entonces la érbita de dicho punto es una

sucesién de puntos que se repite constantemente

Orbs(xg) = {0, f(x0), ... ,f"_l(xo),ajo, f(zo)s .oy " o), ... }.

Con P(f) denotaremos al conjunto de puntos periédicos de una funcién y con Per(f) deno-
taremos el conjunto de periodos. Un punto xg € X es finalmente fijo o finalmente periodico

si xp no es ni fijo, ni periédico, pero algin punto de la érbita de xq si lo es.
Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice f—invariante si f(A) C A. Si se da
la igualdad diremos que es fuertemente invariante.

Lema 1.1. Sea f € C(I,1). Dado n € N, tenemos que x € Fix(f") si y solo si x es un

punto periodico de f con ords(x)|n.

Demostracion. “ =" Supongamos que z € Fiz(f"), entonces se cumple que f"(x) = x.

Sea m = ord(z). Por definicién, m es el menor entero positivo tal que f™(z) = . De ahi,

= [T @) = ) == ) =
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Luego, al verificarse f"(x) = x, existe k € Z* tal que n = km. Asi concluimos que

m = ords(z)|n.

“ <" Denotemos m = ordy(x). Por hipdtesis, f™(x) = = y m|n, lo que implica que

existe a € ZT tal que n = am. Veamos que x € Fix(f"):
fi(a) = fm(@) = fO Mo fM(a) = M (@) = - = (@) = fMo f(2) = (@) = a.
[l

Lema 1.2. Sea f : X — X continua y o € X. Entonces, Orbs(zo) es cerrada, invariante

Yy no vacia.

Demostracion. Orbs(zg) es cerrada por considerar la clausura del conjunto; es no vacia
ya que el punto xy pertenece a su érbita; e invariante ya que si tomamos y € Orbs(x),
f(y) € Orbg(xg) por definicién. O

Existen nociones de recurrencia mas débiles que las anteriormente descritas que contienen
a los conjuntos de puntos fijos y periddicos. Un punto xg € X diremos que es recurrente si
para cualquier entorno abierto U de xy existe una sucesién {n;}°; tal que f"i(zo) € U. Si la
sucesion {n;}22, tiene intervalos errantes, el punto se denomina uniformemente recurrente,
donde entendemos que un conjunto S C R tiene intervalos errantes si para todo T' € N el
conjunto [t,t + T] NS contiene al menos un punto. Si n; = ki para algin k£ € N el punto
se denomina casi periodico. Denotaremos por Rec(f), UR(f) v AP(f), a los conjuntos de
puntos recurrentes, uniformemente recurrentes y casi peridédicos respectivamente. De las

definiciones se sigue la siguiente cadena de inclusiones
Fix(f) C Per(f) C AP(f) CUR(f) C Rec(f).

Un punto zy diremos que es estable si dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que |z — zo| < ¢
implica que | f™(x) —xo| < € para todo n > 0. El conjunto de estos puntos lo denominaremos

conjunto de puntos estables. En caso contrario, hablaremos de puntos inestables.

Definimos el conjunto w—Ilimite de un punto xg € X como el conjunto

wia) =wi(@) = () |J f(@).
m>0n>m
Equivalentemente, y € ws(x) si y sélo si es un punto de acumulacién de la trayectoria
{f™(x)}5,, es decir, f™(z) — y para alguna sucesién de enteros n, — 00. Denotaremos
por ©(g) al conjunto de todos los w—limite de f. Destacar que esta equivalencia es valida
por trabajar con espacios métricos compactos. En general, dicha afirmacion no es cierta en

un espacio topolégico arbitrario.



Proposicién 1.3. Sea f : X — X continua y xy € X. Entonces ws(zo) es no vacio, cerrado

y f—invariante.

Demostracion. Sea K C X compacto tal que Orbs(zy) C K. Por el teorema de Bolzano-
Weierstrass, al ser K compacto, tenemos garantizada la existencia de una subsucesion
(f™(x0))$2; convergente a un punto y € K. Luego, por definicién, y € wy(xg). Asi con-

cluimos que wy(zo) # 0.

Por definicién, wy(zg) es interseccion numerable de conjuntos cerrados, por lo tanto,

wg(xo) es cerrado.

Por dltimo, veamos que es f—invariante. Sea y € ws(x). Tomamos una subsucesién
(ng)52, que tiende a infinito tal que f™(z) tiende a y. Para cada k € N, sea s = ng + 1.

Notese que s, — oo. De esta forma,

Fo(xo) = (o) = F(F™ (20)) =F f(y)

por la continuidad de f. Asf que f(y) € ws(xg), obteniendo asi la f—invarianza de wy(zo).
[l

A continuacién, definiremos algunas de las propiedades principales a estudiar para des-
cribir la dinamica de un sistema dinamico discreto. En concreto, introduciremos la nociéon

de turbulencia, transitividad y bitransitividad.

Diremos que una funcion f : I — [ es turbulenta si existen subintervalos compactos J, K
con a lo sumo un punto en comun tal que JUK C f(J)N f(K). Se dird que es estrictamente
turbulenta si los subintervalos J, K se pueden elegir disjuntos. Se sigue de la definiciéon que
si f es (estrictamente) turbulenta, entonces f" es (estrictamente) turbulenta para cualquier

n > 1.

Una funcién f : X — X diremos que es topologicamente transitiva si para cada par de
conjuntos abiertos no vacios U y V en X, existe un entero positivo k tal que f*(U)NV # ().
En otras palabras, existe una 6rbita densa. También diremos que f es bitransitiva si f? es

topologicamente transitiva.

También debemos destacar algunos tipos de conjuntos de gran importancia a la hora
de estudiar la dindmica de un sistema. En el caso de los conjuntos minimales y perfectos,
profundizaremos en la seccién 3.1, limitdndonos en este capitulo de preliminares a introducir

su definicién.



Un espacio métrico compacto X diremos que es un conjunto de Cantor si no tiene pun-
tos aislados y es totalmente disconexo, es decir, para cualquier par de puntos distintos «;, 3

existen subconjuntos cerrados disjuntos A, B de X que contienen «, # respectivamente.

Las funciones f : X — X y g :Y — Y se dice que son topologicamente conjugadas si
existe un homeomorfismo h : X — Y tal que (ho f)(x) = (g o h)(x) para todo x € X.
El homeomorfismo h que satisface esta condicion se llama conjugacion topoldgica, siendo el

siguiente diagrama conmutativo.

Figura 1.2: Diagrama que ilustra la conjugacién topoldgica. Imagen extraida de | ].

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es denso en X si para cualquier punto
x € X, cualquier entorno de x contiene al menos un punto de A. Un conjunto en un espacio
topoldgico diremos que es nowhere dense si es un conjunto cuya clausura tiene interior vacio.

En otro caso, diremos que el conjunto es somewhere dense.

Finalmente, presentamos uno de los principales resultados dentro del ambito de los sis-
temas dindmicos discretos, el Teorema de Sharkovsky. En el Anexo I desarrollamos la de-

mostracién del teorema.

Teorema 1.4. (Teorema de Sharkovsky) Supongamos que f : 1 — I es una funcion conti-
nua. Si f tiene un punto periodico de orden m, entonces f también tiene un punto periodico

de orden n siempre que m <gn en el orden de Sharkovsky, siendo dicho orden el siguiente:

3 <s 5 < 7 < e <y
2:3 <y 20 <5 2-7 <5 ... <
22.3 <, 22.5 <, 227 <, ... <

< 22 o< 22 <, 2 <, L
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Capitulo 2
Puntos fijos comunes

Durante los anos cincuenta del S. XX, los matematicos E. Dyer, A Shields y L. Dubins,

de manera independiente, plantearon el siguiente problema:

Conjetura 2.1. 5@ f y g son dos funciones continuas del intervalo unidad, I, que
conmutan, esto es, f(g(x)) = g(f(z)) para todo x € [0, 1], entonces tienen un punto fijo

en comun.

Esta conjetura se recogié por primera vez en la literatura en [Rit], donde J.F. Ritt
demostré su veracidad en el caso particular de los polinomios. De hecho, en su articulo,
donde abordaba de forma mas general distintos métodos para obtener funciones racionales
permutables, probd que los tinicos polinomios con coeficientes reales que conmutan son las
potencias de x, las iteradas del mismo polinomio, y los polinomios de Tchebycheff. Cabe
destacar que la prueba desarrollada por Ritt es bastante ardua, de ahi que recomendemos al
lector interesado en la prueba desarrollada por €él, la lectura del articulo de Block y Thielman
[Blo] que sintetiza y expresa de forma mds explicita los resultados desarrollados por Ritt en

ese sentido; y el articulo de Bertram [Ber] que refina el método desarrollado por él.

A raiz de la conjetura, fueron multiples los casos particulares que se estudiaron y dieron
respuesta afirmativa a la misma. Entre otros, podemos destacar a: DeMarr [Del] y [De2],
quien estudié casos particulares de funciones contractivas y lipschitzianas, encontrando re-
sultados positivos para aplicaciones definidas en determinados subconjuntos de espacios de
Banach; Shields [Shi], que publicé una prueba para funciones en el disco unidad; Cohen | ]
que estudié funciones full. La seccion primera de este capitulo estd dedicada a desarrollar

estos resultados.

Después de numerosos casos particulares donde la conjetura era cierta, a finales de los

11



anos sesenta, Huneke [[Tun] y Boyce | |, de forma simultdnea e independiente, cons-
truyeron contraejemplos que probaban que, en general, era falsa. Abordaremos estos con-
traejemplos en las secciones segunda y tercera de este capitulo. A pesar de ello, se sigui
profundizando en la direccion positiva de la conjetura, centrandose la investigacion, a par-
tir de ese momento, en familias de funciones que conmutaban, extensiones a otros espacios
métricos compactos y a clases particulares de aplicaciones continuas como pueden ser las fun-

ciones triangulares o las antitriangulares. Estudiaremos estos resultados en la seccién cuarta.

En el presente capitulo, abordaremos la evolucién de la conjetura siguiendo el recorrido
descrito en los parrafos anteriores. Comenzaremos viendo algunos resultados particulares
donde se verifica la propiedad de compartir puntos fijos. A posteriori, presentaremos en dos
secciones diferentes, los contraejemplos propuestos por Huneke y Boyce y, finalmente, nos
centraremos en alguno de los resultados que se desarrollaron a partir de la resolucién de
la conjetura, relativos a familias de funciones y a la extension a otros espacios métricos

compactos.

2.1. Algunos casos especiales

En esta seccién presentamos algunos casos particulares en donde se verifica la conjetura
planteada sobre la existencia de puntos fijos comunes para funciones continuas del intervalo

que conmutan entre si.

En primer lugar, destaquemos el trabajo de Cohen [C'oh], quien estudié funciones conti-

nuas del intervalo que poseian la propiedad de “fullness”.

Definicién 2.2. Diremos que una funcion continua f : [0,1] — [0,1] es “full” si existe

una particion Pr = {zg,x1,...,x,}, n > 1, de [0,1] con zg =0, z, =1 yz; < Tip1, @ €

{1,--- ,n—1} tal que para cada i =0,1,...,n— 1, tenemos que f|s, .., €s un homeomor-

fismo de [z;, x;41] con [0,1]. A dicha particion Py la llamaremos particion plena.

El estudio de esta propiedad vino motivado por los polinomios de Tchebycheff!, ya que
aparte de ser los unicos polinomios que conmutan entre si y verifican la conjetura, también
cumplen que existe una particién del intervalo [—1, 1] de forma que el polinomio restringido

a cada uno de los subintervalos de la particién es homeomorfo al intervalo [—1, 1].

Es inmediato comprobar que la composicion de dos funciones full sigue siendo full, y

que Py es tnica. A continuacién, ilustremos la definicién anterior con un ejemplo de dos

Los polinomios de Tchebycheff se definen de forma recurrente como sigue: Tyo(z) = 1, Ti(z) =
x, Thi1(x) = 22T, () — Th—1(x).
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funciones full que conmmutan.

Ejemplo 2.3.

) 0 p ] 3z &Oﬁxﬁ%,
T si <=z
flx) = T T2 g@)=K2-3r siit<z<?Z
(@) 2 —2x &%Sxﬁl. (@) ?2’ 3
3x — 2 siz<z<1
; 1
-0:5 0-5 | Lo
0 05 1
(a) f(z)
(b) g(z)

Figura 2.1: Ejemplo de fuciones full que conmutan.

Las particiones plenas de dichas funciones son Pr(z) = {0, 1 5,1}y Py(x) = {0, %

2
37
respectivamente. Como se aprecia en las grdficas de las funciones, Fix(f) N Fix(g) = {0}.

1}

A pesar de que la particién sobre la que estan definidas las funciones “full” puede tener
cualquier nimero de subintervalos, y estos cualquier longitud, un caso especial y destacable

es aquel en el que todos los subintervalos de monotonia tienen la misma longitud.

Definicién 2.4. Sean f y g dos funciones “full”. Una particion plena Py es reqular si sus
subintervalos tienen todos la misma longitud. Una particion plena P, refina Py uniforme-

mente si cada subintervalo de Py es la union del mismo nimero de subintervalos de sz.

Notese que ambas particiones del ejemplo 2.3 son regulares.

Una vez introducidos los conceptos correspondientes, presentamos el resultado relativo a
la existencia de puntos fijos comunes en funciones “full” que conmutan. Para ello, tengamos

en cuenta el siguiente lema previo.

Lema 2.5. [C'oh] Si f1 y g1 son funciones “full” que conmutan sin puntos fijos comunes,
existen funciones f y g con esas mismas propiedades de f1 y g1 y ademds son tales que f(0) =

g(1) =0, f(1)=g(0) =1, Py, Py y Prog son requlares, y P, refina Py uniformemente.

2La particién plena que refina uniformemente P, no tiene por qué ser regular.
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Demostracion. Notese que f1(0) = ¢;1(0) = 0 garantizaria la existencia de un punto fijo

comun. De ahi que tnicamente tengamos que considerar los siguientes casos
L. f1(0) =0, g1(0) =1,

En el caso 1, f1(1) = fi(g1(0)) = g1(f1(0)) = g1(0) = 1, luego g1(1) = 0 ya que si fuese
1 tendriamos un punto fijo en 1. En este caso, tomamos fo = f1 y g2 = ¢1.

En el caso 2, fi(1) = fi(g1(0))

= gl
fijo comin, debemos tomar f;(1) = g;(1) = 0. En este caso, tomamos fo = fi0g; y g2 = g1.

Ahora, f5(0) = fi(9:(0)) = fl(l) =0, 32(0) = 1(0) = 1, fo(1) = fl(gl(l)) = fi(0) =1y

g2(1) = ¢1(1) = 0. En cualquier caso, tomamos f3 = fo y g3 = g2 © fo. Claramente Py, refina

(f1(0)) = g1(1), por lo tanto, para evitar un punto

uniformemente a Py,, y de forma similar, Py,o4, refina Py, uniformemente.

Ahora, tomemos ¢ un homeomorfismo en [0, 1] que lleva la particién Pf,.,4, a una particién
regular del intervalo unidad. Sea f = ¢ o fz0 ¢~y g = dg3¢ L. Es facil de comprobar que

dichas funciones tienen las propiedades requeridas. O

Teorema 2.6. [Coh] Sean f y g dos funciones full que conmutan. Entonces, tienen en

comun al menos un punto fijo.

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que f y g no comparten
ningtn punto fijo. En este caso, por el lema 2.5, no hay pérdida de generalidad si suponemos
que dichas funciones satisfacen que f(0) = g(1) =0, f(1) = g(0) =1, P, P, y Poy son

regulares, y P, refina Py uniformemente.

Teniendo en cuenta que las particiones son regulares, tomamos Py = {0, %, %, o1ty
P, = {0, %, %, ..., 1}, que determinan la particién de la composicién Pyo, = {0, %, %, 1)

Observemos que m > n por refinar P, uniformemente a P;. Por otro lado, adoptamos la

notacion f; = f

[t

Nos centraremos en probar el caso donde m y n son nimeros impares, siendo andlogo el
resto de casos. Sea r = ”TH, y s = mTH, con r impar y s par (en caso contrario se realiza un

razonamiento analogo).

Denotamos por D(¢) al dominio de una funcién ¢. Nétese que D(f; o g;) es algin subin-

tervalo de Po, para algtn 7 y j, luego, en particular,

r—1r—1 1
D(glofr): ) + — ;

n n mn
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D(QQOfr):|i + ) + —

n nm n nm

r—1 1 r—1 21

—1 s—17r—1 ~1 nm+1
D(QSOfr)Z{T TR +i}={nm o ]

De forma similar,

s—1 s—1 1
D(flogs) = [ m %} )
s—1 1 s—1 2
Dros) = | "ot + o o

s—1 r—1s-—1 r nm—1 nm+1
D(frogs):|: n + s + :|:|: :|

b
nm n nm 2nm 2nm

y, por consiguiente, hemos probado que D(gs o f,.) = D(f. 0 gs).

El motivo por el que distinguimos casos, en funcién de si m,n,r o s son pares o impares,
se debe a que nos interesan los intervalos centrales de las particiones (donde estan definidas
fr v gs), v la expresién de estos depende de si el niimero de subintervalos es par o impar.
Por ejemplo, si m y n fuesen los dos pares, entonces 7 y s vendrian determinados por 7 = 3
ys=74.

Por otro lado, g es continua y sobreyectiva en [0, 1], luego su gréfica debe intersecar
la diagonal de [0, 1] x [0, 1], concluyendo asi que g, tiene un punto fijo z;. Como D(gs) C
D(f,), tenemos que z; € D(f,) y asi z1 € D(f, 0 gs) = D(gs o f.). Por lo tanto, (gs o
fi)(z1) = (fr 0 gs)(z1) = fr(z1). De ahi, zo = f,.(z1) es un punto fijo para gs. Repitiendo el
proceso, encontramos una sucesioén de puntos fijos (z,) de g5 donde 2,41 = f,(2,). Como f,
es monotona y acotada, la sucesién (z,) converge a z, que claramente es un punto fijo de f

y g. De esta forma, llegamos a una contradiccion, quedando asi probado el teorema. O]

Obviamente, las funciones “full” no cubren la totalidad de la casuistica de funciones con-
tinuas que pueden conmutar. De hecho, existen funciones sencillas, como algunas mondétonas

a trozos, que no son “full”.

Ejemplo 2.7. Consideremos las siguientes funciones del intervalo unidad que conmutan,

3x siOSxS%, 3x+% SiOSIS%,

1 1 3 1 1

flz) = 2 —3x Sligxgi’yg(m): 5—3x sig<uz<g,
3xr—1 si%ﬁxﬁ%, 3x—% Si%ﬁl"ﬁ%,

3-3z si2<z<l, T—3r sid<z<1.

La funcion f no es “full” ya que para los subintervalos [%, %] Yy [%,%] de la particion,

f‘[%,%] Y f|[%’§] no son homeomorfos al intervalo unidad. La funcion g tampoco lo es, ya que
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0:5 -0:5

Figura 2.2: Ejemplo de fuciones conmutables que no son full.

1

para los subintervalors [O, 6} Y [%, 1} de la particion Py, g|[0 1Y g][g 1] mo son homeomorfos
b 67

1
5
al intervalo unidad. En la imagen 2.2 se adjunta la representacion grafica de f y g.
Por otro lado, DeMarr presenté en [De2] dos resultados particulares donde la conjetura

2.1 era cierta. Uno de ellos, relativo a funciones lipschitzianas® y otro a funciones contracti-

vas*. Comencemos estudiando el primero de ellos.

Teorema 2.8. Sean [ y g funciones lipschitzianas del intervalo unidad, con constantes de

Lipschitz o y B respectivamente, donde 5 < Z—ﬂ Supongamos que f y g conmutan, entonces

existe un punto fijo para f y g.

Demostracion. Antes de nada, resaltar que al ser ,a > 0, entonces a > 1 por la desigual-

dad que verifica 8 por hipétesis.

Sea G = Fiz(g). Es sencillo ver que es cerrado y, por lo tanto, compacto. Se sigue in-
mediatamente, por la conmutatividad, que f(G) C G. Ademas, al ser g continua en [0, 1],
G # () y es cerrado.

Probemos ahora, por reduccién al absurdo, que Fiz(f) N Fiz(g) # (. Sean ¢ = min G
y b = méxG. Como f(G) C G, se tiene que a < f(a) y f(b) < b, siendo las desigual-
dades estrictas al suponer que no tienen ningin punto fijo en comun. Ahora, definimos
Ay ={z e Glz < f(x)} vy Ay = {z € G|z > f(z)}, entonces existe 6 = inf{|z —y| : z €
A,y € Ay} = d(Aq, Ay). Sean x1 € Ay y x5 € A, los puntos donde se alcanza dicho minimo.

Lo anterior esta garantizado por ser G compacto y f continua.

3Una funcién f : R — R es lipschitziana si existe una constante K > 0 tal que |f(z) — f(y)| < K|z — y|

para todo z,y € R.
4Una funcién f: R — R es contractiva si es lipschitziana con constante de Lipschitz K menor que 1.
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Fijemos y; = f(z1) e y2 = f(x2). Veamos que y; > x5 e yo < x1. Como f(G) C G,
tenemos que yi,y2 € G. Ahora, si z € Gy 1 < z < x9, entonces f(z) # z por ser
d =d(x1,29) > 0. Como x1 < ys € Gy x3 > ys € G, entonces xo < y; € Yo < x1. También
tenemos que g(z) # x para todo = € Iy = [x1,x3]. De otra forma, g tendria un punto fijo en
el interior de Iy, lo que no es posible por lo visto anteriormente. Supongamos que = < g(x)

para todo x € Iy (en el otro caso procederiamos de forma completamente andloga).

Como z1 < f(x1) vy f(x) < x2, se sigue que f tiene un punto fijo en Iy por ser continua.

Sea s = max{z : f(x) =z, € I} y tomemos t = g(s). Nétese que

Luego t € Fiz(f) y s < t, pues suponemos que x < g(x) en Iy = [z, xs]. Esto implica
que x9 < t, ya que si x; <t < x5 se tendria f(t) # t.

A continuacion, deduzcamos desigualdades adicionales a partir de las condiciones de
lipschitzianidad de f y g. No hace falta trabajar con valores absolutos ya que sabemos que

todas las cantidades con las que vamos a trabajar son positivas. Tengamos en cuenta que

a > 1.
b= F() 1 < F(E) — o = F(E) — F(22) < alt — ), 1)
t—x1=9g(s) —x1 < g(s) — g(x1) < B(s —x1), (2.2)
s—x1=f(s) —x1 < f(s) — f(z2) < a(xg — s), (2.3)

De (2.1) obtenemos,
axy — 1 < (a0 — 1)t (2.4)

De (2.2) y (2.4),
axe — 21 < (a— 1)[B(s — x1) + 21],

de ahi, azxy < B(a — 1)(s — x1) + axy, de donde se sigue que
alxe — 1) < Bla—1)(s — 7). (2.5)

De (2.3) se obtiene s — x; < af(x2 — 1) — (s — x1)] y, de ahi,

(a+1)(s —x1) < afxe — x9). (2.6)
De (2.5) y (2.6) obtenemos
a+1
< . 2.
otlep .7
Luego, la desigualdad (2.7) contradice el hecho de que 3 < 2H. Por lo tanto, f y g

tienen un punto fijo comun. O
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Nota 2.9. La prueba anterior la hemos desarrollado suponiendo que o > 1. En caso con-
trario, la aprorimacion que tenemos que realizar es diferente. En el caso o <1 tendriamos

que se verifica la desigualdad
|f (@) = fy)l < |z —yl.

Si ¢ y d son el menor y mayor punto fijo de f yc <x <d, entonces

f@) —c<|[f(z) = <|f(x) = flo)] <z —c,

lo que implica que f(x) < x. Por otro lado,
d- (@) < ld— f@)| < |f(d) - f@)| <d -,

luego x < f(x).

En definitiva, concluimos que f(x) = x. Asi H = [c¢,d] es el conjunto de puntos fijos de
f. Como f y g conmutan, g(H) C H. Ademds, g es continua, luego debe tener un punto fijo
en H. De ahi, f y g tienen un punto fijo comun. O

Obviamente, el teorema anterior, cierto para funciones lipschitzianas, también es cierto
para funciones contractivas, ya que estas son un caso particular de las primeras. Sin embar-
go, en otro contexto y con condiciones mas restrictivas, existen resultados que confirman la
conjetura para funciones lipschitzianas con constante K = 1, pero donde no se puede garan-
tizar nada, en general, respecto a funciones lipschitzianas. Uno de esos resultados, debido
también a DeMarr, [Del], enmarcado en un contexto diferente a los anteriores (considera
las funciones definidas sobre subconjuntos convexos y compactos no vacios de un espacio de
Banach), surge de manera natural después de que Kakutani [[<ak] y Markov [\ar] probasen
que para el caso particular de una familia de transformaciones lineales y continuas de un es-
pacio topoldgico lineal en si mismo que conmutan, y con un subconjunto convexo compacto
no vacio invariante en dicho espacio, entonces la familia tiene un punto fijo comtn en dicho
subconjunto. A continuacién, enunciemos un lema previo que sera de utilidad para probar el

posterior teorema. No desarrollaremos la demostracion por cuestion de longitud del trabajo.

Lema 2.10. Sea X, un subconjunto convexo® no vacio de un espacio de Banach® y sea f
una funcion lipschitziana de Xy en si mismo con constante K = 1. Si existe un conjunto
compacto M C Xy tal que M = f(M) y M tiene al menos dos puntos, entonces existe un
conjunto convezro cerrado no vacio K, tal que f(x) € Ky N Xy para todo v € K1 N Xy y
MNK{#0 (K§ denota el complementario de K ).

5Un conjunto A es convexo si el segmento que une cualquier par de puntos de A estd contenido en A.
6Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo en la métrica definida por su norma.

Esto quiere decir que un espacio de Banach es un espacio vectorial V' sobre el cuerpo de los ntimeros reales
o el de los complejos con una norma || - || tal que toda sucesién de Cauchy, con respecto a la métrica

d(z,y) = || — y||, en V tiene un limite en V.
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Teorema 2.11. Sea B un espacio de Banach y X C B un subconjunto convexo, compacto
no vacio. Si ¥ es una familia no vacia de funciones lipschitzianas de X en si mismo que
conmutan con constante de Lipschitz K = 1, entonces la familia .F tiene al menos un punto

fijo comun en X.

Demostracion. La idea de la demostracién es probar, haciendo uso del lema de Zorn”, que
existe un conjunto minimal no vacio Xy C X compacto y convexo tal que X es invariante

para cada f € .%. Si X, consiste en un tunico punto, entonces el teorema queda probado.

Ahora, supongamos que X consiste en mas de un punto. Debemos usar el lema de Zorn
de nuevo para ver que existe un conjunto compacto no vacio minimal M C X tal que M

es invariante para cada f € .%. Veamos ahora que M = f(M) para cada f € Z.

Como cada f € # es continua y M es compacto, f(M) es compacto. Para cada f € #
tenemos f(M) C M. Supongamos que para algin g € % tenemos g(M) = N # M. Para
cada x € N existe y € M tal que x = ¢g(y). Como todas las funciones en .# conmutan, para

todo f € F se tiene,

ya que f(y) € M.

De ahi, tenemos que f(N) C N C M para todo f € %. Pero como N es un subconjunto
compacto no vacio de X, que es invariante para cada f € . % y como N C M # N, tenemos

una contradiccion con la minimalidad de M.

Consecuentemente, nuestro supuesto de que M # N es falso. Debemos suponer que M
tiene al menos dos puntos; en otro caso, el teorema estaria probado. Aplicamos el lema 2.10
a cada f € Z. Refiriéndonos a la notacién de dicho lema, vemos que el conjunto K7 N X, es
invariante por cada f € .. Como K; es cerrado, vemos que K; N Xj es un subconjunto de
Xy compacto convexo no vacio. Como @) # M N K¢ C Xo N K¢, vemos que K7 N Xy # Xo.
De ahi, que si X tiene méas de un punto, entonces llegamos a una contradiccién con la
minimalidad de Xj. O

Nétese que si la norma asociada al espacio de Banach B es estrictamente convexa®,

entonces el teorema anterior se verifica, ya que en ese caso cada funcion lipschitziana con

"Lema, de Zorn: Si S es un conjunto parcialmente ordenado en que cada cadena, esto es, cada subconjunto
totalmente ordenado, tiene una cota superior, entonces S tiene un elemento maximal.

En la demostracion se utiliza la versién equivalente con cota inferior y elemento minimal.
8Se dice que una norma || - || en un espacio de Bancah es estrictamente convexa, si la condicién ||z|| =

Iyl = %HIerH implica que = = y.
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constante de Lipschitz K = 1 tiene un conjunto de puntos fijos que no es vacio, convexo y
compacto. Sin embargo, en el caso general, el conjunto de puntos fijos de una isometria no

es convexo. [lustremos esta observacion con un ejemplo.

Ejemplo 2.12. Sea B el espacio de todos los pares ordenados (a,b) de nimeros reales, donde
si x = (a,b), entonces ||z|| = max{|al,|b|}. Definimos X ={z :|jz|| <1}y f: X = X
dada por f(a,b) = (|b],b). Veamos que f es una funcion lipschitziana con constante K =1

considerando x = (a,b) ey = (a',V):

£ (@) = f@Il = [1(16l,b) = (1L &) = [I(b] = [6'], b = )[| = [b = b
< mix{la —d'[,[p=V[} = [|(a — ', b= V)| = [|lz = y]]

Ademds, x = (1,1) e y = (1,—1) son puntos fijos de f. Sin embargo, 3(z +y) = (1,0)

no es un punto fijo.

Finalmente, a pesar de que el trabajo esté centrado en el estudio de funciones reales,
destacaremos un resultado, sin entrar en su demostracion, para funciones complejas debido
a Shields. En [Shi] se prueba que si f y ¢ son funciones continuas en el disco unidad, |z| < 1,
analiticas en el disco abierto, y conmutan para todo z, entonces tienen un punto fijo comun.

De forma mas general, una familia conmutable de dichas funciones tiene un punto fijo.

Teorema 2.13. Sea . % una familia conmutable de funciones continuas que llevan el disco
unidad en él mismo y son analiticas en el disco abierto D. Entonces existe al menos un

punto fijo xo para todas las funciones de la familia.

2.2. Contraejemplo 1 - Huneke

A pesar de que la conjetura 2.1 sobre puntos fijos comunes de funciones continuas que
conmutan en el intervalo resulté ser cierta para numerosos casos particulares, J.P. Hune-
ke presenté en 1968 dos construcciones diferentes que probaban que, en general, era falsa,
[ |. Para ello, desarroll6, en primer lugar, una serie de resultados que caracterizaban a las
funciones que podian contradecir la conjetura. Después, teniendo en cuenta dichas conside-
raciones, construyé sucesiones de funciones cuyos limites formaran un contraejemplo para el
problema de la funcién conmutable (nombre con el que Huneke hacia referencia al problema
de la existencia de dos funciones continuas f y ¢ que conmutan en el intervalo sin tener

puntos fijos comunes).

A continuacién, desarrollamos las ideas de Huneke en dos subsecciones diferentes. En la
primera, presentaremos las definiciones y resultados previos sin detenernos en profundidad en

las demostraciones. En la segunda, procederemos a construir los dos ejemplos que presento.
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Todos los resultados que se presentan en esta seccién han sido extraidos de | ], cualquier

lector interesado en los detalles que omitamos puede consultarlos en dicho articulo.

2.2.1. Resultados previos

En los contraejemplos presentados por Huneke, las funciones lineales a trozos® juegan
un papel muy importante. Los extremos de definicién de cada uno de los subintervalos que
definen la funcién no son derivables y, dentro del conjunto de los puntos no derivables, el lema
2.18 muestra cémo puntos consecutivos siguen siendo consecutivos bajo la aplicacion de una
funcién lineal a trozos. Por otro lado, el lema 2.17 es una propiedad sobre la conmutatividad

de los limites de sucesiones uniformemente convergentes de funciones continuas.

Definicién 2.14. Sea f una funcion lineal a trozos definida en I. Denotaremos por B(f)
al conjunto de todos los puntos del interior de I donde f no tiene derivada, es decir, donde

1" no existe.
El lema 2.15 nos proporciona una serie de propiedades sobre este conjunto B(f).

Lema 2.15. Sea f una funcion lineal a trozos definida en I; sea g una funcion definida en

I; sea h una funcion lineal con imagen en I; y sea p una funcion lineal no constante definida

en f(I). Entonces (g0 h)(B(f o h)) =g(B(f)),B(po f) = B(f), y h™(B(f)) = B(f(h)).

Ejemplo 2.16. llustremos el lema 2.15 estudiando un caso concreto. Consideremos las

funciones f : I — I lineal a trozos, g : I — I, h :[2,3] — I lineal y p : I — I definidas

como:
4x, si ngg%l,

—dr+2, si t<ax<l
flz) = T

de —2 st g <74,

—4x + 4, si %gazgl.

g(x) = 2% h(z) =3 -z y pla) = .

Aqui B(f) = {}L, %, %} La composicién f o h viene dada por:

4r — 8, si 2§x§%,
10 —4z, si 2<z<2,
(foh)(z)= Lo
4r — 10 si ggng%,
124z, si L <z<3

Las funciones f y f o h estan representadas grdaficamente en 2.5.

9Por funcién lineal a trozos entendemos aquella funcién cuyo dominio estd dividido en una cantidad finita

de subintervalos, siendo en cada uno de ellos una funcién lineal.
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Figura 2.3: Funciones del ejemplo 2.16 al lema 2.15.

El conjunto B(f o h) = %, :, %} Teniendo en cuenta que h™'(x) : [ — [2,3], es fdcil
caleular h™(B(f)), siendo h™'(3) = 4, h™*(3) = 2 y h™*(2) = 2. Asi ya tenemos que se

verifica la tercera igualdad, a saber, h™'(B(f)) = B(f o h).

Para la sequnda igualdad, al ser p(x) = —x, considerar la composicion implica que

(po f)(z) = —f(x). Luego el conjunto de puntos no derivables se conserva y se verifica que

B(po f) = B(f).

Finalmente, comprobemos que se cumple la primera igualdad. Computar g(B(f)) es
sencillo, resultando g(B(f)) = {%, i, 1%}. De igual manera, se comprueba facilmente que

(goh)((B(foh))) da el mismo resultado:

OROR
()= ()4

De esta forma, se verifica (goh)(B(foh)) = g(B(f)). Asi queda probado el cumplimiento

del lema en este caso particular.

Lema 2.17. Sean (f)n, (gn)n dos sucesiones uniformemente convergentes de funciones
continuas definidas del intervalo [0, 1] en si mismo con limite f, g, respectivamente. Si f, o

Jn+1 = gn © fna1 para cada n € N, entonces f,g conmutan.

Demostracion. Sean (f,)n, (gn)n dos sucesiones uniformemente convergentes con limite f, g,

respectivamente. De esta forma, para todo € > 0, existen ng,my € N tales que |f(z) —
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fa(z)| < ¥ 19(%) = gm(x)| < { para todo x € I y para todo n > ng y m > my. Podemos

asi concluir lo siguiente

[f(9(x)) — g(f(2))|

IN

[f(g(x)) = falg(@))| + [ fn(9(x)) = fnlgnia(2))]
+ gn (a1 (@) = gn(f (@) + [gn(f () — 9(f (2))]
<

e+€+e+e
4 4 4 4

= €.

donde el primer y cuarto sumando son menores que 7 por la convergencia uniforme y el

segundo y tercero lo son por ser (f,)n ¥ (gn)n sucesiones de funciones continuas. Queda asi

probada la conmutatividad de f y g. O]

Lema 2.18. Sea h : I = [0,1] — I una funcidn lineal a trozos sin tramos constantes;
y sea A C h(I) un conjunto finito que contiene a la imagen por h de B(h). Si r,s son

consecutivos'® en h™1(A), entonces h(r), h(s) son consecutivos en A.

Ejemplo 2.19. FEl presente ejemplo ilustra el lema 2.18. Consideremos la funcion

gx si nggé,
—31—1—2 sl %<x§%,
9, _ 5 1 1
h(x) = 5T — 3 st 3 <wz<g,
5 1 2
—3r+3 st 5;<z<3,
%x—% si §<x§§,
9 9 o)
5+ 5 sl 6<x§1.

En este caso, tenemos que B(h) = {é, %, z, %, % yh(B(h)) = {%, 3 %, 1}. Consideramos
el subconjunto A = {}l, %, %} De ahi, obtenemos la antiimagen de dicho subconjunto por h,

es decir,

1 11117 472 1
h—l(A):{ 747 258 7}'

Es fdcil comprobar que si r,s € h™'(A) son consecutivos, entonces h(r) y h(s) también
lo son en A. Por ejemplo, tomemos % Y % que son consecutivos en h™'(A). Sus imdgenes

7y _ 1 4y _3 ~
son h (1—8) =5 yh (9) = %, que son consecutivos en A.

Haciendo uso de los dos lemas anteriores, se prueba la siguiente proposiciéon donde se
establecen las primeras propiedades que deben cumplir las sucesiones de funciones para no

verificar la conjetura 2.1.

Proposicién 2.20. Sean (f,)n, (gn)n sucesiones de funciones lineales a trozos de [0,1] en
st mismo tales que o bien v — fo(z)| > § o |x — go(2)| > § para cada x € (0,1]. Entonces

los limites de las sucesiones anteriores no verifican la conjetura siempre y cuando exista

Dado un subconjunto finito F C [0, 1], entendemos por puntos consecutivos aquellos que sean sucesivos

si ordenamos de forma creciente todos los puntos del subconjunto, ie., F = {xg <z < ... < z,}.
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0 0.5 1

Figura 2.4: Ejemplo del lema 2.18.

una sucesion (Ay,), de subconjuntos finitos de [0,1], y para cada n € N, sean vdlidas las

siguientes propiedades:

Pl(n): fn ©0dn+1 = Ggn© fn+17'

Py(n): |fl(x)] >3 vy |g,(y)| > 3 cuando las derivadas existan;

Ps(n): Si fl(z) o g),(x) no existe, entonces x € Ay;

Py(n): Para cada par de puntos consecutivos r,s € Apy1 con v < s, fu([r,s]) =

fn—i-l([ra 8]) ) gn([rv S]) - gn-l-l([rv S]):'

" P5(7”L)-' fn_l(An) =Ap = gEI(An);

» Ps(n): 0,1 € A,.

Este resultado es crucial para la construccion del contraejemplo, ya que determina las
propiedades que deben cumplir las sucesiones de funciones que nos dardn la solucién. La
prueba de dicha proposicion se basa en el uso de los resultados anteriores y de la convergencia
uniforme de las sucesiones. En Py(n) y P3(n) se aprecia la importancia de la derivada en la

construccién de la solucién.

Definicién 2.21. Para cualquier funcion lineal a trozos f, si existe un m € RY tal que
|f'(x)] = m para cada x para el que f'(x) existe, entonces f tiene derivada de valor absoluto
constante, lo que denotaremos por f tiene DV AC. Denotaremos por s(f) al valor absoluto

de la pendiente de f.

La funcién tienda,

=
I
—
DO
8
2
= O
IA

A IA
e

2 —2x, si



-0:5

Figura 2.5: Funcién con derivada de valor absoluto constante.

es un ejemplo de funcién con derivada de valor absoluto constante, siendo s(f) = 2 en este
caso.
Sea J = [r, s, entonces denotamos por T, : J — J a la funcién lineal definida para cada
r € J por
Trs(x)=r+s—ux. (2.8)

Utilizando esta notaciéon, se prueba que bajo ciertas condiciones se tiene garantizada la
conmutatividad de determinadas funciones lineales a trozos formando asi un diagrama con-

mutativo.

Proposicién 2.22. Sean f : [a,d’]| = [b,V] y g : [¢,d] — [b,V] funciones lineales a trozos.
Si{f(a), f(a")} ={b,0'} ={g(c),g(c)} y si f, g tienen DV AC, entonces existen funciones

lineales a trozos j : [d,d'| — [a,d'] y k : [d,d'] — [c, ] que satisfacen las propiedades:

s j(d) =ay j(d)=d-

{k(d), k(d)} = {e, ¢}

j, k tienen DV AC,
= j(B(k)) € B(f),
= k(B(j)) C B(yg);
s foj=gok.

El diagrama 2.1 conmuta:

[lustremos el uso que se hara de la proposicién 2.22 con el siguiente ejemplo. Este resul-

tado se utilizara en el proceso de induccion de la construccién del contraejemplo.
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[c,c’]

Cuadro 2.1: Diagrama conmutativo

Ejemplo 2.23. Consideramos las funciones f :[0,1] — [1,2] y g : [2,3] — [1, 2] siguientes:

—3z+2 si0<z <4, 3z -5 si2<z<i,
f(z) = 3z sizg<z<i ygl@)=4-3r+9 sif<z<$,
—3r+4 si§§x<1, 3r— 7 Si§§x<3.

(a) £:00,1] = [1,2] (b) g:12,3] = [1,2]

Figura 2.6: Funciones f y g del ejemplo 2.23

siendo B(f) = {3,%} y B(g) = {%,%}. Entonces existen dos funciones j : [0,1] — [0,1] y
k:[0,1] — [2,3] que cumplen las condiciones de la proposicion 2.22 que hacen el diagrama

de dicha proposicion conmutativo. En este caso se trata de

5

—§x+1 siO§x<§, §Q:+2 SiO§x<§,
j)=q Sa—% sit<z<? yhkr)=q-2z+2 siZ<aw<?
5 5 & 3 5 4 . 3
—sr+3 siz <z, 3T+ 3 815§x<1.
Véase las grificas de la imagen 2.7. En este ejemplo s(j) = s(k) = g

Lema 2.24. Sean h, k dos funciones sobreyectivas que van de [a,a’] a [b,b'], con h lineal y
k lineal a trozos. Si k tiene DV AC, entonces s(h) < s(k), es decir, el valor absoluto de la

pendiente de la funcion lineal es menor que la de la lineal a trozos.

La imagen 2.8 muestra la relacion entre las pendientes destacada en el lema 2.24.
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Figura 2.7: Funciones j y k del ejemplo 2.23.

.
0 1 2 3

Figura 2.8: Funciones referentes al lema 2.24.

2.2.2. Construccién del contraejemplo.

El contraejemplo se basa, haciendo uso de la proposicion 2.22; en construir sucesiones
(fi)n, (gn)n v (An)n que satisfagan las condiciones de la proposicién 2.20. En concreto,
queremos dos sucesiones de funciones (f,,), v (gn)n lineales a trozos que vayan del intervalo

[0, 1] en si mismo de forma que para cada x € [0, 1], o bien
1 . 1
|z — fa(x)] > G © bien |z — go(z)| > 5

y una sucesién (A, ), de subconjuntos finitos de [0, 1] tal que 0,1 € Ay, y tal que se satisfagan

las propiedades siguientes para cada n € N:
» Pi(n): parai=1,2,...,5 como en la proposicién 2.20,

. P7(n): fn|An+1 = fn+1|An+1 y gn|An+1 = gn+1|An+1’
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- PS(n): fn(B(gn>> Ugn(B(fn)) - Ana
= Py(n): Ay C Ansa,

= P 1o(n): para todo par de puntos r, s consecutivos en A, tal que r < s, se cumple que
falirs) ¥ Gnlps) tienen DV AC.

Noétese que al estar {0,1} € Ay, se sigue que {0,1} € A,, para todo n > 1. De ahi que se

verifique directamente Ps(n) para todo n > 1.

Definamos Ay = {0,1}; A; = {0, 1 315 21}y Ay = {0, %, %, %, % %, %, 1%, %, g, g, 1}.

@ @ @ g @ @ ) @ @ & 8
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 03 0

Figura 2.9: Representacion del conjunto A, en el intervalo unidad.

También definamos fo, go, f1, 91, f2 vy g2 en [0, 1] como sigue:

3x siO§x<%, 1—3zx siO§x<%,
folx) =<¢2—-3z si§§x<§, v go(z) =43z —1 si%§x<§,
3r—2 sif<ax<l, 3—3z siz<z<1
Noétese que go = fo(1 — z).
(a) fo (b) go

Figura 2.10: Funciones fy y go de la construccién del contraejemplo de Huneke.

Para construir f; y g1, modificamos fy y go en la zona central.

(fo(m) si0<a<s, (go(x) si0<a<s,

%—Sx Sl—<l’<15, 5x—§ 81—<x<15,

fi(z) = 51‘—% 81—§x<15, v gi(z) = — b 81—§x<15,
— 5T s1—<x< 51:—% Sl—<x<

\fo(x) 51§§x§1. \go(x) s1§§x§1.
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08 f AR 0:8 A
06 f 0:6

04 04 1

o2{—+ 02

0 ol2 ola ds ols 1

(a) f1 (b) g1

Figura 2.11: Funciones f; y g; de la construccién del contraejemplo de Huneke.

Noétese que g1 (z) = fi(1 — ).

Para construir fo(z) y g2(), se modifica fi(z) en el subintervalo [, L] y gi(z) en el

. 8 9
subintervalo [1—5, 15}.
( ) 6 ¢ . g
filz) si 0<2< 4, gi(z) si 0<z< 4,
25,. 8 i 6 31 49 _ 25 i 8 41
30— 3 Sl oy ST <i g — 3% Sl 5 ST <7z,
_ )38 2 .31 32 _ )2 11 . 4l 42
folr) =02 —20 si << v qp)=q2r-—3 si #<z<2,
25 2% . 32 7 17 25 C42 9
5T — % Sl Sw<gg, 5 ~ 3T sl ST <y,
. 7 : 9
\ filz) si HF<2<1 \ gi(z) si <L
2,
&ilx)
1
\ ;
8/9 ~ \81
5/6 ‘\ 5
19 /-'
o 3
1n

i
-

Figura 2.12: Las graficas de fs, g5 v la diagonal; fs o g5 cae entre las lineas punteadas donde

|z — fo(z)] < % o |z — ga(z)| < 3. Imagen extraida de [[Tun].
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Obsérvese que f;,g; v A; (i = 0, 1,2) se han definido satisfaciendo las propiedades desea-
das Py(n) — Pio(n) descritas al comienza de la seccién. En la figura anterior 2.12, se aprecia
cémo para cada x € [0,1], |z — fo(x)] > 3 o |z — go(2)| > &. Para i = 1,2, también se
verifican Py(i — 1), Pa(i), Ps(i — 1), Py(i — 1), Ps(i — 1), P (i — 1), Ps(i), Po(i — 1), Pio(3).

Procedamos a definir (f,,)n, (gn)n ¥ (An)n por induccién. Sea n € N, n > 2, y suponga-
mos que f;,g9; v A; (i =0,1,...,n) se han definido satisfaciendo las propiedades deseadas.

Definamos 4,1 = f,1(A,).

n

Nétese que aplicando Ps(n), Pi(n) y nuevamente Ps(n) obtenemos,
Apio = fn_—‘,}l(An-‘rl) = (fn_—:l © 9;1)(An) = (97;; © fn)_l(An) = 97;11(An+1)7

luego se cumple Ps(n+1). De esta forma, podemos determinar la sucesién de conjuntos A,

por ejemplo, para As encontramos:

A {0121452781631327841219207222382526}
3:

T2772779727727°9° 27727737157 757 757 15715775737 27727797 277 27797 277 27’
Para cada x € [0,1] definamos f,11(z) v gny1(x) de la siguiente manera: Existen dos

puntos consecutivos d,d’ de A, 1 tales que d < x < d', ya que A, es finito y contiene a 0

y a 1. Fijemos

{a’ a/} = {gn(d)7gn(d/)}; {ba b/} = {<fnfl o gn)<d)7 (fnfl o gn)(d/>}§ {Ca C/} = {fn(d)v fn(d/)}

tal que a < a’, b < b y c < por el lema 2.18.

Observemos que fy|(a.e] ¥ 9nlee satisfacen la hipétesis de la proposicién 2.22 para f, y
gn respectivamente. Asi que podemos definir, por la proposicién 2.22, dos aplicaciones j, k
tales que j lleva [d,d] a [a,d'] y k lleva [d,d'] a [¢,c]. Si gn(d) = a, entonces definamos
for1(z) = k(z) y gnr1(x) = j(x); si go(d) = o, entonces definimos f,11(x) = (ko Tya)(x)
Y gni1(x) = (j o Tya)(z). Recordemos que Tyy viene definido por Tyy = d 4+ d' — x como
introdujimos en 2.8. En el procedimiento anterior, para = € [0, 1] fijo, los puntos d,d no

son necesariamente unicos. Sin embargo, f,11 vV g,+1 son funciones bien definidas ya que

Any1 Dor definicién, y de ahi f,4;

Int1|Apsr = In Ay = fnlan,.- Por lo tanto, Pr(n+ 1) se

satisface. Teniendo esto en cuenta, determinemos las siguientes funciones de las sucesiones,

a saber, f3y gs:

( 4

folx), st 0<az <3, gao(x), st 0<a <

—%x—i—%, si %S S%, %E’x—%, si %<x_%,

folw)=q Bx— 50, si gm<a<gl yesl)=qF - e, st 3¢ <a <L
%x%—% si %gxg% %x—% si %Sxﬁ%,

\ fo(z) si %gxgl, \ g2(x) si ;*—gg:cgl,
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Pi(n + 1) también se verifica, ya que para cada = € [0, 1] existen d,d’ consecutivos en

Apny1 de modo que d < x < d' y o bien

(fn © gni1)(2) = (fn 07 © Taa) () = (gn 0 k 0 Taar)(x) = (gn © frr1)(2),

o bien
(fn Ogn—i-l)(x) = (fn o])(:(:) = (gn o k)(l’) = (gn o fn—&-l)(x)a

donde j, k estan definidas por la proposicién 2.22. Luego f, © gni1 = gn © fri1-

Ademas, Ps(n + 1) se cumple por Ps(n) y Ps(n).

Py(n + 1) se cumple por Ps(n) y la proposicién 2.22.

Pio(n + 1) se satisface por la proposicién 2.22.

Py(n + 1) se verifica por Py(n), P3(n), Py(n), Pio(n + 1) y el lema 2.24.

Py(n + 1) se satisface por P5(n), Pr(n), Py(n) y Ps(n+1).

Ps(n + 1) se verifica por la proposicién 2.22, el lema 2.15, Ps(n), Py(n) y P3(n).

Por lo tanto, f;,g; y A; (¢ =0,...,n+ 1) se han definido satisfaciendo las propiedades

deseadas.

En definitiva, las sucesiones (f,)n, (gn)n v (An)n, definidas por induccion satisfacen la
proposicién 2.20. Asi que f = lim, .o fn v ¢ = lim,,_, g, constituyen un contraejemplo
para la conjetura 2.1 sobre puntos fijos comunes de funciones continuas del intervalo que

conmutan.

Esta construccién es esencialmente la misma que desarrollé de forma independiente Boy-
ce [ ]. Sin embargo, Huneke presenté una segunda construccién donde describié funcio-

nes mas suaves que también formaban un contraejemplo. Veamos esta segunda construccién.

Para cualquier aplicacion A : A C R — R, denotemos por h* a la aplicacién
h*(z) =1—h(l —x)

para cada z para el cual h(1 — x) esté definido. Obsérvese que h*™* = h.
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0:5 / X 0.5

0 0.5 1 a 0!5 1

(a) h(z) (b) hx (z)

Figura 2.13: Ejemplo de funciones h y h*.

También, diremos que h es s-lipschitziana siempre y cuando s sea un numero real y para
cada z,y en el dominio de h, |h(x) — h(y)| < s|x — y|. Ahora tomemos cualquier b en [0, %),

y definamos
320+ (6 — 4b)2
o 1—2b

Definamos las tres funciones lineales,
hy @ [b, 2=2] — (b, 1] tal que hy(z) = sz — sb+ b.

h2 : |:17b+8b7 m] — [07 1] tal que hz(.fC) =2—sx+sb—b.

S S

hg @[22k 3=2btsb] ) 1 — B] tal que hg(z) = —2 + sz — sb+ b.

S S
y definamos la funcién lineal a trozos h : [b, %b“b] — [0,1] por h = hy U he U hs. El caso
particular b = 0 es el més sencillo. En ese caso, tenemos s = 3 + /6 y es facil calcular la
expresion explicita de h. En el siguiente ejemplo recogemos el caso particular b = }1.

Ejemplo 2.25. Definamos y representemos graficamente las funciones lineales anteriores

1

para el caso particular b= 3 con el objetwo de apreciar mejor su comportamiento.

Comencemos calculando s

N

3—24(6—4b)2 3-2-1+(6-4-1)
= = 4 — =5+2/5.

1-2b 1-2.1

S

Ast, las funciones lineales h; (i = 1,2,3) serdn las siguientes:

o [L10=3VEE 1
Ll 10 4’

x»—>(5+2\/5)x—1—\/75;
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b |10=3v5 20— 7V6
2 10 10

] — [0, 1]

d
x»—>3+§—(5+2\/5)x;

20— 75 11 3
he: | X Y2 7 Z
3[ 10 4 5]%[0’4}

xl—>(5+2\/5)a:—3—\/7§.

Quedando asi definida la funcion lineal a trozos h : [i,% — \/a — 10,1] por h =
hy U ho U hg. Véase la itmagen 2.14.

-0:5

0 05

Figura 2.14: Funcién lineal a trozos h: [, 2 — /5] — [0, 1].

]

Denotemos por Cj el conjunto de funciones continuas de [0,b] a [0,b] que tienen como

punto fijo a b, donde b sigue comprendido en [0, %)
Definicién 2.26. Para cada g € Cy, sea g la unica extension de g definida por:
1. g(x) = g(x) cuando 0 < x < b;

2. g(x) = h(x) cuando b < x < h3'(1 —b);

3. g(x) = i 'g(h*(x)) cuando h3'(1 —b) < 2 < hy~'(hy'(0));

IN

4. g(x) = hyg(h*(x)) cuando by H(hy'(0)) <z < 1—1;
5. g(x) es igual al punto fijo de hi cuando 1 —b < x < 1.
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Ejemplo 2.27. En el siguiente ejemplo ilustraremos con un caso concreto la definicion
2.26. Para ello nos apoyaremos en el ejemplo 2.25 donde definiamos una funcion h :
[i, % — \/a — [0,1] para el caso b = }L.

Tomamos la funcion g(x) = x. Ndtese que g € C1. Haciendo los cdlculos correspondien-
4
tes a la definicion anterior obtenemos la funcion que buscdbamos

¢

x si 0<z< }1,
(5+2\/5)x—1—*/7g si i<x§%,
~(5+2VB)r +3+ % si 1035 oy < 20215
g(z) = (5+2v5)z — 3 — 2 si 505 o p <UL/
508925—230078v/5 2455059v/5—5477170 ;11 9v6—17
114520\/57251535x + 229040/5—503070 S \/3 <z s 5 7
3077v/5—6755 350—143/5 : 9v5-17 3
siso Lt 50 51 5 < T
\ 3543 s Sop<l,

Figura 2.15: Ejemplo funcién g.

La definicion explicita de g no ayuda mucho a hacerse una imagen mental de como
pueden ser este tipo de funciones. De ahi que la hayamos representado graficamente, imagen

2.15, para que el lector aprecie mejor la forma de este tipo de funciones.

En | | se puede encontrar la prueba de que la definicién anterior de g es consistente

en el sentido de que esta unicamente determinada por una funcién s—lipschitziana g € C,.
Lema 2.28. Para cualquier f,g en Cy y cualquier x € [%, 1},

1. f*(x) = x implica §(x) # =,

2. F(g(2) = 3(F ().

Proposicién 2.29. Cualquier f,g € Cy, f y §* no cumplen la conjetura sobre puntos fijos

comunes a funciones continuas que conmutan en el intervalo unidad.
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Demostracion. Sean f, g € Cy,. Entonces por el lema 2.28, f y §* conmutan sin puntos fijos
comunes en [%, 1}; también f* y g conmutan sin puntos fijos comunes en [%, 1}.
Luego f** y g* conmutan sin puntos fijos comunes en [0, %] Pero f** = f, asi que f y

g* forman un contraejemplo para la conjetura 2.1. O]

2.3. Contraejemplo 2 - Boyce

En esta seccién presentamos el contraejemplo propuesto por Boyce | |. Debido a
las inmensas similitudes con el primer contraejemplo construido por Huneke descrito en el
apartado anterior, no daremos todos los detalles de la construccién para evitar repeticiones
innecesarias. El lector interesado puede encontrar todos los detalles en | ], el articulo

que ha servido de base para el texto que sigue.

Comenta Boyce en su articulo que su construccién vino motivada por una extensa y pro-
funda investigacién sobre la conexién entre las funciones que conmutan y las permutaciones
definidas por Baxter y Joichi | ], [Bax]. Dichas permutaciones conmutan los puntos
fijos de las composiciones fogy de go f. Ademas, en dicho trabajo se analizan los distintos

tipos de puntos fijos.

Motivado por este trabajo, Boyce construyo las funciones buscadas f y g como los limi-
tes de un par de sucesiones de funciones continuas (f;); v (gi);- A cada par de funciones
(fi,gi) © > 1, le asocié un conjunto de puntos estables'! S;. Dichos conjuntos se relacio-
nan del siguiente modo, S; C Siy1, y para cada x € S;, se tiene que fiy;(z) = fi(x) y
gi+j(x) = gi(x) para todo j > 0. Asi que en el limite, f(z) = fi(z) y g(z) = ¢;(z) para z
en S;. Al ser densa en [ la unién de los S;, se tiene que las funciones limite f y ¢ vendrén
determinadas por los valores de f; y ¢; en S;, siendo independiente de los valores en los

(1)—intervalos intermedios (véase la definicién 2.32).

Introducimos una serie de conceptos clave para aclarar la descripcion anterior y la poste-
rior construccion del contraejemplo. Se entiende que fijamos las funciones f;, ¢; y el conjunto

de puntos estables asociado S;, que consideraremos finito, para todo 7 > 1.

Definicién 2.30. Sea A un intervalo cerrado. Un subconjunto T de A es el (k)—conjunto
de A si tiene k elementos, contiene a los extremos de A y lo divide en k — 1 subintervalos

de igual longitud.

HRecordemos que un punto zg es estable si dado € > 0, existe § > 0 tal que |z — x| < § implica que

|f™(x) — xo| < € para todo n > 0.

35



En el caso del intervalo unidad, I = [0, 1], un ejemplo de (4)-conjunto seria el subconjunto

T=1{03,21}.
ﬁ 02 e 04 06 ® 08

) 37 3
Figura 2.16: Ejemplo de (4)-conjunto.

A

Definicién 2.31. Sean A y B intervalos cerrados. Sea T el (2k + 2)—conjunto de A y U
el (2k)—conjunto de B para k > 2. Sean T = {t1,ta, ... togro} y U = {uy,ua,. .., up},
donde los elementos de T y U se numeran en orden creciente. Cuatro funciones de A a B
se llamardn funciones gancho de orden (2k +2) de A a B. Cada una de ellas tiene una
direccion (creciente o decreciente) y un tipo (mdzimo o minimo). Cada una de ellas lleva
T a U y es lineal en los subintervalos definidos por los puntos de T, luego es suficiente con

definirlos explicitamente en T' como sigue:

Tipo Direccion Valor de la funcién en t;
Minimo  Creciente ui, © <25 Ui_o, 1> 2.
Méaximo  Creciente u;, 1< 2k; ui_o, i > 2k.

Minimo Decreciente uory1_4, © < 2k; Ugpyz_i, © > 2Kk.

Méximo Decreciente — o1, ¢ < 25 Uogpyz—g, ¢ > 2.

Cuadro 2.2: Funcién gancho

El término de funcion gancho se utilizard unicamente cuando el orden y los intervalos
involucrados estén claros. La imagen 2.17, extraida de | |, recoge los cuatro tipos de

funciones gancho posibles.

Definicién 2.32. Dado S; C I, i > 1. Diremos que un intervalo cerrado no degenerado
J C I es un (i)—intervalo si sus extremos estan en S; pero no lo estdn ninguno de sus

puntos interiores.

12
139 30
cir, coincide con el conjunto de puntos estables asociado a (f1,¢1). En este caso podemos

distinguir tres (1)-intervalos, J; = [0,1],J; = [, 2] v J5 = [2,1].

Si consideramos el subconjunto anterior, T = {O 1}, notese que T = Sy, es de-

Definicién 2.33. El tamano de red M; de S; es el mdzimo de las longitudes de los (i) —intervalos

asociados.

1

En referencia a los ejemplos anteriores, el tamano de red de Sy es M; = 3.
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| N -

16}-HOOK FUNCTION, .
INCREASING MINIMUM,

M N R

[B]=HOOK FUNCTION,
- INCREASING MAXIMUN,

- L O

16]-HOOK FUNCTION,
- DECREASING MAXIMUM,

[ R -

(10} = HOOK FUNCTION,
DECREASING MINIMLUM,

Figura 2.17: Los cuatro tipos posibles de funciones gancho. Imagen extraida de | ].

Una vez que tenemos establecidas las definiciones necesarias, vamos a especificar las
funciones iniciales; posteriormente, enunciaremos el lema 2.34 que determinara la sucesién
de funciones que debemos considerar y, finalmente, demostraremos el teorema que garantiza
las propiedades deseadas para las funciones limite. En las figuras 2.18 y 2.19, tenemos la
representacion gréafica de las dos primeras funciones de las sucesiones, a saber, fi, g1, f2, go.

Las expresiones analiticas de f; y ¢; son:

1-3z si0<z<g, 3¢ si0<w<g,
filz) =432 -1 sis <z <2 vy q(®)=92-3z siz<az<Z
3—-3z siz<az<l, 3r—2 siz<a<l.

Observemos que ¢;(x) = fi(1 — z). Para construir fs y go modificamos f; y ¢g; en el

. 12
subintervalo central [3, 5}.
( : 1 ( : 1
—3rx+1 si 0<z<g, 3x si 0<z<g,
5 co1 6 8 o 1 8
5$—§ S1 §§$<1—5, —5LU+§ S1 §§[E<E7
fole)=q-bx+1 si T<a<L, v @@)=q 5z-5 si <<,
7T . T 2 0 o 9 2
dor—g sl oz <x <3, —dr+3 si F<w<g,
\—3:1:4—3 si %gxgl, 3r—2 s %ngl.

Observemos que go(x) = fo(1 — ). Junto con f1, g1, fa, g2 consideramos los conjuntos Sy

y Sy
SIZ {07 71}7
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08— \——— f
0-8 SRR

06 06 I

04 1 T 04

02 \ f 02— T N

0 02 04 06 08 1

(a) fa (b) g1

Figura 2.18: Funciones f; y g; de la construccién del contraejemplo de Boyce.

05— ———— —— 05
\Jl . \/IIIIII
0 0.5 1 0 0.5 : 1
(a) f2 (b) g2

Figura 2.19: Funciones f; y g2 de la construccién del contraejemplo de Boyce.

1216 7 8 9 278
52: 07_7_a_7_7_7_a_7_7_a_7]- .
9°9° 31515 15°15°3°9°9

Se puede comprobar facilmente que se verifica que f; 0 go = g7 o fo.

Lema 2.34. Ezisten dos sucesiones de funciones (f;); y (g:)i y una sucesion de conjuntos

(S;)'* de puntos estables que satisfacen los siguientes requisitos para i > 2:

1.

2.

f1, f2, 91, g2, S1, So estdn definidos como antes.

[Propiedades de S;] S;_1 C S;; si J es un (i — 1)—intervalo, entonces existe un

k <2 tal que S; N J es el (2k)—conjunto de J; y M; < (%)Z
[Conmutatividad del diagrama] f; 109, =g;—10 f; en I.

[fi en un (i)—intervalo] f;(S;) C Si—1; fi es lineal en cada (i)—intervalo y los lleva

a un (i — 1)—intervalo. Es mds, para j > 0, fiy; coincide con f; en S;, y si J es un

12Recordemos que S; es un conjunto de puntos estables asociado a cada par de funciones (f;, g;) tal que

S; C Sit1, y para cada x € S;, se tiene fi;(x) = fi(z) y git+;(x) = g:(x) para todo j > 0.
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(i)—intervalo, entonces fiy;(J) = fi(J); de aht

norma del supremo de F en I.

fiv; — fill < M;_1, donde ||F|| es la

5. [g; en un (i)—intervalo] Lo mismo que en 4 pero para gi1j = g;.

6. [fi es un (i — 1)—intervalo] Sea J un (i — 1)—intervalo y definamos J; = fi_1(J).

Entonces se da uno de los siguientes casos:
w fieslineal en J, fil; = ficils; vy SinJd y SiciNJy tienen la misma cardinalidad.
» f; es una funcion gancho (2k+2) de J en J¢, S;NJ es un (2k + 2)—conjunto de
J, y SiziNJy es el (2k)— conjunto de Jy.

7. [9; es un (i — 1)—intervalo] Lo mismo que en 6 pero para g;, gi—1, Y Jg.

Notese que el lema anterior determina un proceso inductivo para determinar el resto
de las sucesiones de funciones continuas que vamos a considerar. Siguiendo las propiedades
que en €l se han establecido, representamos graficamente el tercer y cuarto término de las

sucesiones, f3, g3, f1, g4 para ilustrar como continia la construccién.

iRy

9

o
'

il —

i ; : + : »
o 173 2/3 | Q 173 2/3 1

Figura 2.20: Las gréficas de f3, g3. Imagen extraida de | ].

wir

w- &

} + + 1 F + + i
] 3 2/3 1o 173 2s3 1

Figura 2.21: Las graficas de fy, g4. Imagen extraida de | ].

Teorema 2.35. Ezxisten funciones continuas f,g : [0,1] — [0, 1] que conmutan pero que no

tienen ningun punto fijo en comun.

Demostracion. Por el lema 2.34 tenemos dos sucesiones de funciones (f;) y (g;) que satisfa-

cen las condiciones 1 — 7. Para demostrar el teorema tenemos que probar que las sucesiones
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convergen uniformemente a funciones continuas f y ¢, que dichas funciones limite conmutan,

y que no tienen ningun punto en comun.

En primer lugar, veamos la convergencia uniforme. Para ello probemos que (f;) es una

sucesién de Cauchy con respecto a la norma del supremo || - || en I. Dado € > 0, existe

N € N tal que (l)Nfl < €. Entonces cuando n > m > N, por las condiciones 2 y 4 tenemos

3
m—1 N-1
||fn_fm|| SMm—l S (1) < (1) < €.

que

3 3
De ahi, (f;) converge uniformemente en I, por lo que la sucesién tiene un tnico limite
a una funcién continua f. De forma similar, (g;) converge uniformemente a una funcién

continua g.

En segundo lugar, veamos la conmutatividad de f y ¢ utilizando la siguiente desigualdad,

obsérvese que (f,, © gni1)(2) = (gn © fry1)(T)

[(fog)@) —(go f)lx)] < [(fog)@)— (fuog)(@)|+I[(fuog)(@) = (fao gni1)(®)]
+ (gn © far1)(@) = (gn o F)(@)] + |(gn o f)(z) = (g0 f)(z)].

Dado € > 0, podemos elegir N; tal que n > Nj implique ||f — f,|| < €/4 por la conver-

gencia uniforme. De la misma forma, existe Ny tal que n > Ny implica ||g — gn|| < €/4.

También, por ser las sucesiones de Cauchy, existen un N3 y 63 tal que n,m > N3y
|z — y| < 03 implica que |fn(x) — fi(y)| < €/4; y Ny tal que n > Ny implica ||g — ga|] < ds.

Efectivamente,

(@) = ()] < [fu() = (@) + [ f(2) = S+ [F(y) = fm(y)] < i,

donde el primer y tercer sumando son menores que € por la convergencia uniforme, y el

segundo lo es por ser |z — y| < d3 y f una funcién continua.

De la misma forma, existen un Ny y 05 tal que n,m > N5 y |x — y| < &5 implica que
lgn(2) — gm(y)| < €/4; y Ng tal que n > Ng implica ||g — g,|| < d¢. Efectivamente, de forma

analoga al caso anterior,

19n(2) = g (Y)] < |gn(z) — (@) + |9(z) — 9(W)| + [9(y) — gm(¥)| < i-

Ademas, por la condicién 3 del lema 2.34 ||f, © gni1 — gn © fni1]] = 0 para todo n, por
lo tanto, cuando n > max{ Ny, Ny, N3, Ny, N5, Ng} v 6 < min{ds, d5}, tenemos que

[(fog)(z)—(go f)(z)| <gtititi<e
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De ahi que los limites f y g conmuten.

Finalmente, veamos que f y ¢ no tienen ningiin punto fijo en comun. Para ello vamos
a utilizar las caracteristicas de fy y go y las condiciones 4 y 5 del lema 2.34. En la figura
2.19 se aprecia cémo fy y go llevan (2)—intervalos en (1)—intervalos. Ahora si J es un
(2)—intervalo y fa(Jo) = Jy, un (1)—intervalo, por la condicién 4 si ¢ > 2, tendremos que
fi(J2) = fa(Je) = Ji. Asi que en el limite, f(Jo) = J;. Esto significa que la gréfica de f
estd en uno de los rectdngulos de altura 1 y base un (i)—intervalo J de S; de la figura 2.19
si y sélo si lo estd la gréfica de f;. Comparando los rectdangulos por los que pasa la gréfica
de f5 con aquellos por los que pasa la diagonal, estd claro que todos los puntos fijos de f

deben caer en el tercer, séptimo y noveno (2)—intervalo. Esto es, J3 = [2 1] ,Jr = [ 8 9} y

973 15715
Jog = [%, g} De forma analoga, se obtiene que los puntos fijos de g deben caer en el primer,
quinto y undécimo (2)—intervalo. Esto es, J; = [0, %] ,J5 = [%, %} y J11 = [g, 1}. Como

ningin (2)—intervalo puede contener los puntos fijos tanto de f como de g, no pueden tener

puntos fijos en comun. O

2.4. (Generalizacion del problema

A pesar de que Boyce y Huneke construyesen contraejemplos que probaban que la con-
jetura 2.1 era falsa, numerosos matematicos continuaron investigando en la linea afirmativa
de la conjetura, estudiando casos particulares donde si se verificaba y proporcionando carac-
terizaciones de las funciones que conmutan. A continuacién, vamos a presentar algunos de
estos resultados centrandonos principalmente en familias de funciones, en la extension del

problema a otros espacios métricos compactos y a clases particulares de funciones continuas.

En [Shi], como vimos anteriormente en este capitulo 2.13, Shields consideré el caso donde
las funciones que conmutan, f y g, van del disco unidad D en s{ mismo. En dicho articulo
probo que si f es analitica en el interior de D, entonces f y ¢ tienen un punto fijo comin. Una
de las claves en su demostracién fue que, bajo ciertas condiciones, f debia ser I'—compacta'®.
Este resultado lo probé aplicando técnicas topolégicas de semigrupos. Utilizando técnicas
similares, Boyce consiguié generalizar en | | el teorema de Shields al probar que si dos
funciones f y g de C(X, X) conmutan, con X compacto y f siendo I'—compacta, entonces

dichas funciones tienen un punto fijo en comun.

Los métodos topoldgicos de semigrupos desarrollados por Shields fueron de gran utilidad

13Una funcién f : X — X, con X un espacio métrico compacto, se dice I'—compacta si toda sucesién
{f"}n>0 de iteradas de f tiene una subsucesién que converge uniformemente en subespacios compactos de
X.
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a muchos otros autores para continuar proporcionando nuevas generalizaciones y caracte-
rizaciones. En [Mit], Mitchell probé que cualquier familia .# de funciones continuas que
conmutan dos a dos, definidas en I, contiene un punto fijo comtn siempre que para cada
f € Z, con una posible excepcién, la familia de iteradas de f sea equicontinua'*. También
haciendo uso de estas técnicas, Cano [Can] demostré que para una familia de funciones
continuas de [ en I que conmutan, si cada funcién, excepto a lo sumo una, tiene un inter-
valo [a,b] como su conjunto de puntos fijos, o no tiene puntos periddicos que no sean fijos,

entonces dicha familia tiene un punto fijo comun.

Finalmente, destaquemos algunos avances orientados hacia la extension de otros espacios

métricos compactos y a clases particulares de aplicaciones continuas.

A finales de los anos 80, Jungck | | introdujo el término de funciones compatibles

como sigue.

Definicién 2.36. Sean f y g funciones definidas de un espacio métrico (X,d) en si mismo.
Diremos que f y g son compatibles si y solo si lim, o d(f(g(z,)), 9(f(z,))) = 0 siendo (z,,)

una sucesion tal que lim, o f(x,) = lim, o g(z,) =t para algin t en X.

De la definicién se deduce que si d(f(g(z)), 9(f(z,))) tiende a 0 cuando d(f(zy,), g(z,))
tiende a 0, entonces f y g son compatibles. Claramente, esta condicién es mas sencilla de
comprobar que la propia definicién y también es obvio que dos funciones que conmutan
son compatibles. El reciproco no es cierto, basta considerar f(z) = 52 y g(z) = 22® para
comprobarlo, ya que se trata de dos funciones compatibles que no conmutan. En | ],
Jungck expone resultados que relacionan la compatibilidad de funciones con la existencia de

puntos fijos comunes, siendo el resultado principal el siguiente:

Teorema 2.37. Sean [ y g funciones que conmutan sobre un espacio métrico compacto
(X,d) tal que go f es continua. Si f(x) # g(y) implica que d(f(z),g(y)) < diam{h(z): z €
{z,y} v h € Cys}, entonces existe un unico punto xo en X tal que vo = f(xo) = g(zo). De
hecho, xo = h(xg) para todo h € Cyp'®.

En | ], Jungck siguié trabajando con funciones compatibles y demostré que cualquier
funcion continua definida sobre [ tal que todos sus puntos periddicos fuesen fijos, tenia un
punto fijo comun con cualquier funcién continua del intervalo que no fuese trivialmente

compatible con ella, donde no trivialmente compatible significa que el conjunto de puntos

14Una familia .# de funciones de X en X es equicontinua si para cada y € X y U € %, existe V € %
tal que (z,y) € V implica que (f(z), f(y)) € U para todo f € %, donde % denota la tinica uniformidad

determinada por la topologia de X (véase [Kel, p. 197]).
15Con diam(S) nos referimos al didmetro de un conjunto, es decir, diam(S) = sup{d(z,y) : z,y € S}.
Por otro lado, Cy ={g: X = X|fog=go f}.
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coincidentes no es vacio. Por ejemplo, f(z) =0y g(z) = 1, para todo = € I, son funciones
trivialmente compatibles, ya que no existe ningtin punto del intervalo tal que f(x) = g(z).

Sin embargo, si consideramos h la funcion identidad en el intervalo, f y h no lo son.

Posteriormente, los resultados de Jungck fueron generalizados por Jachymski en [Jac],
donde expuso condiciones equivalentes que garantizaban la existencia de puntos fijos comu-
nes entre una funciéon continua del intervalo unidad y otra que conmutase con ella en un
subconjunto apropiado del intervalo. De esta forma, haciendo uso de la notacién utilizada

por Boyce [ | y Cano [Can], definid las siguientes clases de funciones:
B={g:1—1]|{g¢":n €N} esequicontinua en I},

Cy={g:1—1]gescontinuay Fiz(g) es un intervalo cerrado},
Cy={g:1—1I|gescontinuay Fix(g) = Per(g)}.

A continuacién, enunciamos los teoremas de caracterizacién de cada uno de esos tres

conjuntos. En cuanto a C:

Teorema 2.38. Sea g una funcion continua en el intervalo unidad I. Entonces las condi-

ciones siguientes son equivalentes:
1. g€ Cy;
2. la familia {g" : n € N} es equicontinua en Fiz(g) o Fix(g) es un unico punto;

3. g tiene un punto fijo comiun con toda funcion continua f : I — I que conmuta con g
en Fiz(g).

La condicién de que el conjunto de puntos fijos de g sea un tinico punto no puede omitirse

como ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.39.

1 si 0< o< }l,
gl)=q-2z+32 si ;<<
0 si 2<a<1
La funcion solo tiene un punto fijo, v = %, asi que g € Cy. Sin embargo, se puede

comprobar facilmente que la familia {g™ : n € N} no es equicontinua en el punto %

En cuanto a Cy:

Teorema 2.40. Sea g una funcion continua en el intervalo unidad I. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. g€ Cy;
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2. la sucesion {g"}2, converge puntualmente en I;

3. g tiene un punto fijo comin con todas las funciones continuas f : I — I que conmuten

con g en Fiz(f).

Antes de enunciar el ultimo resultado de Jachymski, nétese que dar un teorema sobre
puntos fijos comunes para una familia de funciones que conmutan seria trivial si suponemos
que una de ellas tiene un tnico punto fijo. De ahi, que debamos suponer en el siguiente

resultado que el conjunto de puntos fijos de g no se reduce a un inico punto.

En cuanto a B:

Teorema 2.41. Sea g una funcion continua en el intervalo unidad I tal que Fixz(g) no es

un singleton. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. g€ B;
2. la sucesion {g"}5°, es uniformemente convergente en I;

3. g tiene un punto fijo comun con todas las funciones continuas f : I — I que conmuten

con g o bien en Fiz(f) o en Fix(g).

Finalmente, destaquemos algunos resultados sobre funciones triangulares que conmutan,

entendiendo por funcién triangular toda funcién continua F : I? — I? de la forma

F<I7y) = (f1($)7f2(x,y>>

En [Gri], Grin¢ publicé cuatro teoremas para el caso de las funciones triangulares que son
andlogos a los probados por DeMarr (teorema 2.8), Boyce (sobre funciones I'—compactas
[ ]), Cano (teorema expuesto en [Can]) y Jachymski (teorema 2.40). Respecto a los teo-
remas de Jungck que caracterizan las clases de funciones que satisfacen P(f) = Fiz(f),
en un articulo conjunto con Snoha | ], presentaron resultados andlogos en el caso de
las funciones triangulares. En [Lin] también se extendieron algunos de estos resultados al
caso de las funciones de Cournot, esto eso, funciones continuas bidimensionales del tipo
F(z,y) = (9(y), f(x)). Este tipo de funciones modelan el llamado duopolio de Cournot,
un proceso economico en el que dos firmas competitivas que producen el mismo producto
obtienen sus beneficios en funcion de los niveles de produccion de la firma contraria en el

paso anterior [Coul.

En definitiva, a pesar de que Boyce y Huneke probasen la falsedad de la conjetura sobre
funciones continuas que conmutan compartiendo puntos fijos, ha sido mucha la investigacién

que se ha realizado para proporcionar casos particulares en los que si se comparten puntos
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fijos. Es mas, la investigacion no se ha limitado tinicamente al caso de funciones definidas
en el intervalo unidad, ya que como hemos podido ver se ha trabajado en el plano complejo,
en el cuadrado unidad con las funciones triangulares etc. Se trata por tanto de una linea

activa de investigacion que se ha desarrollado a lo largo de todo el siglo XX.
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Capitulo 3
Puntos periédicos comunes

Tras estudiar en el capitulo anterior el problema de puntos fijos comunes de funciones
continuas del intervalo que conmutan, surge de manera natural el plantearse qué ocurre
con los conjuntos de puntos periddicos. Si dos funciones del intervalo continuas conmutan,
Jnecesariamente tienen que compartir algiin punto periédico? O al igual que en el caso de

puntos fijos, ;podremos construir un par de funciones que no compartan ninguno?

En este capitulo abordaremos las preguntas anteriores. Al igual que en el caso de los

puntos fijos, podemos formular la siguiente conjetura.

Conjetura 3.1. §i f y g son funciones continuas del intervalo unidad, I, que conmutan

entre si, entonces tienen al menos un punto periodico en comaun.

Al contrario que en el caso de puntos fijos, la conjetura 3.1 no se ha demostrado todavia
en la actualidad, por lo que los resultados que presentamos en este trabajo son unicamente
resultados parciales que nos proporcionan caracterizaciones o casos particulares del proble-

ma.

El presente capitulo se encuentra dividido en cuatro secciones diferentes. En la primera de
ellas recogemos una serie de resultados sobre conjuntos minimales, ya que estos jugaran un
papel importante en los resultados que desarrollaremos posteriormente sobre los conjuntos
de puntos periédicos. Dicha seccién estd basada principalmente en el texto de | ]. La
segunda seccién, parte principal de este capitulo, se centra en resultados sobre funciones
continuas del intervalo. Esta dividida en dos subsecciones, donde en cada una de ellas se
recogen resultados de autores diferentes. En la primera subseccién, los resultados que se
exponen en ella se basan en los trabajos de Alikhani-Koopaei, [Alil] y [Ali2], donde, entre

otros resultados, probd que si dos funciones continuas del intervalo que conmutan tienen
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unicamente puntos periddicos de 6rdenes potencias de dos, entonces comparten al menos un
punto periédico. En la segunda, presentamos resultados de Steele, [Ste], quien haciendo uso
del teorema de la categoria de Baire investigd sobre el tamano de las familias de funciones
continuas del intervalo cuyos elementos presentan entre si intersecciones vacias de conjuntos
de puntos periédicos. La seccion tercera estudia la conjetura 3.1 en el caso de las funciones
continuamente diferenciables. Estd seccién sintetiza los trabajos de Schwartz, [Sch], y de
Alikhani-Koopaei, | ]. Finalmente, la ultima seccién recoge una serie de resultado sobre
la interseccion del conjunto de puntos periédicos con otros conjuntos interesantes como el de
puntos recurrentes, uniformemente recurrentes o casi periddicos. Esta seccién estd basada

en | ].

3.1. Conjuntos minimales

En la presente seccién recogemos una serie de resultados de especial interés sobre conjun-
tos minimales que utilizaremos posteriormente en las secciones que siguen. Principalmente,
se utilizaran en la subseccion correspondiente a los resultados de Alikhani-Koopaei, en lo
que respecta a los teoremas 3.12 y 3.14. Exceptuando la proposicion 3.8 y el teorema 3.10

que han sido extraidos de [Sch], el resto de la seccién esta basado en | -

Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Consideraremos

(X, f) un sistema dindmico discreto.

Definicién 3.2. Dado un sistema dindmico discreto (X, f), un conjunto M C X se dice
que es un conjunto minimal si es no vacio, cerrado y f-invariante y si ningun subconjunto

propio tiene estas propiedades.!

Haciendo uso del lema de Zorn podemos garantizar la existencia de conjuntos minimales

en conjuntos no vacios, cerrados e invariantes.

Proposicién 3.3. [ , pag. 92] Todo subconjunto no vacio, cerrado e invariante con-

tiene un conjunto minimal.

Por otro lado, la érbita de cualquier punto de un conjunto minimal es densa en dicho

conjunto.
Proposicién 3.4. SiY es minimal e y € Y, entonces Orbs(y) =Y.

Demostracion. Sabemos que Orbs(y) es cerrado, invariante y no vacio por el lema 1.2.
También es subconjunto de Y, ya que Y es invariante por ser minimal. De ahi, Orbs(y) C Y,

pero la minimalidad de Y impide la inclusién estricta, dandose asi la igualdad. O

IPor subconjunto propio entendemos todo aquel subconjunto distinto del vacio y del total.
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Recordemos que un punto = € X se dice recurrente si pertenece a w(x), esto es, si para
cada entorno U de x existe n > 0 tal que f"(z) € U. Se verifica que todo punto de un

conjunto minimal es recurrente.
Proposicién 3.5. Si Y es minimal e y € Y, entonces y es recurrente.

Demostracion. Por la proposicion 3.4, si Y es minimal, entonces para y € Y se verifica que

Orb(y) =Y. Luego y € Orb(y), de ahi que y sea recurrente. O
A continuacién, introducimos el concepto de conjunto perfecto y proporcionamos algunos
resultados que relacionan dichos conjuntos con los minimales y los conjuntos de puntos

periodicos.

Definicién 3.6. Un conjunto Y es perfecto si es cerrado y todo punto p € Y es el limite de

puntos q, € Y con q, # p.

Notese que otra forma de presentar un conjunto perfecto es un conjunto cerrado sin

puntos aislados.

Proposicién 3.7. Si Y es minimal y no es la drbita de un punto periodico, entonces Y es

perfecto.

Demostracion. Siy € Y es un punto aislado, por ser recurrente existe un n > 0 tal que
f™"(y) = y. Por lo tanto, y es un punto periédico, contradiciendo asi la hipétesis de la
proposicién. De esta forma, Y no tiene puntos aislados, lo que nos permite concluir que se

trata de un conjunto perfecto. m

Ahora nos centramos en el caso particular donde el espacio métrico es el intervalo unidad,
I =10,1]. Ademés, los pares de funciones continuas del intervalo que consideremos, f y g,

conmutan. Todo lo que sigue ha sido extraido de [Sch].
En primer lugar, veamos que el conjunto de puntos fijos de una funcién continua del
intervalo contiene un conjunto minimal.

Proposicién 3.8. Sean f y g funciones del intervalo que conmutan. Entonces, Fix(f)

contiene un conjunto g—minimal para el sistema (X, g).

Demostracion. Sea x € Fiz, entonces g(x) = g(f(z)) = f(g(z)). Luego Fiz(f) es invarian-
te. Ademads, sabemos que es cerrado y no vacio. Asi se sigue la conclusion por la proposicion
3.3. ]

Proposicién 3.9. Sea f una funcién de clase C'. Si Y es un subconjunto perfecto de

Fiz(f), entonces f'(y) = 1 para todo y € Y.
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Demostraciéon. Sea {y,} una sucesién en Y, y € Y tal que y, tiende a y, estando esta

afirmacién garantizada por ser Y perfecto. Entonces

Yn—Y Yn — Y Yn=Y Yp — Y

=1.

O]
Teorema 3.10. Todo conjunto minimal en (I, f) estd contenido en la clausura de P(f).

Demostracion. Sea Y un conjunto minimal. Si Y es la 6rbita de un punto peridédico, enton-
ces la conclusion se sigue de la proposicion 3.4. Consideremos, pues, el caso donde Y no es

una oOrbita periddica.

Seane > 0,b=infY y f: I — I una funcién continua del intervalo. Como Y es cerrado,

be Y. Ademsds, Y = Orby(b), luego existen enteros N y M tales que
b< M) < V() < b+e.

Como Y es minimal y no es una 6rbita periddica, fM(b) > b, pues b = inf Y. Se sigue
de la continuidad de fM que existe un punto zy € (b, f*(b)) tal que g™ (x¢) = 9. Como
b < x¢ < b+ ¢, tenemos establecida la existencia de puntos periddicos arbitrariamente cerca
de b.

Ahora, para caday € Y, puesto que b € Y, se sigue de la proposicién 3.4, que | f*(b)—y| <
< para algin entero k. Como f* es continua, existe un ¢’ > 0 tal que | f*(z) — f*(b)| < 5 si

o — b < .

Por el anélisis realizado sobre b, se sigue que existe un punto periédico z y un entero L
tales que |b— 2| < &’y fL(z) = 2. Asi, por la continuidad de f, f*(z) es un punto periédico
a una distancia menor que ¢ de y, lo que termina la prueba de la densidad de Y en P(f).

[

Corolario 3.11. En el intervalo unidad, todo conjunto minimal es nowhere dense?.

3.2. Puntos periédicos comunes en funciones continuas

En este apartado nos centramos en estudiar los conjuntos de puntos peridédicos de fun-
ciones continuas del intervalo, intentando dar respuesta asi a la pregunta central de este

capitulo: jhan de compartir necesariamente algtin punto periddico dos funciones continuas

2Recordemos que un conjunto en un espacio topolégico diremos que es nowhere dense si es un conjunto

cuya clausura tiene interior vacio.
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del intervalo unidad, I, que conmutan entre si?

En primer lugar, presentaremos una serie de resultados de Alikhani-Koopaei, | |y
[ ], que proporcionan condiciones suficientes bajo las cuales dos funciones continuas de-
ben compartir al menos un punto periédico. Entre ellos, podemos destacar los teoremas 3.14
y 3.17. Seguidamente, presentaremos el resultado principal de esta seccion, debido a Steele,
[Ste], quien haciendo uso del teorema de la categoria de Baire, da condiciones suficientes
para que dos funciones continuas del intervalo no compartan ningin punto periédico, véase

el teorema 3.23.

Denotemos por F,(f) al conjunto de puntos fijos de f™, es decir,

y por Pf" el conjunto de puntos periddicos de orden n, esto es,

P} = Fu(f) \ Uken Fi(f)-

Recordemos que P(f) denota el conjunto de puntos periédicos.

3.2.1. Resultados de Alikhani-Koopaei

Teorema 3.12. Sean f,g: I — I continuas con fog=go f. Si f y g no tienen ningun
punto periodico en comun, entonces para cualquier par de enteros positivos m yn el conjunto

Apn ={z: f"(x) = ¢™(x)} es no numerable.
Demostracién. Veamos en primer lugar que A,,,, # 0 para todo n,m € Z* por reduccién

al absurdo.

Supongamos que para algin m y n, A, , = (. Entonces la continuidad de f y g nos

permiten suponer, sin pérdida de generalidad, que
fM(x) < g™ (x) (3.1)
para todo x € I.
Como ¢™(1) < 1, entonces S = {z € I : ¢"(x) < z} # 0. De ahi, como S es cerrado,

tiene un elemento minimal ¢. Claramente ¢ = ¢ (c), ya que ¢"™(c) < ¢ y para todo = < ¢ se

cumple g™ (z) > x, ddndonos la continuidad de g™ la igualdad.

Luego
fe) = (g™ () = g™ (f"(c)),
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esto es que f"(c) € S. Consecuentemente, f"(c) > ¢ = g™ (c) por ser ¢ el minimo de S.
Pero f"(c) > ¢g™(c), contradiciéndose (3.1). Asi, ya tenemos que A,,, # 0 para todo m, n

enteros positivos.

Veamos a continuacién la no numerabilidad del conjunto A,,, para todo m,n € Z*. Sea

x € A, . Entonces f(z) = ¢g™(x). De ahi que, por la conmutatividad de f y g,

f"(f (@) = f(f" (@) = f(g™(x) = g™ (f(x))

f"(9(x)) = g(f"(x)) = 9(9™(x)) = g™ (9(x)),

obteniendose que f(x), g(z) C A,n. Haciendo induccién sobre p, se sigue que fP*(x) =

g""(x) para cualquier entero positivo p.

Consecuentemente, se sigue que Orb,(z) = {g*(z),k > 0} C A,,,, cuando x € A,,,,. Por
lo tanto, el conjunto Orb,(z) es invariante por g. Luego contiene un conjunto minimal A,

por la proposicién 3.3.

Como por hipétesis f y g no tienen puntos periddicos en comun, el conjunto A; no puede
ser la orbita de un punto periddico. De ahi que A; es un conjunto perfecto contenido en

Apnn, lo que implica que A,,,, es no numerable®. O

De esta forma, el siguiente corolario nos proporciona un criterio para saber cuando

P(f) 0 P(g) #0

en el caso en el que f y g conmuten.

Corolario 3.13. Sean f,g : I — I continuas con fog = gof. Si Ay, ={z: f*(x) = g™ (z)}
es numerable para algunos enteros positivos m y n, entonces f y g tienen un punto periodico

comun.

Teorema 3.14. Sean f,g: I — I continuas con fog = go f. Entonces se verifica una de

las siguientes afirmaciones de forma excluyente:

a) P(f)N P(g) # 0.

b) Existe un conjunto perfecto Ay C (Rec(g) N P(f)).

3Esta afirmacién se debe a que todo conjunto perfecto no vacio es no numerable. El lector interesado en

la prueba puede consultarla en el Anexo 2.
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Demostracion. En primer lugar, notese que existe un subconjunto no vacio
A={¢"(x) :n >0,z € Fiz(f)}

g—invariante de Fiz(f). Efectivamente, sea x € Fiz(f). Entonces, g(z) = g(f(x)) =
f(g(z)), luego g(z) € Fiz(f). Procediendo de forma andloga para todo n > 1, obtene-
mos que g"(x) € Fiz(f). De ahi que concluyamos que Orb,(z) C Fiz(f). Por consiguiente,
para todo x € Fiz(f) se sigue que wy(z) C Fiz(f). Concluimos asi que A C Fiz(f) es

g—invariante. Esto nos permitira extraer un conjunto minimal A; C A.

Tomemos xy € A. Para todo entero positivo n, g"(xg) € A por ser A g—invariante. Asi

Orby (o) C A, luego se tiene que wy(z9) C A = A, por ser cerrado.

Claramente, wy(xg) # () y es invariante por g. Luego el sistema (I, g), por la proposicién
3.3, contiene un subconjunto minimal g—invariante A;. Obviamente A; C (A N Rec(g)), ya
que A; esta contenido en el conjunto de puntos recurrentes por ser minimal, como garantiza

la proposicién 3.5.

Si A; es un conjunto finito, entonces es la érbita de un punto periédico de g, lo que

implica que, por la hipétesis inicial sobre que A C Fiz(f),

0# (Plg)nA) C (Plg) N P(f)).

Si la interseccién es vacia, entonces A; no puede ser finito. En otro caso, por la proposicion
3.7, A; es perfecto contenido en A N Rec(g) N P(f), ya que un conjunto minimal que no es

la o6rbita de un punto periédico es perfecto. n

Proposicién 3.15. En las condiciones del teorema anterior, si ademds P(g) \ P(g) no
contiene ningun conjunto perfecto, entonces f y g comparten al menos un punto periodico

comun.

Demostracion. Si f y g no tienen puntos periédicos comunes, como Rec(g) = P(g) (véase

[ ]), tenemos que

A1 C AN Rec(g) = AN P(g) = An|[[P(9) \ P(9)] N P(g)l = AN [P(g) \ P(g)]
donde se sigue, por el teorema anterior, que contiene un conjunto perfecto A;. ]

Seguidamente, usaremos el teorema y orden de Sharkovsky introducidos previamente
en los preliminares. El lector interesado en su prueba puede consultarla en el Anexo I del

presente trabajo.
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Teorema 3.16. (Teorema de Sharkovsky) Supongamos que f : I — I es una funcion
continua. Si f tiene un punto periodico de orden m, entonces f también tiene un punto

periodico de orden n siempre que m < n en el orden de Sharkovsky, siendo dicho orden el

siguiente:
3 < 5 < 7 < . <y
2-3 <5 25 < 27 < o <
22.3 <, 22.5 <, 227 <, ... <

< 22 < 22 <, 2 <, L.

Por 1ltimo, el siguiente resultado proporciona una condicién suficiente para que dos

funciones continuas del intervalo que conmutan compartan al menos un punto periédico.

Teorema 3.17. Sean f,g: I — I continuas tal que fog=go f. St f y g tienen puntos

periddicos tunicamente de drdenes potencias de dos 2™, con m > 0 finito, entonces P(f) N

P(g) # 0.

Demostracion. En primer lugar, veamos que P(f) es cerrado. Como por hipdtesis unica-
mente tiene puntos periddicos de orden una potencia de dos, podemos expresar el conjunto

de puntos periddicos como sigue
P(f) = Fia(f*)
n=0
siendo m € N el mayor niumero tal que 2™ € Per(f).

De esta forma, P(f) es cerrado por ser unién numerable finita de conjuntos cerrados. Por

lo tanto, P(f) \ P(f) =0y, por la proposicién 3.15, concluimos que P(f) N P(g) #0. O

3.2.2. Resultados de Steele

En el trabajo de Steele, [Ste], lo primero que destacamos es que también aparece una de-
mostracion del teorema 3.17, asi como propiedades iterativas de las funciones que conmutan.

Entre ellas senalamos la siguiente.

Teorema 3.18. Sean f,g : I — [ continuas tal que fog = go f. Supongamos que
P(f)NP(g) = 0. Entonces, tanto Fiz(f)NRec(g) como Fix(g)NRec(f) son no numerables.

Demostracion. Veamos que Fiz(f)N Rec(g) es no numerable. Para Fix(g) N Rec(f) se pro-

cederd de forma andloga.

Sea x € Fix(f). Por la conmutatividad de f y g tenemos que



por lo que se sigue que g(z) € Fiz(f). Ademés, como Fiz(f) es un conjunto cerrado, con-

cluimos que wy(x) C Fiz(f).

Considerando lo expuesto anteriormente, tomamos « € (g) minimal tal que o C
wy(z) C Fiz(f). Al ser P(f) N P(g) = 0 por hipdtesis, tenemos que wy(x) es no nume-
rable (véase [Ste, Lema 4.4]). De esta forma, a también serd no numerable y como es un
conjunto w—limite minimal, se sigue que o C Rec(g). Por lo tanto, « C Fiz(f) N Rec(g),

quedando asi probado el teorema. O

Como consecuencia de este resultado, podemos concluir que los contraejemplos construi-
dos por Boyce y Huneke en el capitulo anterior no son vélidos para demostrar de forma
negativa la conjetura 3.1, ya que su nimero de puntos fijos es finito por lo que P(f) N P(g)

es no vacio.

Por otro lado, Steele se dedicé a estudiar el tamano de las familias de funciones continuas
del intervalo cuyos elementos presentan entre si intersecciones vacias de conjuntos de puntos
periédicos, para mas tarde intentar relacionarlo con la conjetura 3.1, pero mediante un
enfoque mas general, véase la conjetura 3.25. Para ello, utilizo el teorema de la categoria de

Baire. Recordemos el enunciado de dicho teorema.

Teorema 3.19. (Teorema de la categoria de Baire) [ , pdg. 97] Sea (X,d) un espacio
métrico completo, con S un subconjunto de X de primera categoria®. Entonces X \ S es

denso en X.

A continuacion, presentamos tres lemas previos que marcaran la demostracién del teore-
ma final de esta seccién, a saber, el teorema 3.23 sobre la existencia de conjuntos residuales,
S y L, para los que los conjuntos de puntos periédicos de funciones de dichos conjuntos,
P(f)y P(g) con f € Sy g € L, son de primera categoria. Esto implicard que f y ¢ no
compartan puntos periddicos. El primero de ellos da una condicién suficiente y necesaria
para que el conjunto de los puntos periddicos de una funciéon continua del intervalo sea de

primera categoria.

Lema 3.20. Sea f € C(I,I). Entonces, P(f) es de primera categoria si y solo si P(f) no

contiene ningun intervalo.

Demostracion. El teorema de la categoria de Baire garantiza que si P(f) es de primera
categoria, entonces P(f) no contiene ningin intervalo, ya que su complementario es denso

en I. Para ver la otra implicacién, probemos el contrarreciproco.

4Un conjunto es de primera categoria en (X, d) si puede escribirse como una unién numerable de conjuntos

nowhere dense, en otro caso, diremos que el conjunto es de segunda categoria o residual.
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Supongamos que P(f) no es un conjunto de primera categoria. Como

P(f)=J Fulf),

neN

existe n tal que F,(f) no es nowhere dense, luego el interior de su clausura es no vacio.

Como F,(f) es cerrado, esto significa que F),(f) contiene un intervalo, asi P(f) contiene

un intervalo también, ya que F,(f) C P(f) para todo n > 1. O

El siguiente lema afirma la existencia de un conjunto residual S en el conjunto C(I, I),
de las funciones continuas del intervalo en si mismo, para el que el conjunto de puntos

periddicos de cada elemento de dicho conjunto es de primera categoria.

Lema 3.21. Existe un conjunto residual S C C(I,1) tal que P(f) es de primera categoria
para todo f € S.

Demostracion. Queremos probar que el conjunto {f € C(I,I): P(f) contiene un intervalo}

es de primera categoria.

Como P(f) = U, ey Fn(f), es suficiente ver que { f € C'(1,I) : F,,(f) contiene un intervalo}

es un conjunto de primera categoria.

Para ello, denotemos por Q una enumeracién de los intervalos racionales (a,b), donde
a,b € QN [0, 1]. Nétese que hay una cantidad numerable de intervalos de ese tipo por ser
Q un conjunto numerable. Veamos que {f € C(I,I) : Qn C F,(f)} es nowhere dense
en C(I,I) para todo m € Z*. Si probamos esto, habremos demostrado que el conjunto es

residual.

Sea f € C(I,I) parala que Qy C F,,(f), y tomemos € > 0. Ahora, tomemos g € B.(f)’
tal que @y no estd en F,,(g). Entonces existe x € Qu tal que |x — ¢"(x)| = o > 0.

Elijamos § > 0 tal que h € Bs(g) implica ||h? — gP|| < o parap = 1,2,... m, siendo esto
posible por la continuidad uniforme. Entonces |x — h™(z)| > 0, y Qn no esta contenido en
Fou(h).

Asi concluimos que {f € C(I,1): Qn C F,.(f)} es nowhere dense en C(I,1),y por tan-
to, dicho conjunto es residual, lo que implica que {f € C(I,I) : F,(f) contiene un intervalo}

es de primera categoria. De esta forma, queda probado el lema. O]

°B.(f)={9€ CU,I):||f —gll <e}, donde recordemos que || - || denota la norma del supremo.
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Finalmente, el dltimo lema demuestra que si el conjunto de puntos periédicos de una
funcién continua del intervalo es de primera categoria, entonces existe un conjunto residual
de las funciones continuas del intervalo de forma que todos los elementos de dicho conjunto
no comparten ningin punto periddico. Destacar que los resultados presentados hasta el

momento no se ha exigido la conmutatividad de las funciones implicadas.

Lema 3.22. Sea f : I — I continua. St P(f) es de primera categoria, entonces existe un

conjunto residual F C C(I,1) tal que P(f) N P(g) =0 para todo g € F.

Demostracion. Por ser de primera categoria, P(f) = Uy ,S,, donde S, es nowhere dense
para cada n. Como S, C S, es suficiente probar que ¥, = {g € C(I,I): P(g)N S, # 0}
es de primera categoria, asi que Unicamente tenemos que ver que Y, = {g € C(I,I) :
Fn(9) NS, # 0} es nowhere dense en C(I,I), para todo n,m > 1, ya que F,,(g) C P(g)
para todo m > 1.

Sea g € C(I,I) para la que F,,(g) NS, # 0, y sea ¢ > 0. Como S,, es nowhere dense,
entonces existe h € C(I,I) tal que ||h —g|| < &, vy F.(h) NS, = 0, ya que podemos
seleccionar una funciéon con una cantidad finita de puntos fijos sin salirnos de la banda
que define la norma. Sea ¢ = min{|h™(z) — z| : * € S,}. Ahora, tomamos § > 0 tal que
|l—h|| < 6,y de modo que también ||[IP—hP|| < o parap = 1,2,...,m. Como F,,(1)NS,, = 0
cuando | € Bs(h) se sigue nuestra conclusién, ya que hemos probado que tipicamente toda

funcién proxima a g € ¥, no pertenece a dicho conjunto, luego existe un conjunto residual
F C C(I,I) tal que P(f)N P(g) = 0. O

Una vez enunciados y demostrados los lemas anteriores, 3.20, 3.21 y 3.22, podemos

proceder a enunciar y demostrar uno de los resultados principales de esta seccién.

Teorema 3.23. Existe un conjunto residual S C C(I,I) para el que P(f) es un conjunto

de primera categoria, para toda f € S. Es mds, para cada f € S existe un conjunto residual
L(f) Cc C(I,1) tal que g € L(f) implica

(a) P(f) N P(g) = 0.
(b) P(g) es de primera categoria.
(c) F,(g) es nowhere dense para cada n € N.

Demostracion. Sea S un conjunto residual en C'(I,I) en el que P(f) es de primera categoria
para todo f € S, cuya existencia viene garantizada por el lema 3.21, y fijemos f € S. Ahora,

sea F el conjunto residual en C(I, ) garantizado por el lema 3.22.

Sea L(f) = S N F. Entonces los apartados (a) y (b) se siguen de forma inmediata,

quedando la ultima afirmacién, (¢), como consecuencia del lema 3.20. O]
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Por tltimo, nos centramos en la estructura del conjunto F = {g € C(I,I) : go f =
f o g} donde tnicamente se exige continuidad a una de las dos funciones que conmutan,

supongamos que dicha funcién continua es f.
Teorema 3.24. Sea f : I — I continua, entonces el conjunto F = {g € C(I,I):go f =
f o g} verifica:

a) F es cerrado en (C(I,1),]]-1]) v es no vacio.

b) Si f no es la funcion identidad, entonces F es nowhere dense en (C(1,1),||-]|).

Demostracién. a) Comencemos viendo que F = (). Para ello, nétese que la funcién identidad

conmuta con todas las funciones. De ahi se sigue nuestra afirmacién.

Veamos ahora que es cerrado. Consideremos una sucesiéon (g, ), C F convergente a una
funcién g. Nuestro objetivo consiste en probar que g € F. Procederemos combinando la

continuidad uniforme de f y la convergencia de g, hacia g.

Sea xz € I y e > 0. Por la continuidad uniforme de f, existe § > 0 tal que |y — z| <
implica que |f(y) — f(2)| < € para todo y, z € I.

Por otro lado, la convergencia de g, hacia g conlleva que existe un N € N tal que si

n > N implica que ||g, — g|| < 0.

Combinando ambas propiedades, llegamos a |f(g.(z)) — f(g(x))| < e. Concluyendo asi
que fog, =gnof —> fog. De forma analoga, g, o f = fog, —> go f. Por consiguiente,
feg=gofygelF.

b) Sea ¢ > 0,9 € F y tomemos x € [ tal que = ¢ Fix(f). Sea h € B.(g) tal que
h(z) = g(x), pero h(f(x)) # g(f(x)). Entonces

(ho f)(x) # (go f)(x) = (fog)(z) = (foh)(z)
por lo que h ¢ F.

Fijemos 0 = |(ho f)(z) — (f o h)(z)|. Como f es uniformemente continua, existe § > 0
tal que |y — z| < 0 implica |f(y) — f(2)] < .
Sea 0 < a < min{%,0}. Sil € By(h), entonces |(f o h)(z) — (fol)(z)] < %y |(ho
@) = (Lo f)(x)| < %, asique [(lo f)(x) = (fol)(x)] #0,y 1l ¢&F. De esta forma, ningin
elemento de F tiene otro lo suficientemente cerca, por lo que no sera denso en ninguna parte.

Concluimos asi que F es nowhere dense. O

o8



Con el objetivo de responder la conjetura 3.1 sobre compartir puntos periédicos, Steele
propuso la siguiente linea de investigacion estrechamente ligada al teorema de la categoria

de Baire.

Conjetura 3.25. Sea f : I — I continua con P(f) de primera categoria. Denotemos
P(f) =U%,S,, donde S, es nowhere dense en I para cadan € N, y sea F ={g € C(I,I):
gof = fog}. Entonces el elemento tipico g € F tiene la propiedad de que P(f)NP(g) = 0.

En primer lugar, enfatizar el hecho de que P(f) sea de primera categoria, ya que esto es
crucial para el correcto desarrollo de la investigacién. Para probar la conjetura 3.25 podemos

proceder como sigue:

En primer lugar, destaquemos que podemos utilizar el teorema de la categoria de Baire,
ya que F, por el teorema anterior, es un subespacio cerrado de (C(I,1),]|| - |[|), que es un

espacio métrico completo.

Consideramos X, = {g € F : S,NF,,(g) = 0}. Nuestro objetivo es probar que %, C F
es nowhere dense. Esto es suficiente, pues {g € F : P(f) N P(g) # 0} C U2, U, X

Sea ¢ > 0, con g € FNX,,. Notese que la funcién identidad esta en dicho conjunto para
toda f € C(I,I) y n,m € N. Luego F N X,,, # 0. Por ser dicha interseccién vacia, existe
§ > 0 para el cudl ||l — h|| < ¢ implica que S,, N F,,(I) = (). Se sigue entonces que %, es

nowhere dense, quedando asi probada la conjetura.

El problema de esta aproximacion radica en la dificultad de encontrar una funcién h € F
lo suficientemente préxima a g de manera que S, N F,(h) = (. Como F = {g € O(I,1I) :
gof = fog} es nowhere dense en C(I, ), es muy posible que F tenga interseccién vacia con
el conjunto residual {g € C(I,I): P(g) N P(f) = (}. Por otro lado, tras las construcciones
de Huneke y Boyce, [Hun] y | | respectivamente, para el caso de puntos fijos, pretender

construir una funcién h que verifique lo anteriormente expuesto es una tarea poco atractiva.

3.3. Puntos peridédicos comunes en funciones continua-

mente diferenciables

A pesar de que el trabajo esta centrado en funciones del intervalo que conmutan a las
que unicamente les exigimos continuidad, consideramos interesante dedicar una breve sec-

cién que recoja un par de resultados en los que exigimos alguna condiciéon mas a las funciones.
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En los afos sesenta, A.J. Schwartz prob6 en [Sch] que si una de las dos funciones del
intervalo que conmutan es continuamente diferenciable, entonces P(f) N P(g) # (). Cerrare-
mos esta seccién con un resultado reciente de 2013 recogido en | |, donde se prueba que
tipicamente el conjunto de puntos periédicos de una funcién continuamente diferenciable del

intervalo es numerable.

Sean f y g funciones continuas del intervalo que conmutan. El resultado publicado por
Schwartz asegura que, por la proposicién 3.4 y el teorema 3.10, el sistema dindmico (X, g)
tiene un conjunto minimal contenido en el conjunto de puntos fijos de f, que ademas esta en
la clausura de P(g) N Fiz(f). Este resultado es la clave para probar el corolario 3.27 que afir-
ma que, si una de las funciones del intervalo que conmutan es continuamente diferenciable,

entonces comparten algin punto periddico.

Teorema 3.26. Dado el sistema dindmico (I,g), consideramos las funciones f,g : 1 — I
continuas tal que fog = gof. Sea’Y un subconjunto de Fix(f) minimal para (I,g). Entonces

Y estd contenido en la clausura de P(g) N Fix(f).

Demostracion. SiY es una orbita periddica ya tenemos el resultado probado. Si no lo fuese,
entonces, por la proposicién 3.7, es un conjunto perfecto y asi se sigue que f'(y) = 1 para

todo y € Y por la proposicion 3.9.

Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno para que

If (w) — f'(v)| < % silu—wv| <e. (3.2)

Elijamos y1,92 € Y y x € Y tales que y; < < yo < y1 + €y ¢"(x) = = para algin n. Si

f(x) = z, hemos terminado.

Si f(x) # x, tomamos z; y z» puntos fijos de f tales que 13 < 21 < x < 25 < Yo y de
modo que el intervalo (21, z2) no contiene ningin punto fijo (podemos tomar z; = sup{y €

Y:fly) =y <y<z}yzm=if{yeY: fly) =y x <y <y}). De ahi, para todo
T € (21,22), 0 bien f(7) > 7 o bien f(7) < 7.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(7) > 7. Por otro lado, por el teorema

del valor medio (véase | , pag. 108])

f(z) = [(7) = 22 = f(7) = f'(7') - (22 — 7) para algiin 7' € (7, 22),

y usando 3.2
1t / 1_1
) > flz) -5 =35
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Por tanto, f(7) < 29, pues f/(-) > 0y (z —7) > 0 para todo T € (21, z2). De ahi, {f*(z)}
es una sucesion creciente en (z1, 29) y convergente por estar acotada. Llamemos [ al limite
de dicha solucién. Como f(I) = lim f**1(x) =1, | € Fix. De hecho, | = z,.

Por otro lado, por la conmutatividad de f y ¢
9" (f* (@) = fA(g"(x)) = f*(x)

para cada k, asi ¢g"(l) = .

Luego hemos encontrado un punto [ tal que ¢"(I) =1y f(l) = [, estando entre y; e Y2 a
una distancia menor que €. Como ¥y, y» pueden ser cualquier elemento de Y, queda probado

el teorema. n

Corolario 3.27. Si f es una funcién de clase C' en I que conmuta con una funcién continua

g, entonces existe un punto x tal que f(x) = x = g™ (x) para algin enteron. En consecuencia,

P(f)N P(g) # 0.

Demostracion. De acuerdo con la proposicién 3.8, Fiz(f) contiene un conjunto minimal
Y en (I,g), que es no vacio por definicién. Asi, por el teorema 3.26, existe un punto y €
P(g)NFiz(f). Se sigue de la definicién de los conjuntos P(g) y Fiz(f) que f(z) = x = ¢"(z)

para algtin entero n. O]

Finalmente, presentamos un resultado de Alikhani-Koopaei que prueba que tipicamente
el conjunto de puntos periddicos de las funciones continuamente diferenciable es numerable.
Para ello vamos a introducir unos resultados previos que utilizaremos en la demostracion
del teorema principal, a saber, el teorema 3.35. Daremos la prueba tnicamente de algunos
de los resultados auxiliares que le precedan. En cualquier caso, el lector interesado en la

prueba detallada de estos resultados preliminares puede consultar [Ali3].

Antes de presentar los resultados, presentamos la notaciéon que utilizaremos. Trabaja-
remos con el espacio de las funciones continuamente diferenciables del intervalo, C'(I,T).

Dicho espacio es métrico, con métrica asociada:

dl(f: g) = dO(fv g) + dO(f/ag,)7

para f,g € C'(I,I), donde
dO(f?.g) = Sup |f(SC) - g(l‘)’,

zel

para f,g € C(I,1).
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Por tltimo, resaltar que (C(I, 1), d;) es un espacio completo por la definicién de la nor-

ma || - ||; y por [Apo, Teorema 9.13] y, por lo tanto, se verifica el teorema de la categoria de
Baire 3.19.

Procedamos a continuacion a introducir los resultados previos.

Lema 3.28. Sea A= {f € CY(I,I): f(0) =1, f(1) =0, y (f*)'(0) = 1}, entonces A es

un subconjunto nowhere dense de C*(I,1).5

Demostracién. Es facil ver que A es un subconjunto cerrado de C*(I, ). Para ver que A es
nowhere dense probemos que existe h ¢ A tal que d(f,h) < €. Sea f € CY(I,I) y e > 0.
Elijamos 0<y< min{g,l} y 0 <c¢<1tal que |f(t) — f(0)] < [1— %] parat € [0,c]. Sea
h(x) x) + [y k(t)dt, donde

4

-7, t:()a
0, =<,
KO =4 2, =g

0, t=c,t=1,

klineal en otro caso.

Es sencillo comprobar que h(0) = f(0) = 1, A(1) = f(1) = 0, A'(0) = f(0) —~, ¥
h'(1) = f'(1). Adem4s, también se verifica lo siguiente: h € C*(I, 1), (h?)'(0) = (h?)'(1) # 1,
y di(f,h) < 5. Veamoslo.

En primer lugar, comprobemos que (h?)(0) = (h?)'(1). Para ello, debemos computar la

segunda iterada de h.

h2(z) = h(h(z)) = h ( fla)+ /0 xk(t)dt) —f ( fla)+ /0 xk(t)dt) + /0 ﬂx)ﬁozk(swsk(t)dt

Luego, aplicando la regla de la cadena,
02 = £ (s [ hode) (7@ k) k()4 [ R () + k)
= | (r0+ [ roa) v (10 + [ M) |- @+ e,
Asf, computando (h2)(z) en z = 0 y  — 1 llegamos a la igualdad.

(h?)(0) = [f'(f(0)) + k(£(0))] - (f(0) + K(0))
= (f(0)=9)- /(1)

6Recordemos que f2 = fo f.
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para simplificar la expresién hemos utilizado la igualdad h(1) — f(1) = fol k(t)dt.

Por lo tanto, efectivamente, (h?)'(0) = (h?)'(1). Para ver que son distinto de 1, nétese
que (f'(0) —6) - f'(1) = R'(0) - A'(1). Si fuese igual a 1, implicarfa que h'(1) = ﬁ y al
ser b/ una funcién del intervalo llegariamos a una contradiccién, ya que o bien A/(0) o A'(1)
tendrian que ser mayores de 1.

Por tltimo, comprobemos que di(f,h) < 5.

dl(fvh) = dO(fvh)+d0(f/7h/)
= sup | f(x) — h(z)| + sup |f(x) — W ()]

- /Om k(t)dt’ +sup| — k(z)|

= sup
xel xzel
d-c

= %456
8

< 46

< 4.5_°%

- 8 2

donde hemos utilizado que tomamos ¢ tal que 0 < § < min {%, 1}.

Asi quedaria probado el lema, ya que hemos visto que existe una funcién lo suficiente-
mente cerca de f que no pertenece al conjunto, es decir, los elementos de A no son densos

en ninguna parte de C*(I, I). O

Ejemplo 3.29. En este ejemplo pretendemos ilustrar un caso particular de funcion k(t)

definida en la demostracion del resultado anterior.
Consideramos ¢ = % En este caso, § deberia verificar lo siguiente:
, (€
O<5<m1n{6,1}.

Tomando € = 0.1, podemos considerar 6 = 0.001. De esta forma, la funcion k quedaria
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definida como sique,

1 s
000" sit=0,
<4 __ 5
O, s1t = 16’
_ 1 -, 3
k(t) = 3005 sit=¢,

0, sit=43 t=1,

\ lineal en otro caso.

Lema 3.30. Para k > 1, el conjunto
By ={f € C'(L, 1) : Be(f) N {x: (f*) (x) = 1} # 0}
es cerrado en CY(I,1).

Demostracion. Si Ej, = (), ya estarfa probado el lema. Consideremos pues el caso en el que
Ex # 0. Sea (g,,), una sucesién de Ej, convergente hacia g en la métrica dy, lim,, oo d1(gn, 9) —
0. Queremos probar que g € Ej. Entonces existe un (¢,)°, C I tal que gt(t,) = t, y
(¢%)(t,) = 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que lfm, ,o,t, = to € I. Sea ¢ > 0.
Como ¢ es continua, debido a la continuidad uniforme de ¢g* en I existe un entero positivo
ny tal que, para n > ny, |g8(t,) — g"(to)| < e. Como dy(gy,,g) tiende a 0, existe un entero
positivo ny tal que, para n > no, do(gﬁ, g*) < e. Tomemos un entero positivo ns tal que
|t — to| < € para n > ng, y sea m; = max(ny, ng, ng). Entonces para m > m; llegamos a

que

IA

19" (to) — g"(tm)| + 9" (tm) — g, (t)| + |9k, (tn) — tol
e+ do(g*, gk,) + |tm — to]
3¢,

19" (to) — tol

IN

IN

implicando que g*(to) = to. También tenemos que
[(g)'(t2) = (¢")'(ta)] < lim di(gy, g*) = 0.
n—oo

Por lo tanto, obtenemos que 1im,, o |1 — (¢*)' (t.)| = |1 — (¢%)'(to)| = 0. En definitiva,
to € I cumple que (g*)'(ty) = 1 y es punto fijo de ¢g*, por consiguiente g € Ej,.
O]

El siguiente lema garantiza que Ej # 0.

Lema 3.31. Seann > 1y f € CY(I,I) tales que F,(f) no es finito. Entonces, existe xo € I
tal que F,(f) N {z: (f")(z) =1} #0.

Demostracion. Supongamos que F,(f) no es finito. Entonces podemos elegir una sucesién
(x;)72, estrictamente mondtona en F,(f). Sin pérdida de generalidad, x; < x;;; para cada

i > 1. Sea h(z) = f"(r) —x. Entonces, para cada 7, h(x;) = h(z;11) = 0. Asi, por el Teorema
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de Rolle”, tenemos que existe y;, con z; < y; < w41, tal que W' (y;) = 0. Sea xg = lim, . 4,
entonces zg € I, y también lim; ,. y; = xo. De la continuidad de f" y (f™)" se sigue que
finalmente f"(z¢) = zo y (") (z0) = 1. O

El resultado que sigue afirma que podemos aproximar toda funcién continuamente dife-

renciable del intervalo por un polinomio respecto a la métrica d;.

Lema 3.32. Para cada f € CYI,I) y0 < & < 1 existe un polinomio p : I — (0,1) con
dl(f7 p) <Eé.

Demostracion. Tomamos § = 5, a = 15y g(z) = a+ (1 — 3)f(x). Como por hipdtesis

tenemos que 0 < € < 1, se sigue que 0 < 8 < 1. Veamos que g(I) C (0,1).

9@) = a+ (1= Af@) = =+ (1- ) f(@)

€ €
1_6+< —§>f(9€0):0,
por lo tanto,
—€
f(wo) = 2(8 —¢) <0

llegando asi a una contradiccién. Por otro lado,

=+ (1-5) flan =1,

16 8
por consiguiente,
16 — ¢
= > 2
UC T

obteniéndose otra contradiccién. Luego, efectivamente, g(I) C (0,1).

A continuacién, veamos que d(f,g) < §.
dl(fvg) = dO(fag)+d0(f,7g/)
= sup|f(z) — g(z)[ +sup |f'(z) — ¢'(z)]
zel zel

= swp|f(x) 0~ (1= A)f ()| + sup|f'(x) ~ (1 = )(a)

xel

= sup|ff(z) — al +sup|Bf'(z)]
x€l xel

< £ + g B g
8 8 4

Sea

1, €
o1 = 5 inf {g(@),1 - g(). 5}

"Teorema de Rolle: Sea f una funcién continua definida en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el
intervalo abierto, (a,b), y verificando f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

f'(¢) = 0. El lector interesado en la prueba, véase [ ].

65



y s(t) un polinomio tal que dy(g’, s) < 5. Entonces p(x 0) + fo t)dt es un polinomio

verificando

Asi tenemos que

1
=1 <

di(g,p) = do(g',s) +do(g,p) < +%

< <
2 4

Luego di(f,p) < di(f,9) + di(g,p) < 5. De esta forma, de g(I) C [2c1,1 — 2&] y
di(g,p) < €1 se sigue que p(I) C (0,1).

]

Lema 3.33. FEuziste un subconjunto residual My de C*(I,1) tal que para todo f € My, Fix(f)

es finito.

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo. Si Fiz(f) tuviese infinitos elemen-

tos, entonces, por el lema 3.31, tenemos garantizada la existencia de xy € Fiz(f) tal que

f(xo) = 1.

Consideramos el conjunto
E, = {f € C'(I,1) : existe 7y € I N Fiz(f), f'(xo) = 1}.

Dicho conjunto es un caso particular de los Ej definidos en el lema 3.30 para k = 1,
luego sabemos que F; es cerrado en ¢'(I,1). A continuacién, queremos probar que F; no

tiene ningin punto interior.

Sea f € Ey y e > 0, por el lema 3.32, existe un polinomio p tal que di(f,p) < 5y
p(I) C [e1,1 — &1] para algiin 0 < e; < §. Sea

M(p) ={z:p'(x) =1} = {t1,t2, - ,tm}-

Elijamos 0 < €3 < ¢7 tal que p(z) — x # &, para todo € M(p) y tomemos h = p — &.
Entonces h € CY(I,1), di(h, f) <&, M(h) = {z: b'(x) =1} = M(p), y h(z) # x en M(h),
lo que implica que F; es de primera categorfa y M; = C'(I,I) E) es residual. O

Teorema 3.34. Sea e > 0, f € CHI,I), y A, = {x : (f")(z) = 1} N F.(f) un conjunto
finito, y Orb(z, f) C (0,1) para x € A,. Entonces existe una funcién g € C'(I,I) con
di(f,9) < 5 tal que {z: (¢")'(x) = 1} N Fu(g) = 0.

Tras introducir varios resultados auxiliares necesarios para desarrollar la demostracion
del siguiente resultado, finalizamos la seccién presentando el resultado de [Ali3] sobre la

cardinalidad del conjunto de puntos periédicos de una funcién continuamente diferenciable.
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Obviamente, existen funciones de clase C! con conjuntos de puntos periédicos no numerable,

por ejemplo

IA A
}—* t\jh—'

T
e

IA A

T si O
—x° + 2 — 1 S1 3

Pero tipicamente, el conjunto de puntos peridédicos si es numerable. Véase la figura 3.1.

Figura 3.1: Ejemplo de funcién con conjunto de puntos fijos no numerable, pero tipicamente

si es numerable.

Teorema 3.35. Sea f : I — I una funcién de clase C'. Entonces, tipicamente su conjunto
de puntos periddicos es numerable, es decir, existe un conjunto residual M C CY(I,1I) tal

que P(f) es numerable para todo f € M.

Demostracion. Consideramos los siguientes conjuntos,

H, = {feCYI,I): F,(f) no es finito},

By = {feCI,I):0e P;n{x:(f*) (x) =1} con f(0) =1},

F, = {feCYI,I): existe zy € I tal que zy € Fiz(f)y f'(x0) = 1},
E, = {feC'I,I): Fu(f)n{z: (f")(x) =1} # 0}.

Por los teoremas 3.28 y 3.33, sabemos que los conjuntos F} y B; son de primera cate-
goria. Por otro lado, para n > 1, por el lema 3.30 tenemos que F, es cerrado, y por el lema

3.31 tenemos que H, C E,.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f € C(I,1) ni es una funcién cons-
tante ni un polinomio de primer grado, y entonces, por el lema 3.32, tenemos que elegir un

polinomio g € C'(I, 1) de grado n > 2 tal que g(I) C I'y di(f,g) < =.
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Ahora, utilizando el teorema 3.34, podemos construir una funcién h € C'(I,1) tal que
di(g,h) < 5y el conjunto A, = EF,(h)N{z: (k") (z) =1} = 0. Asi dy(f,h) <eyh ¢ L
es nowhere dense, de ahi E° = (. Esto implica que para cada k > 2 el conjunto Ej es
nowhere dense. Asi el conjunto F' = (U;—, Ex)|J F1 U B1 es de primera categoria por ser
unién numerable de conjuntos nowhere dense. Luego M = CY(I,I)\ F es un conjunto
residual, y para f € M, P(f) = U,—, F.(f) es numerable. De esta forma, queda probado
que toda funcién de clase C! del intervalo tiene tipicamente conjunto de puntos periédicos

numerable. O

3.4. Otros conjuntos de puntos

En esta seccion recogemos una serie de resultados sobre la dindmica topolégica que com-
parten dos funcionas continuas del intervalo que conmutan. Estudiaremos la interseccion
del conjuntos de puntos periédicos de una funcién con otros conjuntos interesantes como el
conjunto de puntos recurrentes, uniformemente recurrentes o casi periédicos. Lo expuesto a

continuacién esta basado en el articulo | ].

Dadas dos funciones f,g € C(X, X), las composiciones f o gy go f son operaciones na-
turales en C'(X, X). Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos ambas composiciones

comparten algunas propiedades, por ejemplo:
= Su entropia topoldgica coincide como veremos en el capitulo siguiente en 4.12.

= Per(fog)= Per(go f)

Sin embargo, hay muchas otras propiedades que no comparten. Por ejemplo, una funcién

uede ser transitiva’, mientras que la otra no lo es.
)

Ejemplo 3.36. Sea X = [0,1] y consideremos las funciones f,g : [0,1] — [0, 1].

- 0, zel0,3]U[3,1],
f@)=go+z g@) =4 6r-2,  welhl]
—6z + 4, z €3, 3]

Componiendo ambas funciones obtenemos (g o f)(xz) = 1 — |1 — 2z| que es transitiva
(véase | /), mientras que f o g no es transitiva, ya que (f o ¢)([0,1]) = [3, 2] y, por
tanto, no se cumple la definicion si tomamos un intervalo abierto distinto del vacio V en

(0.3) 0en (5,1).

8Con E? denotamos el interior de E,,.
9Recordemos que f es (topolégicamente) transitiva si para cada par de conjuntos abiertos no vacios U y

V en X, existe un entero positivo k tal que f*(U) NV # 0. En otras palabras, existe una érbita densa.
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Recordemos la definiciéon de conjunto minimal.

Definicién 3.37. Sea f € C(X,X), donde X es un espacio métrico compacto. Diremos
que un congunto cerrado no vacio M C X es minimal si f(M) C M y no eziste ningin

subconjunto propio cerrado invariante de M.

Ademas de las propiedades sobre conjuntos minimales que se vieron en la seccién 3.1.,

consideremos la siguiente propiedad para la demostracion del siguiente resultado.

= Si M C I es un conjunto minimal, entonces o bien M es una érbita periddica o un

conjunto de tipo Cantor.

El lector interesado en la demostracién de las propiedades anteriores puede consultarlas

en | , Capitulo 5].

Siguiendo el orden de Sharkovsky para los nimeros naturales (véase el Anexo I), consi-

deramos los siguientes conjuntos:
» Ti={fe€C(I,I): P(f) es cerrado}.
» To={f€C(,I): f tiene puntos periédicos de periodo 2", n > 0}.
» T3={f€C(I,I): f tiene un punto periédico que no sea potencia de 2}.
Nuestro primer principal resultado en este apartado es el siguiente,
Teorema 3.38. Supongamos que f,g € C(I,I). Entonces"
a) Si g € Ti, entonces Fiz(f) N P(g) # 0.
b) Si g € Ty, entonces Fixz(f) N AP(g) # 0.

c) Si g € Ts, entonces Fix(f) NUR(g) # 0.

Demostracion. ¢) Consideremos que el conjunto Fiz(f) # (). El conjunto de puntos fijos es
compacto. Por otro lado, si x € Fix(f), entonces g(Fiz(f)) C Fiz(f). De ahi, el conjunto
w—limite wy(z) C Fiz(f). Entonces, existe un conjunto minimal para g, M C w,(z) C
Fiz(f). Como M es minimal, cualquier x € M es uniformemente recurrente y, de ahi,
Fiz(f) N UR(g) # 0.

0En | ], articulo que recoge este teorema, hay una errata en el enunciado, donde dice f € T;, debe
decir g € T; para i =1,2,3.
Recordemos que con AP Y UR denotamos los conjuntos de puntos casi periédicos y puntos uniformemente

recurrentes, respectivamente.
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a) Se sigue de [Sha], teorema 4.11, que f € 7y si y solo si wy(x) es finito y, por lo tanto,
es una orbita periddica. Luego Fix(f) N P(g) # 0.

b) Como wy(z) C Fiz(f) para todo x € Fiz(f) tenemos dos posibilidades:

1. wy(z) es finita, lo que implica que se trata de una drbita periddica y, por lo tanto,

Fiz(f) N P(g) # 0.

2. wy(z) es infinita.

Supongamos que se verifica la segunda. Entonces por [Smi, Teorema 3.5] existe una
sucesién encajada de intervalos Jy D J; D -+ D J, D --- tal que ¢*"(J,) = Jn, Jup1 U
%" (Jns1) C Jn, vy We(m) C Npso Uiyt ¢°(J,) es un tnico punto zp € wy(z). Entonces

" (xg) € ¢g"(J,,) para todo k > 0, y por lo tanto zy € AP(g), lo que termina la prueba. [J

De forma similar, podemos demostrar el siguiente resultado que generaliza el teorema

3.38 a cualquier espacio métrico compacto.

Teorema 3.39. Sea X un espacio métrico compacto y sean f,g € C(X, X) tales que fog =
go f. Si P(f)#0, entonces UR(g) N P(f) # 0. En particular, UR(g) NUR(f) # 0.

Demostracién. Como P(f) # 0, existe n € N tal que Fiz(f") # () es cerrado. La prueba se

sigue de forma similar al Teorema 3.38(c) teniendo en cuenta que g y f" conmutan. O

En [Fur] se prueba que si f; € C(X,X), 1 < i < n, conmutan dos a dos, entonces
N2, Rec(f;) # 0. Es més, si « € NI, Rec(f;), existe una sucesién de enteros positivos

{n;}2, tal que f;"(z) € U, 1 <k < n, para cualquier entorno abierto U de .

No estd claro si UR(g) NUR(f) # 0 en general, aunque si se puede probar el siguiente

resultado

Proposicién 3.40. Sean f,g € C(I,I), entonces UR(f) NUR(g) # 0.

Demostracion. Sea M un subconjunto minimal de f y consideremos un punto arbitrario
x € M. Entonces, v € UR(f) y M = w¢(x).

Por otro lado, como g es uniformemente continua, es inmediato comprobar que g(ws(z)) =
wr(g(z)) = g(M) para cualquier x € M. De ahi g(M) = w¢(y) para todo y € g(M), lo que
implica que g(M) es también un conjunto minimal de f por las proposiciones 3.7 y 3.8 sobre

conjuntos minimales.
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Entonces U2 (g™ (M) C UR(f) y, por lo tanto, US® ,g"(M) = K C UR(f). Como g es
continua, la funcién g|x : K — K estd bien definida y es continua. Como K es un conjunto

compacto, existe un conjunto minimal de g contenido en K. Asi, existe

y € UR(g)N K C UR(f) NUR(g).
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Capitulo 4
Entropia topoldgica

En los capitulos anteriores hemos estudiado la existencia de puntos fijos y puntos pe-
riédicos comunes a dos funciones continuas del intervalo que conmutan. A pesar de ello,
existen infinidad de propiedades que caracterizan y determinan la dindmica de un sistema al
margen de sus puntos fijos o puntos periédicos, por ejemplo: la transitividad, la turbulencia,

los puntos de recurrencia, etc.

En este capitulo estudiamos la dindmica de las funciones desde una perspectiva mas am-
plia y nos centramos, como a lo largo de todo el trabajo, en funciones continuas del intervalo
que conmutan. En concreto, estudiaremos como la entropia topolégica de dos funciones que
conmutan determinan la entropia de la composicion, y viceversa. En ese sentido, daremos
resultados interesantes que se verifican para las funciones monoétonas a trozos, pero que no
son ciertos para el caso general de las funciones continuas, como veremos con un contra-
ejemplo de Raith. Ademas, analizaremos qué propiedades deben compartir dos funciones

continuas que conmutan.

El capitulo esta dividido en dos secciones. En la primera, definimos la entropia topoldgi-
ca y presentamos algunas propiedades interesantes sobre ella que nos permitiran estudiar
cémo de complejo’ es un sistema. En la segunda seccién, comenzamos estudiando como f
y g determinan la dinamica de las composiciones, f o g y g o f. Finalmente, abordamos
preguntas como ;viene la dinamica de la composicion forzada en cierto sentido por el com-
portamiento dinamico de f y g, siendo estas funciones continuas del intervalo? Si suponemos

conmutatividad, json parecidos los comportamientos de f y g7 ; Qué propiedades dindmicas

!'Entenderemos por sistema dindmico complejo aquel que tenga al menos un punto periédicos de orden
distinto a una potencia de dos. En el presente capitulo veremos cémo en el caso de un sistema dindmico
complejo su entropia es estrictamente positiva. Por el contrario, cuando un sistema dinamico solo tenga
puntos periddicos de 6rdenes alguna potencia de dos, diremos que es sencillo, siendo su entropia, en este

caso, igual a cero.
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comparten? Para el caso de las funciones mondtonas a trozos, veremos como si la entropia de
las funciones que conmutan es cero, fuerzan que la de la composicién también lo sea (véase
teorema 4.17 y el corolario 4.18). Este resultado es falso para el caso general de las funciones

continuas. Para ello, construiremos un contraejemplo desarrollado por Raith [Rai].

4.1. Definicion y propiedades

A la hora de estudiar un sistema, es importante conocer cémo de complicada es su
dindmica: cuantas orbitas diferentes tiene, como son los conjuntos de puntos periédicos,
puntos recurrentes, etc. La entropia topoldgica nos permite medir la complejidad del siste-
ma y asi conocer el grado de “caos” que hay en él. El teorema 4.10 y el corolario 4.11, con
los que cerramos esta seccién, son la justificacién para hablar de entropia en el presente tra-
bajo, ya que dichos resultados nos proporcionan una forma alternativa y més sencilla para
computar la entropia en el caso de las funciones mondétonas a trozos. Esto nos permitira
en las secciones que nos siguen estudiar la complejidad de diversos sistemas generados por

funciones mondtonas a trozos en el intervalo.

Debido a su importancia, la presente seccion se centrara en introducir el concepto de en-
tropia topoldgica y en desarrollar algunas propiedades para el caso concreto donde el espacio
es un intervalo compacto de la recta real. Estas propiedades las utilizaremos en la segunda
seccion de este capitulo, donde abordaremos distintos resultados sobre entropia de funciones

continuas del intervalo que conmutan. Esta seccién estd basada en | , Capitulo 4].

Sean X un espacio métrico y compacto; y f € C(X, X) una funcién continua de X en
si mismo. Un conjunto A de subconjuntos de X se llama cubrimiento si la unién de sus

elementos es todo X. Para cubrimientos abiertos Ay, A, ..., A, de X, denotamos:

\/.AZ - Al\/AQ\/"‘\/An

= {Alﬁ---ﬂAn:AiGAi,Alﬂ---ﬂAn%@}

Entendemos f° como la funcién identidad. Nétese que \/i_, A; también es un cubri-
miento abierto. En adelante se supondra implicitamente que los cubrimientos con los que
trabajemos seran abiertos.

Para un cubrimiento abierto A, denotamos

FA) = (A A Ay y A=\ FA)
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Por la continuidad de f, para cada i, f~*(.A) es un cubrimiento abierto, luego A" es tam-
bién un cubrimiento abierto. Si A es un cubrimiento de X e Y C X, entonces denotamos
por Aly el cubrimiento {ANY : A€ A} de Y.

Denotamos por A (A) al menor cardinal posible para un subcubrimiento?® elegido de A.

Se verifican las siguientes desigualdades:
N(AV B) < N(AN(B); (4.1)
N(fH(A) < N(A). (4.2)

Para probarlas, nétese que si C y D son subcubrimientos elegidos de A y B respectivamen-

te, entonces CVD'y f~"(C) son subcubrimientos elegidos de AVBy f~"(.A), respectivamente.

Por otro lado, usando la definicién, tenemos A" = AF v f7F(A") y asf obtenemos la

siguiente desigualdad:

N(AF™) < N(AM)N(A™). (4.3)

El siguiente lema sera ttil para demostrar posteriormente el teorema principal de esta

o0

seccién, a saber, el teorema 4.10. Una sucesion (a;,)5%,

de ntimeros reales no negativos se
llama subaditiva si para cada n y k tenemos oy, < ai + a,. Por ejemplo, la sucesiéon

(log N (A™)),, es subaditiva por 4.3 y es positiva por ser el cardinal mayor o igual que 1.

Lema 4.1. Si (a,)$%, es una sucesion subaditiva, entonces existe el limite
3 an
lim —
n—oo 1

1 7 Qn
y es igual a inf, <=

Demostracion. Fijemos m > 1. Podemos reescribir cada n como n = sm+r, donde 0 < r <
m — 1, s > 0. Entonces, tomando ay = 0, tenemos
(67% Oéstrr Qgm + (078 SO,

Qap Qyy JRsY
- < <— 4+ — <+ mix —
n n n n n m 0<i<m—-1 1

donde en las dos primeras desigualdades hemos utilizado la subaditividad de la sucesién y
en el resto de desigualdades la descomposicién n = sm + r. Por lo tanto,
Q Q
limsup — < 2.
n—oo N m
Luego, al ser cierto para todo m
e « L«
lim sup — < inf = < liminf —2,
nooco N m m m—oo M

de donde se sigue el resultado, ya que el limite inferior de una sucesién siempre es menor o

igual que el limite superior y obtenemos asi la igualdad. O]

2Por subcubrimiento entendemos un subconjunto de un cubrimiento A que también sea un cubrimiento
de X.
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Utilizando la desigualdad (4.3) y el lema 4.1, el limite
1
h(f, A) = lim —log V(A" (4.4)
n—oo M,
existe y es igual al infimo de X log N'(A™). Como N (A™) > 1, tenemos que h(f,.A) > 0.

Definicién 4.2. El numero h(f, A) (4.4) se llama entropia (topoldgica) de f sobre el cu-

brimiento A.

Ahora podemos tomar
h(f) = sup h(f, A), (4.5)

donde el supremo se toma sobre todos los cubrimientos abiertos A de X.
Definicién 4.3. El nimero h(f) definido por (4.5) se llama entropia topolégica de f.

Nota 4.4. Senalamos que existen otras definiciones de entropia topologica que son equiva-

lentes. El lector interesado puede consultar [ , pdg. 188].

Diremos que un cubrimiento A es més fino que un cubrimiento B, y escribimos A > B,

cuando cada elemento de A estd contenido en algin elemento de B. Claramente, tenemos

que
si A > B entonces N'(A) > N(B), (4.6)
y
si A > B entonces A" > B". (4.7)
Consecuentemente
si A > B entonces h(f, A) > h(f,B). (4.8)
Ademas,
A" > A (4.9)

Noétese que, como X es compacto, para todo cubrimiento abierto A de X podemos elegir
un subcubrimiento finito B. Este subcubrimiento B es mas fino que A. Por lo tanto, de
(4.6) se sigue que es suficiente tomar en (4.5) el supremo solo sobre todos los cubrimientos

abiertos finitos.

Sea A un cubrimiento finito. Como por definicién de A" su cardinalidad es a lo sumo
(Card.A)™3, tenemos

h(f, A) < lim ! log(Card.A)" = log Card(.A).
n—oo 1N

3Con Card denotamos el cardinal de un conjunto, en nuestro caso, de cubrimientos abiertos.
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De ahi que
0 <h(f,A) < oo. (4.10)

ya que, como hemos comentado, solo podemos tomar el supremo en h(f) sobre cubrimientos

abiertos finitos.

Cuando consideramos todos los cubrimientos abiertos, puede ocurrir que haya algunos
con entropia arbitrariamente grande. Por lo tanto, ahora para la entropia topoldgica de la
aplicacion f ocurre

0 < h(f) < co. (4.11)

Al final de esta seccién, veremos en el ejemplo 4.13, un caso de funcién con entropia

infinita.

Lema 4.5. Se verifica la siguiente igualdad

W™y = n-h(f).

Demostracién. Sitomamos un cubrimiento abierto A, entonces por definicién A% = (A")lfm

y, por lo tanto,
h(f", A") =n-h(f, A).

Efectivamente,

(" A" = lim %mg(/\fwk)fn) = lim %mgwmkn)f)

k—oo

= lim % log(N(AF™) ;) = n lim 1103;(~/\/(As)f) =n-h(f,A).

k—oo N s—00 S

donde hemos hecho el cambio de variable kn = s.

Por (4.5), esto prueba que h(f™) > n - h(f). Por otro lado, por (4.8) y (4.9).
h(f", A) < h(f", A") =n-h(f,A),

y esto prueba que
h(f") < n-h(f).
Luego hemos obtenido que h(f™) =n - h(f). ]

Veamos a continuacién algunos resultados para el caso particular en el que X es un

intervalo compacto J. Denotaremos el conjunto de todas las funciones continuas de J a J

como C(J, J).

Gracias a la compacidad, para todo cubrimiento abierto existe un cubrimiento més fino

consistente en intervalos. Por lo tanto, en (4.5) solo hay que tomar el supremo sobre todos
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los cubrimientos abiertos finitos de J por intervalos. Los intervalos que usamos son abiertos
en J, que es cerrado. Esto significa que dichos intervalos o son abiertos o si son semicerrados

es porque un extremo coincide con un extremos de J.

Lema 4.6. Si f € C(J,J) y A es un cubrimiento finito de J por intervalos, entonces eziste

un cubrimiento abierto B de J tal que
h(f.A) < h(f. B) +log 3.

Demostracion. En primer lugar, construyamos una particion C de I por intervalos que refine
a A. Para ello, para cada A € A tomaremos la particién C4 de I en A y las componentes
de I\ A. Entonces C' = \/,.,Ca es una particién finita de I por intervalos. Nétese que C
refina a 4, ya que la interseccién de todos los conjuntos I\ A, A € A es vacia por ser A un

cubrimiento.

Por 4.8, tenemos que h(f,C) > h(f,A), ya que C > A por refinarla. De esta forma, para
cada elemento C' € C existe un intervalo abierto B(C) en I que contiene a C' e interseca,
a lo sumo, tres elementos de C. Denotemos por B = {B(C) : C' € C}. Ahora, elegimos un
subcubrimiento D de B™*, entonces cada elemento de D interseca a lo sumo 3" elementos
de C". Como D es un cubrimiento, obtenemos que N (C") < 3"N(B"). En el limite,

B(f,C) < log3 + h(f, B).
Consecuentemente, como h(f,C) > h(f,.A), se sigue el lema:

h(f, A) < h(f,B)+ log3.

Denotemos por M al conjunto de las funciones mondtonas a trozos finitas®.

Proposicién 4.7. Si f € M, entonces (4.5) se verifica si el supremo se toma sobre todos

los cubrimientos finitos de I por intervalos.

Demostracion. Denotemos por h al supremo de h(f,.A) sobre todos los cubrimientos finitos
A de J por intervalos. Sea A uno de dichos cubrimientos. Como f es mondtona a trozos
para cada n € N existe un cubrimiento finito C de J por intervalos que es mas fino que A".

Del lema 4.6 obtenemos

h(f", A") < h(f",C) < h(f") + log3.

1Recordemos que B = /7, f~(B)
5Una funcién f : I — I se dice monétona a trozos, si existen z; = 0 < zo < ... < 2, = 1 tales

que f|(z,2,.,) € continua y monétona, donde con monétona nos referimos a estrictamente creciente o

estrictamente decreciente.
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Por el lema 4.5, h(f", A") = n - h(f,A) y h(f™) = n - h(f). Por lo tanto, h(f, A) <
h(f) + %log 3. Como n es arbitrario, obtenemos h(f,.A) < h(f). Como A es arbitrario,
obtenemos h < h(f).

Por otro lado, para cualquier cubrimiento abierto B podemos encontrar un cubrimiento
finito A consistente en intervalos y mas fino que B. Entonces h(f, B) < h(f, A) < h. Como

B es arbitrario, obtenemos h(f) < h. Lo que completa asi la prueba. O

Si f € M, llamaremos a un cubrimiento A de J f—mono si es finito, consiste en intervalos

y f es mondtona en cada elemento de A.

Nota 4.8. Notese que si un cubrimiento A es f—mono entonces A" es f*"—mono. Efecti-
vamente, si A = AgN A N---NA,_; € A", entonces A C Ap_y y Ap_y = fTO(B,_))
con B,y € A, luego f"(A) C f(B,_1), y al ser A f—mono, se sigue A" es f"—mono.

Proposicién 4.9. Si f € M y A es un cubrimiento f—mono de J, entonces h(f, A) = h(f).

Ahora ya somos capaces de dar una forma simple y muy 1til de computar la entropia
de aplicaciones mondétonas a trozos en un intervalo. Sea ¢,, el minimo cardinal de todos los

cubrimientos f"—mono de J. En otras palabras, ¢, es el nimero de intervalos de monotonia

de f™.
Teorema 4.10. Si f € M, entonces

1
lim —logc, = h(f)

n—oo N

y %log cn > h(f) para cualquier n.

Demostracion. Paran =1,2, ..., sea A, un cubrimiento f”—mono de cardinalidad minima,
es decir, cardinalidad c,. Para m,k > 0, el cubrimiento f~*(A,,) V A es un cubrimiento
fm*—mono: En efecto, sean A € f7%(A,,) y B € A;. Consideramos AN By C € A,.
Entonces f™*(AN B) C fmtk(A) = fmtr(f=%(C)) C f™(C) por ser A,, f™—mono por

hipétesis.
Por lo tanto,

Cmer < Card(f*(An) V Ap) < cmcr.

La sucesion (logc,)re, es subaditiva y, por consiguiente, el lema 4.1 implica que existe

lim,, o %log ¢, vy es igual a inf, % log c,,.

Para cada n tenemos, por el lema 4.5 y la proposicion 4.9, que

h(f) = %h(fn) = %h(fn;An) < %IOg CardA,, = %log Ch.-
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Por otro lado, para cada n y k, el cubrimiento (.An)’}n es un ™ —mono cubrimiento por

la nota 4.8 y, de ahi,

, 1 , 1 , 1 k
lim Elog c, = lim —klog ke < rLll_{Ic}o_klOgN((A”)f")

k—o0 k—oco N n

= B A = (") = ().

Corolario 4.11. Si f € C(J,J) es un homeomorfismo, entonces h(f) = 0.

A continuacion, haciendo uso del teorema 4.10, presentamos dos ejemplos. El primero de
ellos veremos como computar la entropia haciendo uso de dicho resultado. En el segundo,

veremos un caso de funcién con entropia infinita.

Ejemplo 4.12. Aplicamos el teorema 4.10 para calcular la entropia de la siguiente funcion.

Consideremos I = [0,1] y la funcion f : I — I dada por:

(

6x si0§x<%,

1 1

—6x + 2 slg<ax<g,

6r—2 sit<z<l

fla) = A
—6x +4 Sl§§x<§,

2 5

6r—4 sis<x<g,

| —6r+6 sig<a<l

Véase la imagen 4.1. En este caso, el numero de subintervalos de monotonia, c,, verifican

que ¢, = 6". De esta forma, aplicando el teorema 4.10 obtenemos

1 1
h(f) = lim —logc, = lim —log6" = log6.

n—oo 1, n—oo 1

0:2

Figura 4.1: Funcién que ilustra el teorema 4.10.
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flz)

2

Figura 4.2: Ejemplo de funcién con entropia infinita.

Ejemplo 4.13. [lustremos con el presente ejemplo un caso de funcion con entropia infinita.

Véase la imagen 4.2.

Finalmente, presentamos un resultado que relaciona la entropia con la propiedad de ser
turbulento. El lector interesado puede encontrar la demostracion del teorema en | ,

pag. 14 y pag. 218].
Teorema 4.14. Sea f € C(I,1). Las siguientes propiedades son equivalentes.

1. h(f) > 0.
2. f tiene un punto periodico con orden distinto a una potencia de 2.

3. f™ es turbulento para algin n € N.

4.2. Entropia topoldgica en composiciéon de funciones

A continuacion vamos a considerar los sistemas dinamicos discretos generados por la
composicién de dos funciones f,g € C(X, X), es decir, (X, fog) y (X, go f). Nuestro obje-
tivo es estudiar como f y g determinan la dindmica de fog y go f. Vamos a centrar nuestra
atencién en el caso X = I = [0, 1]. Entre otros resultados, demostraremos que en el caso de
las funciones mondtonas a trozos, la suma de las entropias de las funciones que conmutan es
mayor o igual que la entropia de la composicién. También estudiaremos que si dos funciones
continuas del intervalo que conmutan comparten un punto periédico de orden 2¥p, donde

k >0y p > 3 es impar, entonces, la entropia de la composicion es estrictamente positiva.

Desafortunadamente, ni siquiera en este caso podemos afirmar nada de forma general.
En el siguiente ejemplo se ilustra cémo dos funciones con dinamicas sencillas, al componerse

determinan una funciéon de dindmica compleja.
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Ejemplo 4.15. Consideramos las siguientes funciones f,g: 1 — I, donde g viene definida
por g(z) =1— f(1—x):

0:5 f T 0:5

0 0'5 1 0 0'5 1

(a) f(x) (b) g(z) =1 - f(1 —x)

Figura 4.3: Ejemplo de funciones con dindmica sencilla que al componerse determinan una

funcién de dindmica compleja.

Se comprueba facilmente que f y g tienen unicamente puntos periodicos de orden 1 y 2,

es decir,

Per(f) = Per(g) ={1,2}

Asi que las dindmicas de f y g son simples en el siguiente sentido: Todas las trayectorias
{f(x)}, {g™(x)}52,, € I, convergen a la drbita finita de un punto periddico®. Ademds,
tanto f como g verifican que ¢, =n+1, ya que con cada iteracion unicamente aumenta en

una unidad el numero de intervalos de monotonias de la funcion. Asi, por el teorema 4.10,

h(f) = lim llog(n+ 1) =0.

n—oo N

Ahora consideramos la composicion g o f

1 1
(gof)(r)=q4z—1 L<a<l
2—-2r f<z<l
6La demostracién de esta afirmacién puede encontrarse en [Sha, pag. 73]
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Figura 4.4: Composicion de dos funciones que tiene dinamica compleja.

FEs facil deducir que Per(g o f) = N. Para ello basta comprobar que existen puntos
periddicos de orden 3, por ejemplo el periodo {0, %, 1}, y el resultado se sequird por el teorema
de Sharkovsky. Al tener puntos periodicos de todos los drdenes, por el teorema 4.1/ podemos
concluir que la entropia topoldgica de la composicion es estrictamente positiva. Utilizando
el teorema 4.10 también podemos llegar a la misma conclusion. Es sencillo comprobar que

para cadan > 1, el numero de intervalos de monotonia verifica que ¢, > 2"™. De esta forma,

1 1
h(f) = lim —logc, > lim —log2" = log2.

n—oo M n—oo 1

Por lo tanto, h(go f) > 0 mientras que h(g) = h(f) = 0.

Ahora bien, no necesariamente al componer dos funciones se tiene que complicar la
dinamica. De hecho, con el siguiente ejemplo ilustramos como dos funciones de dindamica

compleja, al componerlos originan una funciéon que tinicamente posee puntos fijos.

Ejemplo 4.16. Consideremos las funciones f,g € C(I,1) donde g(z) =1 — f(1 — x).

fa) = 1— 2z, oga:gg,y o) = r+3, 0<z<i,
x—%, %<x§1, 2 —2x, %<:c§1.
Consideramos la composicion:
4z, si OSxS}l,
(gof)w) =93 -2z, si 1 <z<i
T si %gxgl.
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(a) f(x) (b) g(z) =1 - f(1 —x)

Figura 4.5: Ejemplo de dos funciones con dinamica compleja que al conmutar originan una

funcion con dindmica sencilla.

0 05 1

Figura 4.6: Composicion de dos funciones con entropia cero.

Obsérvese que [ y g comparten la drbita periddica P = {0, %, 1}. Luego tienen puntos
periddicos de orden 3, y por el teorema de Sharkovsky, Per(f) = Per(g) = N. De ahi que
h(f) > 0, h(g) > 0 por el teorema /J.14. Sin embargo, se comprueba facilmente, viendo
que no existen puntos periodicos de orden 2, y aplicando el teorema de Sharkovsky, que

Per(go f)={1} y, por ende, h(go f) =0 por el mismo teorema.

Como hemos podido apreciar en los ejemplos anteriores, en general, no se puede afirmar
nada a priori sobre la complejidad de la composicion de dos funciones. Es por ello que, para
obtener algin resultado en esta linea es necesario exigir alguna condicion adicional. Una de
ellas consiste en exigir conmutatividad entre las funciones f y g, es decir, fog =go f. Uno
de los motivos por los que puede ser conveniente exigir esta condicién es por verificarse la

siguiente igualdad | |:
hgo f)=h(fog). (4.12)

Ademas, la entropia topolédgica de funciones conmutables se ha estudiado en varios articu-
los. De hecho, en [Hu] se probé la desigualdad h(f o g) < h(f) + h(g) para difeomorfismos
sobre variedades Riemannianas compactas C'*°. Esta desigualdad no se verifica en general,

como prob6é Goodwyn en su articulo [Goo], donde proporciona dos contraejemplos. Sin em-
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bargo, Cénovas y Linero, | |, probaron que el resultado si era cierto para el caso de
las funciones monédtonas a trozos. Recordemos que para este tipo de funciones, ¢, (f) denota

el nimero de intervalos de monotonia de f".

Teorema 4.17. [ | Sean f,g dos funciones mondtonas a trozos continuas tales que

fog=gof. Entonces
h(fog) < h(f)+ h(g). (4.13)

Demostracion. Como fog = go f, es facil de comprobar que f? o g9 = g9 o fP para todo

p,q € N.

El nimero de intervalos de monotonia de f™ o g™ es menor o igual que ¢,(f)c,(g), es
decir, c(f" o ¢g") < ¢u(f)en(g). Efectivamente, supongamos que f™ tiene a intervalos de
monotonia, ¢,(f) = a; y ¢" tiene b intervalos de monotonia, ¢,(g) = b. Si consideramos
f™"og", como cada intervalo de definicion de ¢" puede parar, como méaximo, en los a in-
tervalos de definicion de f", entonces tendrd a lo sumo ab intervalos de monotonia. De ahi
que ¢(f" o g") < ab = c,(f)cn(g). (Nétese que la clave estd en que al ser f, g monétonas a

trozos, en cada intervalo de definicién la funcién es continua y mondtona).

En resumen, ¢,(f o g) < ¢,(f)ea(g), ya que (f o g)" = f™ o g". Ahora, por el teorema

4.10 tenemos

.1 .1 VI
h(fog) = lim —loge,(fog) < lim —log(cu(f)ea()) = lim —(logen(f) +logcn(g))
1 1
= lm —loge,(f) + Hm —logen(g) = h(f) + h(g).
n—oo 1, n—oo 1
]
Corolario 4.18. [ | Sean f,g € C(I,I) funciones mondtonas a trozos tales que

fog=gof.Sih(f)=h(g)=0, entonces h(f og)=0.

Sin embargo, en general, si tenemos que h(f) > 0 o h(g) > 0, no podemos afirmar que

h(f o g) > 0 como muestra el ejemplo 4.16.

Con el objetivo de encontrar un resultado en el que la entropia de la composicion es
positiva, seria razonable que si una de las funciones que conmutan fuese un homeomorfismo,
por ejemplo g, entonces la formula h(f o g) = h(f) + h(g) fuese cierta, incluso para aplica-
ciones no conmutativas. Entonces h(f) > 0 implicaria h(f o g) > 0. Desafortunadamente, el

siguiente ejemplo ilustra que esto es falso.
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21 si0<z<i,
Ejemplo 4.19. Definamos f(z) = 1 —x, parax € I y g(x) = { —2z+1 si1 <z <1,
0 si % <x<l.
Entonces,
0 si0<z<i
(gofil)=1q 22—-1 siz<z<3,
—2r+2 si % <z <l

05 | 1 1 ! 05

0 0.5 1 0 0'5 1

(a) g() (b) (g f)(=)

Figura 4.7: Funciones g(x) y (g o f)(z) del ejemplo 4.19.

Por un lado, es sencillo computar la seqgunda iterada de la composicion y ver que (g o
)?(z) = 0. Luego (go f)" = 0 para todo n > 2. De ahi, h(go f) = 0 ya que tinicamente

tiene puntos fijos.

1
12
con cada iterada, lo que implica que ¢, = 2". Ahora, haciendo uso del teorema /4.10:

Por otro lado, en el caso de g, el tramo que estd en el intervalo [O } se va duplicando

1
h(g) = lim —log2"™ = log2.

n—oo M
Sin embargo, podemos probar el siguiente resultado parcial, donde no exigimos conmu-
tatividad.

Proposicién 4.20. [ | Sea f : I — I una funcién continua mondtona a trozos,

y supongamos que x1 = 0 < 19 < ... < T = 1 son tales que f

(zizi1) €S continua y
mondtona. Supongamos que f(z}), f(z;) € {0,1} para i =1,2,...)k+1. Sig: 1 — 1 es
un homeomorfismo, entonces h(f o g) = h(f) + h(g) = h(f) = logk.

Demostracion. Para empezar hagamos notar que h(g) = 0 por ser homeomorfismo por
el corolario 4.11. Es facil comprobar que f o g es una funcién mondtona a trozos con k
intervalos de monotonia que lleva cada uno de ellos a un conjunto contenido en (0,1).
Entonces, obtenemos que ¢,(f o g) = ¢,(f) = k™ quedando asi probado el resultado gracias
al teorema 4.10.

1
h(fog)= lim —logk" = log k.
n—oo N
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Por otro lado, surge la pregunta de si el teorema 4.17 también es cierto en el marco gene-
ral de las funciones continuas conmutables sobre el intervalo, sin exigir que sean mondtonas
a trozos. Dicha pregunta fue planteada en | |, dando respuesta a ella, en sentido
negativo, Peter Raith [Rai]l. En su articulo, Raith prueba que para cualquier o € [0, o0

existen dos funciones f; y fo € C(I,I) en el intervalo que satisfacen f; o fo = fy 0 fi,

h(fi) =h(f2) =0y h(fio fo) = a.

Comencemos enunciando una serie de resultados previos que seran necesarios para la
construccion del ejemplo de Raith. No desarrollaremos las demostraciones de los resultados
que siguen, aunque si indicaremos una referencia bibliografica donde poder consultarlos. En

el caso del siguiente teorema, el lector interesado puede consultar la demostracién en | ,
Lema 4.1.3].

Teorema 4.21. Sean f : I — I yg: I — I funciones continuas. Supongamos que f y g

son topoldgicamente conjugadas’, entonces h(f) = h(g).
La demostracién del siguiente lema puede consultarse en | , Corolario 2.18].

Lema 4.22. Sea f : I — I una funcion continua. Supongamos que existe una Sucesion

(Xn)nen de conguntos cerrados con f(X,) C X,, tal que I = UyenX,. Entonces h(f) =
SuanN h(f|Xn)

El lector interesado puede consultar la demostracién del siguiente resultado en | ,
Capitulo 4]. Recordemos que el conjunto w—limite de un punto zy € X se define como el

conjunto

wia) =wi(@) = () | ().

m>0n>m

Lema 4.23. Sea f : [ — I una funcion continua. Supongamos que f tiene unicamente
una cantidad finita de puntos fijos y que para cada x € I existe un punto fijo y, tal que
wy(x) = {y}. Entonces h(f) = 0.

Obviamente los resultados anteriores pueden aplicarse al caso de funciones continuas so-
bre el intervalo unidad f : [0,1] — [0, 1]. El lector interesado puede consultar la demostracién

del siguiente resultado en | , Capitulo 4].

Proposicién 4.24. Sea o € [0,00]. Entonces existe una funcion continua g : I — I con
9(0) =0, g(1) =1y h(g) = .

"Dos funciones f : X — X y g : Y — Y continuas son topolégicamente conjugadas si existe un

homeomorfismo h: X — Y, tal que ho f = goh.
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Comencemos con la construccién del ejemplo que prueba para cualquier o € [0, 0]
existen dos funciones f; y fo € C(I,1) tales que fi 0 fo = foo fi, h(fi) = h(f2) =0y
h(fio fa) = .

Construccion del ejemplo:

Sea a € [0, 00]. Por la proposicién 4.24 existe una funcién continua g : [0, 1] — [0, 1] con

g(0) =0, g(1) =1y h(g) = «. Fijemos esta funcién g para el resto de la construccién.

A continuacién, definamos f; : [0, 1] — [0, 1] como

1
2z, nggz,
R 1 1
fl(x) T lL“f—Z, Z<x§%7
x 1 1

Obviamente, fi(z) > x para todo x € (0, 1) (véase la figura 4.9), de ahf que wy, (z) = {1}

para todo z € (0,1]. Como f es un homeomorfismo, por el corolario 4.11, tenemos que

h(f) = 0.

Con el fin de definir la funciéon f, introduzcamos la siguiente notacién. Para n € N,

consideramos los conjuntos

1 1 1 1
LnZ: |:ﬁ727:| y RnZ: |:1_2_n’1_2n+1:|

Noétese que la interseccion de dos conjuntos diferentes de este tipo tienen a lo sumo un
tnico punto en comin, y que (0,1) = (UpenLy) U (UpenRy). Definamos fy : [0,1] — [0, 1]

cOomo

(

0, si x =0,
(1 + g2z — 1)), si x€ L, n>1,

fa(x) = T+ 394z —2), si r € Ry,
l— s+ 592" (z—1+45)), si z€R,, n>2,

1, si z=1.

\

Nétese que fo (2%) = # y que fo(Ly) = Ly,41. Efectivamente, ya que f, (Z,L%) =1

2n+2
1 1 | 14 1
y f2 (2_”) = Zn¥1- aIIlbleIl se \/erlﬁca que

3 1 1 1
fo (Z) =5 fo(R1) = Ly; fa (1 - 2n+1) =1- on Y fo(Rn) = Ry,

para todo n € N tal que n > 2. Todo esto implica que fy(x) < x para todo x € (0, 1). Por
lo tanto, wy,(x) = {0} para todo = € [0,1) y entonces, el lema 4.23 implica que h(f2) = 0.
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A partir de ahora se considera la siguiente funcion:

3z,
g(.T) = 2_3*1'7
3r — 2

IN
8 8 8
IAIA A

— WIN Wi

Wi wi— O
A A

08 § 2
06 f
04

02 f T

0 02 04 06 08 1

Figura 4.8: Funcién g(z) considerada en la construccién del ejemplo de Raith.

En este caso, tenemos que h(g) = log3 > 0 por el teorema 4.10. En la figura 4.9, la

segunda grafica se corresponde a la funcion f, para el caso concreto en el que g esta definida

como arriba.

Figura 4.9: Funciones fi(x) y fa(x). Imagen extraida de [Rai].

Haciendo unos céalculos laboriosos, pero simples, obtenemos la expresiéon de la composi-

cion
O’ Sl x:o’
(Fro fo)(@) = (fao i) (x) = g (14 g(2" e — 1)), S w€Llnn>l,
1 2)lT) = (]2 1)\T) = 1_L_|_ 1 (2n+1( 1 1 . R > 1
on 2n+1g T +2n)>, Sl x € iy, n =1,
1’ Sl €T =

(4.14)
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Hemos obtenido la conmutatividad de las funciones f; o fo = f5 o f1. Por simplicidad
llamaremos f a la composicién. Por 4.14 obtenemos que f(L,) = L,. De hecho, vemos que
2% es punto fijo de f para todo n > 1. Ademas, f(R,) = R,.

De forma directa, f|z, es conjugado con g a través del homeomorfismo h(z) = 2"z —1
v flr, es conjugado con g a través del homeomorfismo h(z) = 2"! ($ -1+ 2%) Luego el
teorema 4.21 implica que h(f|z,) = h(f|r,) = h(g) para todo n € N. Como A(f|gq) =
h(flqy) = 0, por el lema 4.22, se sigue que h(f) = h(g). De esta forma, hemos probado el

siguiente resultado.

Teorema 4.25. Sea « € [0, 00]. Entonces, eziste un homeomorfismo estrictamente creciente
f1:[0,1] = [0,1] y existe una funcién continua fo : [0,1] — [0,1] con f2(0) =0y fo(1) =1,
tales que h(f1) =h(f2) =0, fio fo = fao fi y h(fio f2) = a.

Corolario 4.26. Sea a € [0, 00|. Entonces existen funciones continuas f1, fz : [0,1] — [0, 1]
con h(f1) = h(fa) =0, que satisfacen fio fo = fao fi y h(fio fa) = a.

A continuacién presentamos un resultado, también extraido de | ], que garantiza
que la composicion tendra una dindmica complicada siempre que las dos funciones compartan
algin punto periédico de orden 2*p, donde k > 0 y p > 3 es impar. En su demostracién

haremos uso del teorema 4.14 y del lema 1.1.

Proposicién 4.27. Sean f,g € C(I,I), con fog=go f. Supongamos que f,qg tienen una

orbita periddica comin de orden m, donde m > 3 es impar. Entonces h(f o g) > 0.

Demostracion. Sea P = {z, f(x),..., ™ Yz)} ={z,9(z),..., 9™ *(z)} la érbita periédica

comin de f y g, con x = min P, ords(x) = m = ord,(x). Escribamos la 6rbita como sigue,

r =2 < f‘l’(l)(x) = 29 <. ..< fT(mfl)(x) = Ty,

donde 7 es una permutacién de {0,1,2,...,m — 1} con 7(0) = 0. Sea J; = [z;, x;11],
i=1,....m—1.
Como m > 1, vemos que f(xy) # xp para k = 1,2,...,m, ya que en caso contrario

tendriamos un punto fijo. De ahi que f(z1) > 21y f(2mn) < Zpm.

Sea i € {1,2,...,m — 1} minimo con f(z;11) < x; v f(z;) > z;, lo que implica que

fzs) > w41

Por lo tanto, obtenemos J; C f(J;) C --- C f™(J;), lo que implica que

{2, oy = {xa, f(z), ..., ™ )} € 7).
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Como f™1(.J;) es un intervalo, esto implica que [z1,z,,] C f™ 1 (J;) C f™(J;).

Como m es impar, i # m — ¢. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ > m — 1.
Como {z1, ..., x;} no puede ser invariante, ya que contradeciriamos que i es el menor indice

tal que f(z;41) < 41, entonces existe p < i con f(x,) > ;.

Por otro lado, los puntos f(x1),..., f(z;) son disjuntos, por ser elementos de una érbita
periédica. De ahi que estos @ puntos diferentes no puedan estar contenidos en {x;,1,..., 2y}
porque este ultimo conjunto consiste en m — ¢ puntos e ¢ > m — i. Por lo tanto, existe ¢ <4

con f(z,) < z;. Supongamos que ¢ < p. Sea j < p < ¢ maximo con f(z;) < z;.

Por maximalidad de j, obtenemos que f(x;41) > ;. Luego J; C f(J;). De ahi obtenemos
que [z1,z,) C M) C f™(J;). Como obviamente [y, Z,,] C g([21, 2,]), se sigue que

(fog)" (L) =g"(f"(N)) D g™ ([x1,2m]) D 21, 20] D J; U Jj
paral € {i,j}.
Luego (f o g)™ es turbulenta® y el teorema 4.14 nos lleva a que h(f o g) > 0.

]

Una vez presentados los resultados previos pasamos a enunciar y demostrar el resultado

principal.

Teorema 4.28. | ] Sean f,g € C(I,I) dos funciones tales que fog = go f.
Supongamos que f y g comparten un punto periddico de orden 2¥p, donde k>0 yp > 3 es
impar. Entonces h(f og) > 0.

Demostracion. Supongamos que f,g € C(I,I) comparten un punto periédico = de orden

m=2pconk>0,p>3, pimpary fog=go f.

Nétese que ord .« (z) = ord ,x (x) = p. Consideremos el conjunto

P = {a, [* (x), [ (2), [P (@), ..., SO0 (@)},

Sea t = ordoy(z). Como (fog)™(xz) = (f"og¢™)(x) = x obtenemos t/m por el lema 1.1,
luego t = 2%q con s < k y g|p.

8Recordemos que una funcién f : X — X diremos que es turbulenta si existen subintervalos compactos
J, K con a lo sumo un punto en comun tal que JUK C f(J)N f(K). Se dird que es estrictamente turbulenta

si los subintervalos J, K se pueden elegir disjuntos.
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= Si ¢ > 1, entonces f o g tiene un punto periddico de orden distinto a una potencia de

2y, por el teorema 4.14, h(g o f) > 0, terminando asi la prueba.

s Sit=2% veamos que P = O’r‘ngk (x). Para 1 <i < p, tenemos

g (@) = UG @) = FC (0 o 1) (@)
JEPE((f 0 9 (@) = £V ().
Por lo tanto, f 2 y g2k comparten una Orbita periddica P de orden p. Recordemos que
h(f™) = nh(f) y utilizando la proposicién 4.27 se sigue que

k

2'h(fog) =h((fog)?)=h(f"og")>0,
lo que implica h(f o g) > 0.
O

Teorema 4.29. Sean f,g € C(I,1) tales que fog=go f. Si f yg comparten un punto

periddico cuyo orden no sea una potencia de dos para f, entonces h(f o g) > 0.

Demostracion. Supongamos que o es un punto periddico de orden n = 2Pq, p > 0,q > 3

impar, para f; y de orden m = 2°r, s > 0, r > 1 impar, para g. Distingamos tres casos:
= m = n. Se trata del teorema 4.28.

» m # nyq=r.Entonces, sea k = max{p, s} y consideremos las aplicaciones F' = ka y

G = ng. Entonces F'y G comparten un punto periddico de periodo ¢q. Efectivamente,

k k

F(zo) = (f*) () = f°

G(x0) = g7 U(w0) = ¢ "I(wo) = ¢¥* (w0) = (971 (w0) = (9™)*" (20) = 0.

Luego, por el teorema 4.28, tenemos que h(F o G) > 0. Entonces,

Uzo) = fQPq(on) = f"(z0) = To;

WF o G)=h(f* o g*) = h((f o g)*) =2"h(f o g),
lo que implica que 2¥h(f o g) > 0y, por lo tanto, h(f o g) > 0.

= m # nyq# r. Supongamos que n 'y m son coprimos. Entonces, o bien p, o bien s
es 0 para que no haya factores comunes. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
s =0.Deahi,n=2Pqy m=r.
G1(xo) = g™(x9) = o por hipétesis. Por lo tanto, xg es un punto fijo de G; = ¢g™.
Ademas, FI'(zo) = (f™)"(x0) = (f")"(x9) = xo. Luego z( es un punto periédico de

orden n de F; = f™. De ahi, xy es un punto periédico de orden n para F; o Gy
(F1 0 G1)"(0) = (F]" 0 GY)(wo) = FT' (g™ 0 -+ 0 g")(m0) = F{'(20) = 0.
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Entonces, al ser n = 2Pq, por el teorema 4.28, queda probado que h(F; o Gy) > 0.

Finalmente,
h(FyoGy) = h(f™og™) = h((fog)™) =mh(fog) >0

y, de ahi, A(f o g) > 0.

Veamos ahora qué sucede si n y m no son coprimos. Sea d = mcd(n, m) y consideremos
F = fly G = ¢g*. Entonces, tomando n; = 2y my = 2 tenemos que zo es un punto
periédico de F' de orden ny = 2P1qy (F™ (z0) = f™(x0) = zo); y también es un punto

orden de G de periodo my = 2%y (G™ (x) = g™ (x0) = o).

Ahora bien, ny y my son coprimos al obtenerse dividiendo n y m por su maximo comun
divisor respectivamente. Luego, aplicando el caso previo obtenemos que h(F o G) > 0

y, procediendo de forma andloga, h(f o g) > 0.
O

Notese que la diferencia entre el teorema 4.28 y el teorema 4.29 radica en que mientras
en el primero los puntos periddicos comunes deben tener el mismo orden, en el segundo no
tienen por qué serlo, es decir, con compartir un punto periédico de érdenes diferentes para
f v g es suficiente para concluir que la entropia de la composicién es estrictamente positiva,

y por ende, su dinamica compleja.

Resultados de este tipo también se pueden demostrar para otro tipo de funciones que
no sean continuas en el intervalo. Por ejemplo, Sun, Xi y Chen [Sun], probaron que si
f,g: T — T, donde T es un arbol’ con s extremos, son continuas y conmutan, entonces
si existe un entero positivo m > 2 tal que mcd(m,l) = 1 para cualquier 2 < [ < sy

P (f) N P(g) # 0 para algtin entero positivo k, entonces h(f o g) > 0.

En el presente trabajo hemos estudiado la dinamica que tienen en comun dos funciones
continuas del intervalo que conmutan y como la dindmica de estas determinan la dinamica de
su composicién. El analisis realizado recorre la evolucion del problema desde que a mediados
del siglo XX se plantease la conjetura sobre compartir puntos fijos, conjetura 2.1, hasta el
estado actual de la investigacion. Principalmente, hemos centrado nuestro estudio en los con-
juntos de puntos fijos, los conjuntos de puntos peridédicos y en la entropia topologica de las
funciones, aunque se han estudiado otras propiedades como la turbulencia, la transitividad

o los conjuntos de puntos recurrentes, uniformemente recurrentes y finalmente periédicos.

9Por 4rbol entenderemos una variedad ramificada conexa compacta y unidimensional que no contiene

ninguna copia homeomorfa al circulo.
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A pesar de que se haya dado respuesta a muchas cuestiones a lo largo de los anos, sigue
habiendo muchos problemas interesantes abiertos, como por ejemplo la cuestiéon sobre com-
partir puntos periddicos, cuestién que Steele abordé determinando el camino a seguir para
conseguir probarla tipicamente. Esto ilustra, como este campo de los sistemas dinamicos, a

la par que interesante, sigue estando vivo y con muiltiples incégnitas que descubrir.
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Anexo I: El Teorema de Sharkovsky

En el ambito de los sistemas dinamicos discretos definidos por funciones del intervalo,
uno de los resultados mas relevantes es el teorema de Sharkovsky. FEn el presente anexo
nos dedicaremos a desarrollar la demostracién del teorema basandonos en el articulo de Du,
[Du], donde sintetiza la prueba original. Recordemos el enunciado del teorema introducido

anteriormente en el capitulo de preliminares.

Teorema 4.30. Teorema de Sharkovsky Supongamos que f : 1 — I es una funcion
continua. Si f tiene un punto periddico de orden m, entonces f también tiene un punto

periodico de orden n siempre que m < n en el orden de Sharkovsky, siendo dicho orden

el siquiente:

3 <, b < T <y o <
2:3 <y 25 < 27 < ... <y
22.3 <, 22.5 <, 227 < ... <

C<s 22 o< 22 <, 2 <, L

Notese que la suficiencia del teorema se puede obtener a partir de los siguientes resulta-
dos:

a) Si f tiene un punto periédico de orden mayor que 2, entonces f también tiene un

punto periédico de orden 2.

b) Si f tiene un punto periédico de orden impar m > 3, entonces f también tiene un

punto periédico de orden n para todo entero n tal que n > m + 1.

c¢) Si f tiene un punto periédico de orden impar m > 3, entonces f tiene puntos periédicos

de todos los 6rdenes pares.

De ahi, que nos centremos en probar los resultados anteriores para terminar concluyendo

con la demostracion del teorema 4.30.
Lema 4.31. Sean k,m,n y s enteros positivos. Entonces se verifica lo siguiente:
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1. Siy es un punto periodico de f de orden m, entonces es un punto periddico de f" de

orden (7;”—71), donde (m,n) denota al mdrimo comin divisor de m y n.

2. Siy es un punto periddico de f™ de orden k, entonces es un punto periddico de f de

orden %”, donde s divide an y es coprimo con k.

Demostracion. 1. Supongamos que y es un punto periédico de orden m de f, es decir,
m

f™(y) =y; yseap= OO Esto implica que p|m y p|n, luego, m = pky y n = pks con ky y

ko nimeros enteros. De esta forma, el resultado se sigue de

(f") (y) = f"(y) = (f"o---o [")(y) = ["(y) = .

S
-

ko

m nm
P

(y)= [

2. Supongamos que ¥y es un punto periédico de orden m para f". Entonces y tiene periodo

p para f, donde p divide a mn. Asi, podemos escribir p = **. Entonces, por 1, (n’;p) =2y

asi (n,p) = %. Luego n = sd y (sd, md) = d. O
Vamos a probar a). Para ello veamos el siguiente lema previo.

Lema 4.32. Si ¢ y d son puntos del intervalo tales que f(d) < ¢ < d < f(c), entonces f

tiene un punto periédico de orden 2.

Demostracion. Escribamos I = [a,b]. Sea w = min{c < x < d : f(x) = x}, y sea v un
punto en [c, w] con f(v) = d. Entonces, f%(v) = f(d) < ¢ < wv. Si f no tiene puntos fijos en
[a, ], entonces no fija ningtin punto de [a, v]. Como f?(a) > a, se sigue que f tiene un punto

periédico de orden 2 en [a, v].

Si f tiene un punto fijo en [a, ¢], sea t = mix{a <z < ¢: f(z) = x}. Entonces f no tiene
puntos fijos en (¢, v]. Sea u un punto en [t,c] con f(u) = c. Entonces f?(u) = f(c) > d > u.
Como f?(v) < v, deducimos que f?(y) = y para algtin y en [u,v]. Finalmente, como f no

tiene puntos fijos en [u, v], y es un punto periédico de f de orden 2. O]

Proposicion 4.33. Si f tiene un punto periodico de orden m mayor que 2, entonces f

también tiene un punto periodico de orden 2.

Demostracion. Sea P = {x; : 1 <i <m}, con x; < 23 < ... < Zy,, una 6rbita de periodo
m de f. Como z1 < f(z1) y f(zm) < T, existe un entero s satisfaciendo 1 < s < m — 1 tal
que zs = max{z € P:x < f(x)}. Estd claro que z41 < f(25) v f(2s41) < x5. Por el lema
4.32, f tiene un punto periédico de orden 2. O]

Veamos a continuacion, de forma unificada, la demostracion de b) y c).

Si hay subintervalos cerrados Jy, Ji, ..., Jp_1,J, de I con J, = Jy tal que f(J;) D
Jix1 parat = 0,1,...,n — 1, entonces diremos que JyJ; ... J,_1 es un ciclo de longitud n.

Necesitamos el siguiente resultado previo.
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Lema 4.34. Si JoJ1Js...J_1Jy es un ciclo de longitud n, entonces existe un punto pe-

riédico y de f tal que f'(y) € J; parai=0,1,....n—1 1y f"(y) = v.

El lector interesado puede encontrar la prueba de dicho resultado auxiliar en | ,
Capitulo 1]

Proposicion 4.35. Si f tiene un punto periodico de orden m, con m > 3 e impar, entonces
f tiene puntos periodicos de todos los ordenes pares. Es mdas, f tiene un punto periodico de

orden n para cualquier enteron conn > m + 1.

Demostracion. Sea P = {x; : 1 <i <m}, con x; < x5 < ... < Zy,, una orbita de periodo
m de f. Sea g = max{x € P : z < f(z)}. Como m es impar, para algin entero ¢ tal
que 1 <t <m-—1yt+# slospuntos f(x;) y f(zsr1) caen en lados opuestos de z. Asi
f([z¢, z421]) D [ws, T541]. Por simplicidad, supongamos que z; < x,'°. Sea ¢ el menor entero

positivo tal que f?(z;) < x;. Entonces 2 < g <m — 1.

En primer lugar, supongamos que m = 3. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
f(z1) = xg, f(x2) = 23,y f(x3) = 1. Sea Jy = [x1, 23] y J1 = |29, x3]. Para cualquier n > 2,
podemos aplicar el lema 4.34 al ciclo JyJiJ; ... J1Jy de longitud n para obtener un punto
de periodo n. Por consiguiente, si f tiene un punto de periodo 3, entonces f tiene puntos

periodicos de todos los periodos.

Ahora, supongamos que m > 3. Como ¢ es el menor entero positivo tal que f9(zy) < ay,
entonces 441 < fi(x,) cuando 1 <i < q—1. Si 24 < f77H(z,) < z, el lema 4.34 aplicado

al ciclo
(e, [ @)L (), 2] [f1 (), [, £ ()]
establece la existencia de un punto de periodo 3 de f. Si f971(x,) = z,,,, podemos aplicar
el lema 4.34 al ciclo
[z, Ts] e, Tesa][ws, 2sia][2, o]

para obtener un punto de periodo 3 de f.

Procedemos suponiendo que x,y1 < f97'(x,). Si k= min{l <i<qg—1: fi(z,) <
fi(zs)}, entonces x4y < fFY(x,) < f7Y(xy), asf que o bien x4y < fFF () < f771(zy) 0
T < fPNay) <@y Siwg < fF(w) < f7Y(w,), podemos utilizar el lema 4.34 para el
ciclo

L @s), S o)l S () S5 (@) I ), S ()]

para obtener un punto de periodo 3 de f. Si zy,; < f¥1(z,) < 2, < 2 < f77Y(x,), podemos

elegir u € [xy,2441] tal que f(u) = z, tomamos w € [z, f7 ! (z,)] con f(w) = u, y sea

10En el caso contrario en el que Tsy1 < x4, la prueba es similar.
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v € [f*(z,), 2] un punto tal que f(v) = w. Aplicando el lema 4.34 al ciclo [u,v][z, w][u, v]

y, para todo entero impar n > 4, al ciclo

(n—2)/2
—
[u, v] [z, wlv, 2][z, wl[u, 0]

Concluimos asi que f tiene puntos periddicos de todos los periodos pares. Por otro lado,
sea J; = [z : fi(x,)] parai =0,1,...,¢—1, donde [a : b] denota el intervalo cerrado con a y b
como puntos extremos. Para cualquier n > m+-1, aplicamos el lema 4.34 al ciclo de longitud
n Jo ... Jk—1Jg—1[ze, wega]d ... JJy, donde J = [x4, x441], para confirmar la existencia de

un punto de periodo n. O]

Ya podemos proceder, combinando (a), (b) y (c¢), y el lema 4.31, a demostrar el teorema
de Sharkovsky.

Teorema 4.36. (Sharkovsky). Supongamos que [ : 1 — I es una funcion continua. Si f
tiene un punto periodico de orden m, entonces f también tiene un punto periodico de orden

n siempre que m < n en el orden de Sharkovsky.

Demostracion. Comencemos probando la suficiencia del teorema haciendo uso de los resul-
tados previos. Por (b) y (c), tenemos que 3 < 5 < 7 < --- < 2-3. Si f tiene puntos de
periodo (2-m) con m > 3 e impar, entonces f? tiene puntos de periodo m. Por (b), f? tiene
puntos de periodo (m+2), que con el lema 4.31 implica que f tiene o bien puntos periédicos

de orden m + 2 o de periodo 2 - (m + 2).

Si f tiene puntos de periodo (m+2), entonces por (b) f también tiene puntos de periodo
2 - (m + 2). En cualquier caso, f tiene puntos periddicos de periodo 2 - (m + 2). Por otro
lado, por (c), f? tiene puntos periédicos de orden 6, y asf, por el lema 4.31, f tiene puntos
periédicos de orden 22 - 3. Ahora, si f tiene puntos de orden 2 -m con m > 3 e impar, y
si k > 2, entonces por el lema 4.31, ka_l tiene puntos de orden 2 - m. Se sigue de ahi que
27" tiene puntos periédicos de orden 2 - (m + 2) y de orden 22 - 3. En vista del lema 4.31,
f tiene puntos de orden 2% - (m + 2) y de orden (2! . 3).

Es més, al tener f puntos de orden 2% - (m + 2), ka tiene puntos periodicos de orden m.
Por (b), f2k tiene puntos de orden 2" siempre que 2" > m, asi que por el lema 4.31, f tiene
puntos periédicos de orden 2" para todos los enteros n tales que 2" > m. Finalmente, si
f tiene puntos de orden 2¢ para algin entero i > 2, entonces f2i_2 tiene puntos de orden 4.
Como consecuencia de (a), f 2% tiene puntos de orden 2, asegurando que f tiene puntos de

orden 2!, Esto prueba la suficiencia del teorema de Sharkovsky.
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Para el reciproco, es suficiente con suponer que I = [0,1]. Sea T'(z) = 1 — |2z — 1| la
funcién tienda en I. Entonces para cualquier £ > 1 la ecuacion T’ k(m) = z tiene exactamente
2% soluciones distintas en I. Se sigue que 7' tiene érbitas de orden k. Entre estas 6rbitas de

periodo k, sea P, una con el menor diametro max P, — min P,. Para cualquier x € I, sea

min P si T'(z) < min Py,
Ty(x) = < méx P, si T(x) > max Py,
T(x) si minP, <T(x) < mix F.
Es entonces facil ver que T}, tiene exactamente una érbita de periodo k£ y ninguna érbita

de periodo j para cualquier j cumpliendo j < k en el orden de Sharkovsky.

Sea Q3 cualquier érbita de periodo 3 de T con didmetro minimo. Entonces [min )3, méx Qs3]
contiene Orbitas de periodo 6 de T'. Si (Jg es una con el didmetro mas pequeno, entonces
[min Qg, méx Qg] contiene érbitas de periodo 12 de T'. Elegimos una, digamos ()12, de didme-
tro minimo y continuamos el proceso inductivamente. Sea ¢y = sup{min Qon.3 : n > 0} y
¢ = mf{max Q.o : n > 0}. Sea Too(z) = qo si T(z) < qo, To(x) = @1 si T(x) > qu, y
Too(z) =T(x) si gqo < T(x) < ¢;. Entonces, es facil comprobar que T, tiene puntos periddi-
cos de orden 2" para cada n > 0, pero no tiene puntos periddicos de ningiin otro periodo.

Esto establece la otra implicacién en el teorema de Sharkovsky. O]
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Anexo II: Conjuntos perfectos.

El presente anexo cubre la demostracién de un teorema sobre conjuntos perfecto utili-
zado en la prueba del teorema 3.12 en el bloque de puntos peridédicos. La prueba que aqui
exponemos esta basada en la desarrollada en | ]. Comencemos recordando la definicién

de conjunto perfecto.

Definicién 4.37. Un conjunto Y es perfecto si es cerrado y todo punto p € Y es el limite

de puntos q, € Y con q, # p.
Teorema 4.38. Todo conjunto perfecto no vacio es no numerable.

Demostracion. Sea S # () un conjunto perfecto. Al consistir de puntos de acumulacién, no

puede ser un conjunto finito. Por lo tanto, o es infinito numerable o no numerable.

Supongamos que S es numerable y escribamoslo como:
S = {.1'1,1'2,.]]3, Ce }

El intervalo U; = (x; — 1,21 4+ 1) es un entorno de z;. Como z; es un punto de acumu-

lacién de S, hay infinitos elementos de S contenidos en Us;.

Tomemos uno de estos elementos, digamos x5 y tomemos un entorno Us de x5 tal que
Uy C Uy y 1 ¢ Us. De nuevo, x2 es un punto de acumulacién de S, asi que el entorno Us

contiene infinitos elementos de S.

Seleccionamos un elementos, digamos 3 y tomemos un entorno Us de x5 tal que Us C Us,
pero 1,1y & Us.

De forma inductiva, encontramos conjuntos U,, y puntos x,, tal que

= Uni1 C Un,

» z; ¢ U, para todo 0 < j <n,

=z, €U,
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Ahora consideramos V = U, NS que es un conjunto compacto por ser cerrado y acotado.

También se cumple, por construccion, que
(UpanS) c (U,NS).

Por lo tanto, V' # (). Ahora bien, ;qué elemento de S debe pertenecer a V? No puede

ser z1, ya que x; ¢ Us. No puede ser x1, ya que zo ¢ Us y asi sucesivamente.

Luego, ninguno de los elementos {z1, s, ...} puede estar en V. Pero V' # (), llegando

as{ a una contradiccién.

Por lo tanto, S es no numerable. O
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