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Introduccion

En este trabajo G es siempre un grupo, y casi siempre es un grupo finito. Si
R es un anillo, entonces RG denota el anillo de grupo de G con coeficientes
en R, es decir, RG es un anillo que contiene a R como subanillo y a G como
un grupo de unidades que forma una base de RG como R-mo6dulo de manera
que los elementos de R y G conmutan.

Los anillos de grupo tienen una presencia fundamental tanto en Teoria de
Grupos como en Teoria de Anillos, ya que son una herramienta en el estudio
de las representaciones de grupos y una fuente de ejemplos e inspiraciéon en
el estudio de los anillos. Un problema relativo a los anillos de grupo es el
llamado Problema del Isomorfismo, que consiste en decidir si es cierto
que si dos anillos de grupo RG y RH son isomorfos, entonces los grupos
G y H son isomorfos. Aunque es bien sabido que en casi todos los casos
que podamos imaginar existe respuesta negativa al Problema del Isomorfis-
mo ([HerO1, Dad71]), lo cierto es que en algunos tiene respuesta positiva, y a
menudo la demostraciéon de esto se encontrd a partir del estudio de las unida-
des del anillo de grupo. Por ejemplo, Higman demostro en [Hig40a, Hig40b|
que si G es abeliano y finito, entonces las tinicas unidades de torsion de ZG
son las triviales, es decir, los elementos de GG y sus opuestos, y utilizando esto
se deduce de forma obvia que el Problema del Isomorfismo tiene respuesta
positiva para anillos de grupo de grupos abelianos finitos con coeficientes

enteros.

Este trabajo se centra en el estudio del grupo de unidades U(ZG) del
anillo de grupo ZG, con G un grupo finito, y, mas concretamente, en sus

unidades de torsion. En realidad, U(ZG) = £V (ZG), donde V(ZG) es el
grupo formado por las unidades de ZG de aumento 1, lo que nos permite
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restringirnos al estudio de los elementos de torsion de V (ZG). Por el resultado
de Higman, si G es un grupo abeliano finito, entonces los elementos de torsion
de V(ZG) son unicamente los de GG. Sin embargo, no es esperable que esto
ocurra si G no es abeliano, pues, por ejemplo, los conjugados de los elementos
de G son también elementos de torsion de V(ZG).

Hughes y Pearson demostraron en [HP72] que para el grupo S3 de per-
mutaciones de tres elementos, no todas las unidades de torsion de V(ZSs)
son conjugadas de elementos de Sz en U(ZSs3), pero si que son conjugadas
de elementos de S3 en las unidades de QS3. En particular, los 6rdenes de los
elementos de torsion de V(ZS3) y S son los mismos. El espectro de un grupo
es el conjunto de los 6rdenes de sus elementos de torsion, luego V(ZS3) v Ss
tienen el mismo espectro. Este ejemplo sugirié en su dia las conocidas como
Conjeturas de Zassenhaus. En el capitulo 4 explicaremos de forma més
extensa lo que dicen estas conjeturas, pero aqui solo citamos la primera, que
postula que todos los elementos de torsion de V(ZG) son conjugados en QG
de elementos de G, siendo GG un grupo finito.

La Primera Conjetura de Zassenhaus ha tenido un papel muy relevante
en el estudio de las unidades de ZG desde que fue planteada formalmente por
Zassenhaus en 1974 (|Zas74]). Esta conjetura ha sido demostrada para grupos
nilpotentes (|[Wei91]), para grupos que tienen un p-subgrupo de Sylow dentro
de su subgrupo conmutador ([Her(6]), para grupos metaciclicos ([Her08a])
y, més generalmente, para grupos ciclicos-por-abelianos ([CMR13]). Ademas,
ha sido probada para algunos grupos no resolubles, como los grupos alter-
nados As (|[LLP89]) v Ag ([Her07]). Muy recientemente se ha anunciado un
contraejemplo ([EM17]).

Observemos que si la Primera Conjetura de Zassenhaus es cierta para
un grupo G, entonces V(ZG) y G tienen el mismo espectro. Este trabajo se

centra precisamente en el siguiente problema:

Problema del Espectro para anillos de grupo
Si G es un grupo finito, jtienen G y V(ZG) el mismo espectro?
Todo el trabajo esta orientado a demostrar un teorema de Hertweck,

el resultado central de [Her08b], que afirma que el Problema del Espectro
para grupos resolubles tiene solucion positiva. El contraejemplo anunciado en
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[FEM17] es metabeliano y, en particular, resoluble. Observemos que el Teorema
de Hertweck muestra que no puede ser una respuesta negativa al Problema
del Espectro. De hecho, a dia de hoy no se conoce ningin grupo para el que
el Problema del Espectro tenga respuesta negativa.

Hertweck aplica en la demostracion de su teorema un resultado clave: el
Teorema de Green de los Ceros de Caracteres. A su vez, la prueba de
este teorema depende del Teorema de Indescomponibilidad de Green,
asi como de otros muchos resultados, bastantes de ellos procedentes de la
Teoria de Representaciones. Por tanto, en este trabajo necesitamos pro-
fundizar en toda esta teoria para poder comprender los Teoremas de Green
y, finalmente, la demostracion de Hertweck.

Teniendo en cuentra nuestro objetivo, asi como los pasos previos que tene-

mos que dar, hemos organizado el trabajo como describimos a continuacion:

e El primer capitulo serd de preliminares, y en ¢l se expondran conceptos
y resultados imprescindibles para comprender el resto del trabajo, pero
que no son propios de la Teoria de Representaciones. Todos estos re-
sultados estan encaminados a la resoluciéon del Problema del Espectro
para grupos resolubles y, fundamentalmente, a comprender el enuncia-
do y la demostracion de los Teoremas de Green. Por ejemplo, en este
capitulo se presentaran los cuerpos perfectos, las algebras sobre anillos
conmutativos, los anillos de valoraciéon discreta, los enteros p-adicos y
los anillos de grupo.

e [l segundo capitulo se centrara en el estudio de la Teorfa de Represen-
taciones, con el objetivo de probar el Teorema de Green de los Ceros
de Caracteres y, como paso previo, el Teorema de Indescomponibilidad
de Green. Con estas demostraciones se cerrara el capitulo.

e Kl capitulo principal es el tercero, que estara dedicado a la exposicion
del Problema del Espectro y a la resoluciéon de este problema para gru-
pos resolubles, para lo cual necesitaremos los resultados de los capitulos

anteriores.

e A modo de conclusion, en el cuarto capitulo se tratarédn otros problemas
relativos a los anillos de grupo con coeficientes enteros, como el Proble-
ma del Isomorfismo y las citadas Conjeturas de Zassenhaus, asi como
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las conexiones entre ellos y su relacion con el Problema del Espectro.



Capitulo 1

Preliminares

Como hemos comentado en la introducciéon, en este primer capitulo se
trataran ciertos conceptos y resultados imprescindibles para comprender el
resto del trabajo. Por ejemplo, en ¢l se presentaran los cuerpos perfectos,
las algebras sobre anillos conmutativos, los anillos de valoraciéon discreta, los
enteros p-adicos y los anillos de grupo.

Antes de comenzar, cabe decir que tendremos en cuenta las siguientes
consideraciones a lo largo del trabajo:

e Se supondran al lector conocimientos generales sobre grupos,
anillos y médulos.

e Todos los anillos que se consideren se supondran unitarios, y
todo homomorfismo de anillos f: R - S cumplira que f(1r) =
lg, siendo 1g y 1g los elementos neutros para la multiplicacion de Ry
S, respectivamente.

e Cuando se hable simplemente de un médulo sobre un anillo,
sin especificar si se trata de un modulo por la izquierda o por la de-
recha, se supondria que lo es por la izquierda si el anillo no
es conmutativo, y que tiene la misma estructura de moédulo
por la izquierda y por la derecha si el anillo es conmutativo
(es decir, si M es un R-modulo, donde R es un anillo conmutativo, se
supondra que rm = mr para todo r e Ry me M).

e Se entenderd que, aunque se expongan tnicamente resultados
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relativos a médulos por la izquierda, se pueden establecer re-
sultados analogos para médulos por la derecha.

Ademas, al final de cada capitulo del trabajo se indicara la bibliografia
que se ha empleado para elaborar las distintas secciones que lo conforman.

1.1. Cuerpos perfectos

A lo largo del trabajo aparecera en mas de una ocasion la hipotesis de que
cierto cuerpo sea perfecto. En esta primera seccién empezaremos por dar la
definicién de cuerpo perfecto y, a continuacion, veremos algunos resultados
relativos a este tipo de cuerpos.

Definicién 1.1.1. Se dice que un cuerpo es perfecto si su caracteristica es

0, o bien su caracteristica es p>0 y K coincide con su subcuerpo
KP={azP:zeK}.

Proposicion 1.1.2. Todo cuerpo finito es perfecto.

Demostracion. En primer lugar, sabemos que la caracteristica de un cuer-
po finito no puede ser 0, pues todo cuerpo de caracteristica 0 contiene un
subcuerpo isomorfo a los nimeros racionales, que es un cuerpo infinito. Aho-
ra, sea K un cuerpo finito de caracteristica p. Se tiene que la aplicacion
1 : K - KP definida por ¥ (z) = 2P es un homomorfismo suprayectivo. Ade-
mas, P = 0 implica que x = 0 para todo x € K. Por tanto, ¥ es un isomorfismo
de anillos, luego K y KP tienen el mismo namero (finito) de elementos. Por
altimo, como KP? ¢ K, se cumple que K = KP?, por lo que K es un cuerpo
perfecto. [

Dado un cuerpo K, recordemos que un polinomio irreducible en K[X] es
separable si sus raices en una clausura algebraica de K son todas distintas,
v que un polinomio en K[X] arbitrario es separable si todos sus factores
irreducibles son separables. Si K es un cuerpo de caracteristica 0, todo po-
linomio en K[X] de grado mayor que cero es separable. Para cuerpos de
caracteristica distinta de cero tenemos la siguiente caracterizacion de cuerpo
perfecto:
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Proposicion 1.1.3. Un cuerpo K de caracteristica p > 0 es perfecto si, y
solo si, todo polinomio en K[X] de grado mayor que cero es separable.

Demostracion. Ver [ZS75, cap. 1, secc. 5, Teorema 6. [ |

Observacion 1.1.4. Recordemos que, dada una extension de cuerpos L/K,
un elemento de L algebraico sobre K es separable sobre este cuerpo si el
polinomio minimo sobre K de este elemento es separable sobre K, y que una
extension algebraica L/K es separable si todo elemento de L es separable
sobre K. Por tanto, se deduce de lo anterior que toda extensiéon algebraica
sobre un cuerpo perfecto es separable.

1.2. Algebras sobre anillos conmutativos

En esta seccién nos ocuparemos del concepto de algebra sobre un anillo
conmutativo, asi como de otras nociones relativas a anillos y médulos, como
son los idempotentes ortogonales, el radical de un moédulo y los mdédulos
libres de torsion. A lo largo de la seccion, R denotard un anillo conmutativo.

Definicion 1.2.1. Un anillo A se dice que es un dlgebra sobre un anillo
conmutativo R, o una R-dlgebra, si existe un homomorfismo de anillos

V:R— Z(A), siendo Z(A) el centro de A.

Existe, sin embargo, una definiciéon alternativa de R-algebra, que veremos

a continuacién que es equivalente a la anterior:

Definiciéon 1.2.2. Un dlgebra sobre un anillo conmutativo R, o una
R-dlgebra, es un anillo A que es también un R-mddulo tal que la multipli-
cacion en el anillo y la multiplicacion en el modulo son compatibles, en el

sentido de que

rx*(ab)=(r+a)-b=a-(r=*b)

para cualesquiera a,b € A y r € R, donde * denota la multiplicacion en el
modulo.

Proposicién 1.2.3. Las dos definiciones anteriores son equivalentes. Con
mds precision, dados un anillo conmutativo R y un anillo A, existe una bi-

yeccion natural entre las estructuras de R-dlgebras sobre A de acuerdo con
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la Definicion 1.2.1 y las estructuras de R-dlgebras sobre A segin la Defini-
cion 1.2.2.

Demostracion. Si ¢ : R - Z(A) es un homomorfismo de anillos, entonces
r*a = (r)a define una estructura de R-moédulo sobre A, y es facil ver
que se verifican las condiciones de la Definicion 1.2.2 y que ¥(r) = r * 14.
Reciprocamente, si R, Ay * son como en la Definicion 1.2.2, entonces (1) =
r * 14 define un homomorfismo de anillos ¢ : R - Z(A), y se cumple que
r*a=1Y(r)a para todore Ry ac€ A. (]

Observacion 1.2.4. Puesto que todo espacio vectorial tiene estructura de
modulo, la Definicion 1.2.2 pone de manifiesto que el concepto de R-algebra es
una generalizacion del concepto de algebra sobre un cuerpo K, o K-algebra.

Ejemplos 1.2.5. (i) Todo anillo A es una Z-algebra, en virtud del ho-
momorfismo ¢ : Z — Z(A) definido por ¢)(n) = 14 + -+ 14, donde el

elemento 14 se repite n veces.

(i) El anillo M,,(R) de las matrices cuadradas de orden n sobre R es una
R-algebra.

(ili) Dada cualquier inclusion R ¢ S de anillos conmutativos, S es una
R-algebra.
(iv) Si G es un grupo, el anillo de grupo RG es una R-algebra, aunque esto

lo veremos en la seccién 1.6.

Relacionados con el concepto de R-algebra aparecen otros, tales como el
concepto de R-subalgebra o el de homomorfismo de R-algebras, que genera-
lizan los conceptos relativos a K-algebras, y que trataremos a continuacion.

Una R-subalgebra B de una R-algebra A es un subanillo B de A que
contiene a 14 y es un R-submodulo de A.

Supongamos que ¢ : R - Z(A) define una estructura de R-algebra y que
M es un A-moédulo por la izquierda. Entonces M es un R-modulo con la
multiplicacion dada por

rm=1y(r)ym, reR, meM,
y satisface la condicién

r(am) = (ra)ym=a(rm), reR, acA, meM.
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Nos referiremos a este R-modulo como el R-médulo subyacente de M.

Claramente, los A-submoédulos de M son también R-submodulos. En par-
ticular, los ideales de A por la izquierda o por la derecha son R-submo6dulos
de A.

Ejemplo 1.2.6. Sea A un anillo arbitrario, y sea M un A-mddulo por la
izquierda. Sabemos que Homy (M, M), el conjunto de los homomorfismos
de A-moédulos de M en M, es un anillo con la adicién y la composicion
de homomorfismos. Este anillo se conoce como el anillo de endomorfismos
de M, y se suele denotar por End4(M). Ademas, Ends(M) es también un
A-modulo si se define, para cada ae Ay f e Enda(M),

(af)(m)=af(m), meM.

Si A = R es un anillo conmutativo, la multiplicacion en el moédulo es com-
patible con la multiplicacion en el anillo, luego Endg (M) tiene estructura
de R-algebra. En el caso mas general de que A sea una R-algebra, donde R
un anillo conmutativo, por la explicacion que precede a este ejemplo se tiene
que End 4 (M) también es una R-algebra, que se suele llamar el algebra de
endomorfismos de M.

Si Ay A’ son dos R-algebras, un homomorfismo de anillos f: A — A" se
dice que es un homomorfismo de R-algebras si f es también un homo-
morfismo de R-modulos, es decir, si se verifica que

f(ra) =rf(a)

para todore Ry ae A. Si M y M son dos A-modulos y A es una R-al-
gebra, entonces un A-homomorfismo f : M — M’  es automéaticamente un
homomorfismo de R-modulos, puesto que si ¢ : R - Z(A) define una R-al-
gebra sobre A, entonces se tiene que

frm) = f((r)m) =(r) f(m) =rf(m)
para todore Ry me M.

Por otra parte, dado un anillo arbitrario A, sabemos que se puede cons-
truir el anillo opuesto de A, que es un anillo con los mismos elementos y

la misma estructura aditiva que A, y en el cual la multiplicacién, que se



10 1. Preliminares

denotard por -°P, estd definida como a -°? b = ba para cualesquiera a,b € A.
Ahora, en el caso de que el anillo A sea una R-algebra, el anillo A% tiene
también estructura de R-algebra con la misma estructura de R-moédulo que
A, y recibe entonces el nombre de dlgebra opuesta de A.

Observacion 1.2.7. A lo largo del trabajo se considerard en mas de una
ocasion el algebra opuesta del algebra de endomorfismos End4 (M), donde
A es una R-algebra y M un A-moédulo por la izquierda. En tal caso, em-
pleando la notacion E = (End4(M))?™, es facil ver que M tiene estructura
de (A, E)-bimodulo con la multiplicaciéon por la derecha

mf=f(m), meM, fekFE.

Por tanto, el algebra E puede ser vista como un anillo de operadores por la
derecha sobre M.

Pasamos ahora a tratar los conceptos de clausura entera de un anillo
conmutativo R en una R-algebra y de dominio entero integramente cerrado.
Antes hemos de ver qué quiere decir que un elemento de una R-algebra sea
entero sobre R.

Definicién 1.2.8. Sea A una R-dlgebra. Se dice que un elemento o de A

es entero sobre R si existe un polinomio mdnico f(X) sobre R tal que
fa) =0.

Proposicién 1.2.9. Sea A una R-dlgebra, y sea a un elemento de A. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(i) « es entero sobre R.
(i) R[] es finitamente generado como R-mddulo.

(111) Eriste una R-subdlgebra B de A tal que € B y B es un R-submddulo

finitamente generado de A.
Demostracion. Ver [Rei03, Teorema 1.10]. |

Corolario 1.2.10. Sea A una R-dlgebra conmutativa. El conjunto de todos
los elementos de A que son enteros sobre R forman una R-subdlgebra de A.

Demostracion. Ver [Rei03, Corolario 1.11]. n

Ejemplo 1.2.11. Se llama cuerpo de niimeros a una extension finita de
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Q. Debido al apartado (iii) de Ejemplos 1.2.5, todo cuerpo de nimeros es
una Z-algebra. Los enteros algebraicos de un cuerpo de niimeros L son los
elementos de L que son enteros sobre Z. Por el Corolario 1.2.10, estos forman
una Z-subélgebra de L.

Definicion 1.2.12. Sea A una R-dlgebra. La clausura entera de R en
A es el conjunto de elementos de A que son enteros sobre R. El anillo R se
llama integramente cerrado en A sila clausura entera de R en A coincide
con la R-subdlgebra R-1,4. Un dominio entero R es integramente cerrado

st es integramente cerrado en su cuerpo de cocientes.

Observacion 1.2.13. El cuerpo de cocientes de un dominio entero R es
una R-algebra debido al apartado (iii) de Ejemplos 1.2.5.

Proposicion 1.2.14. Los dominios de factorizacion inica (DFU) son inte-
gramente cerrados; en particular, lo son los dominios de ideales principales
(DIP).

Demostracion. Sea R un DFU, y sean x e y elementos de R con y # 0 tales
que el elemento z/y del cuerpo de cocientes de R es entero sobre R. Como R
es un DFU, podemos suponer que x e y no tienen factores comunes que no
sean unidades de R. Entonces se tiene que

(@/y)" + o (2]y)" + -+ er(]y) + o = 0

para algunos cg,cy,...,c,-1 € R. Multiplicando esta ecuacion por y", se ob-
tiene que
2+ Cpyr™ L+ ey e+ ey = 0,

de donde se concluye que y divide a x™. Ahora bien, si y no fuera una unidad
de R, entonces algin elemento irreducible de R dividiria a y y a 2™ y, por
tanto, a z. Esto entraria en contradiccion con el hecho de que x e y no tienen
factores comunes que no sean unidades de R. Por consiguiente, y es una
unidad de R, luego x/y = xy~! € R. [ |

Ejemplo 1.2.15. Sea R un dominio entero con cuerpo de cocientes K. La
clausura entera de R en K es un dominio entero integramente cerrado con

cuerpo de cocientes K.

Introduciremos a continuaciéon los conjuntos de idempotentes ortogonales

de un anillo, y enunciaremos un resultado relacionado con estos conjuntos
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que se aplicara en la demostracion del Teorema de Indescomponibilidad de
Green. De ahora en adelante, A denotara un anillo arbitrario.

Sea
A=L1®---o®L, (11)

una descomposicion de A en ideales por la izquierda {L;}, y sea
1:€1+"'+€n, eiELi.
Entonces, para cada x € A, se tiene que
r=xe +--+xe, y x€;€L;.

Esto demuestra que si x € L;, entonces x = ze;, y xe; = 0 para j # ¢. Por

tanto, tenemos que

L; = Ae;, e? = ¢, y e;ej =0 para j #14, donde 1 <¢<n.

Diremos entonces que {eg,...,e,} es un conjunto de idempotentes or-
togonales de A. Estos elementos estdn completamente determinados por la
descomposicion (1.1), pero puede haber muchas descomposiciones de A de
este tipo, y cada una de ellas dara lugar a un conjunto de idempotentes or-
togonales. Reciprocamente, es facil ver que cada conjunto de idempotentes
ortogonales {ey,...,e,} que verifican ) e; = 1 da lugar a una descomposicion
A =@ Ae; en ideales por la izquierda.

Para la siguiente proposicion tendremos en cuenta la Observacion 1.2.7:

Proposicién 1.2.16. Sea M un A-mddulo por la izquierda. Consideremos
M como (A, E)-bimddulo, donde E = (Ends(M))?. Entonces eriste una

correspondencia uno a uno entre descomposiciones
n
M= M;,
i=1
donde los M; son A-submddulos no nulos de M, y descomposiciones
n
E = @ Ei;
i=

donde los E; son ideales por la izquierda no nulos de E, dada como sigue: Co-
menzando por la descomposicion de M, sea w; : M — M; la i-ésima aplicacion
proyeccion. Entonces m; es un idempotente de E, y

.Z\4Z‘:.Z\4’7Ti7 EZ':E’H'Z‘, MZ:MEZ (12)
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Reciprocamente, dada una descomposicion de E, sea {m;} el correspondiente
conjunto de idempotentes ortogonales de E. Entonces los {M;} vienen dados

por (1.2).

Demostracion. Ver [CR81, Proposicion 6.3]. [
Nos ocuparemos ahora de los conceptos de radical de un moédulo y de

radical de Jacobson de un anillo.

El radical de un A-mo6dulo M, denotado por rad M, se define como
la interseccion de todos los submodulos maximales de M. (Si M no tiene
submodulos maximales, entones rad M = M.)

El radical de Jacobson de A, denotado por rad A, es el radical del
modulo regular por la izquierda 4 A. Por tanto,

rad A =L,

donde L recorre todos los ideales maximales por la izquierda de A.

Se puede dar otra descripciéon de rad A. Para cada A-médulo M, definimos
su anulador como
ann M ={a € A:aM =0},
que es un ideal bilatero de A.

Proposicién 1.2.17. Se cumple que

rad A = ()ann M,
M

donde M recorre todos los A-mddulos por la izquierda simples. Por tanto,
rad A es un ideal bildtero de A.

Demostracion. Ver |[CR81, Proposicion 5.5]. [

Para terminar la seccién, hablaremos de los modulos libres de torsion.

Supongamos que R es un dominio entero y que M es un R-mdédulo. Sea
m un elemento de M. Se dice que m es un elemento de torsién si existe
algin elemento r no nulo de R tal que rm = 0. En caso contrario, se dice
que m es libre de torsiéon. Un R-modulo M se dice que es de torsion si
todos sus elementos son de torsion, mientras que se llama libre de torsién
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si todos sus elementos no nulos son libres de torsion. El conjunto de todos
los elementos de torsion de un R-modulo M, es decir,

t(M)={meM:rm=0 para algtn r € R,r # 0},

es un submoédulo de torsiéon de M.

Se puede ver que, como R es un dominio entero, todo R-moédulo finita-
mente generado que sea proyectivo es también libre de torsion. El reciproco
no es cierto en general: los R-mo6dulos finitamente generados libres de tor-
sidon no son necesariamente proyectivos. Sin embargo, para ciertos tipos de
anillos R, un R-moédulo finitamente generado M es proyectivo si, y solo si,
M es libre de torsion. Esto sucede, por ejemplo, cuando R es un DIP, puesto
que en este caso todo R-moddulo finitamente generado libre de torsion es un
R-modulo libre (y, por tanto, proyectivo) con una base finita (ver [CR62, Co-
rolario 16.11]). De hecho, también es cierto el reciproco en la situaciéon més
general de que R sea un dominio de Dedekind, concepto que introduciremos

mas adelante, en la secciéon que comienza a continuacion.

1.3. Anillos de valoracion discreta. Los enteros

p-adicos

En el Teorema de Green de los Ceros de Caracteres aparece un anillo de
valoracion discreta completo R con cuerpo de clases de residuos R perfecto
de caracteristica p. Como hemos comentado anteriormente, este teorema se
aplica en la resolucion del Problema del Espectro para grupos resolubles, y
el papel del anillo R mencionado lo representa Z,, el anillo de los enteros
p-adicos. Dedicaremos esta seccion a introducir los anillos de valoracion dis-
creta y los enteros p-adicos. Para ello, empezaremos tratando el concepto de

valoracién sobre un cuerpo.

Sea R, el conjunto de los nimeros reales no negativos. Una valoraciéon
sobre un cuerpo K es una aplicacién ¢ : K — R, tal que, para cualesquiera
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a,b e K, verifica las siguientes propiedades:

w(a) =0 si, y solo si, a=0,
p(ab) = p(a)p(b),
p(a+b) <p(a)+¢(b).

La siguiente observacion nos serd de utilidad:

Observacion 1.3.1. Por la segunda de las propiedades anteriores de una
valoracion ¢ sobre un cuerpo K, se cumple que ¢(1) = 1. Aplicando de nuevo
la misma propiedad, se tiene que p(a™) = 1/p(a) para todo a € K \ {0}.

Existen diferentes tipos de valoraciones. Una valoracion no arquimedia-

na es una valoraciéon que satisface la condiciéon més fuerte

p(a+b) <max{y(a),p(b)}.

Se llama arquimediana a una valoracion que no cumpla dicha condicién.

Dada una valoracion ¢ sobre un cuerpo K, el conjunto
{p(a):ae K, a=+0},

que es un subgrupo del grupo multiplicativo de R,, se conoce como grupo
valor. Se dice que una valoracion es discreta si el grupo valor correspondien-
te a dicha valoracion es un grupo ciclico infinito. Esta denominaciéon procede
del hecho de que el grupo valor es en este caso isomorfo a Z. Ademas, toda
valoracion discreta ha de ser no arquimediana. Para evitar casos triviales,
excluiremos siempre la llamada valoracion trivial, definida como ¢(0) =0y
¢(a) =1 para a € K ~ {0}.

Cada valoraciéon ¢ da lugar a una métrica en el espacio K, llamada mé-
trica yp-adica, dada por la funcion d: K x K - R, definida por

d(z,y) = p(z - y).

Esta métrica define una topologia sobre K, en la que una base de entornos
de un elemento a de K viene dada por las esferas abiertas

{re K:p(x-a)<e},
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donde ¢ recorre todos los nimeros reales positivos. Dos valoraciones se dicen

equivalentes si dan lugar a la misma topologia sobre K.

Pasamos ahora a tratar los conceptos de anillo de valoracion, anillo de
valoracion discreta y cuerpo de clases de residuos.

Dada una valoracion no arquimediana ¢ sobre un cuerpo K, definimos
R={aeK:p(a)<l} yv P={aeK:p(a)<1}. (1.3)

Se tiene que R es un anillo local, que recibe el nombre de anillo de valo-
racion de ¢ y su unico ideal maximal es P. (Podemos encontrar una de-
mostracion de estos resultados en [Jan73, cap. II, Proposicion 1.2].) Por la
Observacion 1.3.1, el ideal P de R esta formado por los elementos no inver-
tibles de R. Ademaés, se cumple que z € K \ R si, y solo si, 7! € R, luego el
cuerpo de cocientes de R es K. El cuerpo R/P se llama cuerpo de clases
de residuos (o cuerpo de residuos) de R, y se suele denotar por R. Los
anillos de valoracién asociados a dos valoraciones equivalentes coinciden.

Si ¢ es discreta, se dice que el anillo R es un anillo de valoracién
discreta, que abreviaremos como AVD. Aunque ya hemos comentado que se
verifica en general para un anillo de valoracién cualquiera, en la proposicion
que se enuncia a continuacién se prueba, entre otras cosas, que el ideal P

definido en (1.3) es el tinico ideal maximal de un anillo de valoracion discreta
R.

Proposicion 1.3.2. Sean R un AVD y ¢ : K - R, la valoracion asociada
a R, siendo K el cuerpo de cocientes de R. Sea P ={a e K : p(a) <1}. Se
verifican las siquientes afirmaciones:

(i) Existe un elemento m de P tal que (K ~{0}) = (¢(7)).

(ii) Todo ideal no nulo de R es de la forma 7R para algin k > 0, por
lo que R es un DIP y, en consecuencia, es un anillo noetheriano e
integramente cerrado. En particular, se verifica que P = TR, y este es

el dnico ideal mazrimal de R.

Demostracion. (1) Como R es un AVD, se tiene que ¢ es una valoracion

discreta, por lo que existe un elemento m no nulo de K tal que

p(K~A{0}) = (p(7)) -
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Como se supone que ¢ no es la valoracion trivial, se tiene que ¢(7) # 1. En el
caso de que 7 ¢ P, se tendria que p(m) > 1y, por tanto, p(7~!) = 1/p(7) < 1.
En consecuencia, se llegaria a que (K \ {0}) = (p(771)), con 7~1 € P. Por
tanto, cambiando m por 7! podemos suponer que 7 € P.

(ii) Sean I un ideal no nulo de R y x un elemento no nulo de I con ¢(z)
méaximo. Si y € I, entonces p(y) < p(z) y, por tanto, ¢(yz~!) = o(y)/p(x) <
1. Por consiguiente, yz~' € R, por lo que y € Rx. Esto prueba que I = Rx.
Por el apartado anterior, p(K ~ {0}) = (¢(7)) para algin elemento 7 de P,
luego p(x) = p(7)*F = (") para algin k > 0, puesto que x € R, y se sigue de
lo que acabamos de probar que I = xR = ¢ R.

En particular, el ideal P de R verifica que P = 7% R para algun k > 0. Ahora
bien, por ser ¢(1) =1, P esta estrictamente contenido en R, luego se verifica
que k > 1. Ademas, del hecho de que 7 € P se deduce que (7?’6‘1)_1 € Ry, por
tanto, 71 ¢ P. Como consecuencia, se cumple que k = 1y, por consiguiente,
P =7nR. Por altimo, el resto de ideales propios de R estan contenidos en P,
lo que implica que P es el tinico ideal maximal de R.

El hecho de que R sea integramente cerrado es consecuencia de la Propo-
sicibn 1.2.14. [ ]

Dado un anillo de valoracion discreta R, cualquier elemento m de P tal
que P = 7R recibe el nombre de elemento primo o uniformizador de R.

Observacion 1.3.3. Para introducir el concepto de anillo de valoracion dis-
creta, nos hemos basado en [CR81]. No obstante, el enfoque que ofrecen otros
textos al tratar este tema es diferente. Por ejemplo, en el caso de [Jan73],
se comienza definiendo un anillo de valoracién discreta como un DIP
que tiene un tnico ideal maximal. Sin embargo, en este libro se definen més
adelante los conceptos de valoracion, valoracion discreta y anillo de valora-
cion, y se comprueba que un anillo de valoracion es un anillo de valoraciéon
discreta, tal como se habia definido al principio, si, y solo si, la valoracion
correspondiente es discreta. Por consiguiente, las dos definiciones de AVD
proporcionadas son equivalentes.

Introduciremos ahora el concepto de valoracién exponencial.

Se denomina valoracién exponencial sobre un cuerpo K a una apli-



18 1. Preliminares

cacion v : K — Z u {+o0} tal que, para cualesquiera a,b € K, verifica las
siguientes propiedades:

v(0) = +o0,
v(ab) =v(a) +v(b),
v(a+b) >min{v(a),v(d)},

con las convenciones obvias con respecto a v(0) = +oo.

A partir de una valoraciéon exponencial sobre un cuerpo K, se puede
obtener una valoracion no arquimediana sobre K. Para ello, basta elegir un
ntmero real k > 1, y definir

o(a) =k aeK,

con »(0) = 0. Ademas, si se modifica el valor de k, se obtiene una valoracion

equivalente a la original.

Observacion 1.3.4. La definicion de valoracion la hemos tomado de [CR&1].
Dicho término se define de la misma manera en [Jan73], y es de este libro de
donde hemos tomado la definicién de valoracion exponencial. No obstante, en
otros textos, como [Gou93| o [Ser79], se llama valor absoluto a lo que nosotros
hemos llamado valoracién, y valoraciéon a lo hemos denominado valoracion

exponencial.

A continuacién veremos un ejemplo de anillo de valoracion discreta, pero

antes necesitamos introducir el concepto de dominio de Dedekind.

Definiciéon 1.3.5. Diremos que un anillo R es un dominio de Dedekind
(0 anillo de Dedekind) si es un dominio entero y todo ideal propio no nulo
de R se puede expresar de forma tinica como producto de ideales primos no

nulos, salvo el orden de aparicion de los factores.

Todo DIP es un dominio de Dedekind, y el concepto de dominio de
Dedekind es una generalizacion natural del de DIP. Ademas, un dominio
de Dedekind no es necesariamente un DFU; este es el caso, por ejemplo, de
Q(V/-5). (Esto ultimo aparece demostrado en [Neu99, secc. 3, Ejemplo].)

Ejemplo 1.3.6. Sea R un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes
K, y sea P un ideal maximal de R que es principal. Para cada elemento



1.3. Anillos de valoracién discreta. Los enteros p-adicos 19

a no nulo de K, sea vp(a) el exponente de P en la factorizacion de aR
como producto de potencias de ideales primos, y definimos vp(0) = +oc0. Se
tiene que vp : K - Z U {+00} es una valoracion exponencial sobre K, que se
conoce como valoracién exponencial P-adica sobre K. Elegimos ahora

un numero real k > 1, y definimos
op(a) =r™P) qe K,

con ¢p(0) = 0. Entonces ¢p es una valoracion no arquimediana discreta sobre
K, llamada la valoracién P-adica sobre K. Como hemos comentado ante-
riormente, al modificar el valor de x no se modifica la clase de equivalencia
de la valoracion. El anillo de valoraciéon de ¢p es

Rp={x/s:x€eR,se R\ P},

es decir, coincide con la localizacion de R en P. Por tanto, Rp es un anillo de
valoracion discreta, y su unico ideal maximal es P- Rp. Ademas, se cumple
que

Rp/(P-Rp) = R/P.

Observacion 1.3.7. Esto ltimo se deduce del siguiente resultado méas ge-
neral, que podemos encontrar en [Jan73, cap. I, Lema 3.11|: Sea P un ideal
maximal de un anillo conmutativo R, y sea k un entero positivo. Entonces
la inclusion de R en Rp induce un isomorfismo R/P* = Rp/(P*- Rp).

Otra definicion equivalente de dominio de Dedekind, que se encuentra
estrechamente relacionada con el ejemplo anterior, es la siguiente:

Definiciéon 1.3.8. Un dominio de Dedekind (o anillo de Dedekind) es
un dominio entero noetheriano R tal que Rp, la localizacion de R en P, es
un AVD para todo ideal primo no nulo P de R.

Ademas, se puede probar que todo ideal primo no nulo de un dominio de
Dedekind es maximal. (L.a demostracion se puede consultar en [Jan73, cap. I,
Propiedades elementales 3.2].)

Abordaremos ahora el proceso de completacion de un espacio métrico, es

decir, la forma natural de construir a partir de él un espacio métrico completo.

Sea (X, d) un espacio métrico, y sea € el conjunto de todas las sucesiones
de Cauchy de elementos de X. Definimos ahora la relacion de equivalencia ~
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en ¢ como
{z,} ~{yn} si, y solo si, lim d(z,,y,) =0,

y consideramos el conjunto cociente
X=¢/~.

A partir de la métrica d sobre X se puede definir una métrica d sobre X,
dada por
d([an], [bn]) = lm d(ay, by),

donde [z,] denota la clase de equivalencia de la sucesion de Cauchy {z,}
de elementos de X. Asi, X tiene estructura de espacio métrico. Este espacio
métrico es completo, y se llama la completacién de X respecto de la métrica

d.

En el caso de que X sea un anillo, el cual denotaremos por R, € sera

también un anillo, con las operaciones

{zn} +{yn) = {20 +ynt v A2} {unt = {20 n}-

Como la relacion ~ es compatible con estas operaciones, también la comple-
tacion R de R serd un anillo. Ademds, R estard embebido en R, por medio
de la aplicacién que a cada elemento x de R le asocia la clase de equivalencia
de la sucesion constante {x,} con x, = z. Por altimo, en el caso de que X

coincida con un cuerpo K, K también serd un cuerpo.

Consideramos ahora cualquier valoraciéon (no trivial) ¢, no necesariamen-
te no arquimediana, sobre un cuerpo K. Puesto que esta valoracion da lugar
a la métrica d: K x K - R, definida por d(z,y) = ¢(x - y), K se puede con-
vertir en un espacio métrico. Podemos entonces construir la completacion K
de este espacio tal como hemos explicado. Se puede probar que la valoracion
@ se puede extender de forma tnica a una valoraciéon p sobre el cuerpo K,
dada por

2 ([2]) = lim ().
Notemos que este limite existe, ya que {¢(z,)} es una sucesion de Cauchy en
R. Ademas, la métrica d sobre K , tal como la hemos definido anteriormente,

es la métrica asociada a la valoracion . En este caso, K, que es completo con
respecto a la métrica P-adica, se conoce como la completacién p-adica de
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K. (Podemos consultar mas detalles del proceso de completacion en [Jan73,
cap. II, secc. 2|.)

Si ¢ es una valoracion arquimediana, entonces también lo es 3, y K es
o bien R o bien C, siendo @ equivalente al valor absoluto usual. (Podemos
encontrar una demostracion en [Jan73, cap. II, Teorema 4.1 (Ostroski)|.) Por
otro lado, si ¢ es no arquimediana, también lo es P, v tiene el mismo grupo

valor que ; en particular, si ¢ es una valoracion discreta, también lo es P.

Sea ahora ¢ una valoracion discreta sobre K, y ¥ su extension a la com-
pletacion ¢-adica K. Definimos los conjuntos

R={aeK:3(a)<1} y P={aeK:3(a)<1}.

Se tiene que R es el anillo de valoracion discreta asociado a D,y P es su
anico ideal maximal. Se puede ver que el elemento primo de R es el mismo
que el de R.

Ademas, se tiene un isomorfismo de cuerpos
R/P = R/P,

donde R es el anillo de valoracién de ¢ y P es el ideal maximal de R. De

hecho, en general, existe un isomorfismo de anillos

R/P* = R/P* para cada k> 1.

También podemos observar que se verifican las relaciones

P=P-R y P=PnR.

Otra manera equivalente de definir R es como la completacion de R, que
es un espacio métrico con la métrica ¢-adica. (La completacion se realiza de
la manera usual, tal como se ha explicado anteriormente.) Entonces, como
sabemos que K es el cuerpo de cocientes de R, en lugar de obtener K como
la completacion de K, y posteriormente R como el anillo de valoracion de 3,
se puede obtener primero R como la completacion de R, y después K como
el cuerpo de cocientes de R.

Antes de definir el anillo de los enteros p-adicos para un entero primo
p, veamos cémo podemos dotar a un anillo arbitrario de cierta topologia
asociada a uno de sus ideales.
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Dado un ideal bilatero N de un anillo A, se puede dotar a A de la topo-
logia N-Adica. En esta topologia, una base de los entornos abiertos de un
elemento a de A viene dada por

{a+N*:k=0,1,2,...}.

Se dice que A es completo en la topologia N-adica si toda sucesion de
Cauchy de elementos de A converge (con relacion a la topologia N-adica) a
un Unico elemento de A. Cuando se dice que un anillo local es completo, en
realidad se quiere decir que es completo en la topologia P-adica, donde P es

el Ginico ideal maximal del anillo considerado.

En relacion con la topologia que acabamos de definir, tenemos el siguiente

resultado, que utilizaremos en la demostracion del Teorema de Indescompo-
nibilidad de Green:

Teorema 1.3.9. Sea A un anillo arbitrario, y sea A= AN, donde N es un
ideal bildtero de A contenido en rad A. Supongamos que se cumple alguna de
las siguientes dos condiciones:

(i) A es artiniano por la izquierda.

(ii) A es una R-dlgebra, finitamente generada como R-mddulo, donde R es
un anillo local noetheriano conmutativo completo.

Entonces A es completo en la topologia N-ddica, y cada descomposicion
A=Ae @0 Ae,

en ideales por la izquierda indescomponibles {Ae;} de A da lugar a una des-
COMPOSsLCLon
A=Ae @& Ae,

en tdeales por la izquierda indescomponibles {Zéi} de A.

Ademds, para 1<1,j <n, se tiene que
Ae; = Ae; si, y solo s, Aeg; = Zéj.
Demostracion. Ver [CR81, Teorema 6.8]. n

Estamos ya en condiciones de definir el anillo Z, de los enteros p-adicos,
dado un entero primo p, y de comprobar que este anillo es un anillo de
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valoracion discreta que satisface las hipotesis del Teorema de Green de los
Ceros de Caracteres. Esto es lo que haremos a continuacion.

Sabemos que Z es un DIP y, por tanto, es un dominio de Dedekind
con cuerpo de cocientes Q. Sea P un ideal maximal de Z, que serd de la
forma P = pZ, con p un entero primo. Consideramos la valoracion expo-
nencial P-adica sobre Q, definida en el Ejemplo 1.3.6, a la que llamare-
mos valoracién exponencial p-adica y denotaremos por v,. La aplica-
cion v, : Q - Z u {+o0} asigna a cada entero no nulo el exponente de p
en su descomposicion en factores primos, mientras que si x/y € Q \ {0},
vp(z/y) = vp(x) —v,(y). Ademas, v,(0) = +oo.

A partir de la valoracion exponencial p-adica, podemos obtener la valo-
racion P-adica sobre Q, definida en el Ejemplo 1.3.6, que sabemos que es
una valoraciéon discreta. Nos referiremos a esta valoracion como valoraciéon
p-adica sobre Q, y la representaremos por | |p. Con la notaciéon empleada en
el Ejemplo 1.3.6, tomaremos k = p, por lo que | ]p :Q — R, viene dada por

lal, =p™@, aeQ,

con |0], = 0. El anillo de valoraciéon discreta asociado a | |, es la localizacion
de Z en pZ, es decir,

Zpy ={xly:x,yeZ,p ty}.

Ademés, el tinico ideal maximal de Z,) es pZ,), y el cuerpo de clases de
residuos de Z,) es

Ly) [pZy) 2 L[ PL 2 Fp,
el cuerpo ciclico de p elementos.

Sea ahora Q, la completacion | |,-adica (o, simplemente, completacién
p-adica) de Q. Hemos visto que la valoracion p-adica sobre Q se puede ex-
tender a una valoracién sobre Q,, y lo mismo se puede hacer con la valoracion
exponencial p-adica. Sabemos que existe un embebimiento de Q a Q,, por
lo que Q puede ser visto como un subcuerpo de Q,. Asi, podemos mantener
las notaciones | |, y v, para las extensiones a Q, de la valoracion p-adica y la
valoracion exponencial p-adica sobre QQ, respectivamente. Ademas, la inclu-
sion Q - Q, tiene imagen densa. Se llama a Q, el cuerpo de los ntiimeros
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p-adicos, que es un espacio métrico completo con respecto a la métrica pro-
cedente de la valoraciéon | |,. El anillo de los enteros p-adicos, que se
denota por Z,, es el anillo de valoracion de | |,, es decir,

Zp={ae€Qy:lal, <1}.

En consecuencia, Z, es un anillo de valoraciéon discreta, cuyo tnico ideal
maximal es
ﬁz{ae(@p:|a|p< 1} = pZy,

debido a que el elemento primo de Z, es el mismo que el de Z,), es decir, p.
Ademas, por lo que hemos comentado anteriormente, Z, es la completacion
de Zy) con respecto a la métrica procedente de la valoracion p-adica, y la
topologia en Z, coincide con la topologia P-adica, tal como se ha definido
anteriormente. (Para obtener més detalles de esto tltimo, se puede consultar
|Jan73, cap. II, secc. 5].) Por tanto, Z, es un anillo de valoracion discreta
completo, con cuerpo de cocientes Q,.

Por otra parte, sabemos que el cuerpo de clases de residuos de Z, es
Zp/pr = Z(p)/pZ(p) = Z/pZ = Fp,

el cuerpo de p elementos, que tiene caracteristica p. Ademéas, como F, es
un cuerpo finito, el cuerpo de clases de residuos de Z, es perfecto, por la
Proposicién 1.1.2.

Asi, queda probado que Z, es un anillo de valoracion discreta que cumple
las hipotesis que aparecen en el Teorema de Green de los Ceros de Caracteres,
como queriamos demostrar. No obstante, por la forma en que hemos cons-
truido el anillo Z,, de los enteros p-adicos, es dificil hacerse una idea de como
son sus elementos. Por ello daremos a continuaciéon dos descripciones de los
elementos de Z,, una como sucesiones coherentes y otra como expansiones
p-adicas.

Proposicién 1.3.10. Se verifican las siguientes afirmaciones:
(i) QnZy =2y = {5 €Q:pt b}
(ii) La inclusion Z - Z, tiene imagen densa. En particular, si v € Z, y

n > 1, existe un entero a tal que 0 < o <p”—1 y [z —al, <p™. El entero

«a con estas propiedades es 1nico.
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(11i) Para cualquier elemento x de Z,, existe una sucesion de Cauchy {c,}
que converge a x y que verifica las siguientes condiciones:

e Para todon, a,€Z y0<a, <p*-1.
e Para cada n se tiene que 41 =, (mod pn).
La sucesion {a,} con estas propiedades es unica.

Demostracion. Ver [Gou93, Proposicion 3.3.4]. (Observemos que (iii) se de-
duce de aplicar (ii) a una sucesion de enteros n=1,2,...) [ ]

Las sucesiones de nimeros enteros que cumplen las condiciones del apar-
tado (iii) de la proposicion anterior reciben el nombre de sucesiones cohe-
rentes. Si {a,} es una sucesién coherente, es también de Cauchy, puesto
que |ap41 — Qplp < p7™ para todo n. Por ser QQ, completo, esta sucesion debe
converger a algin elemento de Q,, y se puede ver que el limite pertenece a
Z,, debido a que todos los a,, son enteros. Este razonamiento, junto con el
apartado (iii) de la proposicion anterior, nos permite identificar los elementos
de Z, con este tipo de sucesiones.

De la Proposicion 1.3.10 se deduce que Z, es la completacion de Z con
respecto a la valoracion p-adica. Otra consecuencia es la siguiente:

Corolario 1.3.11. Se cumple que Q, = Z, [1/p], es decir, para cada elemen-

to x de Qp, ewiste un entero n>0 tal que p"x € Z,.

Demostracion. Si x € Q,, podemos calcular su valoracion exponencial. Si
vy(z) > 0, entonces |z], = p~»(®) < 1, luego = es ya un elemento de Z,. En
otro caso, v,(x) es negativa, y tenemos que

vp (P77 Pw) = —vy(2) +v,(2) = 0,

lo que significa que p~»®)z € Z,, como queriamos demostrar. [ ]

Este corolario nos dice que si z € QQ,, entonces x € p"Z, para algtn en-
tero n. Se puede ver que v,(x) es el mayor de los enteros que verifican tal

condicién.

Como hemos comentado anteriormente, podemos identificar los elementos

de Z, con sucesiones coherentes. Vamos a profundizar mas en esto. Conside-
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ramos la proyeccion sobre el cociente
Pn Zp - Z/pnza

definida por ¢, (x) = o, para cada x € Z,, donde {a,,} es la sucesién coherente
convergente a x. (Recordemos que para todo n se verifica que 0 < a,, < p"—1.)

Para cada n, definimos
Ap = Z/an’

y dotamos a este conjunto de la topologia discreta, es decir, de aquella
en la que todos los conjuntos son abiertos. Existen homomorfismos obvios
¥, + A, > A,_1 que envian a mod p” a a mod p*!. Consideramos ahora el
producto de todos estos anillos, es decir, el anillo de sucesiones {«,} tales
que oy, € Z[p™Z, con las operaciones definidas término a término, y dotamos
a este anillo de la topologia producto. De todo esto se deduce el siguiente
resultado:

Proposicion 1.3.12. Juntando todas las aplicaciones proyeccion ¢, se ob-

tiene una inclusion

gp:Zp»HAn

n>1
que identifica Z,, como anillo topoldgico con el subconjunto cerrado de [T A,
formado por todas las sucesiones coherentes, es decir, aquellas sucesiones
{an} para las cuales ¥, (o) = -1 para todo n > 1.

Esta descripcion de los enteros p-adicos esta vinculada a una propiedad
universal que cumple Z,: es el limite inverso (o proyectivo) de los A, (ver
|Gou93, Problema 103] para obtener méas informacion). Ahora, si bien esta
descripcion de los enteros p-adicos como sucesiones coherentes es interesante
desde el punto de vista teorico, es més “concreta” la descripciéon que daremos

a continuacion de estos elementos en términos de expansiones p-adicas.

Sea x un entero p-adico. Como hemos visto, existe una sucesion {«,} que
converge a x tal que que para todo n, se verifican las condiciones «,, € Z,
0<a,<p"—-1y ay =a, (mod p?). Para entender los o, un poco mejor,
los escribiremos en base p. La clave es que para enteros escritos en base p,
el proceso de reduccion modulo p™ es muy simple: se elimina todo salvo los
altimos n digitos. Por tanto, la condiciéon

Qpi1 = Qg (mOd pn)
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significa simplemente que los tGltimos n digitos de ambos ntimeros coinciden.
Entonces obtenemos

Oé():bo OSboSp—l
Oélzbo-i-blp USblﬁp—l
&2:b0+blp+b2p2 Oébgﬁp—l

a3 :b0+blp+b2p2+b3p3 OSbg Sp—l,
y asi sucesivamente. De esto se siguen los siguientes resultados:

Lema 1.3.13. Dado cualquier elemento x de Z,, la serie
bo +b1p +bop? + -+ byp"™ + . ..
obtenida como arriba converge a x.

Demostracion. Recordemos que una sucesion converge a x si la sucesion de
sus sumas parciales converge a x. Como las sumas parciales de esta serie son
exactamente los «,, que ya sabemos que convergen a x, queda probado el
resultado. [

Corolario 1.3.14. Todo elemento x de Z, se puede escribir de la forma
bo +bip +bop? + -+ byp™ + ...,
con 0<b, <p-1, y esta representacion es unica.

Demostracion. Hemos probado todo salvo la unicidad. Ahora bien, sabemos
que los «,, son tdnicos, y esto implica que también lo son los b,, puesto que
son los digitos en base p. [

Ahora nos planteamos obtener la representacion de cualquier elemento
de @Q,. Por el Corolario 1.3.11, todo niimero p-adico se puede escribir de la
forma y/p™, con y € Z,. Si expresamos y como serie de potencias de p, al
dividir por p™ obtenemos una serie de potencias de p donde alguna de las
potencias puede ser negativa. Se obtiene asi el siguiente resultado:

Corolario 1.3.15. Todo elemento x no nulo de Q, se puede escribir de la

forma

n0+1

bnopno +bno+1p + "’+b0 +b1p+b2p2 +-e +bnpn teee = Z bnpna

n=ng

conng € Z, 0< b, <p-1 para todo n >ng y by, #0. En tal caso, v,(x) = ny.
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Demostracion. Unicamente queda probar la afirmacion sobre vp(x), pero es
evidente por el comentario posterior al Corolario 1.3.11. [

Esta representacion de cada elemento z de Q, se llama la expansién
p-adica de z.

Vamos a determinar ahora U(Z,), el grupo de unidades de Z,. Como
el hecho de que x € Z, significa que |z, < 1, y 27! € Z, equivale a que
|27, = |o];t < 1, se tiene que

U(Zy) ={z €Qp:af,=1}.
Ademas, es facil ver que
a
U(Z,)nQ={5 eQiptab).

y de esto se desprende que todo entero coprimo con p es invertible en el anillo
de los enteros p-adicos.

A continuaciéon definiremos el concepto de anillo p-adico. Dado un entero
primo p, por un anillo p-adico entenderemos la clausura entera de Z, en
una extension finita de Q,. Un ejemplo de anillo p-adico es el anillo de los
enteros p-adicos, Z,, puesto que es integramente cerrado, por ser un AVD
(ver la Proposicion 1.3.2 (ii)), y su cuerpo de cocientes es Q,.

Para terminar la seccién, veremos un resultado relativo a modulos proyec-
tivos en el que aparecen los anillos de valoracion discreta, y del que haremos
uso en la seccion 3.4. No obstante, antes de enunciarlo necesitamos saber qué

entendemos por un orden.

Si R es un dominio de Dedekind, un R-orden A es un anillo cuyo centro
contiene a R, y cuyo R-moédulo subyacente es finitamente generado y proyec-
tivo, con relacién a la accion de R sobre A inducida por la inclusion de R en
el centro de A.

Teorema 1.3.16. Sea R un AVD, p su unico ideal maximal, A un R-orden

y M un A-mddulo por la izquierda finitamente generado y proyectivo como
R-mddulo. Se definen R=R[p, A=A/pA y M = M/pM. Entonces

M es A-proyectivo si, y solo si, M es A-proyectivo.

Demostracion. Ver [CR81, Teorema 30.11]. ]
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1.4. Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya

Entre los muchos resultados que se aplican en la demostraciéon de los
Teoremas de Green se encuentra el Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya, que
abreviaremos como Teorema de K-S-A, y del que nos ocuparemos en esta
seccion. A denotara un anillo arbitrario. Comenzaremos por dar la definicion

de moédulo indescomponible.

Diremos que un A-mo6dulo por la izquierda M es indescomponible si
M +# 0y M no se puede expresar como suma directa de A-moédulos no nulos.

Aunque no proporcionaremos una demostraciéon del Teorema de K-S-A,
la siguiente proposicion es clave para ella:

Proposicion 1.4.1. Sean M un A-mddulo por la izquierda no nulo y E =
Ends(M) su dlgebra de endomorfismos. Supongamos que se cumple alguna
de las siguientes dos condiciones:

(i) Los A-submddulos de M satisfacen ambas condiciones de cadena.

(ii)) M es un A-mddulo finitamente generado, donde A es una R-dlgebra,
finitamente generada como R-mddulo, siendo R un anillo local noethe-

riano conmutativo completo.

Entonces M es un A-mddulo indescomponible si, y solo si, E es un anillo
local.

Demostracion. Ver [CR81, Proposicion 6.10]. n

Teorema 1.4.2 (Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya (K-S-A)).
Sea M un A-modulo por la izquierda finitamente generado, y supongamos
que se cumple alguna de las siquientes dos condiciones:

(i) Los A-submdédulos de M satisfacen ambas condiciones de cadena.

(i) A es una R-dlgebra, finitamente generada como R-mddulo, donde R es

un anillo local noetheriano conmutativo completo.

Entonces M se puede expresar como una suma finita de submddulos indes-

componibles. Ademds, si
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son dos de tales sumas, entonces r = s y My = N;,..., M, = N;_, donde
{j1,---jr} es alguna permutacion de {1,...r}. En resumen, M se puede ex-
presar de forma unica como una suma finita de submddulos indescomponibles,

salvo isomorfismo y orden de aparicion de los sumandos.

Demostracion. Ver [CR81, Teorema 6.12]. n

Observemos que si A es una R-algebra, finitamente generada como R-mo6-
dulo, donde R es un cuerpo o un anillo de valoraciéon discreta completo,
entonces se verifica la condicion (ii) del Teorema de K-S-A. Para terminar,
algunos corolarios ttiles de este teorema son los siguientes:

Corolario 1.4.3. Sean L, M y N tres A-mddulos por la izquierda que satis-

facen las condiciones del Teorema de K-S-A (Teorema 1./.2), y supongamos

que
LeM=z=Le®N.

Entonces M = N.

Demostracion. Ver [CR81, Corolario 6.15]. n

Corolario 1.4.4. Sea L un sumando directo de un A-mddulo M como el del
Teorema de K-S-A (Teorema 1.).2). Entonces L es isomorfo a una subsuma

de @ ]\42
Demostracion. Ver [CR81, Corolario 6.16]. ]

1.5. Extensiones no ramificadas y médulos

absolutamente indescomponibles

El Teorema de Indescomponibilidad de Green se refiere a moédulos abso-
lutamente indescomponibles. Por tanto, hemos de introducir este concepto
antes de abordar dicho teorema, asi como algunos resultados ligados a él.
A esto dedicaremos la presente seccion. No obstante, necesitamos conocer
previamente qué entendemos por una extensiéon no ramificada, asi que em-

pezaremos tratando este asunto.

Sea K un cuerpo, y sea L una extension finita de K. Supongamos que A

es un dominio noetheriano integramente cerrado, cuyo cuerpo de cocientes es
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K,y que B es la clausura entera de A en L. Se puede ver que K- B = L. En
particular, el cuerpo de cocientes de B es L. Supongamos también que B es
un A-modulo finitamente generado (hipdtesis que se satisface, por ejemplo,
si A es un AVD completo). Se cumple el siguiente resultado:

Proposicion 1.5.1. Si A es un dominio de Dedekind, entonces B es también
un dominio de Dedekind.

Demostracion. Ver [Ser79, cap. I, Proposicion 9. [ |

Anadimos ahora la hipotesis de que A sea un dominio de Dedekind. Por
el resultado anterior, también lo serd B. Sea ahora B un ideal primo no nulo
de B. Si p =B n A, diremos que B divide a p, y escribiremos B | p. Esto
es equivalente a decir que 8 contiene el ideal pB. Denotaremos por ey el
exponente de B en la descomposicion de pB en ideales primos. Por tanto,

pB=]]B>.
Blp

El entero e recibe el nombre de indice de ramificacién de *B en la exten-
sion L/ K.

Si 9B divide a p, se tiene que B/B y A/p son cuerpos, puesto que todo
ideal primo no nulo de un dominio de Dedekind es maximal. Ademés, B/B
es una extension del cuerpo A/p. El grado de esta extension se llama grado
de residuos de B en la extension L/K, y se denota por fy. (Si se quiere
especificar K, se escribe eg/, v fu/p en lugar de e y f.)

Cuando existe un tnico ideal primo B que divide a p y fu = 1, se dice que
L/K es totalmente ramificada en p. Cuando ey = 1 y B/*B es separable
sobre A/p, se dice que L/K es no ramificada en B. Si L/K es no ramificada
en todos los ideales primos no nulos de B, se dice que L/K es no ramificada.
(Para mas detalles acerca de extensiones, se puede consultar [Ser79, cap. I,
secc. 4].)

Ahora ya sabemos qué se entiende por una extension (de cuerpos) no ra-
mificada. A continuacion introduciremos otro nuevo concepto, el de extension

de un anillo de valoracion discreta.

Sea R el anillo de valoracion discreta de una valoracion discreta ¢ sobre
un cuerpo K, sea P el unico ideal maximal de R, y sea R = R/P su cuerpo
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de clases de residuos. Supongamos que L una extension del cuerpo K, y que
la valoracién ¢ se puede extender a una valoracion discreta ¢ sobre L. Sean
S el anillo de valoraciéon de ¢, P, su ideal maximal, y S =S /P; su cuerpo de
clases de residuos. En este caso se dice que el AVD S es una extensiéon del
AVD R, y se cumplen las relaciones

R=KnS y P=RnP.

Ademas, se verifica que S es una extension del cuerpo R.

En los resultados que vienen a continuacion, apareceran dos AVD com-
pletos, R y S, siendo S una extensiéon de R. Para cada R-mo6dulo M, la
aplicacion M — S ®g M, dada por m — 1 ® m, es un embebimiento (ver
|CR81, Ejercicio 8.2]), e identificaremos siempre M con 1 ® M, por lo que
podremos escribir S @ g M como SM. Ademés, si tenemos una R-algebra A,
finitamente generada como R-mo6dulo, y un A-médulo por la izquierda M
finitamente generado, podremos construir la R-4lgebra finitamente generada
S®grA, que también se podra escribir como SA, después de identificar A con
su imagen 1 ® A en S ®p A.

Estamos ya en condiciones de dar la definicion de modulo absolutamente
indescomponible:

Definicion 1.5.2. Sea R un AVD completo, y sea A una R-dlgebra finita-
mente generada como R-mddulo. Un A-mddulo por la izquierda M finitamen-
te generado indescomponible se dice que es absolutamente indescompo-
nible si SM es un SA-mddulo indescomponible para todo AVD S completo

que es una extension de R.

Finalmente, se expondran a continuacion algunos resultados que se uti-
lizaran en la demostracion del Teorema de Indescomponibilidad de Green.
Supondremos que R es un AVD completo, y denotaremos por R su cuerpo
de clases de residuos. Ademés, dados una R-algebra A finitamente generada
como R-mo6dulo y un A-moédulo M por la izquierda finitamente generado,

emplearemos la siguiente notacion:
E(M) =Endy(M), E(M) = E(M)/rad E(M).

Teorema 1.5.3. Supongamos que R es un cuerpo perfecto. Sea A una R-dl-

gebra finitamente generada como R-mddulo, y sea M un A-mddulo por la iz-
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quierda finitamente generado indescomponible. Entonces M es absolutamente
indescomponible si, y solo si, E(M) = R.

Demostracion. Ver [CR81, Teorema 30.29). [

Proposicién 1.5.4. Sea K el cuerpo de cocientes de R, y sea K' una clau-
sura algebraica de K. Entonces existe una correspondencia L < F uno a uno,
que conserva la inclusion, entre el conjunto de cuerpos L tales que K € L ¢ K’
y son extensiones finitas no ramificadas de K, y el conjunto de cuerpos F
que son extensiones finitas separables de R. Si S es el anillo de valoracion
de L obtenido al extender el anillo de valoracion de K a L, entonces S es
un AVD completo, y el cuerpo de clases de residuos de S es el cuerpo F

correspondiente a L.
Demostracion. Ver [Ser79, cap. 111, secc. 5|. [ |

Corolario 1.5.5. Supongamos que R es un cuerpo perfecto. Sea A una R-dl-
gebra finitamente generada como R-mddulo, y sea M cualquier A-mdodulo por
la izquierda finitamente generado. Entonces existe un AVD completo S, cuyo
cuerpo de cocientes L es una extension finita no ramificada de K, tal que
SM = @; N;, donde cada N; es un SA-maodulo absolutamente indescomponi-
ble, y E(N;) =S para todo i.

Demostracion. Ver [CR81, Corolario 30.31]. [

1.6. Anillos de grupo

Vamos ahora a estudiar los anillos de grupo. Aunque los definiremos sobre
anillos arbitrarios, a lo largo del trabajo consideraremos sobre todo anillos
de grupo con coeficientes en anillos conmutativos. En este caso, como ya
adelantamos en la seccion 1.2 (Ejemplo 1.2.5 (iv)), los anillos de grupo son
ejemplos de dlgebras sobre anillos conmutativos. A lo largo de esta seccion,
G denotard un grupo multiplicativo y R un anillo arbitrario. El grupo de
unidades de un anillo cualquiera A se denotara por U(A).

El anillo de grupo de G con coeficientes en R se denota por RG, y
es un R-modulo libre para el cual G es una base. Por tanto, todo elemento
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de RG tiene una expresion Unica a = Y . @49, con a, € R para todo g€ G y

Supp(a) ={geG:a, + 0}

un conjunto finito, que recibe el nombre de soporte del elemento a. Apli-
cando la propiedad distributiva, el producto en RG queda determinado por
la identidad

(rg)(sh) = (rs)(gh), r.seR, g,heG.

Evidentemente, el anillo de grupo RG se puede definir de forma equiva-
lente como el conjunto de las sumas finitas formales

{Zagg:ageRpara todogeG},

geG

con adicion y multiplicacién definidas por

Z agg + Z beg = Z(ag +04)g

geG geG geG
y
(Z agg) (Z bhh) = Z agbpgh = Z crk,
geG heG g,heG keG
donde

Cp = Z agby, = Z aghg1p,.

k=gh geG
Estas son las operaciones inducidas de forma natural en RG a partir de las
operaciones en el grupo G y en el anillo R.

Observemos que RG es un anillo unitario, siendo 1z1¢ el elemento neutro
para la multiplicacion. Ademaés, este anillo esta determinado salvo isomorfis-
mo de anillos por la siguiente propiedad, cuya demostracion es elemental:

Proposicién 1.6.1 (Propiedad universal de los anillos de grupo).
Sean R un anillo y G un grupo. Entonces:

(i) La aplicacion fo: R - RG definida por fo(r) =rle es un homomorfismo
de anillos, la aplicacion ¢g : G - U(RG) definida por ¢o(g) = 1gg es

un homomorfismo de grupos y se verifica que fo(r)do(g) = do(g)fo(r)
para todore Ry ge@.
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(i) Sean S un anillo conmutativo, f: R — S un homomorfismo de anillos
y ¢: G —>U(S) un homomorfismo de grupos que satisface f(r)d(g) =
o(g)f(r) para todo r € R y g € G. Entonces existe un uinico homomor-
fismo de anillos F : RG - S que satisface Ffy=f y Fog = ¢, y viene

dado por F(X,ecag9) = X gec fag)o(g).

Hagamos ahora una pequena apreciacion. Cada elemento de RG de la
forma 1gg, donde g € GG, se suele identificar con el elemento g del grupo, de
acuerdo con el homomorfismo ¢q de la Proposicion 1.6.1 (i). Como conse-
cuencia, G se puede ver como el subconjunto 1xG de RG, luego podemos
decir que G es un subgrupo de U(RG) y que el elemento neutro para la
multiplicacion de RG es 14.

Debido también a la Proposicion 1.6.1 (i), la aplicacion fy : R - RG
definida por fo(r) = rlg es un homomorfismo de anillos. Ademas, si R es
conmutativo, entonces fo(R) € Z(RG), ya que, en tal caso,

o) (Z agg) i ( > agg) -3 (ray)g

geG geG geG

(2 agg) fo(r) = (Z agg)na Y

9eG geG geG
coinciden. Por tanto, si R es un anillo conmutativo, entonces el anillo de
grupo RG es una R-algebra, de acuerdo con la Definicion 1.2.1.

Observacion 1.6.2. Puesto que un anillo de grupo RG sobre un anillo con-
mutativo R tiene estructura de R-algebra, se puede llamar también algebra
de grupo. No obstante, se suele reservar este nombre a los anillos de grupo
K G sobre un cuerpo K.

Por la propiedad universal de los anillos de grupo (Proposiciéon 1.6.1 (ii)),
podemos extender el homomorfismo trivial G — U(R), definido por g~ 1, a
un homomorfismo 5 : RG — R, que recibe el nombre de homomorfismo
de aumento, y viene dado por

ea(z agg) =D ag.

geG geG

Para cada elemento a = ¥ ;a,9 de RG, la imagen e¢(a) de a por esta
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aplicacion se llama aumento de a. Observemos que el homomorfismo de
aumento es suprayectivo, ya que para cada r € R, se tiene que eg(rlg) = 7.

Si N es un subgrupo normal del grupo G, entonces la aplicacion natural
G - G/N cU(R(G/N)) se extiende por linealidad a un homomorfismo de
anillos
een: RG — R(G/N)
Y agg —> Y aggN.
geG geG
El ntcleo de g4 se conoce como el ideal de aumento de RG, y lo deno-
taremos por Aug(RG). Asimismo, denotaremos por Aug, (RG) el nucleo de
ea,n- Se pueden probar las siguientes relaciones:

Aug(RG)= €@ R(g-1) como R-médulos,
geG~N{1}

Augyn(RG) = RG - Aug(RN) = Aug(RN) - RG.

En particular, e ¢ = £¢ ¥, por tanto, Aug(RG) = Aug,(RG). Ademas, e 1 es
la identidad en RG, luego Aug,(RG) = 0. Cuando no hay riesgo de confusion,
el homomorfismo de aumento se puede denotar simplemente por €, mientras

que para el homomorfismo e y se puede utilizar la notacién ey.

Para concluir la seccidon, enunciaremos un resultado necesario para la

demostracion del Teorema de Indescomponibilidad de Green.

Teorema 1.6.3. Sean p un entero primo, G un p-grupo finito y K un cuer-
po de caracteristica p. Entonces existe, salvo isomorfismo, exactamente un
KG-mddulo por la izquierda simple, concretamente el cuerpo K, sobre el que
los elementos de G actian trivialmente. Ademds, KG es un anillo local, y
rad KG= @ K(g-1)
geG~N{1}

como K-mddulos. Por tanto, rad KG coincide con el ideal de aumento de
KG. También se verifica que todo KG-mddulo proyectivo finitamente gene-
rado es libre.

Demostracion. Ver [CR81, Teorema 5.24]. n
En la seccion 3.1 nos ocuparemos especificamente de los anillos de grupo

enteros ZG, es decir, aquellos con coeficientes en el anillo de los niimeros

enteros.
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1.7. Anillos graduados, productos cruzados y

anillos de grupo torcidos

En esta seccion introduciremos los anillos graduados y, en particular, los
productos cruzados. También mencionaremos los anillos de grupo torcidos
como un caso especial del producto cruzado. A lo largo de la secciéon, G
denotard un grupo multiplicativo. Comenzaremos tratando el concepto de
anillo graduado.

Un anillo graduado por G es un anillo A que se puede expresar como

A:@Am

geG

donde A, es un subgrupo aditivo de A para cada g € G,y AjA, € Ay, para
cualesquiera g, h € G. Cada subgrupo A, recibe el nombre de componente
homogénea de grado g. Claramente, A; es un subanillo de A, su anillo
base, que veremos que es unitario. Ademas, cada A, es un A;-bimoédulo
con las multiplicaciones por la izquierda y por la derecha. Se dice que A es
un anillo fuertemente graduado por G si A;A;, = Ay, para cualesquiera
g,h € G. Por tltimo, si el anillo graduado A tiene una estructura de R-algebra
¢ : R > Z(A) sobre un anillo conmutativo R de forma que p(R) € A;,
entonces se suele decir que A es una R-algebra graduada por G.

Ejemplos 1.7.1. (i) Los anillos de polinomios son ejemplos de anillos gra-

duados. Si R es un anillo y Xq,...,X,, son indeterminadas sobre R,

entonces R[X1,...,X,] es un anillo graduado por Z. En concreto, se

tiene que R[X1,..., X, ] = A,,, definiendo para cada entero m > 0
meZ

la componente homogénea de grado m como el conjunto de los poli-
nomios homogéneos de dicho grado; para cada entero m < 0 se define
A,, como el grupo trivial. Ademés, R[X1,...,X,] es también un ani-
llo graduado por Z", puesto que R[X1,...,X,,] = @ A,,, donde cada

mezm
componente homogénea Am, con m = (ml,mQ, R ,mn) € Zn, se define

del siguiente modo: si se verifica que my,...,m, > 0, entonces se toma

mo

Ay ={az™xy? - xp™ 1 a € R}; en caso contrario, se toma A, como el

grupo trivial.

(i) Si A = @ A, es un anillo graduado por G y H es un subgrupo de
geG
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G, entonces B = @ Aj, es un anillo graduado por H. Si ademés H
heH

es normal en G, entonces A estd graduado por G/H, definiendo para
cada elemento z de G/H la componente homogénea de grado x como

A, =P A,
gex
Veremos a continuacion algunas propiedades elementales de los anillos
graduados.

En primer lugar, probaremos que 1, el elemento neutro para la multipli-

cacion de un anillo A = @ A, graduado por un grupo G, pertenece a A;.
geG

Puesto que 1 € A, de la descomposicion de A en suma directa se desprende
que 1 =% ;x4 para ciertos elementos r, de A, tnicos. Entonces, si y € Ay,

se tiene que

y=y-1=> yz,
geG

Como yx, € Agp, se verifica que

y sig=1
x, =
i 0 sig=#1.

Ahora, esto también se cumple si se considera cualquier elemento y de A. En
particular, se cumple para y =1, luego 1 =x; € A} y 2, = 0 para g # 1.

También se verifica que si u, es una unidad de Ay, entonces u,;' € Ay .
Veamoslo. Como u>! se puede expresar de la forma w1 = Ty, para ciertos
g g heG
elementos x; de A; tnicos, entonces

— -1 _
l=ugu,” = Z UgTh,.
heG

Puesto que 1€ A; y u,z), € Ay, se tiene que

1 sih=g7"
UgTh =
IR0 siheg

Como u, es una unidad, se cumple que z, = 0 para todo h # g1, luego
uyt =41 € Aga.

Pasamos ahora a tratar el concepto de producto cruzado.
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A partir de ahora, R denotard un anillo arbitrario. Consideramos dos
aplicaciones 0: G > Aut(R) y a: G x G - U(R), y consideramos

RIG = @ Ru,.
geG

Definimos la adicion en R7G como cabe esperar. Entonces, el conjunto

{uy: g€ G}

constituye una R-base de R7G como R-mddulo. Definimos también una mul-
tiplicacion, que estara determinada por las siguientes dos reglas:

ugup, = (g, h)ugn, g,heG

ugr =o4(r)u,, geG, reR.

El lema que se enuncia a continuaciéon establece las condiciones que han de
verificar o y o para que esta multiplicacion dote a RZG de estructura de
anillo. En realidad, todas las hipotesis de anillo se verifican de forma obvia
excepto la asociatividad, y lo que establece el lema es qué hace falta para

que la multiplicacién sea asociativa.

Lema 1.7.2. La multiplicacion en RSG es asociativa si, y solo si, se verifi-

can las siguientes propiedades para cualesquiera g,h,k € G:

(Z) Oé(g, h) OZ(gh, k) = O'g(O./(h, k)) Oé(g, hk)
(it) 040n =NgnOgn, donden,p : R — R es la aplicacion definida por ng,(r) =
alg.h)r(0(g. 1) ", re R

Demostracion. En primer lugar, por linealidad es facil ver que la multiplica-
cién en RZ( es asociativa si, y solo si,

[(rug) (sun)](tur) = (rug)[(sun) (tux)]

para cualesquiera g, h,k e G, r,s,t € R.

Desarrollando la expresion del lado izquierdo, obtenemos

[(rug)(sun)](tux)

(rog(s) ugun)(tur) = (rog(s) alg, h)ugn)(tur)
= rog(s) a(g, h) ogn(t) ugnug
rog(s) a(g, h) ogn(t) al(gh, k)ugn.
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Hacemos lo mismo con la expresion del lado derecho:

(rug) [ (sun)(tuy)] (rug)(son(t) unuy) = (rug)(son(t) a(h, k)unr)
rog(sop(t) a(h, k)) ugunk

rag(s) og(on(t)) og(a(h, k)) (g, hk) ughs.-

Supongamos ahora que la multiplicacion en RIG es asociativa. En es-
te caso, las expresiones a las que acabamos de llegar coinciden. Entonces,
haciendo r = s =t =1, se tiene que

a(g, h) algh, k) = ag(a(h, k)) alg, hk)

para cualesquiera g,h,k € G, es decir, se cumple la condicion (i). Ademas,
si volvemos a igualar las expresiones a las que hemos llegado anteriormente,

haciendo r = s = 1 se obtiene que

a(g, h) agn(t) algh, k) = a4(an(t)) o4(alh, k)) a(g, hk).

Ahora, como

ag, h) ogn(t) = alg,h) ogn(t)(alg, 1)) alg, h) = nn(ogn(t)) (g, h),

se llega a que

N (ogn(t)) alg, h) a(gh, k) = o4(on(t)) og(al(h, k)) a(g, hk).

Teniendo en cuenta que se satisface la condicion (i), se tiene que

NghOgh = O0gO0p

para cualesquiera g, h € G, es decir, se verifica la condicion (ii).

Reciprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones (i) y (ii).
Entonces, del desarrollo de las expresiones anteriores se desprende que

[(rug) (sun)](tur) = (rug)[(sun)(tur)]

para cualesquiera g, h,k € G, r,s,t € R. Por tanto, la multiplicacion en RIG
es asociativa, con lo que queda probado el resultado. [
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Dadas dos aplicaciones 0 : G > Aut(R) y a: GxG - U(R) que satisfacen
las condiciones del Lema 1.7.2, se dice que la aplicacién « es un conjunto
de factores para la accion o de G sobre U(R). Hemos visto que, bajo estas
condiciones, R7G es un anillo, que recibe el nombre de producto cruzado
de G sobre R, relativo a la accién o y al conjunto de factores a.

El conjunto de factores « definido por a(g,h) = 1, g,h € G, se llama
conjunto de factores trivial. Existen algunos casos particulares de productos
cruzados RIG que reciben nombres especiales:

e Cuando el conjunto de factores a : G x G - U(R) es trivial, RIG se
llama anillo de grupo inclinado (skew group ring en la literatura en
inglés), y se representa por R°G.

e En el caso de que la accion o : G - Aut(R) sea trivial, es decir, que
o(g) sea la aplicacion identidad en R para todo g € G, RSG se denomina
anillo de grupo torcido (twisted group ring en la literatura en inglés),
y se denota por R,G.

e Finalmente, cuando son triviales tanto el conjunto de factores a como
la accion o, R7G es en realidad el anillo de grupo ordinario RG.

Por tanto, los anillos de grupo constituyen un caso particular de los anillos de
grupo torcidos, los cuales son, a su vez, un caso particular de los productos
cruzados.

Veremos a continuaciéon que los productos cruzados R9G son anillos gra-
duados por GG, y también una condicién que hace que un anillo graduado sea
un producto cruzado.

Proposicién 1.7.3. Un anillo A = @ A, graduado por un grupo G es un
geG

producto cruzado RSG con R = Ay si, y solo si, cada componente homogénea
A, tiene un elemento invertible. Ademds, un anillo A graduado por G que

verifica esta condicion es un anillo fuertemente graduado por G.

Demostracion. Comenzaremos viendo el reciproco, es decir, que todo pro-

ducto cruzado A = R7G es un anillo @ A, graduado por un grupo G con
geG

Ay = R, tal que cada componente homogénea A, contiene una unidad. Sea

{uy : g € G} una R-base de A. Como A = EBGRug, es facil comprobar que
ge
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basta definir la componente homogénea de grado g como
Ay = Ruy,

que para cualquier elemento g de G se verifica que u, es una unidad de A, y
que como A; se puede tomar el anillo R.

Supongamos ahora que disponemos de un anillo A= @ A, graduado por
geG

un grupo G, tal que cada componente homogénea A, contiene una unidad
de A, a la que llamaremos a,. Veamos que A es un producto cruzado.

Sabemos que para cada g € G se tiene que Aja, € Ay y Aga,' € Ay, ya que
a;' € Ag1, por ser a, una unidad de A. Por consiguiente, Aya, € Ay € Ajay,
luego

Ag = Alag = agAl (14)
para todo g € G. Por tanto, se tiene que
A= @Alag = @%Al,
geG geG
por lo que todo elemento a de A se puede expresar de la forma a = 3 . 140y =

Y.gec: AgTy Para ciertos elementos 14,7, de Ay tnicos.

También por (1.4), si fijamos un elemento g de G, para cada r € A; existe
un elemento o,(r) de A; tal que

agr =o4(r)a,.
Se comprueba facilmente que la aplicaciéon o : G - Aut(A,), dada por g » oy,

estd bien definida.

Ahora, para cualesquiera g,h € G se cumple que agy, = aga, 7y, siendo
P | ; ; -
Tgh = @y ag'ag,. Teniendo en cuenta que ryp, € Ajp, se tiene que ap7y) =

on(rgn)an y agon(ren) = 04(on(ren))ag, luego
Agh = g apTgn = g 0n(Tgn)an = 0g(on(ren))ag ap.

Ademaés, o,(on(ryn)) € U(A1), ya que ay, ap ¥ ag, son unidades. Entonces, si
definimos la aplicacion : GxG - U(A;) como (g, h) = oy (ah (aﬁlaglagh)),
se verifica que

Qgh = B(g, h)ag anp
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para cualesquiera g, h € G. Asi, si definimos la aplicacion a: G x G - U (A1)
como «a(g,h) = (6(g, h))_l, se llega a que

Qg ap = a(g, h)agh

para cualesquiera g, h € G.

De todo lo anterior se deduce que A = @ Aa, es el producto cruzado de
geG

G sobre Ajp, relativo a la accion o y al conjunto de factores a. El conjunto
{a, : g € G} constituye una A;-base de A= (4,).G.

Ademas, A es un anillo fuertemente graduado por G. Vamos a demostrar
esto. Para ello, consideramos dos elementos g y h de G. Sabemos que A, A, ¢
Agn, por lo que basta probar la inclusién contraria. Ahora bien, como se
verifica que

Qgp = 5(97 h)ag ap € Alag Ap,

por (1.4) se tiene que
Agh = Alagh c AlAlag ap © (Alag)(Alah) = AgAh.

Observacion 1.7.4. De acuerdo con la Proposicion 1.7.3, y en relaciéon con
el apartado (ii) de Ejemplos (1.7.1), se puede ver que si RSG es un pro-
ducto cruzado, entonces RS H es un producto cruzado de H sobre R, y si
H es normal en G, entonces podemos ver RZG como un producto cruzado
(R2H)? (G/H) de G/H sobre RZH.

A diferencia de los anillos de grupo, los productos cruzados no tienen,
en general, una base natural. Esto es evidente si son vistos como anillos
graduados, pues para obtener una base basta tomar un elemento invertible
de cada componente homogénea, y este no tiene por qué ser tinico. De hecho,
si R7G es un producto cruzado y A : G - U(R) asigna a cada elemento g de
G una unidad A\, de R, entonces

{vg v, = Nuy, g€ G}

es una R-base alternativa de RJG que conserva la estructura original de
producto cruzado. Un cambio de base como este se conoce con el nombre de
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cambio de base diagonal. En efecto, como A\, e Y(R) para todo g € G, se
tiene que
Rvg = RA\jug = Ruyg

para todo g € G, por lo que

P Ru, = P Ru,.

geG geG

Ademas, para cada g € GG, se cumple que

-1 _ Syl _ Syl _ -1
VgT U, = Mg T ug AT = Agog(T)ugu, Ayt = Agag ()N,

luego

UgT = Ag0g(r)A; 0.

Como consecuencia, la nueva accion o’ : G - Aut(R) viene dada por g = oy,
con

I _ -1
oy = Ag ag)\g

para todo g € G. Se puede comprobar que esta aplicacion esta bien definida.
(Observemos que si R es conmutativo, el cambio de base diagonal no modifica
la accion.) Veamos también como afecta el cambio de base al conjunto de
factores. Se verifica que

VU = AgUug A, = Agog(An)ugun = Agog(An) alg, h)ug,
Agag(Mn) alg, M)A jpvgn = (g, h) ()\gUg()\h))\;i)Ugm

Por tanto, el nuevo conjunto de factores es la aplicacion 8 : G x G - U(R)
dada por

6(97 h) = a(g, h) (>‘g Ug()‘h))‘;ilz) , g,hed.
Puesto que el producto cruzado es asociativo, 8 y ¢’ satisfacen las condiciones
(i) v (ii) del Lema 1.7.2. Asi, es correcto llamar a  conjunto de factores, pues
lo es para la nueva accion o’. También la aplicacion v, : GxG — U(R) definida
por
(g, h) = Agog(Mn)Agh, g, heG,

es un conjunto de factores para la nueva accion.

De ahora en adelante, supondremos que R es un anillo conmutativo. Ob-

servemos que, con esta nueva suposicion, la condicion (ii) del Lema 1.7.2
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significa que 0 : G — Aut(R) es un homomorfismo de grupos. Ademas, en el
caso de que o sea el homomorfismo trivial, RZG es un anillo de grupo torcido
y tiene estructura de R-algebra.

Para un homomorfismo o : G — Aut(R), definimos el siguiente conjunto
de aplicaciones:

Z2(G,U(R)) ={a:GxG — R : « verifica la condiciéon (i) del Lema 1.7.2}.
Se puede ver que Z2(G,U(R)) es un grupo abeliano con la multiplicacion

(aB)(g,h) =alg,h)B(g,h), g,heG.

Como ya hemos adelantado, los elementos de este grupo reciben el nombre
de conjuntos de factores o 2-cociclos para la accion o de G sobre U(R).

Sea ahora
BLG,U(R)) ={\:G — U(R) : X es aplicacion}.
Se puede ver que BL(G,U(R)) es un grupo con la multiplicacion

(M) (g9) = A(g) u(g), geG.

Los elementos de este grupo se llaman derivaciones o 1-cobordes para la
accion o de G sobre U(R).

No es dificil comprobar que la aplicacion

By (G, U(R)) — ZXG,U(R))
A > 5\

es un homomorfismo de grupos. La imagen de este homomorfismo, que es un
subgrupo de Z2(G,U(R)), se denotara por B2(G,U(R)). Los elementos de
este conjunto reciben el nombre de conjuntos de factores principales o
2-cobordes para la accion o de G sobre U(R).

Se dice que dos conjuntos de factores a y [ para la accion o de G sobre
U(R) son equivalentes si af~! € B2(G,U(R)). Por lo que hemos visto,
mediante los cambios de base diagonales se obtienen conjuntos de factores
equivalentes. Ademas, los anillos de grupo torcidos relativos a conjuntos de
factores equivalentes son isomorfos. De hecho, se puede demostrar que

R,G = RgG si, y solo si, a y 8 son equivalentes.
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(Una prueba de este resultado, aunque en un contexto algo diferente, se puede
encontrar en [Rei03, Teorema 29.6].) En particular,

R.G = RG si, y solo si a € B*(G,U(R)). (1.5)

(En el caso de anillos de grupos torcidos no hace falta especificar la accion
o, pues se trata de la accion trivial.)

Es facil ver que el elemento neutro para la multiplicacién en un producto

cruzado RZG = @ Ruy, es de la forma ruy, con r € Y(R). Por tanto, mediante
geG

un cambio de base diagonal, podemos suponer que este elemento es u;. Ade-
mas, con esta suposicion, existe un embebimiento de R en RZ(G, que viene

dado por r — uqr.

Definimos ahora el grupo cociente
H3(G.U(R)) = Z;(G.U(R))/B3(G,U(R)),

que se conoce como el segundo grupo de cohomologia de G con coefi-
cientes en U(R) relativo a la accion o.

Observacion 1.7.5. Las definiciones que aparecen en [CR81, secc. 8B| de
conjunto de factores, conjunto principal de factores, derivaciéon o segundo
grupo de cohomologia parecen muy diferentes a las que hemos proporcio-
nado en este trabajo. No obstante, inicamente se trata de definiciones mas
generales a las que hemos dado y, por tanto, podemos aplicar sin problema
los resultados que aparecen en [CR81] relativos a todos estos conceptos.

Consideraremos ahora un cuerpo K, y utilizaremos la notaciéon K* para
su grupo de unidades. El siguiente lema nos sera de utilidad méas adelante,
asi como la proposiciéon que lo acompana, que cierra la seccién. Para ambos
supondremos que G es un grupo finito y que disponemos de un anillo de
grupo torcido K,G.

Lema 1.7.6. El orden de todo elemento de H? (G, K*) divide a |G|.
Demostracion. Ver [CR81, Lema 8.39]. n
Antes de enunciar la proposicion, necesitamos saber qué entendemos por

un p-elemento, dado un primo p. Se dice que un elemento x de un grupo finito
G es un p-elemento si el orden de x es una potencia de p. Se dice que x
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es un p’-elemento (o elemento p-regular) si el orden de z es coprimo con
p. Un elemento que no es p-regular se dice que es p-singular. El elemento
neutro es el Gnico elemento de G que es simultineamente un p-elemento y

un p’-elemento.

Proposicion 1.7.7. Si K es un cuerpo perfecto de caracteristica p >0, en-
tonces H? (G, K*) no contiene p-elementos no triviales.

Demostracion. Ver [CR81, Lema 11.38] y la observacion posterior a este le-

ma. |

La seccion 1.1 ha sido realizada a partir de [ZS75, cap. 11, seccs. 4-5].

Para la redaccion de la seccion 1.2 nos hemos basado fundamentalmente en [CR81,
seccs. 1A, bA, 6A, 23|. También hemos utilizado, aunque en menor medida, [Jan73,
cap. I, secc. 2|, [FD93, cap. 0], [CR62, secc. 16] y [Rei03, secc. 1].

Los resultados expuestos en la seccion 1.3 estan basados principalmente en [CR81,
seccs. 4C, 6A, 23, 30], [Gou93, seccs. 2.1, 3.3], [Jan73, cap. I, secc. 3 y cap. II,
seccs. 1, 2, 4, 5] y [Ser79, cap. II, secc. 4], aunque también se ha empleado [Neu99,

secc. 3].

La seccion 1.4 ha sido redactada a partir de [CR81, seccs. 6A, 6B], mientras que
para la seccion 1.5 se ha hecho uso de [CR81, seccs. 8, 19B, 30B| y [Ser79, cap. I,
secc. 4 y cap. 111, secc. 5].

Finalmente, hemos utilizado [Riol6, seccs. 1, 3] y [CR81, seccs. 1A, 5C| para ela-
borar la seccion 1.6, y [CR81, seccs. 8B, 11C, 11E], [Pas89, cap. 1, seccs. 1-2] y
[Rei03, secc. 29] para la seccion 1.7.






Capitulo 2

Teoria de Representaciones.
Teoremas de Green

Como hemos comentado al inicio, el objetivo principal de este trabajo es
resolver el Problema del Espectro para el caso de grupos resolubles. En la
resolucion de este problema resultara fundamental la aplicaciéon del Teorema
de Green de los Ceros de Caracteres. En este capitulo nos adentraremos en
el estudio de la Teoria de Representaciones, con el propésito de demostrar
este teorema, que requiere de un paso previo importante: el Teorema de
Indescomponibilidad de Green. Encaminados, pues, a la demostracion de

ambos Teoremas de Green, iniciamos este nuevo capitulo.

2.1. Representaciones de grupos

En esta secciéon se introduciran las representaciones de grupos. Este con-
cepto es importante, pues los modulos sobre anillos de grupo, que apareceran
constantemente a lo largo del trabajo, se interpretaran en ocasiones en térmi-
nos de representaciones de grupos, debido a la equivalencia que existe entre
ambos conceptos, y que expondremos en breve. A lo largo de esta seccion, R

denotara un anillo conmutativo y G un grupo finito.

Dado un R-modulo M, se denotara por Autgr(M) el grupo de los R-au-
tomorfismos de M, que es el grupo de unidades de la R-algebra Endg(M) de

49
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endomorfismos de M (ver Ejemplo 1.2.6). No es dificil probar que en el caso
de que M sea un R-modulo libre de rango finito n, Endg(M) y M, (R), las
matrices cuadradas de orden n sobre R, son isomorfas como R-algebras, por
lo que se pueden identificar. Por consiguiente, también se puede identificar
Autr(M) con el grupo de unidades de M, (R), formado por las matrices
invertibles de orden n, que se representara por GL,(R). Esto se pondra de
manifiesto cuando hablemos de representaciones matriciales de grupos.

Por una representaciéon de G sobre R (o R-representacion de G)
entenderemos un par (M, p), donde M es un R-modulo y

p:G— Autgp(M)

es un homomorfismo de grupos. Por abuso del lenguaje, se suele llamar re-
presentacion de GG sobre R tnicamente a la funcion p.

Se dice que dos representaciones (M, p1) v (Ma, p2) de G sobre R son
equivalentes si existe un isomorfismo de R-moédulos f: M; — M, tal que

p2(9) = for(g)f!

para todo g € G. Escribiremos p; ~ po para indicar que p; es equivalente a ps.

Empezaremos ahora a estudiar la relaciéon entre moédulos sobre anillos
de grupo y representaciones de grupos. Consideramos un RG-mdodulo M, y
definimos la aplicacion py; : G — Autg(M) como

pru(g)(m)=gm, geG, melM.

Entonces (M, pys) es una representacion de G sobre R a la que nos referiremos
como la representaciéon de GG asociada a M.

La siguiente observacion nos sera de utilidad para la prueba de la propo-

sicidon que aparece a continuacion:

Observacion 2.1.1. Estamos acostumbrados a identificar un A-moédulo por
la izquierda, donde A es un anillo arbitrario, con un grupo abeliano M sobre
el que A actia de forma lineal. Sin embargo, un A-moédulo por la izquierda
también se puede ver como un grupo abeliano M junto con un homomorfismo
de anillos f : A - End(M ), donde End(M) denota el anillo de endomorfismos
del grupo aditivo M. En este caso, la multiplicacion en el médulo viene dada
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por am = f(a)(m), y es facil ver que End 4 (M) es el centralizador de f(A) en
End(M). En particular, un RG-mo6dulo por la izquierda es un grupo abeliano
M junto con un homomorfismo de anillos RG - End(M).

La siguiente proposicion demuestra que el estudio de representaciones
de GG sobre R es equivalente al estudio de RG-moddulos, como ya hemos
comentado anteriormente:

Proposicion 2.1.2. La aplicacion M — py; es una correspondencia biyecti-
va entre RG-mddulos y representaciones de G sobre R. Ademds, dos RG-md-
dulos M y N son isomorfos si, y solo si, pyr y pn Son equivalentes, donde
pyv Y pn son las representaciones de G asociadas a M y N, respectivamente.

Demostracion. Empezaremos probando la primera afirmacion. Supongamos
que pyr: G — Autgr(M) es la representacion de G asociada a M. Entonces,
por la propiedad universal de los anillos de grupo (Proposicion 1.6.1 (ii)), pas

se extiende de forma tnica a un homomorfismo de anillos
ﬁ]y[ : RG — EHdR(M)

dado por
Pm (Z agg) = > agpu(9),
geG geG
por lo que M es un RG-moédulo por la izquierda.

Reciprocamente, sea M un RG-modulo por la izquierda, que se puede
identificar con el homomorfismo de anillos F': RG — End(M) definido por

F(Z agg) (m) = (Zagg) m. (2.1)

geG geG

Por la propiedad universal de los anillos de grupo (Proposicion 1.6.1), este
homomorfismo es equivalente a un par formado por un homomorfismo de
anillos f : R —» End(M) y un homomorfismo de grupos p: G - Aut(M) tales
que p(G) esta contenido en el centralizador de f(R) en End(M) (Aut(M)
denota el grupo de automorfismos del grupo aditivo M). Como hemos co-
mentado en la Observacion 2.1.1, el centralizador de f(R) en End(M) es
Endg(M), por lo que p(G) ha de estar contenido en Endg(M), es decir,
p: G — Autgp(M). Ademés, por (2.1) y por la Proposicion 1.6.1, se tiene que

p(g)(m) = F(g)(m)=gm, geG, meM,
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luego p es la representacion de G asociada a M.

Probaremos ahora la segunda afirmaciéon. Supongamos que existe un iso-
morfismo de RG-moédulos f : M — N. Sea n un elemento de N, y sea
m = f~1(n). Se cumple que

(Foar(9)f7) () = (Foar(9))(m) = f(gm) = gf(m) = gn = px(g)(n)

para todo g € G, luego py; v py son equivalentes.

Reciprocamente, supongamos que py; v pny son equivalentes. Entonces
existe un isomorfismo de R-médulos f: M — N tal que fpr(9)f~' = pn
para todo g € GG. Ahora bien, f es también un isomorfismo de RG-moddulos,
puesto que para cada g€ Gy m e M, se verifica que

Flgm) = (fpar(9))(m) = (for(9)f71) (f(m)) = px(9)(f(m)) = g f (m).

Por otra parte, si p: G — Autg(M) es una representacion de G sobre Ry
M es un R-moédulo libre de rango finito n, entonces n se dice que es el grado
de p, y se denota por deg(p).

A continuacién abordaremos las representaciones matriciales de grupos
y otros conceptos relacionados, analogos a los ligados a representaciones,
asi como las relaciones entre representaciones de grupos y representaciones

maftriciales.

Se llama representacién matricial de GG sobre R a cualquier homo-
morfismo de grupos
A:G— GL,(R),

donde n > 1. El entero n recibe el nombre de grado de la representacion A,
v se denota por deg(\).

Supongamos que M es un R-moédulo libre de rango finito n. Entonces cual-
quier eleccion de una R-base de M conduce a la identificacion de Autr(M)
con el grupo GL,,(R) de todas las matrices invertibles de orden n. Por tanto,
si p: G - Autg(M) es una representacion de G sobre R, utilizando esta

identificacion podemos obtener una representacion matricial

p* G — GL,(R)
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de G sobre R, que diremos que es una representacion matricial de G
correspondiente a p. (En este caso, por una representacion matricial
de G permitida por M entenderemos una representaciéon matricial co-
rrespondiente a la representacion de G asociada a M, y la denotaremos por
M.) Reciprocamente, cada una de las representaciones p* determina una
representacion p : G — Autg(M), donde M es R" (el R-modulo de las ma-
trices de tamafio n x 1 sobre R), o cualquier R-mo6dulo libre de rango n, y

p(g)(m) = p*(g)m.
Dos representaciones matriciales \; : G > GL,(R) y A2 : G - GLx(R) de

G sobre R diremos que son equivalentes, y lo denotaremos por A; ~ Ay, si
n=Fky existe M € GL,(R) tal que

A2(g) = MM (g) M

para todo g € G.

Sea M un R-moédulo libre de rango finito. Para cualquier representacion
p: G- Autgr(M), denotaremos por {p} la clase de equivalencia de p, y por
{p*} la clase de equivalencia de una representacion matricial p* correspon-
diente a p.

Proposicion 2.1.3. La aplicacion {p} — {p*} es una correspondencia bi-
yectiva entre las clases de equivalencia de representaciones de G sobre R de
la forma p: G - Autg(M), donde M es un R-mddulo libre de rango finito,

y las clases de equivalencia de representaciones matriciales de G sobre R.

. . . C. .
Demostracion. Claramente, basta verificar que p; ~ py si, y solo si, p} ~ p3.
Ahora bien, esto se deduce facilmente de las definiciones de representaciones
equivalentes. [

Introduciremos a continuacién el concepto de caracter de una represen-

tacion y veremos algunas de sus propiedades.

Sea M un R-modulo libre de rango finito n, y sea p: G - Autr(M) una
representacion de G sobre R. Sabemos que cualquier eleccion de una R-base
de M permite identificar cada elemento f de Endgr(M) con una matriz de
orden n sobre R. Denotaremos por tr(f) la traza de f, es decir, la suma de
los elementos de la diagonal principal de la matriz de orden n asociada a f.
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Entonces la aplicacion
Xp:G— R

definida por
Xo(9) =tr(p(9)), geG,

se llama caracter de p.

El caracter x) de una representacion matricial A : G - GL, (R) se define
como Y(g) =tr(A(g)), donde tr(A(g)) es la traza de la matriz A\(g).

Observemos que, dada cualquier representacion matricial A : G - G L, (R),
se verifica que \(1) = I,,, donde I,, denota la matriz identidad de orden n sobre
R. Por consiguiente, se tiene que x,(1) = n, el grado de la representacion.

Proposicién 2.1.4. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Representaciones equivalentes de G de la forma p : G — Autr(M),

donde M es un R-mddulo libre de rango finito, tienen el mismo cardcter.

(1t) X, = Xp+, donde p* es cualquier representacion matricial de G corres-

pondiente a p.

(111) x,(g7thg) = x,(h) para cualesquiera g,h € G, es decir, x, es una fun-
cion constante en las clases de conjugacion.

Demostracion. Consecuencia directa de las definiciones y del hecho de que
para cualquier par de matrices cuadradas A y B sobre R de orden n, se
verifica que tr(AB) = tr(BA), debido a que R es un anillo conmutativo, lo
cual implica, a su vez, que tr(A) = tr(B'AB) en el caso de que B sea no
singular. ]

Sea M un RG-moédulo que es libre de rango finito como R-mo6dulo. Por
el caracter de G permitido por M entenderemos el caricter de la re-
presentacion de GG asociada a M, que coincide con el caricter de cualquier
representacion matricial de G permitida por M.

El siguiente corolario es inmediato a partir de la Proposicion 2.1.2 y la
Proposicion 2.1.4 (i):

Corolario 2.1.5. Sean M y N dos RG-mddulos que son libres de rango
finito como R-mddulos. St M y N son isomorfos, los caracteres permitidos

por ambos RG-mddulos coinciden.
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Ejemplos 2.1.6. (i) Toda R-representacion (M, p) de G tal que

p(g)leu g€G7

donde 1,; denota la aplicaciéon identidad en M, se dice que es una re-
presentacién trivial. Si M es un R-modulo libre de rango finito n,
entonces una representacion matricial p* : G - GL,(R) de G corres-
pondiente a p viene dada por

p*(9)=1,, geG.

Por tanto, el caracter de p viene dado por
Xp(9)=n, geG.

La representacion p: G — Autgr(RG) de G asociada al modulo regular
M = raRG, es decir, el RG-mo6dulo por la izquierda RG con la multi-
plicacion en el anillo, se conoce como la representaciéon regular de
G sobre R. Esta representacion estd definida por

p(h)(g) =hg, h,geG.

Podemos obtener una representacion matricial p* : G - GL,(R) de G
correspondiente a p respecto de la base G, siendo n = |G|. Como para
cada elemento h de G, la aplicacion G — G definida por g — hg es
un isomorfismo de grupos, entonces para cada h € G, la matriz p*(h)
contiene un tinico 1 en cada fila y columna, mientras que el resto de
elementos son ceros. En concreto, p*(1) = [, mientras que si h # 1,
entonces p*(h) contiene en la fila correspondiente al elemento g de G
un unico 1 situado en la columna correspondiente al elemento hg # g,
y ceros en los demas lugares. Por consiguiente, el caracter de p viene
dado por

G| sig=1,

0 sig=+l.

() - {

Para terminar la secciéon, veremos como calcular el cardcter de un gru-

po permitido por una suma directa de modulos a partir de los caracteres

permitidos por cada uno de los sumandos.
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Proposicién 2.1.7. Para cadai=1,2,...,n, sea x;: G — R el cardcter de G
permitido por un RG-mddulo M; que es libre de rango finito como R-mddulo.
FEntonces la aplicacion Y, x; : G = R dada por

(ixi)@ -Yxile), g¢G,

i=1

es el cardcter de G permitido por éMZ Nos referiremos a Y-, x; como la
suma de caracteres X1, ..., Xn- -

Demostracion. Se puede probar por inducciéon sobre n, para lo cual basta
ver el caso n = 2. Sea p; la representaciéon matricial de G permitida por M;
relativa a la base B;, i = 1, 2. Entonces, identificando cada elemento m; de M;
con el elemento (mq,0) de M, y haciendo lo mismo con los elementos de M,
tenemos que B = B;U B, es una base de M. Es facil ver que la representacion
matricial de G permitida por M relativa a la base B, que denotaremos por

pL® pa, €5

_[ mlg) O
momw-("9 1

Por tanto, si x es el caracter de G permitido por M, se cumple que

), geG.

x(9) =tr((p1 ® p2)(9)) = tr(p1(g)) + tr(p2(g)) = x1(g) + x2(9).

2.2. Modulos y representaciones restringidas e

inducidas

La técnica de representaciones restringidas e inducidas es uno de los mé-
todos mas importantes en Teoria de Representaciones. A lo largo de esta
seccion, R denotara un anillo conmutativo arbitrario, G serd un grupo finito
y H un subgrupo de G. Comenzaremos considerando el problema de cons-
truir RH-moédulos a partir de RG-moédulos, y viceversa. A continuacién, nos
ocuparemos de un teorema relativo a representaciones inducidas, el Teorema
del Subgrupo de Mackey, que interviene en la demostraciéon del Teorema de
Green de los Ceros de Caracteres. Para finalizar la seccién, trataremos las
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representaciones restringidas e inducidas en el caso de disponer de mdédulos
sobre determinadas algebras graduadas.

Antes de comenzar, recordaremos brevemente algunas propiedades del
producto tensorial de moédulos, que utilizaremos en méas de una ocasion.
Las demostraciones de los resultados que enunciaremos a continuaciéon las
podemos encontrar en [CRG2, secc. 12].

Sean Ay B dos anillos, M un A-mdédulo por la izquierda y L un (B, A)-bi-
modulo. Entonces L®4 M tiene estructura de B-modulo por la izquierda con

la multiplicacion

b(lem)=0bl®em, beB, leL, meM.

En particular, el anillo A es un (A, A)-bimodulo con las multiplicaciones

en el anillo. Por tanto, para cada A-moédulo por la izquierda M, A @4 M

tiene estructura de A-moddulo. Ademaés, existe un isomorfismo natural de
A-modulos

A®a M =M, (2.2)

dado por la aplicaciéon a ® m — am, a € A, m € M. Asimismo, se verifica el
resultado analogo para A-modulos por la derecha.

También se cumplen las siguientes relaciones:
(Lol Yoa M= (Leos M) (L ®4 M),
Loy(MeM)z(LosM)e (Lo M).

Mas aun, dada una familia de A-modulos por la derecha {L,} y un
A-moédulo por la izquierda M, existe un isomorfismo natural de grupos adi-
tivos

(@LQ)&L‘M;@(LLY@AM). (2.3)

Se verifica también el resultado analogo para expresiones del tipo L®(69 Mg).
B

Por tanto, el producto tensorial es distributivo respecto de la suma directa.

Por dltimo, el siguiente resultado permite hablar de la asociatividad del

producto tensorial: Dados dos anillos A y B, un A-mdédulo por la derecha
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L, un (A, B)-bimédulo M y un B-modulo por la izquierda N, existe un
isomorfismo natural de grupos aditivos

(LeaM)®gNzLos(MegN), (2.4)

determinado por la aplicacion (I®@m)®n - [®@(m®n),le L,me M yne N.

Una vez hecho este repaso del producto tensorial, volvamos a nuestros
problemas iniciales de construir RH-modulos a partir de RG-modulos, y
viceversa. Estos problemas se pueden entender en un contexto general de
Teoria de Anillos, y asi los expondremos en principio.

Supongamos que ¢ : B - A es un homomorfismo de anillos. Entonces
podemos obtener B-moddulos por la izquierda a partir de A-mddulos por la

izquierda, y viceversa.

El primer problema es bastante sencillo. Sea M un A-mo6dulo por la iz-
quierda. Entonces podemos obtener un B-modulo por la izquierda, que de-
notaremos por ¢, (M), cuyo grupo abeliano subyacente es M, y la multipli-

caciéon viene dada por
b-m=p(b)m, beB, meM.

La operacion M — ¢, (M) se llama restriccion de escalares, y a los modu-
los obtenidos mediante esta operacion los llamaremos modulos restringidos.

Procederemos ahora a la construccion inversa, que es mas complicada.
En primer lugar, se tiene que A es un (A, B)-bimédulo, con la multiplicacion
por la izquierda dada por la multiplicacion en el anillo, y la multiplicacion
por la derecha definida por

a-b=ap(b), acA beB.

Entonces cada B-modulo por la izquierda L define un A-modulo por la iz-
quierda ¢*(L), donde
©*(L)=Ae®p L.

La operacion M ~ @* (M) recibe el nombre de induccidn, y a los modulos
obtenidos mediante esta operacion los denominaremos modulos inducidos.
Ademas, por el resultado analogo a (2.2) para modulos por la derecha, se
tiene que p*(B) = A.



2.2. Modulos y representaciones restringidas e inducidas 59

Ahora vamos a aplicar estos resultados generales al caso de RG-modulos
y RH-médulos, siendo H un subgrupo del grupo finito G. Para ello, conside-
raremos el homomorfismo inyectivo ¢ : RH — RG que surge de la aplicacion
inclusion de H en G. @ serd vista como una aplicaciéon inclusion, y podemos

escribir RH ¢ RG.

En este caso, la operacion restriccion de escalares asigna a cada RG-mo-
dulo por la izquierda M un RH-moédulo por la izquierda, que denotaremos
por res% (M), aunque normalmente lo abreviaremos como M|y 6 Mp. Su-
pongamos ahora que M es un RG-modulo que es libre de rango finito n como
R-moédulo. Entonces, si M : G - GL,(R) es una representacion matricial de
G permitida por M, la representacion matricial M|y de H permitida por el
modulo restringido M|y es la restriccion del homomorfismo M al subgrupo
H. Analogamente, si y : G — R es el caracter de M, entonces el caracter x|g
de M|y es la restriccion de la aplicacion y a H.

Por otra parte, la aplicacion inducciéon de RH-modulos a RG-modulos
asigna a cada RH-mo6dulo por la izquierda L un RG-mdbdulo por la izquierda,
que denotaremos por ind$ (L), dado por

ind%(L) = RG ®py L.

Normalmente abreviaremos ind% (L) como LE. Se verifica que ind%(RH) =
RG.

Supongamos que L : H - GL,(R) es una representaciéon matricial de
H permitida por un RH-médulo L. Se llama representaciéon (matricial)
inducida, y se denota por LE, a la representacion matricial de G permitida
por el modulo inducido LC. Si y : H - R es el caracter de L, se denota por
Y@ el caracter de LC. Llamaremos a y¢ caracter inducido. A continuacion,
nos ocuparemos de determinar explicitamente la representacion inducida LY
y el caracter inducido x©.

Sea G =g1Hug,Hu---u g, H una descomposicion de G en clases laterales
por la izquierda de H, de manera que g; = 1 € H. Asi, todo elemento de G
se puede expresar de forma tnica como un producto g;h, con 1 < i <ny
h € H. Por tanto, todo elemento de RG se puede expresar de forma tnica
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como Yi'q g;b;, con b; € RH, luego

RG = g;RH. (2.5)
i=1
Por (2.3), tenemos que
L=RG®ru L=PgRH®L=Pg:;® (RH)L=P gL, (2.6)
i=1 i=1 i=1

debido a que el producto tensorial se toma con respecto a RH.

Observemos que g1 ® L = 1 ® L es un RH-submodulo de LC|gy, v la
aplicacion
l— 101, lel, (2.7)

es un RH-monomorfismo de L en L¢, debido al isomorfismo RH ®py L = L
(ver (2.2)). Ademaés, todo sumando ¢g; ® L de LY se puede expresar como
g:(1 ® L). Entonces se verifica que 1 ® L 2 g; ® L como R-modulos, con el
isomorfismo dado por la multiplicaciéon por g; por la izquierda.

Sea ahora g un elemento de GG. Para cada 7 = 1,...,n, se cumple que
99; € g;H para una tnica clase lateral por la izquierda g;H. Por tanto, existen
un unico representante de clase ¢g; y un tnico elemento i de H tales que

99i = gjh-
Como consecuencia, para cadat=1,...,ny le L,
g(gi®l):gjh®l=gj®hl. (28)

luego g(¢g; ® L) = g; ® L, por lo que g permuta los sumandos {g; ® L}.

Supongamos ahora que L permite una representacion matricial L, con

respecto a la R-base finita {l1,...,l,,} de L, de manera que
hlj = Z:O./Zj(h)l27 Oéij(h) € R,
i1

v L(h) = (ay;(h)) para h € H. Nuestro objetivo es calcular L%(g), dado un
elemento g de G. En primer lugar, por lo que hemos visto, los elementos
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del conjunto {g; ®l; :i=1,...,n,j5 =1,...,m} forman una R-base de LC.
Ademaés, expresando gg; = gjh como antes, tenemos que

9(9:i®15) = gj @ hls =Y ais(h)(g; ® 1)
i=1

para s = 1,...,m. Ahora bien, gg; = g;h es equivalente a g;lggi = h. Asi,
extendiendo las funciones coeficientes o;; : H - R de la matriz a aplicaciones
&;; : G - R definidas como

vii(9) a;;(g9) sigeH,
Qij = .
N 0 sigé¢ H,

llegamos a que

g(gi®l) = i&is(h)(gj ®l)= z”: idis(gjlggi)(gj ®1l;).

j=1i=1
También podemos extender L de H a (G, definiendo
L(g) = (455(9)), geG.
Entonces la representacion matricial permitida por L& relativa a la base

{gl®l1,...,gl®lm,gg®l1,...,gg®lm,...7gn®l1,...,gn®lm}

viene dada por

L(gi'991) - L(g7'99s)

g—L%(g) = (2.9)

L(g;'991) - L(g:'99s)

Una vez encontrada la representacion inducida, es facil calcular el caracter
inducido.

Sea x : H - R el caracter de H permitido por L, es decir,

x(h) =tr (L(h)), heH.

Esta funcion también se puede extender a G de la siguiente manera:

oy x(g) siged,
X(g)_{ 0 sig¢H.
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Entonces es inmediato a partir de (2.9) que el caracter x¢ de G permitido
por L& viene dado por

xX%(g) = ZHIX(QZIQQZ-), geG. (2.10)

i=1

Sin embargo, cuando |H| es invertible en R, la siguiente férmula, que no
involucra a los representantes de clases {g;}, proporciona una manera mas

comoda de calcular el caracter inducido:

[HIx(g) = %X(x‘lga:) (2.11)

para todo g € G.

Procedemos a verificar la relaciéon anterior. En primer lugar, se tiene que

n

> X(lgr) = Y, x(aTlgr) =), ) x(a7'gw).
zeG zeG: i=1 zeg;H:
z~lgzeH x~lgzeH

Ademés, el caracter es constante en las clases de conjugacion (Proposi-
cion 2.1.4 (iil)), y para cualquier x € g;H, se tiene que

r gz e H si, y solo si, g;'gg; € H.

Por consiguiente,

> x(zlgx) = > x(9:'99:) = > lgiH| x(9;" 99:)
zeG =1 weg;H: i=1
- lgreH
= |H| > x(g:%99:) = [H|x(g).
=1

Por tanto, si |H| es invertible en R (es decir, si |[H|- 1z es invertible en
R), el caracter inducido se puede calcular a partir de la férmula

3 e,

G
x“(9) =
|H| xeG

Por tltimo, veremos algunas propiedades generales de los modulos indu-

cidos, comenzando por una caracterizacion de estos:
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Proposicion 2.2.1. Sea H un subgrupo de G, y sea M un RG-mddulo por
la izquierda cuya restm'ccio’n M |y contiene un RH-submddulo L tal que M

es la suma directa EBgZL de los R-submddulos {g;L}, donde {g; : 1 <i <n}

es un conjunto de representantes de las clases laterales por la izquierda de H
en G. Entonces M = LS como RG-mddulos por la izquierda.

Demostracion. Es facil comprobar que la aplicacion RG x L - M dada por
(g,1) = gl es R-bilineal y RH-equilibrada. Por tanto, existe un R-homomor-
fismo suprayectivo ¢ : RG ®gy L - M tal que p(g; ®gy L) = g;L para todo
1 <7 < n. Las hipotesis implican que existe un R-homomorfismo de M en
L% que es el inverso de ¢, y que toma el valor g; ® gy L sobre g; L para cada
1 <i < n. Como consecuencia, ¢ es un R-isomorfismo. Ahora bien, por la
forma en que esta definido, y teniendo en cuenta el razonamiento de (2.8), ¢
es un RG-isomorfismo, y queda probado el resultado. [ |

Proposicion 2.2.2. (i) (Aditividad de la induccion). Sea H un subgrupo
de G, y sean Ly y Ly dos RH-mddulos por la izquierda. Entonces:

ind% (L, ® Ly) = ind% (L) @ ind$(Ls).

(11) (Transitividad de la induccion). Sean Hy y Hy dos subgrupos de G tales
que Hy < Hy, y sea L un RH{-modulo por la izquierda. Entonces:

ind%, (indgf (L)) 2ind$, (L).

Demostracion. (i) Se sigue de la distributividad del producto tensorial res-
pecto de la suma directa (ver (2.3)):

1ndg(L1 ® Lg) RG Qry (Ll ® Lg)
(RG ®rp L1) ® (RG ®ry L)

ind% (L) @ ind% (Ls).

112

(i) Por la asociatividad del producto tensorial (ver (2.4)), junto con el iso-
morfismo M ®4 A = M para un A-médulo por la derecha M (ver (2.2)), se

tiene que

RG ORrH, (RH2 OrH, L)
(RG ORH, RHQ) ORrH, L
RG ORrH, L = indfll(L)

indf, (ind? (L))

IR

112
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como R-moédulos. Ademés, todos los isomorfismos conmutan con la accion

de G por la izquierda, de donde se sigue el resultado. [

Observacion 2.2.3. No es dificil probar que las mismas propiedades de la
Proposicién 2.2.2 se cumplen también para la restricciéon de escalares.

Corolario 2.2.4. Sean H, y Hsy dos subgrupos de G tales que H; < Hs, y
sea x el cardcter de Hy permitido por un RH,-mddulo por la izquierda L que

es libre de rango finito como R-mddulo. Entonces
€]
(X)) =x°.

Demostracion. Inmediata a partir de la Proposicion 2.2.2 (ii) y el Corola-
rio 2.1.5. ]

En breve enunciaremos y demostraremos el Teorema del Subgrupo de
Mackey. No obstante, antes necesitamos hablar de los médulos conjugados.

Sea H un subgrupo de G. Utilizaremos la siguiente notaciéon para los
conjugados de elementos de H:

“h=aha W =b"hb=""h, abeG, heH.
Anélogamente, los conjugados *H y H¢ del subgrupo H se definen como

“H=qHa'=H"", acG.

A continuacion, se consideraran tnicamente modulos por la izquierda y
conjugados por el mismo lado, si bien las definiciones y resultados expues-
tos se pueden generalizar, combinando mdédulos y conjugados tanto por la
izquierda como por la derecha.

Sea L un RH-mo6dulo por la izquierda, y sea a un elemento de G. El
modulo conjugado ¢L de L es el R(*H)-mo6dulo por la izquierda con R-mo-
dulo subyacente L y multiplicaciéon * definida por

“h*l=h-1, heH, lelL.
Si L es libre de rango finito como R-mo6dulo, y L es una representacion

(matricial) de H permitida por L, con caracter y, se define la represen-
tacién conjugada °L y el caradcter conjugado %y de *H mediante las
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formulas

“L(*h) = L(h), “x(“h) = x(h), heH.

Es facil comprobar que estas definiciones son consistentes con la definicién
de modulo conjugado, es decir, que L permite la representacion °L de *H,
que tiene caracter “y.

El siguiente lema recoge algunas propiedades de los modulos conjugados:

Lema 2.2.5. Sea H un subgrupo de G, y sea L un RH-mddulo por la iz-
quierda. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Si L es un submddulo de M|y para algin RG-mddulo M, entonces aL
es un R(*H)-mddulo por la izquierda, y al = L.

(ii) (°L)% = LG como RG-mddulos, para todo a € G.
(i1i) *L = L como RH-mddulos si a€ H.

Demostracion. (1) La aplicacion ¢ : L - aL definida por ¢(l) = al es un
R-isomorfismo. Ademas, (¢h)(al) = a(hl) para todo he H y l € L, y se tiene
que aL es un R(*H )-modulo. Por altimo, para todo h € H y l € L, se cumple
que

p(“hx1) = p(hl) = ahl = *h(al) = (“h)e (1),

como queriamos probar.

(ii) Sea {g; : 1 <i <m} un conjunto de representantes de las clases laterales
por la izquierda de H en G. Por (2.6), se cumple que

= @gi ®ru L.
i=1

Sea ahora a un elemento arbitario de G. Puesto que G = U g;H, se tiene que

=1
G = U ag;a~t-*H,y de esto se sigue que {ag;a~! : 1 <i<n} es un conjunto de
repre_sentantes de las clases laterales por la izquierda de *H en G. Ademas,
de acuerdo con (2.8), a permuta los sumandos {g; ® L}, y se tiene que

@:

19 = @a(g, L) = Qa1 0 L) = Blaga™)(a(1 0 L),

Il
—_

7

Ahora, por (2.7) se verifica que 1® L 2 L como RH-mo6dulos por la izquierda.
Por tanto, debido al apartado (i) de este lema, se llega a que a(l1® L) 2
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@[,. Basta aplicar la Proposicion 2.2.1 para concluir que L = (*L)% como
RG-moédulos.

(iii) La aplicacion ¢L - L dada por | — al proporciona el isomorfismo
buscado. ]

Nos encontramos ya en condiciones de abordar el Teorema del Subgrupo
de Mackey. Emplearemos la notacion Y \ G / X para el conjunto de las clases
laterales dobles Y ¢ X de dos subgrupos Y y X en G.

Teorema 2.2.6 (Teorema del Subgrupo de Mackey). Sean X eY dos
subgrupos de G, y sea L un RX-mddulo por la izquierda. Entonces

L2 @ (“Llxny)’,

D=YaX

donde la suma se toma sobre Y \ G | X. Los sumandos son independientes
de la eleccion de los representantes de las clases laterales dobles, en el sentido
de que

(aL|“XmY)Y = (bL|meY)Y

como RY -modulos siempre que YaX =Y bX.

Nota. En términos de las notaciones ind y res, el resultado del teorema es

el siguiente:

resy (ind§ (L)) = D_Gy}x inde .y (resiyny (“L)).

Demostracion. Sea

i=1

la descomposicion de G en clases laterales por la izquierda de X. Por (2.6),
podemos escribir

LY=Pyg: ®L.
i=1
Para cada clase lateral doble D e Y \ G | X, sea

g: X<D
Se tiene que W (D) es un RY-submodulo de L%y, y es independiente de la
eleccion de los representantes de clases {g;}. Ademas, se cumple que

LC|y= @W(D)-



2.2. Modulos y representaciones restringidas e inducidas 67

Ahora nos queda averiguar la estructura de los RY-modulos W (D). Sea
D=YaX,y sea
Y = U S (aX n Y)
J

la descomposicion de Y en clases laterales por la izquierda de ¢ X nY. En-

tonces

D=YaX ={Js;(*X nY)aX =Js;(aXa nY)aX =|Js;aX,
J J J

y la ultima union es disjunta debido a que
sjaX = spaX < a7's;  spa € X o s7lsp € XY < 5;(X0Y) = 5, (°XnY).

Por tanto, los elementos {s;a} son representantes de las clases laterales por
la izquierda de X en D, y se tiene que

W(D) = @sjaéb L= @sj(a(l ®L)).

Por (2.7), L = 1 ® L como RX-modulos por la izquierda. Ahora, por
el Lema 2.2.5 (i) se tiene que aL = L como R(?X)-mo6dulos. Por tanto,
a(l1® L) 2L como R(*X)-modulos, y también se cumple que a(1® L) 2L
como R(*X nY)-moédulos. Entonces, por la Proposicion 2.2.1 se tiene que

Y
W(D) = (“Llaxny)"
con lo que queda demostrada la primera afirmaciéon del teorema.

Finalmente, el mismo argumento prueba que
Y
W(D) = ("Lloxcy)

para cualquier otro elemento b de D = YaX, con lo que queda demostrada
también la segunda parte. [

Como hemos comentado anteriormente, para concluir la seccion tratare-
mos las representaciones restringidas e inducidas en el caso de disponer de
modulos sobre determinadas algebras graduadas.

Supongamos que tenemos un anillo conmutativo R y una R-algebra A =

@ A, graduada por un grupo finito S. Supongamos también que A tiene es-
seS
tructura de producto cruzado de S sobre Ay, es decir, que cada componente
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homogénea A, contiene una unidad a,. Sabemos que podemos tomar a; = 1;
de ahora en adelante lo haremos siempre en esta situacion. También sabemos
que A; es una R-subalgebra de A. Si bien nos hemos centrado anteriormente
en el caso particular de modulos sobre anillos de grupo, las operaciones de
restriccion de escalares y de inducciéon se pueden aplicar, en general, a mo-
dulos sobre R-algebras. Por tanto, si M es un A-moédulo por la izquierda,
podemos construir el A;-modulo obtenido por restriccion de escalares de A
a Aj, al que llamaremos modulo restringido y que denotaremos por My,
0 por resﬁl(M ) cuando exista riesgo de confusion. Analogamente, para un
Aj-moédulo por la izquierda L, podemos considerar el A-médulo inducido
A®y, L, que denotaremos por LA, o por indf‘l(L).

De ahora en adelante, todos los médulos se supondran finitamente gene-
rados como R-modulos, y el simbolo ® denotard ®4,.

Para cada A;-moédulo L, se tiene que

L*=PaA®L=Pas® L. (2.12)

seS seS
Por (1.4) se cumple que Ajas = a;A; para todo elemento s de S. Por tanto,
todos los R-submoédulos {as; ® L} son también A;-submoédulos de L4, y se
llaman conjugados de L en LA. Ademés, como los elementos {a,} son uni-
dades de A, la multiplicacion por ag por la izquierda define un R-isomorfismo

leLzas(1®L)=0asQ® L.

Observemos también que L 2 1® L como A;-moédulos, y que as ® L~ al ® L
como A;-modulos para cualesquiera dos unidades a; y al, de A contenidas en
A,. Diremos que un A;-modulo L es estable (o estable relativo a A) si L
es isomorfo como A;-moédulo a todos sus conjugados.

Finalmente, veremos un resultado que nos sera de utilidad méas adelante,

para el que tendremos en cuenta la Observacion 1.2.7:

Proposicién 2.2.7. Supongamos que R es un anillo conmutativo y que A =

@ A, es una R-dlgebra graduada por un grupo finito S. Consideremos que A
seS

tiene estructura de producto cruzado de S sobre Ai, es decir, que cada com-
ponente homogénea Ay contiene una unidad as. Supongamos también que L

es un Ai-mddulo por la izquierda y que E denota el dlgebra de endomorfismos
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opuesta (Endy (LA))?, que serd vista como un anillo de operadores por la
derecha sobre LA, el A-mddulo inducido A®4, L. Ademds, para cada s € S,
sea

E;={feE:(1®L)fcas®L}.
Entonces:

(i) Para cualesquiera s,t € S, se tiene que
As(at ® L) =0g ® L, (CLS ® L)Et Cas® L,

EB,cEy, 1€ By, E=@E,.
seS

(i) Todo elemento ¢ de (Homy, (1® L,a;® L)) se extiende a un inico ele-
mento @ de Es, dado por (a® )P =a((1®1)) parale L, ac L. La

aplicacion p - @ define un isomorfismo de R-mddulos
(Homu,(1® Lyas® L)) 2 E,, s€S,
que para s = 1 da lugar a un isomorfismo de R-dlgebras (Enda, (L))” =
FEy.
Demostracion. Ver [CR81, Proposicion 11.14]. [ ]

2.3. Modbdulos proyectivos relativos y reticulos

A continuacién abordaremos los conceptos de médulo proyectivo relativo
y de reticulo, necesarios para comprender el Teorema de Green de los Ceros
de Caracteres. A lo largo de esta seccion, R denotard un anillo conmutativo,
G un grupo finito y H un subgrupo de G. Ademés, todos los RG-médulos se
supondran finitamente generados como R-mdédulos, y se utilizaré la notacion

M| N

para indicar que el RG-moédulo M es isomorfo a un sumando directo del
RG-moédulo N.

Comenzaremos tratando los modulos proyectivos relativos.
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Definiciéon 2.3.1. Un RG-mddulo M finitamente generado es proyecti-
vo relativo a H, o (G, H)-proyectivo, si toda sucesion exacta corta de
RG-mddulos

0>M >M' > M-0
para la cual la sucesion exacta corta de restricciones a H
0— My - My - My -0
es RH-escindida, es necesariamente RG-escindida.
Aunque no la utilizaremos posteriormente, existe también la definicion
analoga de RG-modulo (G, H)-inyectivo:

Definiciéon 2.3.2. Un RG-mddulo M finitamente generado es inyectivo
relativo a H, o (G, H)-inyectivo, si toda sucesion exacta corta de RG-mo-
dulos

0>M->M M -0

para la cual la sucesion exacta corta de restricciones a H
! "
0—-Myg—>My— Mg—0
es RH-escindida, es necesariamente RG-escindida.

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Sea M un RG-mddulo finitamente generado, y sea H un
subgrupo de G. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es (G, H)-proyectivo.
(i) M es (G, H)-inyectivo.

(iii) Sea G = Ui g;H. Entonces existe un elemento v de Endpy(My) tal
que

> 9ivet =1,
i=1
donde 15 es la identidad en M.
(iv) M| (My)C.
(v) M| LS para algin RH-mddulo L.
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Demostracion. Ver |CR81, Teorema 19.2]. [

Para continuar, necesitamos introducir el concepto de RG-reticulo. Un
RG-reticulo es un RG-moédulo por la izquierda cuyo R-mo6dulo subyacente
es finitamente generado y proyectivo.

Observacion 2.3.4. Es conveniente observar que si M es un RG-reticulo,
entonces My es un RH-reticulo. Este hecho serd usado mas adelante en mas
de una ocasion.

Por tltimo, la siguiente proposicion también serd de utilidad posterior-

mente:

Proposicién 2.3.5. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
(i) Los sumandos directos de RG-reticulos son RG-reticulos.
(i1) Si L es un RH-reticulo, entonces LG es un RG-reticulo.

(11i) Sea M un RG-reticulo tal que M = My & My, con My y My dos RG-re-
ticulos. Entonces M es (G, H)-proyectivo si, y solo si, My y My son
(G, H)-proyectivos.

(iv) Si el indice |G : H| es una unidad en R, entonces cada RG-mddulo M
es (G, H)-proyectivo, y M | (Mg)©.

Demostracion. Los tres primeros apartados no son dificiles de demostrar.

Probaremos tinicamente el altimo apartado:

(iv) Sea G = U, g:H. Definimos v(m) = |G : H|'m, para m € M, con lo
que tenemos que v € Endry(Mp). Entonces Y7, givg;t = 1a, y se deduce
del Teorema 2.3.3 que M es (G, H)-proyectivo y que M | (MH)G [ ]

2.4. Teorema de Indescomponibilidad de Green

Esstamos ya cerca de poder demostrar el Teorema de Indescomponibilidad
de Green. Lo haremos al final de esta seccion, después de ver los ultimos
resultados previos necesarios para ello.

A lo largo de esta seccidon, supondremos que G es un grupo finito, que
p es un entero primo y que R es un AVD con ideal maximal P, tal que el
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cuerpo de clases de residuos R = R/P es un cuerpo perfecto de caracteristica
p, y R es completo en la topologia P-adica. Se incluye el caso particular de
que R sea un cuerpo perfecto de caracteristica p (en este caso, se tiene que
P =0, y se puede identificar R con R).

Sea S un grupo finito, y sea A = @ A, una R-algebra graduada por
seS

S. Supongamos también que A es un producto cruzado de S sobre Aj, es
decir, que cada componente homogénea A, contiene una unidad a,. Si L es
un A;-modulo por la izquierda, denotaremos por LA el A-moédulo inducido
A®y, L. Por (2.12) se tiene que

LA=@Pa,® L.
seS

Ademas, como por (1.4) se tiene que asA; = Ajas para todo s € S, se cumple
que cada a, ® L es un A;-submoédulo de LA, El algebra de endomorfismos
opuesta E = (Ends(LA))” serd vista como un anillo de operadores por la
derecha sobre LA, de acuerdo con la Observacion 1.2.7.

Expondremos a continuacion el dltimo resultado previo al Teorema de
Indescomponibilidad de Green y, seguidamente, dicho teorema, acompanado

de su demostracion.

Teorema 2.4.1. Sea R un AVD completo con cuerpo de clases de residuos
R = R/P perfecto de caracteristica p >0, siendo P el inico ideal mazimal de
R. Supongamos que A = @ Ay es una R-dlgebra graduada por un grupo finito
S. Consideremos que A Eine estructura de producto cruzado de S sobre Aq,
es decir, que cada componente homogénea Ay contiene una unidad ag. Su-
pongamos también que L es un Ai-mddulo por la izquierda indescomponible,
y que E denota el dlgebra de endomorfismos opuesta (End(LA4))”, donde

LA es el A-mddulo inducido A®a, L. Ademds, para cada s € S, sea
Es={feE:(1®L)fcas®L},

Yy sea
El = El/radEl.

Supongamos que E\ = R. Por iltimo, sea
T={seS:1® Lza;®L como A;-mddulos} .

Se verifican las siguientes afirmaciones:
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(i)
(i)

(iii)

(i)

T es un subgrupo de S.
Existe un ideal bildtero J de E tal que

PEcJcradE, J=@(JnE;), Ey1nJzrad E
seS
y E|J es una R-dlgebra graduada por T que es un producto cruzado,
con

El] =@ Ei/(E:nJ).

teT

Ademds, cada submddulo E,/(E,n.J) es un R-subespacio unidimensional
de E|J.

Sea
B = @ At.
tel
Sea LB = B®a, L, y sea LB = @, U; la descomposicion de LP en

B-mddulos indescomponibles {U;}. Entonces

LA=U?, donde U = A®pUj,
i=1
proporciona la descomposicion de LA en A-mddulos indescomponibles
{U}. Ademds, U; = U; como B-mddulos si, y solo si, U = Ut como

A-mddulos.

Supongamos que L es un Aj-mddulo estable relativo a A, es decir, que
los grupos S y T coinciden. Entonces cada descomposicion LA = @ W,
en sumandos indescomponibles corresponde a una descomposicion de
E/J en ideales por la izquierda indescomponibles, conservindose los
isomorfismos entre sumandos. Ademds, E[J es isomorfo a un anillo de
grupo torcido de S sobre el cuerpo de clases de residuos R.

Demostracion. Ver |[CR81, Teoremas 19.19, 19.20, 19.21] y la demostracion
del primero de ellos. [ |

Teorema 2.4.2 (Teorema de Indescomponibilidad de Green). Sea R

un AVD completo con cuerpo de clases de residuos R perfecto de caracteris-

tica p > 0. Sea L un RH-mddulo absolutamente indescomponible, donde H

es un subgrupo normal de G tal que |G : H| = p. Entonces el médulo inducido

LG es absolutamente indescomponible.
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Demostracion. Por la Observacion 1.7.4 (ver también la Proposicion 1.7.3),
A = RG es una R-algebra graduada por S = G/H que tiene estructura de

producto cruzado de S sobre A; = RH, siendo A = @ A,. Al ser L un
seS

RH-mo6dulo absolutamente indescomponible, es un RH-mo6dulo finitamen-
te generado indescomponible. Por tanto, por el Teorema 1.5.3 tenemos que
E(L) = R, donde E(L) = (Endgy(L))” v E(L) = E(L)/rad E(L). Ahora
bien, por la Proposicion 2.2.7 (ii) sabemos que E; 2 (Endgy (L)) = E(L)
como R-algebras, puesto que L 2 1 ®gry L como RH-moédulos. Por consi-
guiente, F; = Ey[rad By = E(L) = R, luego se cumplen las hipotesis del
Teorema 2.4.1. Entonces, por el apartado (ii) de este teorema, existe un ideal
bilatero J de E = E(LY) = (Endpg(L%))” tal que

PEcJcradE, J=@(JnE,)
seS

y E/J es una R-algebra graduada por T que es un producto cruzado, con

ElJ = E/(E,nJ).

teT

Ahora, como |G : H| = p, que es primo, solamente se pueden dar dos casos:

e Caso (i). El subgrupo T ={se€S:1® L 2 a,® L como A;-modulos} del
Teorema 2.4.1 es trivial.

Por el Teorema 2.4.1 (ii) se tiene que EynJ 2 rad Ey. Como T es trivial,
aplicando este mismo teorema se llega a que

E|J=F/(EynJ) = E/rad By = E.
Por tanto, se cumple que E/J = R y, como consecuencia, J es un ideal
maximal de E.

Empleando la notacién del Teorema 2.4.1 (iii), se tiene que B = A; =
RH, asi como
LA=A®) L=RG®py L=L"

LP=B®, L=RH®ry L=L.

También por el Teorema 2.1.1 (iii), L% es un RG-mo6dulo indescom-
ponible, al ser L un RH-moédulo indescomponible. Entonces, por la
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Proposicién 1.4.1, E es un anillo local, luego J = rad E. Como E(L¢) =
E/rad E, se tiene que

E(L“Y=E/J=R.

Para concluir, del Teorema 1.5.3 se deduce que L¢ es absolutamente
indescomponible, y el teorema queda probado en este caso.

e Caso (ii). El subgrupo T' = {se€S:1® L2 as;® L como A;-mddulos}
del Teorema 2.4.1 coincide con S y tiene orden p.

En este caso, aplicamos el Teorema 2.4.1 (iv) para concluir que una
descomposicion de LE en sumandos indescomponibles corresponde a
una descomposicion de E/J en ideales por la izquierda indescompo-
nibles. Ademaés, se sigue de la Proposicion 1.2.16 que los sumandos
correspondientes de L% y F/J tienen las mismas algebras de endomor-
fismos. (Con mas precision, por la Proposicion 1.2.16 se tiene que los
sumandos correspondientes de L& y E tienen las mismas algebras de
endomorfismos, pero para concluir el resultado se ha de aplicar también
el Teorema 1.3.9.)

Aplicando de nuevo el Teorema 2.4.1 (iv), se tiene que E/J es isomorfo
al anillo de grupo torcido R,S sobre el cuerpo perfecto R para algin
conjunto de factores o : S xS — R, donde R es el grupo de uni-
dades de R. Ahora, por el Lema 1.7.6, el orden de todo elemento de
H? (S, E*) divide a |S| = p, luego todos los elementos de H? (S, F*) son
p-elementos. Ademas, puesto que R es un cuerpo perfecto de caracteris-
tica p, podemos aplicar la Proposicion 1.7.7, segun la cual H? (S, F*)
no contiene p-elementos no triviales. Asi, H? (S, E*) es el grupo trivial,
por lo que B? (S, §*> =72 (S, }_%*). Por consiguiente, o es un conjun-
to de factores principal, y por (1.5) tenemos que R,S = RS. Como
consecuencia, E/J es isomorfo al anillo de grupo RS.

Ahora, de acuerdo con el Teorema 1.6.3 se tiene que RS es un anillo
local, y se cumple que

radRS= @ R(s-1)

seSN{1}



76 2. Teoria de Representaciones. Teoremas de Green

como R-moédulos, luego rad RS coincide con Aug(RS), el ideal de au-
mento de RS. Ahora bien, como el homomorfismo de aumento es su-
prayectivo, se verifica que RS/rad RS = R, por lo que RS/rad RS es
indescomponible. Por tanto, por el Teorema 1.3.9 se tiene que RS es
un ideal por la izquierda indescomponible, luego E/J también lo es vy,
por consiguiente, LE es un RG-mo6dulo indescomponible. Como con-
secuencia, L¢ y FE/J tienen las mismas algebras de endomorfismos.
Ademas, de nuevo por la Proposicion 1.2.16 se llega a que el dlgebra de
endomorfismos de E/J = RS es RS.

Por todo lo anterior, se verifica que
E(LY) = (Endgg (E[J))? [rad (Endgg (E/J))” = RS/rad RS = R,

y se deduce del Teorema 1.5.3 que L es absolutamente indescompo-
nible, por lo que el teorema queda probado también en este segundo
caso. ]

2.5. Teorema de Green de los Ceros de

Caracteres

Iniciaremos esta seccion proporcionando las definiciones de p-parte y
p’-parte de un elemento de un grupo finito, dado un primo p, y a conti-
nuaciéon veremos que, bajo ciertas hipotesis que consideraremos, el Teorema
de K-S-A se verifica para los reticulos. Estos son los tltimos detalles que
debemos conocer antes de proceder a la demostracion del Teorema de Green
de los Ceros de Caracteres, que utiliza gran cantidad de la teoria expuesta
hasta este momento. Con la prueba de este teorema concluiremos el segundo
capitulo del trabajo, que tenia como objetivo final presentar esta demostra-
cion.

Sea x un elemento de un grupo finito G. La descomposicion del grupo
ciclico (z) proporcionada por el Teorema Chino de los Restos muestra que,

para cada primo p, existe una factorizacion
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con z' un p-elemento y x” un p’-elemento, tal que z’z” = x"2’. Los factores
x' y x'" se conocen como la p-parte de z, y la p’-parte (o parte p-regular)
de z, respectivamente. Los elementos 2’ y z” de G estan determinados de
forma tnica por estas propiedades.

A partir de ahora, supondremos que se cumplen las mismas hipotesis de la
seccion anterior, es decir, que G es un grupo finito, que p es un entero primo y
que R es un AVD con ideal maximal P, tal que el cuerpo de clases de residuos
R = R/P es un cuerpo perfecto de caracteristica p, y R es completo en la
topologia P-adica. Como ya comentamos en la seccién anterior, se incluye el
caso particular de que R sea un cuerpo perfecto de caracteristica p (en este
caso, se tiene que P =0, y se puede identificar R con R).

Denotaremos por Ind RG el conjunto de todos los RG-reticulos indescom-
ponibles. La siguiente observacion nos seré de utilidad en la demostracion del
teorema al que se dedica esta seccion:

Observacion 2.5.1. Debido a las hipotesis que se consideran, el Teorema,
de K-S-A (Teorema 1.4.2) se verifica para todos los RG-reticulos.

Por fin podemos probar este teorema, que nos serd de utilidad en el ca-
pitulo siguiente:

Teorema 2.5.2 (Teorema de Green de los Ceros de Caracteres).

Sea R un AVD completo con cuerpo de clases de residuos R perfecto de
caracteristica p > 0. Sea M un RG-reticulo tal que es (G, D)-proyectivo para
algin p-subgrupo D de G. Sea x un elemento de G cuya p-parte u no es
conjugada de ningun elemento de D. Entonces el cardcter de G permitido

por M se anula en x, es decir,
tr(z, M) = 0.

Demostracion. En primer lugar, podemos hablar del caracter de G permi-
tido por M porque M es un RG-mobdulo que es libre de rango finito como
R-moédulo. Esto se deduce de lo que vimos al final de la seccion 1.2. (Con
mas precision: Se tiene que M es un RG-reticulo y, por consiguiente, como
R-médulo es finitamente generado y proyectivo. Ademas, R es un AVD, lue-
go es un DIP. Como consecuencia, M es un R-moédulo finitamente generado
libre de torsion, y, por tanto, es libre de rango finito como R-modulo.)
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Observemos que basta probar el teorema en el caso de que M sea un
RG-reticulo indescomponible. En caso contrario, de acuerdo con la Observa-
cion 2.5.1 y la Proposicion 2.3.5 (i), podriamos descomponer M como una
suma directa

M= U, con U, ¢ Ind RG.

i=1
Ahora, si suponemos probado el resultado para los RG-reticulos indescompo-
nibles, tendriamos que tr(z,U;) = 0 paratodo i = 1,...,m, puesto que, gracias
a los apartados (i) y (iii) de la Proposicion 2.3.5, se mantendrian las hipotesis
del teorema para cada uno de los sumandos indescomponibles. Entonces, por
la Proposicion 2.1.7 se cumpliria que tr(xz, M) = ¥, tr (z,U;) = 0. Podemos
suponer, por tanto, que M € Ind RG.

Sea u la p-parte de x. Por hipotesis, u no es conjugado de ningtin elemento
de Dy, en particular, u ¢ D. Definimos X = (z) e Y = (zP). Al ser u # 1,
se tiene que p | o(x) y, por consiguiente, o(z?) = o(x)/p. En consecuencia,
[ X Y] =p.

Ademas, como para cualquier elemento a de G se verifica que u ¢ ¢D, se
llega a que
*Dn X <Y para todo a € G,

teniendo en cuenta que D n X es un subgrupo ciclico de X.

Ahora bien, como M es (G, D)-proyectivo, por la Proposicion 2.3.3 (iv)
se cumple que M | (Mp)“. Por tanto, se verifica que M | LE para algin
RD-reticulo L. Ademas, puesto que M es indescomponible, por el Teorema
de K-S-A (Proposicion 1.4.2) se puede suponer que L también lo es, debido
a la aditividad de la induccion (Proposicion 2.2.2 (1)), luego L € Ind RD.

También se verifica que Mx | (L%) vy, por el Teorema del Subgrupo de
Mackey (Proposicion 2.2.6), se tiene que para todo a € G,
(LG)X = EB (aL“DﬂX)X‘
XaD
Sabemos que *Lapnx es un R(*D n X)-reticulo y, puesto que D n X <
X
Y < X, se cumple que (aLaDmX)X =~ ((aLaDmX)Y) por la transitividad de la
induccion (Proposicion 2.2.2 (ii)). Por tanto,

(L) = @D ((“Lepox)¥) "

XaD
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Ahora, por la Proposicion 2.3.5 (ii), se tiene que (“LaDmX)Y es un RY -re-
ticulo y, en virtud de la Observacion 2.5.1 y la Proposicion 2.3.5 (i), podemos
escribir

(aLaDﬂx)Y = @N]
J

para ciertos RY -reticulos indescomponibles N;. Es méas, podemos suponer,
por el Corolario 1.5.5, considerando una extension adecuada de R (lo cual
no afecta a la funcion traza), que los {INV;} son RY -reticulos absolutamente
indescomponibles. Por otra parte, sabemos que X = (z) es un subgrupo
ciclico de Gy, por consiguiente, Y = (zP) es un subgrupo normal de X con
|X : Y| = p. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de Indescomponibilidad
de Green (Teorema 2.4.2) y afirmar que cada RX-moédulo ij es un RX-re-
ticulo indescomponible.

Ahora bien, hemos visto anteriormente que My | (L), por lo que,
aplicando la aditividad de la inducciéon y el Corolario 1.4.4, llegamos a que
My es isomorfo a la suma directa de algunos de los médulos {NJX} Veamos
a continuacion que tr (z, NJX) =0 para todo j.

Sea x; : Y — R el caricter permitido por el RY-médulo N;. De acuerdo
con (2.11), si x¥ : X — R es el caracter permitido por el RX-modulo N, se
verifica que

YIx (2) =Y x(v'2y),

yeX
donde y : X — R es la extension a X de la funciéon y, y estd definida de la

forma
x(z) sizeY

X(z):{ 0 siz¢V.

Ahora, como X = (x) es abeliano, se tiene que

YIx5 (=) = X x(2)

yeX

para todo z € X. En particular, como z ¢ Y = (2P), se verifica que

V] xF(2) = Y x(x) =0.

yeX

Como consecuencia, se llega a que

tr(x,NjX) :Xf((x) =0
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para todo j.

Para finalizar, inicamente hemos de tener en cuenta la Proposicion 2.1.7.
Puesto que Mx es isomorfo a la suma directa de algunos de los modulos
{NjX}, se puede escribir M = @, NjX para algtin conjunto de indices J, de
donde se concluye que

tr(x, M) =tr(z, Mx) = Ztr(m,NjX) =0.

jeJ

Para la redaccion de la seccion 2.1 hemos utilizado principalmente [Kar92, cap. 17,

secc. 1] y, en menor medida, [FD93, cap. 0] y [Riol6, secc. 3|.

Los resultados expuestos en la seccion 2.2 estan basados en |CR81, seccs. 10A, 10B,
11C] y [CR62, secc. 12], si bien para el repaso del producto tensorial de médulos
hemos empleado [CR81, secc. 2B].

Por ultimo, para elaborar la seccion 2.3 se ha utilizado [CR81, seccs. 10D, 19A],
mientras que las secciones 2.4 y 2.5 se han realizado a partir de [CR81, seccs. 1B,
19B, 19C].



Capitulo 3

El Problema del Espectro y su
resolucién para grupos resolubles

Este es el capitulo fundamental del trabajo, pues en él lograremos el
objetivo que nos planteamos al inicio: exponer la resoluciéon del Problema
del Espectro para grupos resolubles, llevada a cabo por Martin Hertweck en
[Her08b]. Es aqui donde aplicaremos el Teorema de Green de los Ceros de
Caracteres, con el que concluimos el capitulo anterior. Como el problema
planteado hace referencia a anillos de grupo enteros, parece l6gico comenzar
con el estudio de este tipo de anillos.

3.1. Anillos de grupo enteros

A lo largo de esta seccion, G denotard un grupo finito. En la seccion 1.6
estudiamos los anillos de grupo en general. Ahora nos restringiremos al caso
en que el anillo de coeficientes es Z. Este tipo de anillos de grupo reciben el
nombre de enteros.

Como veremos en el siguiente capitulo, muchos problemas en el campo de
los anillos de grupo enteros surgen al preguntarse hasta qué punto el anillo
Z.G refleja las propiedades del grupo G sobre el que se construye. Asi, el
Problema del Espectro trata de relacionar los érdenes de las unidades de
orden finito de ZG que tienen aumento 1 con los 6rdenes de los elementos de

81
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G. Empezaremos entonces por estudiar el grupo de unidades de ZG.

El grupo U(ZG) tiene algunos subgrupos finitos obvios, como G y el
conjunto +G formado por los elementos de G y sus opuestos. Los elementos
de +G se llaman unidades triviales de ZG.

Recordemos que un elemento de un grupo se dice que es un elemento
de torsidn si tiene orden finito. El siguiente teorema nos sera bastante ttil:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Berman-Higman). Siu =3 ;.9 es una

unidad de torsion de ZG, entonces o bien u = +1, o bien uy = 0.

Demostracion. Una observacion clave para esta demostracion es que toda
matriz invertible compleja de orden finito es diagonalizable. Esto es conse-
cuencia del hecho de que una matriz elemental de Jordan

a

1 «a

T = - - e M,(C)

1 a

es de orden finito si, y solo si, k=1 y a es una raiz de la unidad.

Consideramos la representacion regular de G sobre CG, es decir, el ho-
momorfismo G - Endc(CG) que asocia a cada elemento g de G la aplicacion
p(g) : © » gx. Utilizamos la misma notacién para la representacion matri-
cial correspondiente a p en la base G, que es un homomorfismo de grupos
p:G - GL,(C), donde n = |G|. De acuerdo con el apartado (ii) de Ejem-
plos 2.1.6, la traza de p(1) es |G|, y si g € G\ {1}, entonces la traza de p(g)
es 0. Por la propiedad universal de los anillos de grupo (Proposicion 1.6.1),
p se extiende a un homomorfismo de C-algebras p: CG - M,,(C).

Supongamos que u = ) . Ugg es una unidad de torsion de ZG, y sea m su
orden. Por la observacion del principio, se tiene que la matriz p(u) es diago-
nalizable, y es conjugada en M,,(C) de una matriz diagonal diag(&y, ..., &),
donde cada &; es una raiz m-ésima compleja de la unidad. Como la aplicaciéon
traza tr: M,,(C) — C es C-lineal, se cumple que

ny = Y ugtr(p(9)) = tr(p(u)) = tr(diag (€, .., €)) = Zf

geG
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Tomando valores absolutos y teniendo en cuenta que || =1 para todo i,
se tiene que

n
| < Y0 1&l=n,
i=1

y se da la igualdad si, y solo si, todos los &; son iguales. Por tanto, si no todos
los &; son iguales, u; ha de ser un entero con valor absoluto menor que 1, es
decir, u; = 0. En otro caso, diag(&y,...,&,) = &1, donde I, denota la matriz
identidad de orden n. Como &1, es central, se tiene que p(u) = &1, y ug =&,
una raiz entera de la unidad. Por tanto, £ = +1 y p(u) = £I,, = p(x1). Como
p es inyectiva en CG, se deduce que u = 1. [ ]

Como consecuencia del Teorema de Berman-Higman, podemos describir
todas las unidades centrales de torsion de ZG:

Corolario 3.1.2. Las unidades centrales de torsion de ZG son las unidades
triviales g, con g € Z(G). En particular, si G es abeliano, toda unidad de
torsidn es trivial y, por tanto, todo subgrupo finito de U(ZG) estd contenido
en +G.

Demostracion. Sea u =} ugg una unidad central de torsion de ZG, y sea g
un elemento de Supp(u) = {g € G :u, # 0}. Entonces v = ug~! es una unidad
de torsion de ZG, con 1 € Supp(v). Por el Teorema de Berman-Higman
(Teorema 3.1.1) se tiene que v = £1 y, por tanto, u = %g. [ |

No obstante, si G no es abeliano, es posible construir unidades de torsion
de ZG que no sean triviales. Por ejemplo, se pueden obtener unidades de
este tipo conjugando unidades triviales por otras unidades no triviales (ver
el capitulo 4, en particular las Conjeturas de Zassenhaus).

Ahora veremos que nos podemos restringir a estudiar inicamente las uni-
dades de ZG que tienen aumento 1. Como el homomorfismo de aumento
eg : ZG — Z es un homomorfismo de anillos, la imagen de una unidad de ZG
por ¢ es una unidad de Z. Por tanto, si u € U(ZG), entonces eg(u) € {-1,1}.
Por consiguiente, U(ZG) = £V (ZG), donde

V(ZG) ={ueZG :eq(u) = 1}.

Entonces, para conocer U(ZG) es suficiente con conocer V(ZG).

Para terminar la seccién, veremos el concepto de aumento parcial, que
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se puede definir para un anillo de grupo cualquiera RG, siendo R un anillo
arbitrario. Si g € G, denotaremos por ¢¢ la clase de conjugacion de g en G.
Sia=Yhcanhe RG, con ap € R,y g € G, entonces el aumento parcial de
a en g (o con respecto a la clase de conjugacion de g) es

E?(a) = a

heg®

Si el grupo G esta claro por el contexto, lo denotaremos simplemente por
gq(a).

En el caso de que R sea Z, puesto que la clase de conjugacion del 1
en G estd formada tunicamente por el 1, el Teorema de Berman-Higman

(Teorema 3.1.1) establece que si a es un elemento de torsion de V(ZG) de
orden diferente de 1, entonces £1(a) = 0.

3.2. Problema del Espectro

El espectro de un grupo G es el conjunto de los 6rdenes de los elementos
de torsion de G. Dado un grupo finito GG, el Problema del Espectro, que
serd el protagonista de esta seccion, es el siguiente:

JTienen G y V(ZG) el mismo espectro?

Hechos como que el minimo comtn mialtiplo de los 6rdenes de los elemen-
tos de torsion de V(ZG) sea el exponente de G (|CL65] y [Seh93, Teorema 7.3
(Zassenhaus)|) o que el Problema del Espectro tenga solucion positiva para
grupos metabelianos, es decir, para grupos cuyo subgrupo conmutador es
abeliano ([Seh93, Lema 37.4]), dan soporte a este problema. No se conoce a
dia de hoy nigin grupo para el que el Problema del Espectro tenga respuesta
negativa; se trata de un problema abierto.

Si tenemos en cuenta que G es un subgrupo de V(ZG), el Problema del
Espectro es claramente equivalente al Problema de Investigaciéon nimero 8
expuesto en [Seh93, secc. 49], que dice asi:

Si u es una unidad de torsion de V(ZG),
iexiste un elemento g de G tal que o(g) = o(u)?
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Ademés, el Problema 8 anade que, posiblemente, se cumpla e,(u) # 0.
Martin Hertweck demostrd en [HerO8b] que este problema tiene solucion po-
sitiva en el caso de que el grupo G sea resoluble, y que se verifica también
la condicién mencionada del aumento parcial no nulo. Al resultado principal
de este articulo lo llamaremos a partir de ahora Teorema de Hertweck:

Teorema 3.2.1 (Teorema de Hertweck). Sea G un grupo finito resolu-
ble. Entonces cualquier unidad de torsion de V(ZG) tiene un aumento parcial
no nulo con respecto a la clase de conjugacion de un elemento del grupo del
mismo orden. En particular, los drdenes de las unidades de torsion de V(ZG)

son los drdenes de los elementos de (.

No obstante, se necesitan bastantes resultados previos para poder demos-
trar este teorema, por lo que la siguiente seccion la dedicaremos a ver estos
resultados. Por dltimo, adelantamos que en el capitulo 4 veremos la relacion
del Problema del Espectro con otros problemas planteados en el campo de los
anillos de grupo enteros y, en particular, con las Conjeturas de Zassenhaus.

3.3. Resultados previos al Teorema de
Hertweck

En esta secciéon se recogen definiciones y resultados necesarios para com-
prender la demostracién del Teorema de Hertweck (Teorema 3.2.1). Entre
ellos destaca un resultado de Weiss relativo a reticulos de permutacion, al
que llamaremos Teorema de Weiss, y otros procedentes de trabajos previos
de Hertweck.

3.3.1. Grupos resolubles

Para comenzar, recordaremos la definiciéon de grupo resoluble.

Una serie normal de longitud s de un grupo G es una cadena de
subgrupos
G=G12Gy2>G>2Ge1 =1

tal que G;;1 < G; para todo 1 <i < s. Los cocientes de la serie normal son
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los grupos cociente {G;/G;41:1<i<s}. Se dice que un grupo es resoluble
si tiene una serie normal tal que todos los cocientes son abelianos.

Sabemos que el subgrupo derivado G, también llamado subgrupo con-
mutador, de un grupo G es el subgrupo generado por todos los conmutadores
{(a,b) = aba='b~' : a,b € G}. Por tanto, G' es el subgrupo normal més peque-
no de G tal que el grupo cociente es abeliano. La serie derivada de G es la
serie

G>GW>GE? > ...

donde para cada i > 1, G es el i-ésimo subgrupo derivado de G, es decir,
G =G y GO = (GG-D) para cada i > 2.

Manteniendo la notaciéon anterior, tenemos la siguiente caracterizacion de
grupo resoluble: un grupo G es resoluble si, y solo si, G = 1 para algtin
n. (Se puede consultar una prueba en [CR62, Teorema 5.10].) El nimero
natural n mas pequefio para el cual G(") es el grupo trivial se llama longitud
derivada de G.

3.3.2. Accion doble

Este apartado esta dedicado a la accién doble.

Sean R un anillo conmutativo, G y H dos grupos finitos y I' = H x G. Si
M es un RI’-modulo por la izquierda, entonces tiene también estructura de
(RH, RG)-bimddulo con las multiplicaciones

h-m=(h,1)m y m-g=(1,g")m.

Ademas, se verifica que r-m =r(1,1)m =m-r paratodore Ry me M.

Reciprocamente, si M es un (RH, RG)-bimodulo tal que r-m = m-r para
todo r € Ry m e M, entonces M es un RI'-moédulo por la izquierda con la
multiplicacion

(h,g)m = hmg™".

En particular, si o : H — U(RG) es una representacion matricial de H
sobre RG de grado 1, entonces M = RG es un (RH, RG)-bimodulo, donde
RGRre es el RG-modulo regular por la derecha, y la multiplicaciéon por la
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izquierda viene dada por
h-m = a(h)m.

Denotaremos por M, el correspondiente RI'-mo6dulo, que es libre de rango
finito como R-modulo, por lo que podemos considerar el caracter permitido

por él, x,. Probaremos a continuacion que este caracter viene dado por

Xa(h,9) =|Ca(g)leg (a(h)), heH, geG. (3.1)

donde Cg(g) es el centralizador de g en G.

Sabemos que G es una base de RG como R-mo6dulo. Dado un elemento
h de H, sea a(h) = ¥, ayy, con a, € R para todo y € G. Se tiene que

h,g)x =a(h)zg = a,yrg ™t =) a,p-12.
y g
yeG zeG

Por tanto,

Xa(hvg) = Z Arpgp—1 = ’CG(g)| €g (Oé(h)),

reG

puesto que [¢%] = |G : Cg(g)|-

3.3.3. Reticulos de permutacién y Teorema de Weiss

Para comprender la prueba de la Proposicion 3.4.1, una de las proposicio-
nes previas al Teorema de Hertweck, necesitamos introducir los reticulos de
permutaciéon y un resultado de Weiss relativo a ellos. Esto es lo que haremos
en este apartado.

Un reticulo de permutacién para un grupo finito G sobre un anillo
p-adico R es una suma directa de RG-moédulos de la forma ind%(1). Por
1 = 1y se entiende el RH-mo6dulo R con accion trivial de H, es decir, el
RH-moé6dulo R con multiplicacién dada por hr =r, para todo he H y r € R.
También se puede escribir 1§ en lugar de ind%(1).

El resultado de Weiss que necesitaremos es el siguiente:

Teorema 3.3.1 (Teorema de Weiss). Sean G un p-grupo finito, R un ani-
llo p-ddico, y M un RG-mddulo que es libre de rango finito como R-mddulo.

Supongamos que N es un subgrupo normal de G tal que
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(i) La restriccion My de M a N es un RN-mddulo libre.

(i) El R(G|N)-mddulo m, donde Aug(RN) es el ideal de aumento
de RN, es un reticulo de permutacion para GJN sobre R.

Entonces M es un reticulo de permutacion para G sobre R.

Demostracion. Ver [Wei88]. (En realidad, Weiss probo este resultado tni-
camente para el caso R = Z,; en [S5ch93, apéndice] podemos encontrar la
demostracion para cualquier anillo p-adico.) [

3.3.4. Resultados de Hertweck

Para concluir la seccion de resultados previos al Teorema de Hertweck, en
este apartado se exponen los resultados que el autor utiliza de algunos de sus
trabajos anteriores. A lo largo de este apartado, G denotara un grupo finito y

p un entero primo. Empezaremos definiendo el concepto de semilocalizacion.

Sea R un dominio de Dedekind, y sea G un conjunto de ideales primos de
R. Se denota por Rg el anillo de los elementos «/f, «, 5 € R, en el cuerpo
de cocientes de R, tales que para cualquier p € G se tiene que (3 ¢ p. Rg se
conoce como la semilocalizacion de R en G. Este concepto extiende el de
localizacion R, de R en un ideal primo p, pues Rg coincide con R, cuando G
consta del dnico elemento p.

Ejemplo 3.3.2. Dado un grupo finito G, sea 7(G) el conjunto de los diviso-
res primos de |G|. Entonces, para todo elemento p de 7(G), se tiene que pZ es
un ideal primo de Z. Por consiguiente, se puede construir la semilocalizacion
de Z en el conjunto de ideales primos {pZ : p € 7(G)}, que sera denotada por

Enunciaremos a continuacién algunos resultados necesarios para la de-
mostracion del Lema 3.3.7, que se abordard posteriormente. R denotara un

anillo conmutativo.

Supongamos que A es una R-algebra artiniana por la izquierda, es decir,
una R-algebra que es un anillo artiniano por la izquierda. Los sumandos
directos indescomponibles del médulo regular por la izquierda 4 A se llaman
A-modulos por la izquierda indescomponibles principales.
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Lema 3.3.3. Sea A un dlgebra artiniana por la izquierda. Un sumando direc-
to P de 4 A es indescomponible si, y solo si, P/Prad A es un A/rad A-mddulo
simple.

Demostracion. Ver [Pie82,; secc. 6.3, Lema]. ]

Proposicion 3.3.4. Sea A un dlgebra artiniana por la izquierda. La aplica-
cion P~ P|/Prad A define una correspondencia biyectiva entre las clases de
wsomorfia de los A-mddulos por la izquierda indescomponibles principales y
las clases de isomorfia de los Afrad A-mddulos por la izquierda simples.

Demostracion. Ver [Pie82; secc. 6.3, Proposicion)]. []

Teorema 3.3.5. Si A es un dlgebra artiniana por la izquierda, entonces to-
do A-mddulo por la izquierda proyectivo es isomorfo a una suma directa de
A-mddulos por la izquierda indescomponibles principales. Fsta descomposi-
cion es unica salvo isomorfismo y orden de aparicion de los sumandos.

Demostracion. Ver [Pie82; secc. 6.3, Teorema de Estructural. [ |

El siguiente corolario es inmediato:

Corolario 3.3.6. Si A es un dlgebra artiniana por la izquierda, entonces
todo A-mddulo por la izquierda proyectivo indescomponible es isomorfo a un

A-mddulo por la izquierda indescomponible principal.

Comenzamos a presentar los resultados de trabajos de Hertweck. El pri-
mero de ellos no es un resultado suyo, aunque incluimos, detallando los as-
pectos que se consideran oportunos, la demostracién que proporciona el autor
en |Her06, Lema 3.2]. Antes de ver dicho resultado, observemos que para dar
una representacion de grado n de un grupo ciclico C' de orden m sobre un
cuerpo F', basta dar una matriz A € M,,(F') tal que A™ = I,;; mas concreta-
mente, A sera la imagen de un generador del grupo. Usando Algebra Lineal,
y también el hecho de que dos F'C-mo6dulos son isomorfos si, y solo si, sus re-
presentaciones matriciales permitidas son equivalentes (Proposiciones 2.1.2 y
2.1.3), se observa que los F'C-mddulos indescomponibles estan determinados
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por las matrices elementales de Jordan

A
1 A

con \™ = 1.

Lema 3.3.7. Supongamos que C' es un p-grupo ciclico no trivial, y sea P
el subgrupo de C de orden p. Ademds, sean F un cuerpo de caracteristica p
y M un FC-mddulo finitamente generado como F-mddulo. Entonces M es

proyectivo como FC-mddulo si, y solo si, es proyectivo como F P-mddulo.

Demostracion. Sabemos que el conjunto de representantes de las clases la-
terales por la izquierda de P en C' constituye una base libre de F'C' sobre
FP (ver 2.5), por lo que FC es libre como F'P-mddulo. De esto se deduce
facilmente que si pcM es proyectivo, también lo es ppM.

Para probar el reciproco, por el Teorema de K-S-A (1.4.2) podemos su-
poner que pcM es indescomponible; también podemos suponer que |C| = p?,
con a > 1. Esto significa que si g es un generador de C, entonces, en una base
adecuada {vy, v, ..., v} de p M, la representacion matricial p de C permitida
por pcM viene dada por una matriz elemental de Jordan

A
1A
p(g) = Jr(A) = € Mi(F),

con 1<k <p2 siendo k la dimension de poM como espacio vectorial sobre
F. Ademas, se verifica que \** = 1, de donde se deduce que \ = 1, debido a
que el cuerpo F tiene caracteristica p. Por tanto, p(g) = Jx(1).

Veremos a continuacion que g M es proyectivo si, y solo si, k = p®. Bas-
ta probar que el tinico F'C-modulo proyectivo indescomponible es el propio
anillo de grupo pcF'C, cuya dimensién como espacio vectorial sobre F' es
|C| = p, y es lo que haremos a continuacion.
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Claramente, F'C' es un F'C-mo6dulo proyectivo, pues es libre. Veamos que
FC es, ademas, un F'C-moédulo indescomponible. En una base adecuada de
un médulo N, la representaciéon matricial de C' permitida por N viene dada
por una matriz de Jordan, es decir, una matriz formada por yuxtaposicion
de matrices elementales de Jordan (o bloques de Jordan) a lo largo de la
diagonal, de la forma

Je, (A1) 0
Jk2()‘2)

0 W)

Ademas, sabemos que el nimero de bloques de Jordan correspondientes a
cada autovalor coincide con el nimero méximo de autovectores linealmente
independientes que tiene la matriz asociados a dicho autovalor. Para ver que
FC es un FC-moédulo indescomponible, hemos de probar que, para dicho
modulo, esta matriz tiene inicamente un bloque de Jordan. En nuestro caso,
como hemos comentado, se tiene que A\ = Ay =--- = A, = 1. Por tanto, para ver
que FC es un F'C-mo6dulo indescomponible basta ver que cualesquiera dos
autovectores asociados al autovalor 1 son linealmente dependientes. Ahora
bien, si w es un autovector de la matriz asociado al autovalor 1, se verifica
que gw = w. Entonces, si llamamos b al elemento de F'C asociado a w, este
se puede escribir de la forma b = Zgzal bys g%, donde by € F'C' para cada s, y
se verifica que

bo + blg + b292 + .- +bgpa_1gpa_1 =b= gb = bgpa_l + bog + bng + e+ bgpa—Qgpa_l.

De aqui se deduce que b tiene todos los coeficientes iguales y, por tanto,
w tiene todas las componentes iguales, luego queda probado que F'C es un
FC-mo6dulo indescomponible.

Falta probar que no hay mas FC-mddulos proyectivos indescomponibles
aparte del propio F'C. Veamos esto. Como F'C es un algebra artiniana, de
la Proposicion 3.3.41 y el Corolario 3.3.6 se deduce que existe una corres-
pondencia biyectiva entre las clases de isomorfia de los FC-moédulos por
la izquierda proyectivos indescomponibles y las clases de isomorfia de los
FC/[rad FC-mo6dulos por la izquierda simples. Ahora, por el Teorema 1.6.3
sabemos que existe un tnico FC-mo6dulo por la izquierda simple (salvo iso-

morfismo), concretamente el cuerpo F', sobre el que los elementos de C' actian
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trivialmente. Por el mismo teorema, se tiene que rad F'C coincide con el ideal
de aumento de F'C. Ademas, como el homomorfismo de aumento es suprayec-
tivo, se cumple que F'C/rad FC = F. Por consiguiente, del Teorema 1.3.9 se
deduce que existe una correspondencia biyectiva entre las clases de isomorfia
de los sumandos directos indescomponibles de o F'C'y las clases de isomorfia
de los sumandos directos indescomponibles de rF'. Por tanto, existe un tnico
F'C-modulo por la izquierda proyectivo indescomponible, que ya hemos visto
que es el propio F'C.

Supongamos ahora que ppM es proyectivo. Queremos probar que poM
es proyectivo. Hemos denotado anteriormente por & la dimension de M como
espacio vectorial sobre F. Por lo que hemos visto, hemos de demostrar que
k =p® y esto es lo que haremos. Sea ¢ = |C|/p = p*!. Entonces P = (g9), y
p(g?) = Ji(1)4. Se prueba facilmente por induccién sobre n que para cada
1<i<kycadal<n<|C|,

k—1i
gnvi = Z (:TLL)UHm-

m=0
En particular, para n = ¢, al ser ' un cuerpo de caracteristica p y ser ¢ una
potencia de p, se tiene que

g, = Vi +Vipg Sit+q<k,
; =
V; en otro caso.

Ahora, como gppM es proyectivo, la accién de P sobre M no puede ser
trivial, luego J;(1)4 no es la matriz identidad. Por consiguiente, k > ¢. Como
consecuencia, existen dos enteros no negativos s y ¢, con t < g, tales que
k—q+1=sq+t.Sean I ={t+iq:i=0,1,...,s} y J={1,2,...,k} NI, y sean
M=%, Fviy M=% ,c; Fv;. Claramente,

M =M, @ M),

y la expresion de g9v; dada anteriormente implica que M; y Mj; son sub-
modulos de FP. Como gppM es proyectivo, también lo son M; y M;. Por
tanto, la dimension de cada uno de ellos es un multiplo de la dimension del
tinico moédulo indescomponible proyectivo ppM. Por lo que hemos visto, esta
dimension es p, luego p | s+ 1y p| k. Ahora, como t = k—(s+1)g+1, se tiene
que t =1 (mod p), por lo que t > 1. Por consiguiente, se llega a que

pP=pg<(s+1l)g=k+1-t<k,
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luego k = p®, como queriamos probar. [ |

Se dice que dos grupos U y H son racionalmente conjugados si son
conjugados en QG, es decir, si existe o e U(QG) tal que U = o' Hav.

Proposicion 3.3.8. Sea N un p-subgrupo normal de G. Supongamos que
U es un subgrupo finito de V(Z(G)G) cuya tmagen es 1 por la aplicacion
natural ZicyG — Zc)G[N. Entonces U es racionalmente conjugado de un
subgrupo de N.

Demostracion. Ver [Her06, Proposicion 4.2]. ]

El siguiente resultado de Hertweck, [Her(7, Teorema 2.3], esta precedido

de un lema necesario para su demostracion:

Lema 3.3.9. Sea R un dominio de Dedekind de caracteristica 0, y sea M
un RG-mddulo por la izquierda. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Si H es un subgrupo de G, entonces rgM es proyectivo si, y solo si,
ruM es proyectivo y RJP ®r M es proyectivo como (R/P)G-mddulo
para todo ideal maximal P de R que contiene a |G : H|.

(1) Si raM es proyectivo, x es el cardcter permitido por M y g es un
elemento de G tal que o(g) no es invertible en R, entonces x(g) = 0.

Demostracion. (i) Ver [BGO0, Teorema 9.1].
(ii) Ver [CR81, Teorema 32.15]. |

Teorema 3.3.10. Sea u una unidad de torsion de V(ZG) y sea g un ele-

mento de G. Si el orden de g no divide al orden de u, entonces e4(u) = 0.

Demostracion. Supongamos que o(g) no divide a o(u). Entonces existe un
entero primo p tal que una potencia de p divide a o(g), pero no divide a o(u).
Sea

R=Zw) ={zly: 2,y Z,p+ty},

la localizacion de Z en pZ, y sea F' = R[pR = Z[pZ = F,, el cuerpo de p
elementos. Consideramos la inclusion a: (u) - V(ZG) € V(RG), y definimos
M = M, = RG visto como RI'mddulo, con I' = (u) x G (ver seccion 3.3.2).

Sea ahora C' = ((u,g)). Como C' es un grupo abeliano finito, se puede
escribir de la forma C' = P x H para dos subgrupos P y H de C, siendo P el
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p-subgrupo de Sylow de C'. Ademés, llamaremos () al subgrupo de P de orden
p. Por las hipotesis sobre los érdenes de u y g, se cumple que @ = ((1,k)),
con (k) el subgrupo de orden p de (g). Entonces se tiene que

rQ(F ®5 M) 2 pyy(F ® RG) 2 gy FG = F(k) ™)

puesto que un conjunto de representantes de clases laterales por la izquierda
de (k) en G constituye una base libre de F'G como F(k)-médulo (ver (2.5)).
Por consiguiente, po(F ®p M) es libre y, como consecuencia, proyectivo.
Entonces, por el Lema 3.3.7 se cample que gpp(F®r M) es también proyectivo.
Ademaés, se tiene que

RQM = R(k)RG = R(k’)‘G(kM,

luego roM es libre y, por tanto, proyectivo. Como R = Z,) es un AVD, se
tiene que R es un dominio de Dedekind, y pR es su tnico ideal maximal.
Ademas, R tiene caracteristica 0, y del Lema 3.3.9 (i) se deduce que gpM es
proyectivo.

Ahora, como p no divide a |C': P|, se tiene que |C': P| es invertible en R,
v reM es (C, P)-proyectivo por la Proposicion 2.3.5 (iv). Por consiguiente,
roM es proyectivo, puesto que rpM es proyectivo. Ademas, el orden de
(u,g) es divisible por p, luego o(u,g) no es invertible en R. Por tanto, si
denotamos por y el caracter permitido por rcM, se verifica que x(u,g) =0
por el Lema 3.3.9 (ii). Finalmente, basta aplicar (3.1) para concluir que

~x(u,9)
200 = oty =

Finalmente, el resultado que se enuncia a continuacion, aunque se ha
tomado de [Sch93, Lema 38.11], es realmente una consecuencia del teorema
anterior.

Corolario 3.3.11. Sea u una unidad de torsion de V(ZG) y sea g un ele-
mento de G. Si existe un primo p tal que p | o(g) pero p + o(u), entonces
gq(u) =0.

Demostracion. Se deduce de las hipotesis que o(g) + o(u). Por tanto, basta
aplicar el Teorema 3.3.10 para concluir que ¢,(u) = 0. [
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3.4. Teorema de Hertweck

Estamos ya en condiciones de probar el Teorema de Hertweck. Lo hare-
mos siguiendo el articulo [Her0O8b|, en el que dos proposiciones preceden al
teorema. La primera de ellas sirve para probar la segunda, y la segunda se
utiliza para demostrar el Teorema de Hertweck. Observemos la aplicacion
del Teorema de Weiss en la demostracion de la primera proposicion (Propo-
sicion 3.4.1), y la aplicacion del Teorema de Green de los Ceros de Caracteres
en la prueba de la segunda (Proposicion 3.4.2). En ambas proposiciones, G
denotara un grupo finito arbitrario, mientras que en el teorema se exigira,
ademas, que sea resoluble. A lo largo de la seccién, p denotard un entero

primo.

Proposicién 3.4.1. Supongamos que G tiene un p-subgrupo normal N y
que U es un subgrupo finito de V(ZG) cuya imagen es 1 por la aplicacion
natural ZG - ZG|N. Entonces U es un p-grupo, y Z,G, cuando se considera
como Z,U-reticulo via la accion de la multiplicacion (por la derecha) de U,

es proyectivo.

Demostracion. Comenzaremos viendo que U es un p-grupo. Lo haremos a
partir de una propiedad més general.

Sea u una unidad de torsién de V(ZG). Sea G = G/N, y sea % la imagen
de u por la aplicacién natural V(ZG) - V(ZG), que es un homomorfismo
de grupos.

Sabemos que el orden de la p’-parte de u es mayor o igual que el orden de la
p'-parte de u; de hecho, el orden de la p’-parte de u es un maltiplo del orden de
la p’-parte de u. Veamos que en realidad ambos coinciden. Sea v la p’-parte de
u, y supongamos que 0F = 1¢/y = N, con k > 0. Basta probar que v* = 1. Como

vk =0, si 0F = Tgeq agg, se tiene que N =08 = Y40 = Ygei (Taeg @2) ¥,

por consiguiente,
1=>a,= > &,(vF).
zeN xC:zeN

Como consecuencia, existe un elemento z de N (y, por tanto, de G) tal que
o(x) es una potencia de p (por ser N un p-grupo) y &,(v¥) # 0. Si se tuviera
que vF # 1, entonces, por el Teorema de Berman-Higman (Teorema 3.1.1),
£1(v*) = 0. Por consiguiente, x # 1, luego p | o(z). Como p + o(v*), por ser
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vk la p/-parte de u*, aplicando el Corolario 3.3.11 se concluye que &,(v*) =0,
lo que supone una contradiccion. Por tanto, se ha de cumplir que v¥ =1, y
queda probado que el orden de la p’-parte de u coincide con el orden de la
p'-parte de 1.

Tomamos ahora un elemento u de U, que es un subgrupo finito de V(ZG).
Por hipotesis, se tiene que u = 1. Por tanto, se deduce de lo anterior que la
p’-parte de u es 1 y, como consecuencia, U es un p-grupo.

Ahora bien, el Teorema de Weiss (Teorema 3.3.1) garantiza que Z,G es un
reticulo de permutacion para U sobre Z,,. (Se ha de tomar, con la notacion del
teorema, R =27,y M = Z,G, y se ha de considerar el grupo U y el subgrupo

normal trivial.)

Por la Proposicion 3.3.8 aplicada al anillo Z, que es un subanillo de Z ¢,
tenemos que U es racionalmente conjugado de un subgrupo de N, al que
llamaremos V. Por tanto, U = o~ 'V« para algin a € U(QG) y, como con-

Loa.

secuencia, podemos definir un isomorfismo V' — U, dado por v » a~
También podemos definir M = Z,G visto como Z,U-moédulo, y L = Z,G visto

como Z,V-moédulo.

Tenemos como objetivo probar que M es proyectivo. Denotaremos por
pu Y pr las representaciones asociadas a M y L, respectivamente, y por x s
y X1 los caracteres permitidos por los correspondientes moédulos. En realidad,
xum ot QU — Q, denotard el cardcter de U permitido por M extendido por
linealidad sobre Q,U, y xr : Q,V - Q, el caracter de V' permitido por L
extendido por linealidad sobre Q,V, donde Q, es el cuerpo de los ntimeros
p-adicos. Consideramos ahora un elemento u de U. Por lo anterior, existe un
elemento v de V tal que u = a~'va, y se verifica que

X (u) = tr(par(w)) = tr(pu (o va)) = tr(pr(v)) = xr(v)

debido a las propiedades de la traza. Ademés, x; toma el valor 0 sobre
elementos no triviales, ya que L es el Z,V-modulo restringido de la represen-
tacion regular de G sobre Z,, (ver Ejemplos 2.1.6 (ii)). Como u =1 si, y solo

si, v = 1, también yj; toma el valor 0 sobre elementos no triviales.

Ahora usamos el hecho de que M es un reticulo de permutacion, por lo
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que lo podemos escribir como
M = @indf (1)
i=1

para algunos subgrupos U; de U. Sabemos, por la Proposicion 2.1.7, que el
caracter de U permitido por M, al que llamaremos a partir de ahora simple-
mente y, viene dado por Y77, xV, donde x; es el caracter de U; permitido por
1 para cada 4, y xV denota el caracter inducido. Como 1 = 1y, es el Z,U;-m6-
dulo Z, con accion trivial de U;, por el apartado (i) de Ejemplos 2.1.6 se tiene
que para cada 7, x;(z) > 0 para todo x € U;.

Sea ahora 1 <i<m, y sea {g; : 1 <j <n} un conjunto de representantes
de las clases laterales por la izquierda de U; en U, con g; = 1. Sabemos por
(2.10) que el caracter inducido viene dado por

XV(@) = > xilg;'wg;), wel,
j=1

donde
Coy ) xi(y) >0 siyel;,
Xiy) = { 0 siy¢U;.

Ahora, si existiera algin ¢ tal que U; no fuera el subgrupo trivial, entonces
existiria algin elemento x de U; tal que = # 1, y se cumpliria que x(z) = 0.
Por lo anterior, se tendria que x(x) = 0, y se llegaria a que x;(g;'wg;) =0
para todo j. En particular, se tendria que

Xi(x) = xi(g1 ' zgr) = 0.
Sin embargo, puesto que x € U;, también se cumplirfa que
Xi(z) = xi(z) >0,

lo que supondria una contradiccion. Asi, se concluye que U; = 1 para todo 1.

La expresion de M es, por tanto,
m

M = @ind¥(1).
i=1

Ahora bien,
ind{ (1) 2 Z,U ®2, Z, = Z,U,
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luego
M = (ZPU)mv

por lo que M es un Z,U-moédulo libre y, por consiguiente, proyectivo. [

Proposicion 3.4.2. Supongamos que G tiene un p-subgrupo normal N y que
u es una unidad de torsion de V(ZG) cuya imagen por la aplicacion natural
2ZG - ZG|N tiene orden estriclamente menor que u. Si g es un elemento de

G tal que e4(u) # 0, entonces las p-partes de g y de u tienen el mismo orden.

Demostracion. En primer lugar, veremos que (u) tiene un subgrupo de orden
p cuya imagen es 1 por la aplicacién natural ZG — ZG/N.

Utilizando la misma notacién que en la Proposiciéon 3.4.1, y de acuerdo
con lo que vimos en su demostracion, el orden de la p’-parte de u es el mismo
que el de la p’-parte de u. De esto se deduce que el orden de la p-parte de
u es estrictamente menor que el de la p-parte de u. Por tanto, el orden de
la p-parte de u es mayor que 1, luego p | o(u). Por consiguiente, (u) tiene
un (tinico) subgrupo de orden p, que esté generado por u(")/P. Ahora, como
el orden de la p-parte de u es menor que el de la p-parte de u, se tiene que
/P = 1, lo que implica que u2®/? = 1. Como consecuencia, la imagen de
(ue/P) por la aplicacion natural ZG — ZG/N es 1.

Por reduccion al absurdo, supongamos que g es un elemento de G tal
que g4(u) # 0, y que las p-partes de g y de u tienen distinto orden. Por el
Teorema 3.3.10, se tiene que o(g) | o(u), luego el orden de la p-parte de g
divide al orden de la p-parte de u. Por tanto, la p-parte de ¢ tiene orden
estrictamente menor que la p-parte de w.

Sea C' un grupo ciclico (abstracto) cuyo orden es el orden de u. Sea
M = 7Z,G visto como Z,C-reticulo, haciendo actuar a un generador ¢ de C
de la forma

m-c=g tmu, mebMl.

Llegaremos a una contradiccion demostrando que ¢,(u) = 0. Por (3.1), para

ver esto basta probar que x(c) =0, siendo x el cardcter de C' permitido por
M.

Observemos que c es p-singular, ya que p | o(u), que coincide con |C| =
o(c). Lo que haremos sera probar que M es un Z,C-reticulo proyectivo, pues
entonces podremos aplicar el Teorema de Green de los Ceros de Caracteres
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(Teorema 2.5.2) para deducir que x(c) = 0. En efecto, si suponemos probado
que M es un Z,C-reticulo proyectivo, se cumplen las hip6tesis que aparecen

en este teorema:

e 7Z, es un AVD completo con cuerpo de clases de residuos Z,/pZ, = F,,
que es un cuerpo perfecto por ser finito (ver Proposicion 1.1.2), y tiene
caracteristica p.

e M es un Z,C-reticulo (C, H)-proyectivo para cualquier subgrupo H
de C'y, en particular, es (C, D)-proyectivo para el p-subgrupo D de C
cuyo orden es el orden de la p-parte de g.

e La p-parte de ¢ no es conjugada de ningin elemento de D; en caso
contrario, se tendria que el orden de la p-parte de u, que coincide con
el orden de la p-parte de ¢, dividiria al orden de D, es decir, al orden
de la p-parte de g, por lo que se llegaria a una contradiccion.

Para probar que M es un Z,C-reticulo proyectivo, veremos primero que
es un Z,P-reticulo proyectivo, donde P es el subgrupo de orden p de C.
Hemos visto que el orden de la p-parte de g es estrictamente menor que el
de la p-parte de u. Por tanto, se verifica que

- 2O = gy 0P = 2O = pgye)p.

Como consecuencia, la acciéon del subgrupo P viene dada por la accion de la
multiplicacién (por la derecha) del subgrupo de orden p de (u), y se deduce
de la Proposicion 3.4.1 que M es un Z,P-reticulo proyectivo.

Sea ahora @) el p-subgrupo de Sylow de C. Veremos a continuacion que
M es también un Z,Q)-reticulo proyectivo. Aplicaremos el Teorema 1.3.10,
tomando R = Z,, p = pZ, y A = Z,P. (Observemos que A es un R-orden,
pues lo es todo anillo de grupo de un grupo finito con coeficientes en un
dominio de Dedekind.) Con la notacion de este resultado, se tiene que R =
Z,|pZ, = Z/pZ = F, y A = RP. Por dicho teorema, como M es un Z,P-mo-
dulo proyectivo, tenemos que M es un RP-modulo proyectivo. Ahora, del
Lema 3.3.7 se deduce que M es un RQ-modulo proyectivo. Observemos que
se cumplen las hipotesis de este lema, pues P es el subgrupo de orden p de @,
que es un grupo ciclico (por ser un subgrupo del grupo ciclico C), y R~ F,
es un cuerpo de caracteristica p.

Podemos aplicar de nuevo el Teorema 1.3.16 para obtener que M es un
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Z,Q-reticulo proyectivo, tomando en este caso A = Z,(). Ahora bien, al ser ()
el p-subgrupo de Sylow de C, el indice |C : Q| es coprimo con p, luego |C : Q)
es una unidad en Z,. Entonces, por la Proposicion 2.3.5 (iv) se llega a que
M es (C,Q)-proyectivo. Por tanto, M es un Z,C-modulo proyectivo, puesto
que M es proyectivo como Z,()-moédulo, y queda probado el resultado. =

Hagamos primero una observacion antes de proceder a la prueba del Teo-
rema de Hertweck:

Observacion 3.4.3. Sea N un subgrupo normal de G y sea G = G/N.
Al igual que en las proposiciones anteriores, dada una unidad de torsi6on
u, denotaremos por @ la imagen de u por la aplicacion natural ZG — ZG.
Ademas, representaremos por ~ la relaciéon de conjugacion en un grupo. Como
cualquier clase de conjugacion de G se aplica sobre una clase de conjugacion
de G, se tiene que, para cualquier elemento = de G,

ex(u) = Z gg(u). (32)
9%: g~z
En efecto, si tomamos u = ¥ . ugyg, entonces 4 = Y . Ugg = Y.5C (Zheg uh) g,
y se tiene que

w-5(5e) 2 (50) m 0

g~ \ heg g%: g~z \heg® g% g~

Teorema 3.4.4 (Teorema de Hertweck). Sea G un grupo finito resolu-
ble. Entonces cualquier unidad de torsion de V(ZG) tiene un aumento parcial
no nulo con respecto a la clase de conjugacion de un elemento del grupo del
mismo orden. En particular, los drdenes de las unidades de torsion de V(ZG)
son los drdenes de los elementos de G.

Demostracion. Sea GG un grupo finito resoluble y sea u una unidad de torsiéon
de V(ZG@G). La prueba es por induccion sobre el orden de G. El resultado es
evidente cuando G es el grupo trivial. Supongamos entonces que G no es
trivial. En este caso, como G es resoluble, tenemos que

G > G(l) > G(Q) > > G("*l) > G(”) = 17

donde para cada i = 1,2,...,n, GO es el i-ésimo subgrupo derivado de G.
Sabemos que todos los subgrupos de la serie derivada son normales en G,
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y que G 1 es abeliano (finito). Por tanto, G(®1) es isomorfo al producto
directo de sus p;-subgrupos de Sylow, siendo |G| = pi*1---p/* la descomposi-
cién de |G| en factores primos, y podemos elegir uno de estos p;-subgrupos
de Sylow. Si llamamos p a p;, el subgrupo elegido serd un p-subgrupo normal
no trivial N de G.

Sea ahora G = G/N, y sea @ la imagen de u por la aplicacion natural
V(ZG) - V(ZG), que es un homomorfismo de grupos. Supongamos que
el resultado del teorema es cierto para cualquier grupo finito resoluble de
orden estrictamente menor que el orden de GG. En particular, se cumple para
el grupo G, que es un grupo resoluble por serlo G. Por tanto, existe un
elemento z de G tal que o(Z) = o() y £z(@) # 0. Sea g un elemento de G tal
que g ~ Z. Tendremos en cuenta que si o(g) > o(u), entonces ,(u) = 0 por el

Teorema 3.3.10.

Como o(u) < o(u) (de hecho, se tiene que o(u) | o(u)), se pueden dar dos

e Caso (i). o(u) = o(u).

En este caso se tiene que

o(g) 2 0(g) = o(%) = o(u) = o(u).

Por tanto, la suma que aparece en (3.2) se extiende solamente sobre las
clases de conjugacion ¢¢ para las que o(g) = o(u), y como ez(@) # 0, al
menos un sumando £,(u) ha de ser también distinto de cero, tal como

queriamos demostrar.
e Caso (ii). o(u) < o(u).

De acuerdo con lo que vimos en la prueba de la Proposicion 3.4.1, el
orden de la p’-parte de u coincide con el orden de la p/-parte de u.
El mismo argumento nos serviria para demostrar que el orden de la
p’-parte de un elemento g de G (y, por tanto, de V(ZG)) coincide con
el orden de la p’-parte de g. Sin embargo, este caso es mas sencillo, pues
si denotamos por v la p’-parte de g y suponemos que v* = 1g/n = N,
entonces vF € N, luego o bien v* = 1 o bien p | o(v*), al ser N un
p-grupo, por lo que p | o(v), en contra de que v es la p’-parte de g.

Como o(g) = o(Z) = o(u), las p’-partes de g y @ tienen el mismo orden.
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Por lo anterior, también coincide el orden de las p’-partes de g y wu.
Ahora bien, si 0o(g) < o(u), entonces el orden de la p-parte de g es
estrictamente menor que el orden de la p-parte de u, luego ,(u) = 0
por la Proposicién 3.4.2. Por tanto, la suma que aparece en (3.2) se
extiende de nuevo solamente sobre las clases de conjugacion ¢¢ para
las que o(g) = o(u), y se llega al resultado deseado. |

Observacion 3.4.5. El autor senala en su articulo que el Teorema de Hert-
weck se puede formular para anillos de coeficientes méas generales que Z, como

Para la redaccion de la seccion 3.1 nos hemos basado en [Riol6, seccs. 1, 2, 5] y
[Seh93, secc. 1], mientras que la seccion 3.2 ha sido elaborada a partir de [Riol6,
secc. 4], [HerO8b, secc. 1] y [Seh93, secc. 49].

En el caso de la secciéon 3.3, se han empleado [CR81, secc. 1| y [CR62, secc. 5| para
redactar el apartado 3.3.1, [Riol6, secc. 6] para el apartado 3.3.2, [Seh93, secc. 38,
apéndice| y [CR81, secc. 8B] para el apartado 3.3.3 y, finalmente, [Her06, seccs. 1,
3, 4], [Her07, secc. 2|, [Koc97, secc. 3.3], [Alp86, secc. 4], [Riol6, secc. 6] y [Pie82,
secc. 6.3] para el apartado 3.3.4.

Por altimo, la seccion 3.4 esta basada en [Her0O8b].



Capitulo 4

Otros problemas en el campo de
los anillos de grupo y su relaciéon
con el Problema del Espectro

Como ya hemos comentado en varias ocasiones, el objetivo principal de
este trabajo era utilizar la Teoria de Representaciones para resolver el Pro-
blema del Espectro en el caso particular de que el grupo considerado sea
resoluble. Si bien podemos decir que esto ya lo hemos logrado en el capitulo
anterior, dedicaremos este ultimo capitulo a mencionar otros problemas re-
lativos a los anillos de grupo enteros y a estudiar las conexiones entre ellos,
asi como su relacion con el Problema del Espectro.

Consideraremos a lo largo del capitulo que G es un grupo finito. Los
problemas que vamos a tratar surgen al preguntarse hasta qué punto el anillo
de grupo ZG refleja las propiedades del grupo G sobre el que se construye.
Entre ellos destaca el llamado Problema del Isomorfismo para anillos de
grupo enteros, que plantea si el anillo de grupo determina el grupo salvo
isomorfismos. Dicho problema se enuncia de la siguiente manera, donde H
denota cualquier grupo finito:

(Iso)  (El isomorfismo de Z-algebras ZG = ZH implica que G 2 H?

Este problema fue planteado por primera vez por Graham Higman en
su tesis doctoral ([Hig10a]). Ademés, Higman demostr6 en [Higd0a, Higd0b]

103
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que si G es abeliano, entonces las tnicas unidades de torsion de ZG son
las triviales, es decir, los elementos de G y sus opuestos. (Esto se recoge
en este trabajo en el Corolario 3.1.2, consecuencia del Teorema de Berman-
Higman (Teorema 3.1.1).) Por tanto, si G es abeliano y existe un isomorfismo
de Z-algebras ZG = ZH, entonces la restriccion de este isomorfismo a G
proporciona un isomorfismo G' 2 H. Por consiguiente, (Iso) tiene solucion
positiva para grupos abelianos.

En general, es conocido que el Problema del Isomorfismo tiene solucion
positiva para grupos metabelianos, y también para p-grupos y grupos nilpo-
tentes. (La definicion de grupo nilpotente la podemos encontrar, por ejem-
plo, en [CR81, secc. 1B].) El primero de los casos fue probado por Whitcomb
(|Whi68]), y el segundo, por Roggenkamp y Scott (|RS87]); el resultado para
grupos nilpotentes se deduce del resultado para p-grupos y de [Seh93, Teore-
ma 36.12|. Sin embargo, (Iso) no tiene solucion positiva en todos los casos,
como demostro Hertweck en [Her(1]; para ello considerd grupos resolubles de
longitud derivada 4.

Relacionadas con el Problema del Isomorfismo se encuentran las llamadas
Conjeturas de Zassenhaus, tres fuertes conjeturas que Hans J. Zassenhaus
plante6 a mediados de los afios setenta (|Zas74, Seh93]). Estas tres conjeturas,
que se suelen llamar Primera, Segunda y Tercera Conjetura de Zassenhaus,
v que abreviaremos como (ZC1), (ZC2) y (ZC3), son las siguientes:

(ZC1) Todo elemento de torsion u de V(ZG) es conjugado en QG de un
elemento de G (es decir, o lua € G para algin a € U(QG)).

(2C2) Todo subgrupo finito H de V(ZG) con la misma cardinalidad que G
es conjugado en QG de G (es decir, a ! Ha = G para algin elemento
aeUU(QG)).

(ZC3) Todo subgrupo finito H de V(ZG) es conjugado en QG de un sub-
grupo de G (es decir, a"'Ha € G para algin o e U(QG)).

Veremos en primer lugar que la ultima conjetura es mas fuerte que las
otras dos. Claramente, (ZC3) implica (ZC2), ya que un grupo conjugado
tiene la misma cardinalidad que el original, pues si H es el subgrupo de
V(ZG) conjugado de G por el elemento a de U(QG), entonces la aplicacion
0 : G - H definida por 0(g) = a~'ga es un isomorfismo de grupos. Ademas,
(ZC3) también implica (ZC1), ya que para cada elemento de torsién de
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V(ZG) se puede construir el grupo ciclico generado por dicho elemento, que
es un subgrupo finito de V(ZG).

En las tres Conjeturas de Zassenhaus se habla de elementos o subgru-
pos conjugados en el anillo de grupo QG. Sin embargo, de acuerdo con la
siguiente proposicion, en dichas conjeturas se puede reemplazar el cuerpo de

los nimeros racionales por cualquier otro cuerpo de caracteristica 0:

Proposicion 4.1. Sea F/K una extension de cuerpos infinitos, y sea G un
grupo finito. Supongamos que Hy y Hy son dos subgrupos finitos de unidades
de KG. Si Hy y Hy son conjugados en F'G, entonces son conjugados en KG.

Demostracion. Ver [Seh93, Lema 37.5]. ]

Para comprobar la afirmacién que precede a la proposicion anterior, basta,
tomar K = Q y F cualquier cuerpo de caracteristica 0, el cual contendra un
subcuerpo isomorfo a Q.

Observemos ahora que si (ZC3) fuera cierta, entonces el orden de todo
subgrupo finito de V(ZG) dividiria a |G|, pues dos subgrupos conjugados
tienen el mismo orden. Ahora bien, esto ultimo se cumple independientemente
de si (ZC3) se verifica o no. Esta propiedad viene enunciada a continuacion
en forma de proposicién, y para su demostracion se necesita el siguiente lema

previo:

Lema 4.2. Todo subgrupo finito de V(ZG) es linealmente independiente so-

bre Q (equivalentemente, sobre 7).

Demostracion. Sea H = {uy,...,u,} un subgrupo finito de V(ZG), y supon-
gamos que iUy +CaUs+-+-+cyuy, = 0, con ¢; € Z para todo i = 1,..., n. Entonces
c1 + Cotguyt + - + cpunut = 0, y para todo i = 2,...,n, se tiene que u;u; "t
es un elemento de torsion no trivial de V(ZG). Del Teorema de Berman-
Higman (Teorema 3.1.1) se deduce que para todo i # 1, 1 ¢ Supp(w;u;7!) v,
por tanto, ¢; = 0. Repitiendo el argumento, se llega a que ¢; = 0 para todo
1=1,...,n. [ |

Proposicion 4.3. El orden de todo subgrupo finito de V(ZG) divide a |G].

Demostracion. Ver [Seh93, Lema 37.3]. ]

Ademas, como consecuencia del Lema 4.2 se tiene que un subgrupo H
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de V(ZG) de orden |G| es una base de QG sobre Q o, equivalentemente, se
cumple que QG = QH. Mas atn, por la siguiente proposicion, es también una
base de ZG sobre Z:

Proposicion 4.4. Si H es un subgrupo de V(ZG) con |H| = |G|, entonces
Z2G =7ZH.

Demostracion. Claramente, ZH ¢ Z(G. Ademas, acabamos de observar que
QG =QH, asi que si tomamos un elemento g de GG, entonces g € QH, por lo
que existe un entero positivo n tal que ng = Y,z mph para algunos my, € Z.
Por tanto, para cada h € H, se tiene que ngh™ = my, + Xyep ny mukh™'. Por
el Teorema de Berman-Higman (Teorema 3.1.1), el coeficiente del 1 en gh™!
es 1 0 0, luego el coeficiente del 1 en ngh~!, el lado izquierdo de la igualdad
anterior, es n 6 0. Ademaés, el coeficiente del 1 en el lado derecho de dicha
igualdad es my. Por consiguiente, m; es n 6 0 y, en cualquier caso, es un
miltiplo de n, luego g = ¥ “2h € ZH. Queda probado que G ¢ ZH, lo que
implica que ZG ¢ ZH. ]

Este tltimo resultado nos sirve para demostrar que (ZC2) se puede re-
formular de la siguiente manera equivalente, tal como aparece en [Seh93,
secc. 37):

(ZC2) SiZG =7ZH y eq(H) =1, entonces a ' Ha = GG para algiin elemento
a elUU(QG),

donde eg : ZG — Z es el homomorfismo de aumento.

Para demostrar la equivalencia entre (ZC2) y (ZC2)', basta probar que
H es un subgrupo finito de V(ZG) con la misma cardinalidad que G si, y
solo si, ZG =ZH y eq(H) =1, y esto es cierto:

Como H es un subgrupo finito de V(ZG), se tiene que eq(H) = 1.
Ademas, como |H| = |G|, se cumple que ZG = ZH por la Proposi-
cion 4.4,

Como H es base de ZH = ZG sobre Z, al igual que G, se tiene
que |H| = |G| < o0. Ademas, como eg(H) = 1, se tiene que H es un
subgrupo de V(ZH) = V(ZG).

Vamos a establecer a continuacién una relacién entre las Conjeturas de
Zassenhaus y el Problema del Isomorfismo. En concreto, probaremos que
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(ZC2) implica una solucion positiva de (Iso). Supongamos que G'y H son
dos grupos finitos y que existe un isomorfismo de Z-algebras 0 : ZG — ZH.
Entonces la aplicacion 0* : ZG — ZH definida por

0" (Z %9) = . ag(em(0(9)))10(9),
geG geG

donde ey : ZH — 7Z es el homomorfismo de aumento, es también un isomor-

fismo. Ademas, se verifica que para todo g € G,

0" (9) = (en(0(9)))"'0(9) € V(ZH),

ya que

en(07(9)) = (eu(6(9))) 'en((g)) = 1.

Por tanto, 0*(G) es un subgrupo de V(ZH). También se cumple que 6*(G)
tiene la misma cardinalidad que H, puesto que G es una base de ZG sobre
Z y, por consiguiente, 0*(G) lo es de ZH sobre Z, al igual que lo es H. Asi,
si (ZC2) fuera cierta, 0*(G) seria conjugado de H en QH y, por tanto, se
cumpliria que G 2 0*(G) 2 H.

Roggenkamp y Scott proporcionaron el primer contraejemplo para (ZC2)
en [Rog91, Sc092], el cual constituye también un contraejemplo para (ZC3).
Ademas, por lo que acabamos de ver, también el caso descrito por Hertweck
en [HerO1] en el que (Iso) tenfa una respuesta negativa constituye un contra-
ejemplo tanto para (ZC2) como para (ZC3). En cuanto a la Primera Conjetu-
ra de Zassenhaus, esta se ha conseguido probar en ciertos casos particulares,
al igual que el Problema del Isomorfismo. Por ejemplo, Weiss (|Wei91]) la de-
mostrd para grupos nilpotentes, y se ha probado también para ciertas clases
de grupos metabelianos ([CMR 13, Her08a, MRSW&T]).

Ha sido muy recientemente cuando se han presentado los primeros contra-
ejemplos de (ZC1), obtenidos por Florian Fisele y Leo Margolis, que podemos
encontrar en [EM17] (pendiente de publicacion). En este articulo se demues-
tra que son contraejemplos los candidatos propuestos por Leo Margolis y
Angel del Rio en |[MR17a]. El contraejemplo més pequeno que se ofrece en el
articulo [FEM17] es el caso de un grupo metabeliano de orden 27-32-5-72-192.
A pesar de existir estos contraejemplos, se pueden continuar estudiando las
clases de grupos para los que (ZC1) y las deméas Conjeturas de Zassenhaus
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son ciertas, asi como las clases de grupos para los que los problemas expues-
tos tienen una solucién positiva, aunque puedan no tenerla en general para

cualquier grupo finito G.

Otro problema que nos podemos plantear es como describir los automor-
fismos de ZG. Esta cuestion se conoce como el Problema del Automor-
fismo (ver [Sch93, secc. 37]):

(Aut) Si 60 e Aut(ZG), entonces jexisten § € Aut(G) y a € U(QG) tales
que 0(g) = a™15(g)a para todo g € G?

Un homomorfismo 6 : ZG — ZH se llama normalizado o se dice que
preserva el aumento si se verifica que £(6(g)) = 1 para todo g € G. En el
Problema del Automorfismo se consideraran tinicamente automorfismos nor-
malizados, puesto que para cualquier automorfismo de ZG se puede encontrar
otro normalizado a partir de él, como hemos visto en la prueba de que (ZC2)

implica una solucién positiva de (Iso).

Veremos a continuacion que (ZC2) también implica una solucion positiva
de (Aut). Supongamos que (ZC2) es cierta, y sea 6 € Aut(ZG) (normaliza-
do). Por el mismo argumento de la demostracion de que (ZC2) implica una
solucion positiva de (Iso), llegamos a que 6(G) es conjugado de G en QG,
es decir, existe un elemento o de U(QG) tal que 0(G) = a~'Ga. Por tanto,
para cada elemento g de GG existe un elemento ¢; de G tal que 0(g) = a~1g;a.
Claramente, g — ¢g; es un automorfismo de G, con lo que la prueba queda
concluida.

En realidad, Roggenkamp y Scott ([Rog91, Sco92]) encontraron un caso
en el que el Problema del Automorfismo tenia respuesta negativa, y es de
aqui de donde se obtuvo el primer contraejemplo para (ZC2).

También se cumple que soluciones positivas de (Aut) + (Iso) implican
(ZC2) o, equivalentemente, (ZC2)'. Vamos a demostrar esto tltimo. Supon-
gamos que se tienen soluciones positivas de ambos problemas, (Aut) e (Iso),
para un grupo finito G, y que se verifica ZG = ZH. Como (Iso) tiene una
soluciéon positiva, existe un isomorfismo 6 : G - H, que se puede extender
a un isomorfismo 6 : ZG - ZH. Como (Aut) tiene también una solucion
positiva, existen a € U(QG) y o € Aut(G) tales que 0(g) = a~to(g)a. Por
consiguiente, H = 0(G) = a~lo(G)a = a~'Ga, como queriamos probar.
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Recordemos ahora el Problema del Espectro, que se ha tratado en la

seccion 3.2:
(PE) (Tienen Gy V(ZG) el mismo espectro?

Claramente, existe una relacion entre la Primera Conjetura de Zassenhaus
y el Problema del Espectro: puesto que dos elementos conjugados tienen el
mismo orden, si se cumple (ZC1) para un grupo finito G, el Problema del
Espectro tendra una solucion positiva para dicho grupo. (PE) se ha resuelto
para mas clases de grupos que (ZC1). En el capitulo 3 y, en concreto, en la
seccion 3.4, hemos visto con detalle la demostracion del Problema del Es-
pectro en el caso particular de que el grupo considerado sea resoluble, que
debemos a Hertweck ([Her08b]). Ademas, este problema también tiene una
solucion positiva para los grupos de Frobenius (|[[KK17, Corolario 2.5]). (Po-
demos encontrar una definicion de este tipo de grupos en [CR81, secc. 14A]).

El altimo problema que mencionaremos seré el Problema del Grafo Primo,
propuesto por Kimmerle en [[{im06]. Dado un grupo finito G, se llama grafo
primo de G al grafo no dirigido cuyos vértices son los enteros primos del
espectro de G y cuyos ejes son los pares {p,q} de primos p y ¢ tales que
pq = o(g) para algin elemento g de G. El Problema del Grafo Primo es
el siguiente:

(PGP) ;Tienen G y V(ZG) el mismo grafo primo?

Es evidente que si el Problema del Espectro tiene una soluciéon positiva
para un grupo finito GG, también la tendra el Problema del Grafo Primo para
dicho grupo, puesto que si los espectros de dos grupos finitos coinciden, tam-
bién lo haran sus grafos primos. Ademas, fue el estudio de Hofert y Kimmerle
([Kim06, secc. 4]) sobre el grafo primo de V(ZG), con G un grupo finito re-
soluble, lo que despert6 el interés de Hertweck en probar el Problema del
Espectro para esta clase de grupos. Por ultimo, se ha demostrado que el Pro-
blema del Grafo Primo tiene solucion positiva para algunos grupos simples
(ver, por ejemplo, [BIXI.11]), si bien continta siendo un problema abierto, al
igual que el Problema del Espectro. (Para obtener algunos detalles mas sobre
estos dos tltimos problemas, se puede consultar [MR17b, secc. 1].)

El siguiente grafico recoge las conjeturas y los problemas tratados en este

ultimo capitulo, asi como las implicaciones entre ellos, en caso de que los
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problemas fueran formulados en forma de conjetura:

(Iso)
(Z2C2) < +
1 (Aut)

(ZC3)

U
(ZzC1) = (PE) = (PGP)

Para finalizar, cabe mencionar que en [Seh93, secc. 49| aparecen muchos
otros problemas planteados en el campo de los anillos de grupo enteros.

Para la redaccion de este capitulo se han utilizado fundamentalmente [Riol6,
secc. 4] y [Seh93, seccs. 36-37], aunque también se ha empleado [MR17b, secc. 1].



Bibliografia

[ALpS6]|

[BGOO]

[BKL11]

[CMR13]

[CL65]

[CR62

[CR81]

[Dad71]

Alperin, J. L. (1986). Local representation theory: Modular represen-
tations as an introduction to the local representation theory of finite
groups. (Cambridge Studies in Advanced Mathematics, Vol. 11). Cam-
bridge: Cambridge University Press. (Citado en la pagina 102.)

Benson, D. J. y Goodearl, K. R. (2000). Periodic flat modules, and flat
modules for finite groups. Pacific J. Math., 196(1), 45-67. (Citado
en la pagina 93.)

Bovdi, V. A., Konovalov, A. B. y Linton, S. (2011). Torsion units in
integral group rings of Conway simple groups. Internat. J. Algebra
Comput., 21(4), 615-634. (Citado en la pagina 109.)

Caicedo, M., Margolis, L. y Rio, A. del (2013). Zassenhaus Conjecture
for cyclic-by-abelian groups. J. Lond. Math. Soc. (2), 88(1), 65-78.
(Citado en las paginas 2 y 107.)

Cohn, J. A. y Livingstone, D. (1965). On the structure of group alge-
bras. I. Can. J. Math., 17, 583-593. (Citado en la pagina 84.)

Curtis, C. W. y Reiner, I. (1962). Representation theory of finite groups
and associative algebras. Nueva York: Interscience. (Citado en las
paginas 14, 17, 57, 80, 86 y 102.)

——— (1981). Methods of representation theory with applications to
finite groups and orders. Vol. I. Nueva York: John Wiley & Sons.
(Citado en las paginas 13, 17, 18, 22, 28, 29, 30, 32, 33, 36, 46, 47, 69,
71, 73, 80, 93, 102, 104 y 109.)

Dade, E. C. (1971). Deux groupes finis distincts ayant la méme algébre
de groupe sur tout corps. Math. Z., 119, 345-348. (Citado en la
pagina 1.)

111



112

[EM17]

[FD93]

[Gou93]|

[Her01]

[Her06]

[Her07]

[Her08a

[Her08b|

[Hig40a]

[Hig40b)

[HP72]

[Jan73]

Bibliografia

Eisele, F. y Margolis, L. (2017). A counterexample to the first
Zassenhaus Conjecture. Recuperado de https://arxiv.org/abs/
1710.08780v2 (Citado en las paginas 2, 3 y 107.)

Farb, B. y Dennis, R. K. (1993). Noncommutative algebra. (Graduate
Texts in Mathematics, Vol. 144). Nueva York: Springer-Verlag. (Ci-
tado en las paginas 47 y 80.)

Gouvea, F. Q. (1993). p-adic numbers: An introduction. Berlin-
Heidelberg: Springer-Verlag. (Citado en las paginas 18, 25, 26 y 17.)

Hertweck, M. (2001). A counterexample to the isomorphism problem
for integral group rings. Ann. of Math., 15/, 115-138. (Citado en las
paginas 1, 104y 107.)

———— (2006). On the torsion units of some integral group rings. Alge-
bra Collog., 13(2), 329-348. (Citado en las paginas 2, 89, 93 y 102.)

——— (2007). Partial augmentations and Brauer character values of
torsion units in group rings. Recuperado de https://arxiv.org/abs/
math/0612429v2 (Citado en las paginas 2, 93 y 102.)

—— (2008). Torsion units in integral group rings of certain metabe-
lian groups. Proc. Edinb. Math. Soc. (2), 51(2), 363-385. (Citado en
las paginas 2 y 107.)

——— (2008). The orders of torsion units in integral group rings of
finite solvable groups. Comm. Algebra, 36(10), 3585-3588. (Citado
en las paginas 2, 81, 85, 95, 102 y 109.)

Higman, G. (1940). Units in group rings. (Tesis doctoral). Universidad
de Oxford. (Citado en las paginas 1 y 103.)

—— (1940). The units of group rings. Proc. London Math. Soc., 46,
231-248. (Citado en las paginas | y 103.)

Hughes, 1. y Pearson, K. R. (1972). The group of units of the integral
group ring ZSs. Canad. Math. Bull., 15, 529-534. (Citado en la
pégina 2.)

Janusz, G. J. (1973). Algebraic number fields. (2. ed.). Londres: Aca-
demic Press. (Citado en las paginas 16, 17, 18, 19, 21, 24 y 47.)


https://arxiv.org/abs/1710.08780v2
https://arxiv.org/abs/1710.08780v2
https://arxiv.org/abs/math/0612429v2
https://arxiv.org/abs/math/0612429v2

Bibliografia 113

[Kar92] Karpilovsky, G. (1992). Group representations. Vol 1. (North-Holland
Mathematics Studies, Vol. 175). Amsterdam: Elsevier Science. (Ci-
tado en la pagina 80.)

[Kim06] Kimmerle, W. (2006). On the prime graph of the unit group of in-
tegral group rings of finite groups. En W. Chin, J. Osterburg y
D. Quinn (Eds.), Groups, rings and algebras (pp. 215-228). (Contem-
porary Mathematics, Vol. 420). Providence, Rhode Island: American
Mathematical Society. (Citado en la pagina 109.)

[KK17] Kimmerle, W. y Konovalov, A. B. (2017). On the Gruenberg-Kegel
graph of integral group rings of finite groups. Internat. J. Algebra
Comput., 27(6), 619-631. (Citado en la pagina 109.)

[Koc97] Koch, H. (1997). Algebraic number theory. Berlin-Heidelberg:
Springer-Verlag. (Reimpresion del original de 1992). (Citado en la
pagina 102.)

[LP89] Luthar, I. S. y Passi, I. B. S. (1989). Zassenhaus conjecture for As.
Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci., 99(1), 1-5. (Citado en la pagi-
na 2.)

[MR17a Margolis, L. y Rio, A. del (2017). An algorithm to construct candi-
dates to counterexamples to the Zassenhaus Conjecture. Recupera-
do de https://arxiv.org/abs/1710.05629v3 (Citado en la pagi-
na 107.)

[MR17b| ——— (2017). Partial augmentations power property: a Zassenhaus
Conjecture related problem. Recuperado de https://arxiv.org/
abs/1706.04787v2 (Citado en las paginas 109 y 110.)

[MRSW87] Marciniak, Z., Ritter, J., Sehgal, S. K. y Weiss, A. (1987). Torsion
units in integral group rings of some metabelian groups 1. J. Number
Theory, 25(3), 340-352. (Citado en la pagina 107.)

[Neu99| Neukirch, J. (1999). Algebraic number theory. (N. Schappacher, Trad.).
Berlin-Heidelberg: Springer-Verlag. (Obra original publicada en 1992).
(Citado en las paginas 18 y 17.)

[Pas89] Passman, D. S. (1989). Infinite crossed products. (Pure and Applied
Mathematics, Vol. 135). San Diego: Academic Press. (Citado en la
pagina 47.)


https://arxiv.org/abs/1710.05629v3
https://arxiv.org/abs/1706.04787v2
https://arxiv.org/abs/1706.04787v2

114

[Pie82]

[Rei03]

[Rio16]

[Rog91]

[RS87]

[Seh93]

[Ser79)]

[Sco92]

[Weiss]

Bibliografia

Pierce, R. S. (1982). Associative algebras. (Graduate Texts in Mathe-
matics, Vol. 88). Nueva York: Springer-Verlag. (Citado en las paginas
80 y 102.)

Reiner, 1. (2003). Mazimal orders. (London Mathematical Society
Monographs, New series, Vol. 28). Oxford: Clarendon Press. (Reim-
presion corregida del original de 1975). (Citado en las paginas 10, 46
y 47.)

Rio, A. del (2016, junio). Finite subgroups of integral group rings.
Minicurso dado en Advances in Group Theory and Applications 2016.
Vietri Sul Mare, Salerno, Italia. (Citado en las paginas 47, 80, 102
y 110.)

Roggenkamp, K. W. (1991). Observations to a conjecture of
H. Zassenhaus. En Groups St. Andrews 1989. Vol. 2 (pp. 427-444).
(London Mathematical Society Lecture Note Series, Vol.160). Cam-
bridge: Cambridge University Press. (Citado en las paginas 107
y 108.)

Roggenkamp, K. W. y Scott, L. L. (1987). Isomorphisms for p-adic
group rings. Ann. of Math., 126, 593-647. (Citado en la pagina 104.)

Sehgal, S. K. (1993). Units in integral group rings. (Pitman Mono-
graphs and Surveys in Pure and Applied Mathematics, Vol. 69). Har-
low: Longman Scientific & Techical. (Citado en las péaginas 84, 88,
94, 102, 104, 105, 106, 108 y 110.)

Serre, J.-P. (1979). Local fields. (Graduate Texts in Mathematics,
Vol. 67). Nueva York: Springer-Verlag. (Citado en las paginas 18,
31, 33 y 47.)

Scott, L. L. (1992). On a conjecture of Zassenhaus, and beyond. En
L. A. Bokut, Yu L. Ershov y A. L. Kostrikin (Eds.), Proceedings of
the International Conference on Algebra. Part 1 (Novosibirsk, 1989)
(pp. 325-343). (Contemporary Mathematics, Vol. 131, Part 1). Provi-
dence, Rhode Island: American Mathematical Society. (Citado en las
paginas 107 y 108.)

Weiss, A. (1988). Rigidity of p-adic torsion. Ann. of Math., 127,
317-332. (Citado en la pagina 88.)



Bibliografia 115

[Wei91] ——— (1991). Torsion units in integral group rings. J. Reine Angew.
Math., 415, 175-187. (Citado en las paginas 2 y 107.)

[Whi68| Whitcomb, A. (1968). The group ring problem. (Tesis doctoral). Uni-
versidad de Chicago. (Citado en la pagina 1041.)

[ZasT74] Zassenhaus, H. (1974). On the torsion units of finite group rings.
En Studies in Mathematics (in honour of A. Almeida Costa)
(pp. 119-126). Lisboa: Instituto de Alta Cultura. (Citado en las
paginas 2 y 104.)

[ZS75] Zariski, O. y Samuel, P. (1975). Commutative Algebra. Vol. I. (Gradu-
ate Texts in Mathematics, Vol. 28). Nueva York: Springer-Verlag. (Ci-
tado en las paginas 7y 47.)






Notacion

AzB isomorfismo (de grupos, anillos, modulos o algebras)

Conjuntos numéricos

Y/ anillo de los niimeros enteros

Q cuerpo de los niimeros racionales

R cuerpo de los niimeros reales

C cuerpo de los niimeros complejos

R, conjunto de los niimeros reales no negativos
Ly, anillo de los enteros p-adicos

Qp cuerpo de los nameros p-adicos

Teoria de Nimeros

alb a divide a b
atb a no divide a b
a=b (mod p) congruencia moédulo p

Teoria de Conjuntos y simbolos loégicos

|A] cardinalidad de A

AcB inclusién de conjuntos

A\NB complementario de B en A

U unién disjunta

= implica

= si, y solo si

Abreviaturas

AVD anillo de valoracién discreta
deg grado

DFU dominio de factorizacién tnica
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grupo de automorfismos de G

elemento neutro para la multiplicacién de un anillo A
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producto directo de mddulos

suma directa de modulos

M es isomorfo a un sumando directo de N

suma directa de n copias de un anillo A o A-mo6dulo de
las matrices de tamafio n x 1 sobre A
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