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Introducción

Los modelos de mixturas �nitas se emplean en multitud de disciplinas, como puede
comprobarse en la literatura, con aplicaciones centradas en la modelización de datos sobre
el trá�co en internet, para el estudio de la calidad del aire (Gómez, 2014), en la estimación
modelos �nancieros (Ferreira and Garín, 2010), en el estudio de la demanda de atención
médica (Atienza, 2003), en el campo de la genética (Delmar et al., 2005; Scharl et al.,
2009), etc. Este hecho es debido a que, en muchas ocasiones, no es posible modelar una
muestra a partir de una única distribución y es necesario una combinación de ellas. En este
sentido, se puede considerar que tales datos provienen de distintos grupos, subpoblaciones
o clusters que se corresponden con las componentes de la mixtura y cuya pertenencia a uno
u otro grupo se desconoce. Así, por ejemplo en 1894 Karl Pearson planteó una combinación
de dos distribuciones univariadas normales para modelizar las dimensiones del caparazón
de cangrejos, a partir de una muestra procedente de dos subpoblación, donde de antemano
se desconocía la pertenencia de los datos a una u otra subpoblación.

En este trabajo, nos centraremos en la aplicación de los modelos de mixturas para la
agrupación o clustering de datos. Este procedimiento se conoce como modelos basados en
agrupamiento mediante mixturas, y lo aplicaremos en el diagnóstico de cáncer de ovario, so-
bre datos de expresión de genes. También cabe señalar que, previamente a dicha aplicación,
llevaremos a cabo la selección de los mejores biomarcadores genéticos de la enfermedad es-
tudiada, es decir, aquellos genes cuyas expresiones discriminen mejor entre tejidos ováricos
cancerosos y tejidos ováricos sanos.

Con este �n, este trabajo de �n de máster se estructura en cinco capítulos, que a con-
tinuación se describen brevemente.

En el primer capítulo, se recogen los principales resultados relativos a modelos de mix-
turas �nitas y cómo se aplican en la clasi�cación o clustering de datos.

En el segundo capítulo, se explica cómo estimar los parámetros de las mixturas �ni-
tas usando la Estimación de Máxima Verosimilitud (MLE) y el algoritmo Expectation-
Maximization (EM). A continuación, se comentan algunas características propias de dicho
algoritmo tales como su convergencia o su fuerte dependencia a los métodos de inicialización
usados, y se proponen algunos criterios de selección de modelos, variantes del algoritmo
y estrategias usuales de inicialización del mismo. También en este capítulo, se estudia la
capacidad de clasi�cación de los modelos de mixturas introduciendo algunos conceptos re-
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8 INTRODUCCIÓN

lacionados con pruebas-diagnóstico dicotómicas como la sensibilidad, la especi�cidad, las
curvas ROC y algunos índices asociados como el área bajo la curva, el área parcial bajo la
curva o el índice ajustado del área parcial.

En el tercer capítulo, se introduce el concepto y aplicaciones de los microarrays ge-
néticos, herramienta que entre otras cosas permite la visualización de las expresiones de
muchos genes en una representación matricial. Posteriormente se describe la base de datos
de microarray de expresión genética utilizada por Pepe et al. (2003), y se plantean los
posibles modelos de clasi�cación de la muestra según tres criterios distintos de selección
de modelos y para cuatro métodos de inicialización. Esta aplicación ha sido desarrollada a
través del paquete estadístico del software R llamado FlexMix, que implementa el algorit-
mo EM para modelos de regresión de mixturas. A continuación, se comentan los resultados
obtenidos en relación a los criterios de selección y a los métodos de inicio del algoritmo
considerados. Asimismo, se obtienen los parámetros estimados de la mixtura y se estudia el
solapamiento entre los grupos o componentes obtenidas. Por último, se estudia la bondad
de la clasi�cación de los datos realizada por los modelos obtenidos, es decir, la sensibilidad,
especi�cidad, valor predictivo global y el área bajo la curva ROC, y la estabilidad de los
mismos basada en el remuestreo aleatorio.

En el último capítulo, se realiza una recopilación de los principales resultados del estu-
dio, respondiendo así a las tres preguntas que se plantearon al inicio de este trabajo:

I ¾Cuál es el mejor método de inicialización del algoritmo EM para los datos de nuestro
estudio? Y ¾cuál es el mejor criterio de selección del modelo?

I ¾Cuál es el grupo de genes que produce una mejor clasi�cación de los datos, y que
por tanto, se pueden considerar mejores biomarcadores genéticos?

I Y por último, determinar la consistencia y estabilidad del modelo de mixturas de los
biomarcadores a través de técnicas de remuestreo.

Los apéndices incluyen el código implementado en R para la obtención de los modelos
y las conclusiones.



Capítulo 1

Mixturas �nitas para el agrupamiento
de datos

Este capítulo se centra en los modelos de mixturas �nitas, con el �n de explicar su
aplicación al clustering o agrupamiento de datos, por lo que resulta conveniente iniciarlo
con una breve introducción sobre la noción de clúster o grupo.

Basándonos en la revisión histórica realizada por McNicholas (2016), la primera refe-
rencia sobre modelos de mixturas y clustering data de 1963 de mano de John Harman
Wolfe. Este autor de�ne un clúster como �una distribución que se corresponde con una de
las componentes de la mixtura�. Asimismo discute dos de�niciones alternativas de clúster:
la primera en la que se considera que cada clúster se corresponde con la moda de una
distribución, y la segunda que se centraba en el concepto de similaridad, es decir, de�ne un
clúster como �un conjunto de objetos que son más similares entre sí que otros objetos que
no pertencen a este conjunto�. Este autor comenta que ambas de�niciones presentan serias
di�cultades: con la primera puede ocurrir que haya más modas que componentes reales de
la mixtura debido a la existencia de clusters superpuestos o solapados, y con la segunda
resulta difícil cuanti�car la similaridad entre objetos.

Por otro lado,McNicholas (2016) propone una de�nición de clúster basada en modelos
de mixturas como �una componente unimodal de un modelo de mixturas apropiado�. Se dice
que el modelo es apropiado si se adapta correctamente a los datos con los que se trabaja.
La condición de unimodalidad es importante ya que de no serlo se estaría considerando
una distribución errónea de la mixtura o un número insu�ciente de componentes.

Aaron D. Gordon propone en 1981 dos características deseables para un clúster: tener
cohesión interna y aislamiento externo. Aunque el aislamiento completo no es posible en
la mayor parte de los casos prácticos, la idea de cohesión interna a�anza el concepto de
clúster de McNicholas.

Tras esta pequeña introducción al concepto de clúster, estamos ya en condiciones de
estudiar el uso de los modelos de mixturas para el clustering de datos.
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10 CAPÍTULO 1. MIXTURAS FINITAS PARA EL AGRUPAMIENTO DE DATOS

1.1. Modelos de mixturas �nitas

Los modelos de mixturas integran la presencia de dos o más subpoblaciones dentro
de una misma población. Son usados para modelizar el comportamiento estocástico de
individuos de una población heterogénea, con el objetivo de analizar e inferir características
de interés de los subgrupos homogéneos, sólo a partir de los datos observados de la población
completa y sin ninguna información sobre la pertenencia de cada dato a uno u otro grupo.
En adelante, las subpoblaciones existentes se corresponden con las componentes de la
mixtura y cada una estará de�nida por una función de distribución y un peso en la mixtura.

De�nición 1.1. Sea {Y1, . . . , Yn} un conjunto de vectores aleatorios q-dimensionales
de una muestra de tamaño n e Yt un vector q−dimensional cuya función de densidad
es f(yt) con yt ∈ Rq. Se llama modelo de mixturas �nitas de K componentes a la
distribución de una variable aleatoria Yt cuya función de densidad puede expresarse
como

f(yt|Ψ) =
K∑
i=1

πi · fi(yt|θi) para todo yt ∈ Rq (1.1)

donde fi(yt|θi) se corresponde con la densidad de la componente i-ésima de la mixtura
de parámetro θi, respectivamente; πi son los pesos de cada componente en la mixtura
y Ψ = (π1, . . . , πK , θ1, . . . , θK) es el vector de parámetros desconocidos de la mixtura.

Dado que los pesos πi son las probabilidades de que yt provenga de la i-ésima compo-
nente de la mixtura, se cumple que

K∑
i=1

πi = 1 y πi ∈ [0, 1] para i = 1, . . . , K (1.2)

Observación 1.2. Nótese que las componentes de la mixtura no tienen por qué pertenecer
a la misma familia de distribuciones, y que θi puede designar un vector de parámetros si
así lo requiere la distribución de la componente i-ésima. Sin embargo, en la mayor parte
de los casos se estudian modelos de mixturas cuyas componentes pertenecen a la misma
familia paramétrica (Gómez, 2014).

Observación 1.3. Se llama número de parámetros de una mixtura, y se denota por d(K),
al número de parámetros desconocidos Ψ. Para simpli�car la notación consideraremos πK
determinado por los demás pesos de la mixtura, dado que πK = 1 −

∑K−1
i=1 πi. Por tanto,

el número de parámetros de la mixtura se corresponde con d(K) = K − 1 +
∑K

i=1 dim(θi).

Un modelo de mixturas �nito se puede interpretar como una variable aleatoria Y que
está generada porK distintos procesos, cada uno de los cuales está modelado por la función
de densidad fi(yt|θi) y πi representan la proporción de observaciones de cada uno de los
procesos.

Observación 1.4. Si el modelo es predictivo o de regresión lineal con Yt la variable depen-
diente o respuesta y Xt la variable independiente o predictora, el modelo de mixturas se
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expresa como

f(yt|xt,Ψ) =
K∑
i=1

πi · fi(yt|xt, θi)

donde cada fi(yt|xt) representa la función de densidad de la i-ésima componente condicio-
nada a la variable Xt.

Veamos dos ejemplos particulares de modelos de mixturas de dos componentes que
serán utilizados en la parte computacional de este trabajo (Capítulo 3), el primer caso
para componentes normales y el segundo para componentes gamma.

Ejemplo 1.5. Los modelos de mixturas cuyas componentes siguen distribuciones normales
de parámetros θi = (µi, σ

2
i ) son denotados por GMM (Gaussian Mixture Models), y a partir

de (1.1) su expresión viene dada por:

f(yt|Ψ) =
K∑
i=1

πi ·
1

σi
√

2π
· e

−(yt−µi)
2

2σ2
i para yt ∈ Rq (1.3)

A continuación se representa un modelo de mixturas de dos componentes normales,
una la normal estándar y la otra con parámetros µ2 = 4 y σ2

2 = 0,5, con pesos π1 = 0,7 y
π2 = 0,3, respectivamente, es decir, la función de densidad del modelo de mixturas es de
la forma

f(yt|ψ) = 0,7 · 1√
2π
· e−

y2t
2 + 0,3 · 1√

2π · 0,5
· e−

(yt−6)2

2·0,5

Figura 1.1: Representación del modelo de mixturas gausiano de 2 componentes (en rojo),
junto con las densidades de cada una de las componentes (en negro).

Ejemplo 1.6. Los modelos de mixturas cuyas componentes siguen distribuciones gamma
de parámetros θi = (αi, βi) se expresan como

f(yt|Ψ) =
K∑
i=1

πi ·
1

Γ(αi) · βαii
· yαi−1

t · e−yt/βi para yt ∈ Rq (1.4)
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donde Γ(·) es la función gamma, Γ(z) =
∫∞

0
tz−1 · e−tdt. Si p es un entero positivo se tiene

que Γ(p) = (p− 1)!.
A continuación representamos una mixtura de dos componentes gamma de parámetros

α1 = 2, α2 = 5, β1 = 2 y β2 = 1 y pesos π1 = 0,7 y π2 = 0,3, respectivamente.

Figura 1.2: Representación del modelo de mixturas gamma de 2 componentes (en rojo),
junto con las densidades de cada una de las componentes (en negro).

Para completar esta introducción a los modelos de mixturas se propone un ejemplo de
un modelo de mixturas con componentes bivariantes.

Ejemplo 1.7. Se representa un modelo de mixturas de dos componentes normales biva-

riantes, una con parámetros µ1 = (0, 0) y Σ1 =

(
3 1
1 3

)
y la otra µ2 = (4, 6) y Σ1 =

(
3 2
2 3

)
,

y con pesos π1 = 0,7 y π2 = 0,3, respectivamente.

Figura 1.3: Representación del modelo de mixturas gausiano bivariante de 2 componentes
(en rojo a la derecha), junto con las densidades de cada una de las componentes (en negro
a la izquierda).

Cabe destacar, que a pesar de los ejemplos previos, en la mayor parte de los casos no
resulta sencillo determinar el número de componentes de un mixtura o su familia paramé-
trica, como veremos en el siguiente ejemplo de STHDA (2017).
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Ejemplo 1.8. Para este ejemplo se tienen en cuenta los datos recogidos en el paquete
MASS sobre la duración y el tiempo de espera entre las erupciones de agua de un géiser.
La representación de los datos es la siguiente.

Figura 1.4: Representación de la duración frente al tiempo de espera de erupciones de agua
(derecha e izquierda) y de las curvas de nivel de las densidades (izquierda)

En la primera representación no se aprecia el número exacto de clusters en los que se
distribuyen los datos. En la segunda grá�ca se han representado también las curvas de
nivel de las densidades estimadas de los datos lo que permite determinar que se trata de
un modelo de mixturas de tres componentes.

Por otro lado, para estimar los parámetros Ψ del modelo de mixturas a partir de unas
observaciones y1, . . . , yn es necesario la identi�cabilidad de Ψ, es decir, que exista una
única caracterización para el modelo de mixturas (Gómez, 2014). Por ello, a continuación
se de�ne la identi�cabilidad de los modelos de mixturas y algunos casos problemáticos de
no identi�cabilidad que pueden surgir posteriormente en este trabajo.

De�nición 1.9. Sean dos mixturas de la misma familia paramétrica, con componen-
tes K y K∗, y vectores de parámetros Ψ y Ψ∗, se dice que son identi�cables si

f(yt|Ψ) = f(yt|Ψ∗),

esto es, si y sólo si K = K∗ y las etiquetas de las componentes pueden permutarse,
es decir, que πi = π∗i y f(yt|θi) = f(yt|θ∗i ) para i = 1, . . . , K.

Para los modelos de mixturas que trataremos en este trabajo �n de máster hay que
distinguir dos casos problemáticos de no identi�cabilidad que se pueden presentar en su
aplicación práctica, debido en parte al desconocimiento del número de subgrupos en la
población (Leisch, 2004; Gómez, 2014).
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Reetiquetado de las componentes de la mixtura

Veamos el problema del reetiquetado con un caso particular. Por ejemplo, sean dos mo-
delos de mixturas de tipo GMM con dos componentes y con parámetros Ψ = (θ1, θ2, π1, π2)
y Ψ∗ = (θ2, θ1, π2, π1). Se tiene de forma trivial que f(yt|Ψ) = f(yt|Ψ∗), pero no se trata
de mixturas identi�cables ya que Ψ 6= Ψ∗.

No obstante, esto no resulta verdaderamente un problema porque afecta exclusivamente
al etiquetado de las componentes y por tanto, sólo a la interpretación de los resultados.

Sobreestimación del modelo

El problema de sobreestimación lo ilustramos mediante dos situaciones concretas.
En primer lugar, sea un GMM de dos componentes y parámetros Ψ = (θ1, θ2, π1, π2) y

un GMM de tres componentes y parámetros Ψ∗ = (θ1, θ2, θ3, π1, π2, 0). Evidentemente se
tiene que f(yt|Ψ) = f(yt|Ψ∗), pero no son identi�cables ya que K 6= K∗ y Ψ 6= Ψ∗.

En este caso una de las componentes no afecta a la mixtura por lo que el modelo de
mixturas con parámetros Ψ∗ puede ser representado por un modelo de menor tamaño, el
modelo obtenido con los parámetros Ψ. De manera que este tipo de no identi�cabilidad se
puede evitar simplemente imponiendo que todos los pesos sean no nulos.

En segundo lugar, sea un GMM de dos componentes y parámetros Ψ = (θ1, θ2, π1, π2) y
un GMM de tres componentes y parámetros Ψ∗ = (θ1, θ2, θ2, π1, π2−π3, π3). También ocurre
que las mixturas no son identi�cables ya que K 6= K∗ y Ψ 6= Ψ∗, pero f(yt|Ψ) = f(yt|Ψ∗).

Se observa que dos de las componentes tienen los mismos parámetros θi, por lo que el
GMM obtenido con los parámetros Ψ∗ puede ser representado por otro reducido que se
crea acumulando los pesos de las componentes con los mismos parámetros θi, es decir, el
GMM de parámetros Ψ. Así, se puede evitar esta situación imponiendo que los parámetros
θi sean distintos para cada componente de la mixtura.

1.2. Clustering mediante modelos de mixturas

La idea general del clustering o clasi�cación de datos mediante modelos de mixturas
consiste en asignar a cada dato observado una etiqueta que indique su procedencia de
una u otra componente de la mixtura, es decir, su pertenencia al subgrupo de la población
correspondiente a la componente de la mixtura, formando así un agrupamiento o clustering
de los datos.

En este contexto, se considera que la variable Y , que modeliza los datos de la muestra,
está incompleta ya que requiere otra variable Z que indique la pertenencia de cada dato a
una u otra componente. En de�nitiva, cada componente de la mixtura se identi�ca con un
clúster al que pertenecen los datos muestrales.

Por tanto, se introduce una variable Z = {Z1, . . . , Zn}, llamada variable latente, que
está asociada a la variable Y distribuída según una mixtura de K componentes. Las varia-
bles Zt con t = 1, . . . , n son independientes y C = (Y, Z) representa el vector completo de
datos muestrales (Gómez, 2014; Picard, 2007).
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Dado que el elemento i-ésimo de Zt indica si la observación yt proviene o no de la
componente i-ésima de la mixtura, se de�ne para i = 1, . . . , K y t = 1, . . . , n

Zti =

{
1 si yt proviene de la componente i-ésima
0 en otro caso

Observación 1.10. La variable Zt toma valores zt = (zt1, . . . , ztK ), donde zt pertence a la
base canónica de RK .

Observación 1.11. Dado que Zti indica si la observación yt procede o no de la i-ésima com-
ponente de la mixtura, se tiene que Zt = (Zt1, . . . , ZtK) sigue una distribución multinomial
de parámetros 1 y π, siendo π = (π1, . . . , πK) (Aitkin and Rubin, 1985). Por tanto, se tiene
que

p(zt) = P (Zt = zt) =
1

zt1! · · · ztK !
· πzt11 · · · π

ztK
K =

K∏
i=1

πztii

En términos de clustering de datos, el i-ésimo peso de la mixtura, πi, puede verse como
la probabilidad a priori de que una observación pertenezca a la componente i de la mixtura,
es decir, P (Zti = 1) = πi para i = 1, . . . K.

Se tiene, de forma sencilla, que f(Yt = yt|Zti = 1) es equivalente a fi(yt|θi), ya que el
hecho de que Zti = 1 implica que la observación yt procede de la i-ésima componente de
la mixtura, y por tanto la función de densidad condicionada es la función de densidad de
dicha componente (Gómez, 2014).

La probabilidad a posteriori de Zti, o lo que es lo mismo, la probabilidad a posteriori
de que yt provenga de la i-ésima componente de la mixtura, es

τ̂it = P (Zti = 1|Yt = yt) =
P (Zti = 1) · f(Yt = yt|Zti = 1)

f(Yt = yt)
=

πi · fi(yt|θi)∑K
l=1 πl · fl(yt|θl)

(1.5)

El siguiente resultado se puede encontrar en Gómez (2014).

Proposición 1.12. Siendo C el vector de datos completos de la muestra, se tiene que
la función de densidad de su componente Ct = (Yt, Zt) es

f(ct|Ψ) =
K∏
i=1

(πi · fi(yt|θi))zti

Demostración. La función de densidad de la variable Ct es

f(ct|Ψ) = f(yt, zt|Ψ) = f(yt|zt; Ψ) · p(zt)

Por un lado, se ha visto que f(Yt = yt|Zti = 1) es equivalente a fi(yt|θi). Además, las
variables Zti son independientes y sólo toman valores 0 ó 1, por lo que

f(yt|zt; Ψ) = P (Yt = yt|Zt1 = zt1, . . . , ZtK = ztK ; Ψ) =
K∏
i=1

fi(yt|θi)zti
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Por tanto

f(ct|Ψ) =
K∏
i=i

fi(yt|θi)zti ·
K∏
i=i

πztii =
K∏
i=1

(πi · fi(yt|θi))zti .

En este trabajo se estudiarán los modelos de mixturas como métodos de clasi�cación de
datos por lo que se considerará que se dispone de datos incompletos y se usará la estructura
anteriormente expuesta. También se pretende estimar los parámetros de la mixtura que
mejor se ajusta a los datos estudiados por lo que en el siguiente capítulo se introduce un
algoritmo muy útil para ello llamado algoritmo EM.



Capítulo 2

Estimación de mixturas �nitas

En este capítulo el objetivo es estimar los parámetros Ψ de un modelo de mixturas y la
clasi�cación que realizan de los datos modelizados. En primer lugar se propone realizar una
estimación por el método de máxima verosimilitud (MLE) y se constata la di�cultad de
calcular de forma analítica los parámetros con este método. Para solventar este problema,
se propone como alternativa el algoritmo esperanza-maximización (EM) para el cual es
necesario considerar los datos como incompletos y usar el modelo basado en clustering
mediante mixturas. A continuación, se estudia el algoritmo EM: la estructura del algoritmo,
la convergencia, los criterios de selección que nos permiten elegir el modelo que mejor se
ajusta a la muestra y la in�uencia de los valores de inicialización en la convergencia del
algoritmo.

Posteriormente, se introducen nociones básicas relativas a curvas ROC y a algunos de
sus índices asociados, que permiten el estudio de la efectividad de una prueba o modelo de
clasi�cación con dos posibles resultados. También se incluyen conceptos como la especi�-
cidad, sensibilidad y valor predictivo global que permitirán comparar distintos modelos de
clasi�cación sobre una misma muestra. Esto será de gran utilidad en el siguiente capítulo
dado que se pretende clasi�car una muestra de tejidos en dos grupos: enfermos o sanos.

2.1. Estimación de parámetros mediante MLE

Para estimar el parámetro Ψ de la mixtura, existen diversos métodos de estimación
puntual entre los que destacan el método de los momentos, que consiste en igualar algunos
momentos poblacionales con los muestrales, y el método de máxima verosimilitud, que se
basa en hallar los parámetros que hacen máxima la probabilidad de obtener una muestra
dada. Evitando los numerosos inconvenientes que presenta el método de los momentos, en
este apartado usaremos el método de máxima verosimilitud (Gómez, 2014; McNicholas,
2016).

De�nición 2.1. Sean Y1, . . . , Yn, n vectores aleatorios q-dimensionales observables y
cuya pertenencia a una u otra subpoblación desconocemos. Su función de verosimilitud

17



18 CAPÍTULO 2. ESTIMACIÓN DE MIXTURAS FINITAS

se de�ne como

L(Ψ|y) =
n∏
t=1

f(yt|Ψ) =
n∏
t=1

K∑
i=1

πi · fi(yt|θi) (2.1)

siendo Ψ el vector de parámetros desconocidos e y = (y1, . . . , yn) las observaciones
independientes de la variable Y .

Se pretende estimar los parámetros desconocidos Ψ mediante la maximización de la
función de verosimilitud (2.1), es decir, hallar Ψ̂ = máx

Ψ
L(Ψ|y).

Habitualmente resulta más sencillo maximizar la función de log-verosimilitud, que tiene,
en este caso, la siguiente expresión

l(Ψ|y) = logL(Ψ|y) =
n∑
t=1

log f(yt|Ψ) =
n∑
t=1

log

(
K∑
i=1

πi · fi(yt|θi)

)
(2.2)

Dado que el máximo de (2.1) y (2.2) es el mismo, podemos estimar Ψ cómo Ψ̂ =
máx

Ψ
l(Ψ|y).

Observación 2.2. El valor de Ψ̂ se conoce como un estimador de máxima verosimilitud de
Ψ y no tiene porqué ser único.

Se trata entonces de hallar los máximos de (2.2), es decir, es necesario considerar los
valores para los que se cumple que

∂

∂Ψ

[
n∑
t=1

log

(
K∑
i=1

πi · fi(yt|θi)

)]
= 0 (2.3)

Resulta evidente que la resolución de (2.3) es difícil e incluso puede llegar a no tener
solución analítica, por lo que se requieren métodos iterativos que nos permitan aproximarla.
A continuación, se introduce el algoritmo EM para datos incompletos. Se usará la función
de verosimilitud para los datos completos C que tiene la siguiente expresión (Gómez, 2014;
Picard, 2007; Aitkin and Rubin, 1985).

L(Ψ|ct) =
n∏
t=1

K∏
i=1

(πi · fi(yt|θi))zti (2.4)

y por lo tanto, la función de log-verosimilitud es

l(Ψ|ct) =
n∑
t=1

K∑
i=1

zti log (πi · fi(yt|θi)) =
n∑
t=1

K∑
i=1

zti log πi +
n∑
t=1

K∑
i=1

zti · log (fi(yt|θi)) (2.5)



2.2. ALGORITMO EM 19

2.2. Algoritmo EM

El algoritmo EM fue propuesto para estimar mediante máxima verosimilitud los pa-
rámetros de modelos con datos incompletos. Los datos incompletos son muy comunes en
la práctica, pueden ser producidos por limitaciones de los dispositivos de medición o bien
ser inherentes a ciertos modelos. Hemos visto que los datos producidos por modelos de
mixturas �nitas pueden considerarse de forma natural datos incompletos, y por tanto, el
algortimo EM resulta un buen método de estimación de parámetros del modelo (Gómez,
2014).

La estructura del algoritmo EM se puede encontrar en numerosos artículos como Gómez
(2014), Aitkin and Rubin (1985) y Ng et al. (2012), entre otros. A continuación se desarrolla
su expresión para la m-ésima iteración:

Paso E

Se trata de calcular la esperanza de la función de log-verosimilitud de los datos com-
pletos condicionada a la observación yt:

Q(Ψ|Ψ(m)) = E [ l(Ψ|ct)|Yt = yt]Ψ(m) (2.6)

Usando la expresión (2.5) y por la linealidad de la esperanza, a partir de (2.6) se tiene
que

Q(Ψ|Ψ(m)) =

(
n∑
t=1

K∑
i=1

E [Zti|Yt = yt]Ψ(m) · log πi

)
+

(
n∑
t=1

K∑
i=1

E [Zti|Yt = yt]Ψ(m) · log(fi(yt|θi))

)
Dado que E [Zti|Yt = yt]Ψ(m) = P (Zti = 1|Yt = yt)Ψ(m) y por (1.5), se tiene que

E [Zti|Yt = yt]Ψ(m) = τ̂
(m)
it

El valor τ̂ (m)
it se corresponde con la probabilidad a posteriori estimada de que yt provenga

de la componente i en la m-ésima iteración del algoritmo. Por tanto,

Q(Ψ|Ψ(m)) =
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log πi +

n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log(fi(yt|θi)) (2.7)

Paso M

Consiste en maximizar respecto a Ψ la función Q(Ψ|Ψ(m)) obtenida en el paso anterior,
es decir, se busca

Ψ(m+1) = máx
Ψ

Q(Ψ|Ψ(m))

que por (2.7) se tiene que

Ψ(m+1) = máx
Ψ

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log πi +

n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log(fi(yt|θi))

)
(2.8)
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Dado que Ψ = (π1, . . . , πK , θ1, . . . , θK) y el primer término de (2.8) depende sólo de πi
y el segundo de θi, la maximización se puede realizar respecto a πi el primer término, y
respecto a θi el segundo, es decir

Ψ(m+1) = máx
πi

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log πi

)
+ máx

θi

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it · log(fi(yt|θi))

)
(2.9)

Veamos en primer lugar la maximización del primer término de (2.9).

Sean π = (π1, . . . , πK), g(π) =
∑n

t=1

∑K
i=1 τ̂

(m)
it · log πi y h(π) =

∑K
i=1 πi, entonces se

trata de
maximizar g(π)

s.a h(π) = 1

Usando multiplicadores de Lagrange podemos maximizar g(π) bajo la condición h(π).
Se tiene que

∂

∂πi
(g(π) + λ · (h(π)− 1)) = 0⇔ ∂

∂πi
g(π) + λ · ∂

∂πi
h(π) = 0

Para cada componente i, se tiene que la expresión anterior es equivalente a

n∑
t=1

τ̂
(m)
it

πi
+ λ = 0⇔

n∑
t=1

τ̂
(m)
it = −λπi (2.10)

Sumando sobre i, (2.10) es equivalente a

K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it = −λ (2.11)

Además, por la expresión (1.5), sabemos que

K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it =

n∑
t=1

K∑
i=1

P (Zti = 1|Yt = yt)Ψ(m) =
n∑
t=1

K∑
i=1

πi · fi(yt|θi)∑K
l=1 πl · fl(yt|θl)

∣∣∣∣∣
Ψ(m)

=

n∑
t=1

1∑K
l=1 πl · fl(yt|θl)

·
K∑
i=1

πi · fi(yt|θi)

∣∣∣∣∣
Ψ(m)

=
n∑
t=1

f(yt|Ψ(m))

f(yt|Ψ(m))
= n

Por tanto,
K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it = n (2.12)

De (2.11) y (2.12) se concluye que λ = −n y substituyendo en (2.10) obtenemos el
valor de πi para el cual se maximiza g(π) sujeto a h(π). Este nuevo valor de los pesos de
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la mixtura para la m-ésima iteración es denotado por π̂(m+1)
i y su expresión se corresponde

con

π̂
(m+1)
i =

∑n
t=1 τ̂

(m)
it

n
(2.13)

La maximización del segundo término de (2.9) dependerá de las funciones de densidad
de las componentes de la mixtura. En los siguientes ejemplos veremos la estimación del
parámetro θi para el caso de un GMM y de un modelo de mixturas gamma, que serán los
modelos considerados en el capítulo de la puesta en práctica.

Ejemplo 2.3. Para un GMM, se tiene que

log(fi(yt|θi)) = log

(
1

σi
√

2π
· e

−(yt−µi)
2

2σ2
i

)
= − log(σi)− log(

√
2π)− (yt − µi)2

2σ2
i

Por tanto, el segundo término de la expresión (2.9) es

máx
θi

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it ·

(
− log σi − log(

√
2π)− (yt − µi)2

2σ2
i

))

Se trata entonces de calcular

∂

∂θi

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂
(m)
it ·

(
− log σi − log(

√
2π)− (yt − µi)2

2σ2
i

))
= 0

Dado que θi = (µi, σ
2
i ), maximizamos en primer lugar con respecto a µi.

Sea

g(θi) = −
K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it log σi −

K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it log(

√
2π)−

K∑
i=1

n∑
t=1

τ̂
(m)
it ·

(yt − µi)2

2σ2
i

Se calcula

∂

∂µi
g(θi) = 0

Para cada componente i se tiene que la expresión anterior es equivalente a

n∑
t=1

τ̂
(m)
it ·

yt − µi
2σ2

i

= 0⇔
n∑
t=1

τ̂
(m)
it · yt =

n∑
t=1

τ̂
(m)
it · µi

Por tanto, el estimador de µi en la m-ésima iteración para la componente i es

µ̂i
(m+1) =

∑n
t=1 τ̂

(m)
it · yt∑n

t=1 τ̂
(m)
it

(2.14)
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De forma análoga, maximizando respecto a σ2
i , se obtiene que para la i-ésima compo-

nente

∂

∂σ2
i

g(θi) = 0⇔ −
n∑
t=1

τ̂
(m)
it ·

(
− 1

2σ2
i

+
(yt − µi)2

2σ4
i

)
= 0⇔

n∑
t=1

τ̂
(m)
it =

1

σ2
i

n∑
t=1

τ̂
(m)
it · (yt−µi)2

y por tanto el estimador de σ2
i en la m-ésima iteración para la componente i resulta ser

(
σ̂i

2
)(m+1)

=

∑n
t=1 τ̂

(m)
it · (yt − µi)2∑n
t=1 τ̂

(m)
it

(2.15)

Ejemplo 2.4. Para un modelo de mixturas gamma, se tiene que

log(fi(yt|θi)) = log

(
yαi−1
t · e−yt/βi
Γ(αi) · βαii

)
= (αi − 1) · log(yt)−

yt
βi
− log(Γ(αi))− αi · log(βi)

Por tanto el segundo término de la expresión (2.9) es

máx
θi

(
n∑
t=1

K∑
i=1

τ̂it ·
(

(αi − 1) · log(yt)−
yt
βi
− log(Γ(αi))− αi · log(βi)

))
(2.16)

Dado que θi = (αi, βi), maximizamos respecto a αi en primer lugar.
Para cada componente i realizando la derivada parcial respecto a αi e igualando a cero

se tiene que

n∑
t=1

τ̂
(m)
it ·

(
log

(
yt
βi

)
− ψ(αi)

)
= 0⇔ ψ(αi) =

∑n
t=1 τ̂

(m)
it · log

(
yt
βi

)
∑n

t=1 τ̂
(m)
it

donde ψ(x) = ∂
∂x

log(Γ(x)). Por tanto, no se puede dar una expresión analítica para el
estimador de α̂i.

A continuación se maximiza (2.16) respecto a βi.
Para cada componente i realizando la derivada parcial respecto a βi e igualando a cero

se tiene que

n∑
t=1

τ̂
(m)
it ·

(
yt
β2
i

− αi
βi

)
=⇔ 1

αi
·

n∑
t=1

τ̂it · yt = βi ·
n∑
t=1

τ̂it

Por tanto, el estimador de βi en la m-ésima iteración para la componente i es

β̂
(m+1)
i =

∑n
t=1 τ̂it · yt

α̂
(m+1)
i ·

∑n
t=1 τ̂

(m)
it
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2.3. Convergencia del algoritmo EM

En esta sección se pretende estudiar la convergencia del algoritmo y algunas de las
problemáticas que presenta. A continuación se encuentra el resultado que garantiza la
monotonía de las soluciones del algoritmo y que, posteriormente, nos permitirá demostrar
que las soluciones obtenidas en los sucesivos pasos del algoritmo no empeoran en términos
del valor de la función de verosimilitud.

Teorema 2.5 (Monotonía del algoritmo EM). Si Q(Ψ|Ψ(m)) ≥ Q(Ψ(m)|Ψ(m)) enton-
ces l(Ψ|C) ≥ l(Ψ(m)|C).

El siguiente resultado es necesario para la demostración del teorema anterior (Freien
Universität Berlin, 2010).

Observación 2.6. La divergencia de Kullback-Leibler o entropía relativa entre dos funciones
de probabilidad f y g, se de�ne como

∑
i

f(i) log

(
f(i)

g(i)

)
y una de sus propiedades es que siempre es positiva.

Demostración. Por de�nición, se tiene que

l(Ψ|C)− l(Ψ(m)|C) = Q(Ψ|Ψ(m))−Q(Ψ(m)|Ψ(m)) +
K∑
i=1

fi(yt|θi)|Ψ(m) · log

(
fi(yt|θi)|Ψ(m)

fi(yt|θi)

)
(2.17)

El último término de la expresión (2.17) es una entropía relativa entre dos funciones de
densidad, por lo que es positiva. Por hipótesis Q(Ψ|Ψ(m))−Q(Ψ(m)|Ψ(m)) ≥ 0. Por tanto,
es claro que

l(Ψ|C) ≥ l(Ψ(m)|C)

Como Ψ(m+1) = máx
Ψ

Q(Ψ|Ψ(m)), entonces Q(Ψ(m+1)|Ψ(m)) ≥ Q(Ψ(m)|Ψ(m)). Así, por

el teorema anterior, la sucesión {Ψ(m)} generada por el algoritmo hace que l(Ψ|C) sea
monótona creciente, es decir, que l(Ψ(m+1)|C) ≥ l(Ψ(m)|C) para todo m. Por tanto, la
monotonía del algoritmo garantiza que para las sucesivas iteraciones, la estimación obte-
nida no empeora en términos de la función de verosimilitud, pero no se puede garantizar
la convergencia del algoritmo. De hecho, no existe ningún resultado que garantice dicha
convergencia, dado que depende de la función de log-verosimilitud l(Ψ|C), de Q(Ψ|Ψ(m))
y del valor de inicio Ψ(0) (Gupta et al., 2011).
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Convergencia a un máximo local

Como hemos visto, a pesar de la obtención de un máximo de la función de log-
verosimilitud en el paso M, no se garantiza la convergencia del algortimo EM al máxi-
mo global de la función. Sin embargo, bajo ciertas condiciones sobre la función de log-
verosimilitud y sobre el conjunto al que pertenecen los parámetros Ψ, es posible probar
que {Ψ(m)} converge a un máximo local de l(Ψ|C) o al menos a un punto estacionario de
la misma (Couvreur, 1997).

Se puede encontrar más información sobre la convergencia del algoritmo EM en Couvreur
(1997), Gupta et al. (2011) y Ng et al. (2012), entre otros.

2.4. Selección del mejor modelo

Uno de los problemas más importantes de las técnicas de clustering de datos es decidir
el número de clusters o componentes de la mixtura que se van a tomar para aplicar el
algoritmo EM. Para elegir el número de clusters que mejor se ajusta a los datos se utilizan
criterios de selección. La idea detrás de estos criterios es encontrar el equilibrio entre
una buena modelización y un número razonable de parámetros, por lo que los modelos
con demasiados parámetros deben ser penalizados de alguna forma (Olivier, 1999). Una
manera de conseguirlo es usar un tipo de criterio de log-verosimilitud, llamado criterio
de información (IC). Este criterio es una especie de función de verosimilitud penalizada
compuesta por una función negativa de log-verosimilitud y un término de penalización que
es mayor cuantos más parámetros compongan el modelo en cuestión. La forma general de
un IC es

IC(K) = −2 · l(Ψ̂|C) + d(K) · an
donde Ψ̂ es la estimación de los parámetros del modelo de K componentes de la mixtura,
d(K) el número de parámetros del modelo de mixturas de K componentes, l(Ψ̂|C) la
función de log-verosimilitud de la forma (2.5), n el tamaño de la muestra y an una función
creciente. El orden óptimo del modelo es aquel que minimiza el IC, es decir, el orden del
modelo será d̂(K) = mı́n

K
IC(K).

A continuación exponemos los criterios de información más conocidos y usados.

El criterio de información Akaike (AIC) cuya expresión es

AIC(K) = −2 · l(Ψ̂|C) + 2 · d(K)

Se sabe que este criterio sobreestima el orden del modelo (Hu, 2015; Olivier, 1999).

El criterio de información bayesiano (BIC) que tiene la siguiente expresión

BIC(K) = −2 · l(Ψ̂|C) + d(K) · log n (2.18)

En este caso, el término de penalización depende del tamaño de la muestra n, por lo
que conforme n → ∞ la penalización es mayor y no sobreestima tanto el orden del
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modelo como pasaba con el AIC. Se considera que en algunas ocasiones subestima el
orden de la mixtura (Hu, 2015; Olivier, 1999; Baudry et al., 2015).

El criterio Integrated complete likelihood (ICL)

ICL(K) = −2 · l(Ψ̂|C) + d(K) · log(n) + Ent(K)

donde Ent(K) es la entropía media que se expresa como

Ent(K) = −2
K∑
i=1

n∑
t=1

τit · log τit

Se trata de un criterio derivado del BIC ya que ICL(K) = BIC(K) + Ent(K).
En Baudry et al. (2015) se concluye que se debería usar el criterio BIC cuando
se sabe que las componentes siguen distribuciones gausianas y no sea un problema
obtener clusters solapados. Por el contrario recomienda el uso del criterio ICL para
obtener grupos bien separados y cuando las distribuciones de las componentes no son
claramente gausianas .

El criterio Akaike corregido

AICc(K) = AIC(K) +
2(d(K) + 1) · (d(K) + 2)

n− d(K)− 2

que se propuso para corregir la sobreestimación caractarística del criterio Akaike (Hu,
2015).

Los dos últimos criterios proporcionan un resultado intermedio entre el AIC y el BIC
que sobreestiman y subestiman el orden de la mixtura respectivamente (Hu, 2015).

En el capítulo de computación usaremos los tres primeros criterios para comparar mo-
delos por ser los más utilizados y encontrarse implementados en el paquete de estudio
FlexMix.

2.5. Inicialización del algoritmo EM

La elección de los valores de inicio del algoritmo EM in�uye notablemente en la veloci-
dad de convergencia del algoritmo y en su capacidad para encontrar el máximo global, o al
menos el mejor máximo local en el caso de que la función de verosimilitud no esté acotada.

Para responder a ciertas limitaciones del algoritmo como la dependencia de los valores
de inicio, la convergencia a puntos de silla de la función de verosimilitud o la lenta conver-
gencia, que normalmente se dan cuando existe superposición entre los clusters o cuando
el número de componentes es grande, se proponen variantes del algoritmo EM y varias
estrategias de inicialización del mismo. Es importante destacar que aquí solo se analizarán
algunos de los métodos de inicio (de entre la multitud de estrategias existentes), y que la
elección del mejor de ellos no es una tarea sencilla y todavía es fruto de estudio y discusión.
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En primer lugar hablaremos de dos métodos generales de clasi�cación de datos, ambos
independientes del modelo de clustering mediante mixturas: el método K-means y el clus-
tering jerárquico, cuyos resultados pueden usarse también como valores de inicialización
del algoritmo EM (Hu, 2015). Posteriormente, se introducen algunas de las muchas varian-
tes del algoritmo que pueden ser usadas para estimar directamente los parámetros de la
mixtura o para calcular unos buenos valores iniciales para el algoritmo EM. A continua-
ción se comentan algunas estrategias de inicialización propuestas por Scharl et al. (2009),
Biernacki et al. (2003) y Michael and Melnykov (2016).

2.5.1. Métodos generales de agrupamiento de datos

Como hemos comentado previamente el análisis clúster engloba in�nidad de algoritmos
de clasi�cación de una muestra con la �nalidad de establecer grupos, clusters o conglome-
rados de la población de estudio. Entre estas técnicas se encuentra el uso de modelos de
mixturas. A continuación estudiaremos otros métodos de clustering de datos que pueden
ser usados como estrategias de inicialización del algoritmo EM para obtener la clasi�cación
de los datos mediante modelos de mixturas �nitas.

Las agrupaciones producidas por los algoritmos del análisis clúster se basan en la simili-
tud o disimilitud entre los individuos de la muestra. Es necesario tomar medidas numéricas
de disimilitud, esto es, una medida de distancia entre observaciones.

Los métodos de análisis clúster pueden clasi�carse en: jerárquicos, cuando se organi-
zan los individuos en conglomerados anidados mostrando relaciones y estructuras entre los
datos; y no jerárquicos, que clasi�can los individuos en conglomerados no anidados. A con-
tinuación, se comentan brevemente las características generales de los métodos jerárquicos
y del método no jerárquico K-means.

Clustering usando el método K-means

El método de agrupamiento K-means es uno de los algoritmos de clustering más popu-
lares. La idea general es que cada clúster puede ser representado por un valor medio que
se denomina el centro (media) del clúster y se denota por µi. Los demás datos del conglo-
merado estarán distribuidos alrededor del centro del clúster. La �nalidad del algoritmo es
encontrar el vector de agrupamiento Z = (Z1, . . . , Zn) que minimice la suma de cuadrados
dentro de cada conglomerado, es decir, minimizar

WCSS =
K∑
i=1

n∑
t=1

zti · ||yt − µi||2

donde µi =
∑n
t=1 zti·yt∑n
t=1 zti

y || · || es la distancia euclídea.
El algoritmo introduce o elimina individuos de los clusters para conseguir los resultados

de ANOVA más signi�cativos. El ANOVA o análisis de la varianza evalúa la variabilidad
entre grupos frente a la dispersión de los datos dentro de un mismo grupo respecto a
su media haciendo uso de la distribución F de Snedecor. Por tanto, el método K-means
consigue minimizar la variabilidad entre los individuos de un mismo clúster y maximizarla
entre individuos de clusters distintos.
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El vector de clustering de datos Z obtenido mediante este algoritmo puede ser usado
para inicializar el algoritmo EM.

El método K-means requiere unos valores de inicio para los centros de los clusters (µi),
por lo que también es necesaria una buena inicialización. Habitualmente se escogen de
forma aleatoriaK observaciones de los datos y se usan como centros. Se ejecuta el algoritmo
varias veces y se escoge aquel que proporcione el menor WCSS. La inicialización óptima
de este algoritmo se produciría si cada uno de los valores iniciales tomados de los centros
perteneciese a un clúster verdadero distinto. La probabilidad de que esto ocurra es de∏K

i=1 ni(
n
K

) ≤ (n/K)K(
n
K

) (2.19)

donde ni es el tamaño del i-ésimo clúster.
Se tiene que para una muestra grande, la expresión anterior tiene un valor aproximado

de K!
KK , que, conformeK →∞, tiende a 0. Se concluye entonces que si el número de clusters

es grande resulta difícil conseguir una buena inicialización del algoritmo K-means y por
ende, del algoritmo EM (Hu, 2015).

Clustering jerárquico

Se trata de un método de agrupamiento que clasi�ca los datos en conglomerados anida-
dos. Existen dos tipos: el aglomerativo y el divisivo. En el primero, cada observación se
considera un conglomerado distinto inicialmente y estos se van mezclando conforme avan-
za el algoritmo. En el segundo ocurre a la inversa ya que se considera que todos los datos
pertenecen a un mismo conglomerado y conforme avanza el algoritmo los grupos se van
dividiendo formando otros nuevos. Para decidir qué clusters se combinan (aglomerativo) o
se dividen (divisivo) hay que tomar una función de enlace D(C,C ′) que de�ne la disimilitud
entre dos clusters C y C ′. Así, para el clustering jerárquico aglomerativo, por ejemplo, se
empieza con n clusters distintos y, de forma recursiva, se van mezclando los dos grupos
más parecidos, es decir, aquellos que minimizan la función D(C,C ′).

Algunas funciones de enlace clásicas para el agrupamiento jerárquico son por ejemplo,
la función de enlace simple o método del vecino más cercano D(C,C ′) = mı́n{d(a, b), a ∈
C, b ∈ C ′} y la función de enlace completa o método del vecino más alejado D(C,C ′) =
máx{d(a, b), a ∈ C, b ∈ C ′}, donde d(·, ·) es la distancia que se toma entre dos observaciones
(la disimilitud). En Hu (2015) se propone una función de enlace concreta para los modelos
de mixturas �nitas, cuya �nalidad es proporcionar una buena partición de los datos para
iniciar el algoritmo EM. La función es la siguiente

D(C,C ′) = −4 LC(Ψ|Y )

siendo

LC(Ψ|Y ) =
n∏
t=1

K∏
i=1

fi(yt|Ψ)zti (2.20)

y donde 4LC(Ψ|Y ) representa el cambio de (2.20) si el clúster C y C' se mezclan.
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La expresión (2.20) es una aproximación de la función de verosimilitud (2.4), por lo que
la partición que maximiza (2.20) será una buena inicialización del algoritmo EM.

En general, para garantizar un buen clustering jerárquico se usan distintas disimilitudes
y se comprueba si la clasi�cación que se obtiene se mantiene.

Otra posible estrategia del clustering de datos es ejecutar primero un método jerárquico,
que no requiere la especi�cación del número de grupos, para de�nir precisamente este nú-
mero de clusters, y posteriormente utilizar el método K-means para realizar la clasi�cación
de los datos.

2.5.2. Variantes del algoritmo EM

Existen in�nidad de modi�caciones del algoritmo EM en función de los datos con los
que se trabaja. A continuación se plantean algunas de las encontradas en los artículos
revisados: el CEM, el SEM, el CAEM y el SAEM.

Algoritmo Classi�cation Expectation-Maximization (CEM)

El algoritmo CEM añade al algortimo EM un paso intermedio entre el paso E y el paso
M, llamado el paso C. En él se asigna cada dato observado yt al clúster que proporcione
la mayor probabilidad a posteriori calculada en el paso anterior τ̂ (m)

it . Si este no es único,
se escoge el clúster con menor subíndice (Celeux and Govaert, 1992). Mediante este nuevo
paso, se obtiene una partición de los datos P (m)

1 , . . . , P
(m)
K en cada iteración del algoritmo,

que denotaremos por P (m). Se tiene entonces que yt ∈ P (m)
i0

si y sólo si τ̂ (m)
i0t

= máx
i∈{1,...,K}

τ̂
(m)
it

para t = 1, . . . , n.
En el paso M, se calcula la estimación de máxima verosimilitud para Ψ(m+1) usando la

partición obtenida
(
P (m)

)
. De forma análoga a la obtención de la expresión (2.13), se tiene

que

π̂
(m+1)
i =

∑
yt∈P (m)

i

τ̂
(m)
it

n
=

#P
(m)
i

n

donde # designa el cardinal del conjunto.
La estimación de θi dependerá de las distribución de las componentes. A continuación

veremos el ejemplo de la estimación de θi = (µi, σ
2
i ) de un GMM.

Ejemplo 2.7. A partir de (2.14) y (2.15), se tiene que

µ̂
(m+1)
i =

∑
yt∈P (m)

i
yt

#P
(m)
i

(
σ̂2
i

)(m+1)
=

∑
yt∈P (m)

i
|yt − µ̂(m+1)

i |2

#P
(m)
i
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Observación 2.8. Para modelos de mixturas gausianas se tiene que el algortimo CEM se
corresponde con el algoritmo EM inicializado mediante el método de clustering K-means
(Celeux and Govaert, 1992).

También en Celeux and Govaert (1992) existe un resultado que garantiza, bajo ciertas
hipótesis, la convergencia lineal del algoritmo a un máximo local. Si tras realizar varias
ejecuciones del algoritmo, se obtiene el mismo agrupamiento de los datos se puede decir
con cierta con�anza que se ha obtenido el óptimo global de la función de log-verosimilitud.

Algoritmo Stochastic Expectation-Maximization (SEM)

Se trata de una modi�cación estocástica del algortimo CEM, también propuesta por
Celeux and Govaert (1992). El paso intermedio que se añade en este caso se llama paso S y
en él se asigna al azar cada yt a los clúster P (m)

1 , . . . , P
(m)
K , es decir, se genera una muestra

aleatoria
(
y1, z

(m)
1i

)
, . . . ,

(
yn, z

(m)
ni

)
.

Debido a este paso estocástico se garantiza que el algoritmo no se detenga al alcan-
zar el primer óptimo local, es decir, en cada iteración existe un probabilidad no nula de
aceptar el parámetro actualizado Ψ(m+1) a pesar de proporcionar menor verosimilitud que
el parámetro anterior Ψ(m) (Celeux et al., 1995). También a causa de este paso aleatorio
la sucesión {Ψ(m)} no converge puntualmente. Se trata de una cadena de Markov, que en
caso de ser regular, se tiene que la sucesión converge cuando m tiende a in�nito, a la única
solución estacionaria de la cadena (Celeux and Govaert, 1992; Celeux et al., 1995).

En conclusión, el algoritmo SEM supera gran parte de las limitaciones comentadas del
algoritmo EM como la convergencia lenta y la gran dependencia de los valores iniciales
para obtener el óptimo. Especialmente elude soluciones subóptimas que suele proporcionar
el algoritmo CEM pero resulta menos �able que este para muestras de pequeño tamaño.

Algoritmo Classi�cation Annealing Expectation-Maximization (CAEM)

El algoritmo CAEM se basa en el algoritmo SEM y en algoritmos de recocido simu-
lado (Simulated annealing (SA)) (Celeux and Govaert, 1992). Los algoritmos de recocido
simulado permiten resolver de forma aproximada grandes problemas de optimización com-
binatoria. Gracias al recocido simulado se consigue que, conforme el número de iteraciones
del algoritmo aumenta (m→∞), la varianza de las asignaciones aleatorias decrezca y tien-
da a cero. Se de�ne entonces una sucesión {am} decreciente tal que {am} → 0 conforme
m→∞. Para el buen funcionamiento de un algoritmo que use SA, se requiere una conver-
gencia lenta de la sucesión. Para simpli�car, se construye la sucesión como am+1 = b · am
con b ∈ [0, 0,1] y a0 = 1.

Paso A-E: Se calculan los valores s(m)
it para i = 1, . . . , K y t = 1, . . . , n, que están

asociados a las probabilidades a posteriori τ̂ (m)
it .

s
(m)
it =

[
π̂

(m)
i · fi(yt, θ̂(m)

i )
]1/am

∑K
l=1

[
π̂

(m)
l · fl(yt, θ̂(m)

l )
]1/am
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Paso C: para t = 1, . . . , n se asigna de forma aleatoria cada yt a uno de los clusters
P

(m)
1 , . . . , P

(m)
K con probabilidades s(m)

it . La partición obtenida se denota por P (m).
Nótese que conforme m crece el CAEM va desde un algoritmo SEM puro (am = 1)

hacia un algoritmo CEM puro (am = 0).
Como ocurría con el algoritmo SEM, el CAEM tampoco se detiene al alcanzar el pri-

mer óptimo local, superando así una de las limitaciones más importantes del algoritmo EM.

En el artículo de Celeux and Govaert (1992) se realizan comparaciones entre los tres
algoritmos CEM, SEM y CAEM para un modelo de mixturas gausiano (GMM) y se con-
cluye que los algoritmos SEM y CAEM parecen más e�cientes que el algoritmo CEM a la
hora de evitar soluciones subóptimas, pero ambos requieren mayor número de iteraciones
y por tanto son computacionalmente más costosos. También en este artículo recomiendan
el uso del algoritmo CAEM para muestras de tamaños pequeños y el SEM para aquellas
más grandes, en especial cuando no existe una estructura clara del agrupamiento de los
datos.

Algoritmo Stochastic Annealing Expectation-Maximization (SAEM)

Se trata de una variante del SEM similar al CAEM, donde se toma una sucesión {am}
con las mismas características y se calculan unos parámetros r(m)

it que se consideran probabi-
lidades arti�ciales a posteriori y sustituyen a τ̂ (m)

it en la estimación de máxima verosimilitud
del paso M.

En este algoritmo se incorporan dos pasos entre el paso E y el M, llamados el paso S y
paso A.

Paso E: como en el algoritmo EM, se calculan las probabilidades a posteriori τ̂ (m)
it .

Paso S: se generan de forma aleatoria mediante una distribución multinomial de pará-
metro τ̂ (m)

it una muestra para la variable indicadora Zti para cada iteración m > 0, es decir,

se tiene
(
y1, z

(m)
1i

)
, . . . ,

(
yn, z

(m)
ni

)
para i = 1, . . . , K. Si existe i tal que #{yt, Z(m)

ti = 1} ≤
q+1
n

el algoritmo se reinicia tomando en este caso K − 1 componentes y si no, se continua
con el paso A.

Paso A: consiste en calcular unas cantidades r(m)
it = τ̂

(m)
it + am ·

(
Z

(m)
ti − τ̂

(m)
it

)
que se

considerará como la probabilidad de que yt provenga de la i-ésima componente.

Paso M: se sustituye el parámetro τ̂ (m)
it por r(m)

it y se obtiene a partir de (2.13) que

π̂
(m+1)
i =

∑n
t=1 r

(m)
it

n

Según Celeux et al. (1995) se tiene la siguiente relación del SAEM con el algoritmo EM
y SEM

Ψ(m+1) = (1− am+1) ·Ψ(m+1)
EM

+ am+1 ·Ψ(m+1)
SEM

donde Ψ
(m+1)
EM

y Ψ
(m+1)
SEM

son las sucesiones que se obtendrían en el m-ésimo paso del algo-
ritmo EM y SEM, respectivamente.
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Nótese que el algoritmo SAEM, conforme m aumenta, va de un SEM puro (am = 1)
hacia un EM puro (am = 0).

En Celeux et al. (1995) se garantiza la convergencia casi segura del algoritmo a un
máximo local tomando una sucesión {am} tal que ĺım

m→∞
am
am+1

= 1 y
∑

m am =∞.

Como ocurría con el algoritmo SEM y CAEM, también el SAEM elude soluciones
subóptimas. Además, como el CAEM, corrige el comportamiento errático del SEM en
muestras pequeñas.

2.5.3. Estudio de otras estrategias de inicialización del algoritmo
EM

A continuación se introducen algunos de los métodos de inicio del algoritmo estudiados
en Scharl et al. (2009):

Inicialización aleatoria (RndEM): consiste en ejecutar EM p veces con valores
iniciales aleatorios y seleccionar aquellos de los p posibles que maximizan la función
de log-verosimilitud.

Algoritmo CEM: consiste en ejecutar p veces el algoritmo CEM con valores iniciales
aleatorios y escoger aquellos que proporcionan el mayor valor de la función de log-
verosimilitud. Posteriormente, se usan estos valores iniciales para el algoritmo EM.

Algoritmo SEM: el procedimiento es el mismo que en el caso anterior pero con el
algoritmo SEM.

Ejecuciones cortas del EM (emEM): se ejecuta EM p veces para valores iniciales
aleatorios sin esperar a que se produzca la convergencia del algoritmo. El criterio de
parada usado es |lq − lq−1|/(|lq| + 0,1) < tol, donde tol es la tolerancia y se �ja de
antemano y lq es la función de log-verosimilitud en la q-ésima iteración. Se escogen los
valores que maximizan la función de log-verosimilitud. Los K puntos elegidos sirven
de valores iniciales de los clusters para ejecutar el algoritmo EM.

Muestreo: consiste en aplicar el algoritmo EM p veces para c muestras pequeñas
y aleatorias de los datos y aplicar el modelo de estimación resultante al conjunto
completo de los datos.

Método incremental: consiste en extraer muestras aleatorias de los datos, seleccio-
nar el modelo que subestima el número de componentes de la mixtura, y posterior-
mente, extender el modelo al conjunto completo de los datos. Se ejecuta el método
incremental en c muestras con un número de clusters �jado de antemano. El algorit-
mo se detiene si, al aumentar el número de componentes, el valor de las funciones de
log-verosimilitud no crece o si se ha alcanzado un número máximo de componentes
pre�jado.

Como con la estrategia anterior, se ejecuta el algortimo EM p veces y se toman como
valores de inicio aquellos que maximizan la función de log-verosimilitud.
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Las conclusiones del dicho artículo son que: la estrategia de muestreo y el método
incremental son computacionalmente costosos y los resultados obtenidos son similares a
otras estrategias más rápidas; la inicialización aleatoria (RndEM) también requiere un
tiempo de ejecución alto comparado con las estrategias CEM y emEM y los resultados
de clustering son similares; usar como métodos de obtención de los valores iniciales del
algoritmo el CEM y SEM para posteriormente ejecutar el algortimo EM apenas mejora el
clustering en relación al obtenido aplicando los dos métodos directamente; y por último,
que el emEM proporciona buenos resultados en relación a la calidad del clustering y el
tiempo de ejecución empleado.

También en el estudio realizado por Biernacki et al. (2003) se comparan las estrategias
de inicialización RndEM, emEM, CEM y SEM. Concluyen que las diferencias entre estos
métodos de inicio no son muy signi�cativas pero que, generalmente, el método emEM
proporciona mejores resultados que los demás. En este artículo también se constata que el
algoritmo CEM es menos estable que el emEM y el SEM debido a su fuerte dependencia
a sus valores iniciales, como se comentaba en Celeux and Govaert (1992).

Sin embargo en Baudry and Celeux (2015), se obtiene que una inicialización de tipo
SEM proporciona mejores resultados que cualquiera de las otras tres estrategias, incluida
la inicialización emEM.

En Michael and Melnykov (2016) se propone otra estrategia de inicialización llamado
algoritmo emaEM y se trata de una mejora del emEM. La estrategia emEM tiene limita-
ciones cuando la muestra es grande y el número de clusters también lo es. La estrategia de
inicialización emaEM consiste en:

1) Para unos puntos K dados y un número �jo de modelos m, se realizan m ejecuciones
cortas del algoritmo EM y se obtienen M1, . . . ,Mm posibles modelos de los datos y una
partición Pj1, . . . , Pjn para cada modeloMj con j = 1, . . . ,m. Se calculan los criterios de
información bayesianos para cada modelo usando la fórmula (2.18), es decir, se calculan
BICM1 , . . . , BICMm .

2) Se calculan los valores de wj mediante la siguiente expresión

wj =
e

−BICMj
2∑m

j=1 e
−BICMj

2

También se podrían tomar wj = 1
m
para j = 1, . . . ,m.

3) Se de�ne la siguiente función: hj(i, k) =

{
1 si i, k ∈ Pjt para algún t = 1, . . . , n.
0 en otro caso

4) Se crea la matriz A = (aik) con aik =
∑m

j=1 wj · hj(i, k). Se tiene que A es una matriz
simétrica n × n y contiene los pesos que indican cuan a menudo dos datos (i, k) están
en el mismo clúster teniendo en cuenta todos los modelos.

5) Se usa un clustering jerárquico tomando A como distancia métrica o disimilitud y la
función de enlace que queramos. Así se obtiene un vector de particiones para un K
especí�co.
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6) Se usa la partición obtenida en el paso anterior para inicializar el algoritmo EM.

En el capítulo computacional se usarán y contrastarán cuatro de las estrategias de inicio
estudiadas en esta sección: una inicialización aleatoria (RndEM), una inicialización usando
ejecuciones cortas del algoritmo (emEM) y la inicialización mediante las variantes CEM
y SEM del algoritmo. Para la elección de estas cuatro estrategias de inicialización se ha
tenido en cuenta que:

Las cuatro estrategias son ampliamente usadas y se encuentran implementadas en
el paquete seleccionado para este proyecto (FlexMix), así como en otros muchos
paquetes de R. Algunos ejemplos de uso de estas estrategias se pueden encontrar en
Baudry and Celeux (2015), Scharl et al. (2009), Biernacki et al. (2003), Celeux and
Diebolt (1989) y Celeux and Govaert (1992).

La muestra con la que �nalmente se trabaja no es excesivamente pequeña, 53 obser-
vaciones frente a 10 variables, por lo que el algoritmo SEM no tendrá un comporta-
miento errático y proporcionará iguales o mejores resultados que el CEM, CAEM y
SAEM (Celeux and Govaert, 1992; Celeux and Diebolt, 1989).

Las conclusiones de los artículo de Scharl et al. (2009) y Biernacki et al. (2003)
estipulan que, a pesar de no existir grandes diferencias entre los métodos considerados
en los respectivos estudios, los mejores resultados se obtienen con el algoritmo emEM,
y posteriormente con el SEM y CEM.

Se considera la inicialización aleatoria del algoritmo para comparar el comportamien-
to de este frente a los demás métodos de inicio.

2.6. Evaluación de la clasi�cación. Curvas ROC

Las curvas ROC son una de las herramientas estadísticas más usadas para valorar la
precisión de una prueba diagnóstica dicotómica, esto es, una prueba basada en una variable
de decisión D que sigue una distribución de Bernouilli y toma valor D = 1 si el individuo
está enfermo y D = 0 si está sano. Se dice que un individuo da positivo en la prueba si
ésta considera que está enfermo y negativo si considera que no lo está (Valle-Benavides,
2017). Por tanto, resulta una buena herramienta para valorar la clasi�cación de los datos
generada por modelos de mixturas de dos componentes, que son los que consideraremos en
el siguiente capítulo.

La prueba entonces realiza un contraste de hipótesis donde se toma como hipótesis
nula que el individuo esté sano H0 : D = 0 y como hipótesis alternativa que esté enfermo
H1 : D = 1. Recordemos que en el contraste de hipótesis el error de tipo I se comete
cuando se rechaza la hipótesis nula, siendo esta verdadera (falso positivo) y el error de
tipo II cuando se acepta la hipótesis nula siendo esta falsa (falso negativo). Podemos
expresar estos dos errores como P (H1|H0) y P (H0|H1) respectivamente. Se busca que las
probabilidades de ambos tipos de error sean pequeñas (Vivo et al., 2017).
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Al aplicar esta prueba se genera una variable aleatoria X que divide la población en
dos grupos: sanos y enfermos. Existen, por tanto, cuatro posibles resultados: que la prueba
clasi�que como enfermo a un individuo enfermo (verdadero positivo que denotaremos por
V+), que clasi�que como enfermo a un individuo sano (falso positivo denotado por F+),
que clasi�que como sano a un individuo enfermo (falso negativo F−) y como sano a un
individuo sano (verdadero negativo V−).

El buen funcionamiento de este tipo de test se mide a través de la especi�dad o valor
predictivo negativo y la sensibilidad o valor predictivo positivo (Valle-Benavides, 2017).

La especi�cidad se corresponde con la probabilidad de que dado un sujeto sano,
este haya sido clasi�cado como sano, es decir, P (X = sano|H0) = V−

V−+F+
. Nótese

que los verdaderos negativos y falsos positivos suponen la totalidad de los sujetos
sanos (V−+F+ = total sanos), y los verdaderos negativos los sanos detectados por la
prueba. Por tanto, la especi�cidad mide la capacidad de nuestra prueba-diagnóstico
de detectar correctamente los sujetos sanos.

La fracción de falsos positivos o FPR se de�ne como 1− especi�cidad, es decir,
1 − P (X = sano|H0) = P (X = enfermo|H0) = F+

V−+F+
, que se corresponde con la

probabilidad de cometer un error de tipo I.

La sensibilidad es la probabilidad de que dado un sujeto enfermo la prueba lo cla-
si�que como tal, es decir, P (X = enfermo|H1) = V+

V++F−
. Nótese que los verdaderos

positivos y falsos negativos suponen la totalidad de los sujetos enfermos (V+ + F− =
total enfermos), y los verdaderos positivos los enfermos que detecta la prueba. Por
tanto, la sensibilidad mide la capacidad de nuestra prueba-diagnóstico de detectar
correctamente la enfermedad en sujetos enfermos.

La fracción anterior se de�ne como la fracción de verdaderos positivos o TPR y se
corresponde con el complementario de la probabilidad de cometer un error de tipo
II.

Observación 2.9. Se puede comprobar el buen funcionamiento de una prueba calculando
su valor predictivo global (GR), que es la proporción de resultados válidos obtenidos en la
prueba

GR =
V+ + V−

V+ + F+ + V− + F−

Cuando la variable generada al realizar la prueba, X, es continua, se requiere un umbral
c para clasi�car los resultados como sanos o enfermos. En este caso las fracciones FPR y
TPR son funciones de�nidas para todo posible valor de c como

FPR(c) = P (X > c|H0) y TPR(c) = P (X > c|H1)
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De�nición 2.10. La curva ROC representa los pares (FPR(c), TPR(c)) para cada
posible valor umbral c, es decir, representa la 1−especi�cada frente a la sensibilidad
de la prueba. Se puede escribir como

ROC(t) = TPR(FPR−1(t)) para t ∈ [0, 1] (2.21)

Grá�camente con una curva ROC se observa el balance entre la sensibilidad y la espe-
ci�cidad de la prueba para todos los posibles umbrales, es decir, ilustra la proporción de
verdaderos positivos (eje Y) frente a la proporción de falsos positivos (eje X).

En un grá�co de curvas ROC se representa también la diagonal de referencia o línea de
no-discriminación. Esta línea se corresponde con la curva ROC que describiría una prueba
incapaz de discriminar entre individuos sanos y enfermos, es decir, aquel en el que existe
la misma proporción de verdaderos y falsos positivos. Por tanto, un test diagnóstico será
más efectivo conforme su curva ROC se encuentre lo más alejada de la diagonal.

De�nición 2.11. Se de�ne la razón de verosimilitud positiva (PLR) (Silva and Mo-
lina, 2017) como la probabilidad de que una persona enferma haya sido diagnosticada
como tal entre la probabilidad de que una persona sana haya sido clasi�cada como
enferma, es decir,

P (X = enfermo|H1)

P (X = sano|H1)
=

sensibilidad
1− especi�cidad

=
ROC(t)

t

La razón de verosimilitud negativa (NLR) es la probabilidad de que un individuo
enfermo haya sido clasi�cado como sano dividido entre la probabilidad de que un
individuo sano haya sido clasi�cado como tal, es decir,

P (X = enfermo|H0)

P (X = sano|H0)
=

1− sensibilidad
especi�cidad

=
1−ROC(t)

1− t

Observación 2.12. Habitualmente las curvas ROC son cóncavas, pero esto no es una con-
dición necesaria. Por de�nición se tiene que son funciones no decrecientes, pero en algunos
casos pueden presentar trozos de curva bajo la línea de no-discriminación. Cuando esto
ocurre se denominan curvas ROC impropias.

De�nición 2.13. El área bajo la curva ROC (AUC) es un estadístico que se usa para
medir la capacidad discriminante de la prueba y comparar pruebas entre sí y saber
cuál es más e�caz (Valle-Benavides, 2017). Se de�ne como

AUC =

∫ 1

0

ROC(t)dt =

∫ 1

0

TPR
(
FPR−1(t)

)
dt
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Se tiene que cuanto más se aproxime el valor AUC a 1, mayor será su capacidad
discriminativa y por tanto, tendrá mayor e�cacia.

Para curvas ROC cuyos puntos se encuentran por encima de la línea de no-discriminación
(curvas ROC propias), el valor del área varía entre 0,5, correspondiente a una prueba sin
capacidad discriminante, y 1, valor que determinaría que los dos grupos de población son
bien detectados y diferenciados por la prueba. Por tanto, cuánto mayor sea el valor de AUC
más e�caz se considera la prueba.

Otra medida interesante relativa a curvas ROC es el área entre dos valores FPR, que
denotaremos FPR1 y FPR2, es decir, una porción del área bajo la curva ROC. Esta área
representa el promedio de sensibilidad de todos los valores FPR entre FPR1 y FPR2.

2.6.1. Área bajo la curva y área parcial

De�nición 2.14. Se de�ne el área parcial bajo la curva entre dos fracciones de falsos
positivos FPR1 < FPR2 como (Vivo et al., 2017)

pAUC =

∫ FPR2

FPR1

ROC(t)dt =

∫ FPR2

FPR1

TPR
(
FPR−1(t)

)
dt

Es claro que pAUC es un valor positivo y acotado superiormente por el área del rec-
tángulo determinado por el intervalo (FPR1, FPR2), esto es, el rectángulo cuya altura es
1 y de base FPR2 − FPR1.

Para las curvas ROC propias (aquellas cuyos puntos se encuentran por encima de la
diagonal) se tiene que el área parcial pAUC está acotada inferiormente por el área del
trapecio con vértices en (FPR1, 0), (FPR1, FPR1), (FPR2, 0) y (FPR2, FPR2). Se forma
así un trapecio cuyas bases miden FPR1 y FPR2 respectivamente, y la altura FPR2 −
FPR1. Por tanto, se tiene que

(FPR2 + FPR1) · (FPR2 − FPR1)

2
≤ pAUC ≤ FPR2 − FPR1 (2.22)

Para curvas ROC impropias, este límite inferior no siempre se satisface (grá�cos 2 y
3 de la Figura 2.1). Sin embargo, para cualquier curva ROC siempre se satisface que el
área parcial bajo la curva está acotada inferiormente por el área del rectángulo de base
FPR2 − FPR1 y altura TPR1.
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Figura 2.1: Curvas ROC propias e impropias (Vivo et al., 2017).

Si se observa el grá�co de la Figura 2.1, el límite superior se puede ajustar mejor en los
tres casos, tomando el rectángulo de misma base FPR2 − FPR1 y altura TPR2.

Por tanto, para cualquier curva ROC se tendrá que

TPR1 · (FPR2 − FPR1) ≤ pAUC ≤ TPR2 · (FPR2 − FPR1) (2.23)

Si además la función PLR(t) alcanza su mínimo local en el extremo superior FPR2 (co-
mo ocurre en la primera y tercera imagen de 2.1), entonces el pAUC estará acotado inferior-
mente por el trapecio con vértices (FPR1, 0), (FPR1, TPR1), (FPR2, 0) y (FPR2, TPR2),
es decir, aquél con bases TPR1 y TPR2 y altura FPR2 − FPR1. Por tanto

(TPR2 + TPR1) · (FPR2 − FPR1)

2
≤ pAUC ≤ TPR2 · (FPR2 − FPR1) (2.24)

2.6.2. Índice del área parcial

De�nición 2.15. Se de�ne el índice estandarizado de pAUC como

SpAUC =
1

2

(
1 +

pAUC − pAUCmin
pAUCmax − pAUCmin

)
(2.25)

donde pAUCmin = (FPR2+FPR1)·(FPR2−FPR1)
2

y pAUCmax = FPR2 − FPR2, es decir
las cotas de pAUC de�nidas en (2.22).

Este índice se usa para medir la capacidad de discriminación de la prueba.
Como se comenta previamente, la cota inferior pAUCmin es sólo válida para curvas ROC

propias, por lo que, para curvas ROC impropias el índice (2.25) no estaría bien de�nido.
Este índice también presenta problemas cuando se comparan dos curvas ROC que se cruzan
en el intervalo que se considera (FPR1, FPR2). Por estos dos motivos se propone en Vivo
et al. (2017) un índice más estricto, que es de�nido a partir de (2.25), tomando en esta
ocasión las acotación descrita en (2.23) y (2.24).
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2.6.3. Índice ajustado del área parcial

De�nición 2.16. Se de�ne el índice ajustado del área parcial bajo la curva ROC
como

TpAUC =
1

2

(
1 +

pAUC − pAUC∗min
pAUC∗max − pAUC∗min

)
donde pAUC∗min y pAUC∗max toman los valores de las acotaciones descritas en (2.23)
o (2.24).

1) Para cualquier curva ROC se tiene por (2.23) que pAUC∗min = TPR1 · (FPR2 −
FPR1) y pAUC∗max = TPR2 · (FPR2 − FPR1). Por tanto, este índice se puede
expresar de la forma

TpAUC = 1− TPR2 · (FPR2 − FPR1)− pAUC
2 · (TPR2 − TPR1) · (FPR2 − FPR1)

siempre que TPR1 6= TPR2.

2) Si la función PLR(t) alcanza su mínimo local en el extremo superior FPR2, en-
tonces por (2.24) se tiene que pAUC∗min = (TPR2+TPR1)·(FPR2−FPR1)

2
y pAUC∗max =

TPR2 · (FPR2 − FPR1). La expresión del índice es de la forma

TpAUC =
pAUC − TPR1 · (FPR2 − FPR1)

(TPR2 − TPR1) · (FPR2 − FPR1)

siempre que TPR1 6= TPR2.

A continuación expondremos un ejemplo propuesto en Vivo et al. (2017) en el que el
valor del área parcial bajo la curva no es su�ciente para determinar si una prueba u otra
es más e�caz.

Ejemplo 2.17. En este caso la prueba consiste en determinar si un gen u otro es mejor
biomarcador del cáncer de ovario. Es preciso que los valores FPR sean bajos dado que en
este caso se necesita que la proporción de individuos sanos diagnosticados con cáncer sea
mínimo. En el artículo de Pepe et al. (2003) se justi�ca que se toma un valor máximo para
FPR pequeño, pero no tanto como para no conseguir estimar adecuadamente el valor de
pAUC.

Se toman los datos referentes al gen 645 y al gen 1158, cuyas curvas ROC se cruzan en
el intervalo (0, 0,1). Se calcula el valor de pAUC en este intervalo y se obtiene que para
ambos genes vale lo mismo.
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Figura 2.2: Curvas ROC del gen 645 y 1158.

Por tanto, se requiere de otro índice que permita determinar en el intervalo de interés,
qué gen es mejor biomarcador para el cáncer, es decir, qué test diagnóstico es más e�caz.

Si calculamos los índices ajustados TpAUC, se obtiene que TpAUCg645 = 0,7304348 y
TpAUCg1158 = 0,9130435, por lo que, entre los dos, elegiríamos el segundo gen como mejor
biomarcador.

Observación 2.18. El paquete de R usado para la representación de las curvas ROC se
llama pROC y por defecto representa la especi�cidad frente a la sensibilidad, en lugar del
FPR (1-especi�cidad) frente a la sensibilidad. Por ello, el área bajo la curva en el intervalo
(0, 0,1) se corresponde con el área bajo la curva en el intervalo (0,9, 1).
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Capítulo 3

Aplicación al clustering de datos de
microarray mediante mixturas �nitas

El objetivo de este capítulo es poner en práctica la teoría desarrollada en los capítulos
previos, usando la base de datos del artículo de Pepe et al. (2003). En ella se recogen las
expresiones de varios genes de distintos tejidos ováricos cancerosos y sanos. Se pretende
estudiar la capacidad de predicción de los mejores biomarcadores genéticos del cáncer
ovárico propuestos en dicho artículo mediante modelos de mixturas y usando el algoritmo
EM para la estimación de los parámetros. En especial, se estudiará la e�cacia de los distintos
métodos de inicialización del algoritmo y los diferentes criterios de selección del modelo.

En primer lugar, se introduce el concepto de microarrays, una herramienta muy potente
en el campo de la genética que facilita, entre otras cosas, el estudio simultáneo de la
expresión genética de distintos tejidos. La base de datos utilizada se ha obtenido mediante
el uso de un microarray por lo que se pueden estudiar las diferencias entre las expresiones
de un mismo gen para tejidos enfermos y sanos.

Posteriormente se desarrolla la puesta en práctica descrita previamente. Se usará el
software estadístico R, concretamente el paquete FlexMix que permite clasi�car los datos
usando modelos de mixturas e implementar el algoritmo EM con distintas inicializacio-
nes. También se introducirán algunas herramientas útiles implementadas en dicho paquete
que permiten obtener las estimaciones de los parámetros de las mixturas o comprobar la
existencia de solapamiento entre los grupos obtenidos.

Para �nalizar, se usarán algunos de los conceptos relativos a curvas ROC, con el objetivo
de comprobar la efectividad de clasi�cación de los modelos y también su estabilidad usando
técnicas de remuestreo o bootstrap.

3.1. Introducción a los microarrays

Un microarray es un micro-chip que contiene fragmentos de material genético que per-
mite el estudio simultáneo de los distintos niveles de expresión de miles de genes, por lo
que, por ejemplo, se pueden examinar los datos relativos a una célula de una muestra sana
y otra enferma a la vez. Se comparan por tanto las expresiones de distintos genes de dos
cepas, una de ellas de control.

41
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Cada gen se representa por un punto en el micro-chip. Un punto negro signi�ca que el
gen no se expresa, un punto amarillo que los genes de ambas cepas se expresan igual, uno
verde que hay más genes expresados de la cepa de estudio que de la de control y un punto
rojo que hay más genes expresados de la cepa de control. La siguiente imagen representa
un microchip con la expresión de cada gen

Figura 3.1: Microchip de ADN.

Cada punto del chip tiene un valor numérico para cada intensidad de color, obteniendo
así un conjunto de datos numéricos (Vijverberg, 2007).

Una de las mayores ventajas de los microarrays es poder analizar y visualizar tal canti-
dad de datos para una muestra de forma simultánea. El mayor inconveniente es que en las
investigaciones habituales se tiene un número limitado de muestras, por lo que se obtiene
un conjunto de datos con miles de variables y sólo unas pocas observaciones, di�cultando
en gran medida el proceso de análisis de los resultados. Por ello se usan técnicas de cluste-
ring de datos y selección de los genes considerados mejores biomarcadores genéticos según
el tipo de muestra analizada.

Algunos ejemplos propuestos en López et al. (2006) de aplicación de los microarrays en
salud humana son:

identi�cación de los mejores biomarcadores genéticos de cada enfermedad. Como
hemos visto, los microarrays permiten comparar los distintos niveles de expresión de
genes en tejidos sanos y enfermos a la vez, lo que facilita la identi�cación de los genes
implicados en la enfermedad.

el posible diagnóstico clínico a nivel molecular. Facilitan la detección de mutaciones
genéticas asociadas a una enfermedad concreta y permiten, por ejemplo, clasi�car
mejor los tipos de tumores y así tener más información sobre su posible tratamiento y
evolución. Se pueden usar para identi�car microorganimos patógenos en el individuo,
tales como virus, bacterias u hongos, e investigar los mecanismos de resistencia de
algunos de ellos ante los antibióticos.

el descubrimiento y desarrollo de fármacos, dado que permiten observar los cambios
de la expresión genética durante la administración de un fármaco y realizar ensayos
de toxicidad, seguridad y efectividad de los mismos.
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el desarrollo de la farmacogenómica. La farmacogenómica busca aplicar la tecnología
genómica en el desarrollo de fármacos y terapias individualizadas. Su objetivo es iden-
ti�car las enfermedades a nivel molecular y desarrollar estrategias más efectivas en
su cura según el per�l genómico del paciente. Esto haría posible el desarrollo de tra-
tamientos personalizados y también conocer la predisposición individual de padecer
una enfermedad, permitiendo el desarrollo de una medicina preventiva adecuada.

3.2. Base de datos y modelización

En esta sección, se analiza una base de datos real con el objetivo de realizar un agrupa-
miento de los datos usando los conocidos modelos de mixturas �nitas. Se utiliza el paquete
FlexMix, que implementa el algoritmo EM en modelos de regresión de mixturas �nitas,
y se estudian dos problemáticas clave de este algoritmo: cómo determinar el número de
componentes o clusters usando criterios de selección de modelos, y qué método de inicio
utilizar para garantizar la convergencia a la solución óptima. A continuación, sobre los
modelos seleccionados, se estudia el solapamiento de sus componentes, la estimación de sus
parámetros y la e�cacia de clasi�cación del modelo, sobre los datos y sobre una muestra
generada de forma aleatoria a partir del mismo.

La base de datos que se usará es la correspondiente al artículo Pepe et al. (2003). Esta
recoge las observaciones de 1536 genes en 53 tejidos ováricos de los cuales se sabe que 23
son cancerosos y 30 sanos. Los datos no recogidos en el microarray son substituidos por
valores cero.

Se pretende clasi�car los tejidos en cancerosos y no cancerosos mediante modelos de
mixturas. En el artículo Pepe et al. (2003), de los 100 primeros genes se escogen los diez
mejores biomarcadores siguiendo cuatro criterios distintos. Un buen biomarcador es un gen
cuya expresión indica en cierta medida si el tejido está enfermo. Los cuatro criterios usados
para la selección de biomarcadores en Pepe et al. (2003) son: según el valor de la curva
ROC en 0,1, ROC(0,1); según el índice que indica el área bajo la curva ROC en el intervalo
(0, 0,1), pAUC(0,1); el valor del área bajo la curva completa, AUC; y el índice Z-stat, que
explicaremos a continuación.

Como hemos visto en un ejemplo previo se exige que FPR tome valores bajos para que
la proporción de individuos sanos diagnosticados con cáncer sea ín�ma. En el artículo que
tomamos de referencia se justi�ca que se toma un valor máximo para FPR pequeño, pero
no demasiado como para no ser capaces de estimar adecuadamente el valor de pAUC.

En el artículo también se considera el índice Z-stat o t-estadístico de dos muestras, que
se de�ne para cada gen t = 1, . . . , n (en este caso n = 1536) como

Z-statt =
x2t − x1t√
s21t
n1

+
s21t
n2

siendo x1t, x2t, s2
1t y s

2
2t las medias y varianzas de los dos grupos en los que se divide la

muestra (tejidos canceroso y no canceroso) y n1 y n2 los tamaños correspondientes, en este
caso n1 = 23 y n2 = 30.
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Se considera que los genes con índice Z-stat mayor en valor absoluto son mejores biomar-
cadores ya que se produce una mayor diferencia en su expresión para los tejidos enfermos
y sanos (Marín, 2018).

En el artículo Vivo et al. (2017) se propone un nuevo índice que está bien de�nido
incluso para curvas ROC impropias llamado Tighter Partial Area Index, TpAUC, del que
hemos hablado en el capítulo anterior. Además de los genes seleccionados por los otros
cuatro índices, usaremos aquellos seleccionados por el índice TpAUC, también de entre los
100 primeros de la muestra. La función que determina dichos genes se puede encontrar en
los �cheros suplementarios del mencionado artículo.

Tomamos entonces los genes seleccionados por los índices ROC, pAUC, AUC, Z-stat y
TpAUC, según hemos descrito previamente.

ROC pAUC AUC Z-stat TpAUC
g93 g93 g93 g93 g93
g76 g65 g42 g65 g34
g65 g5 g76 g42 g25
g42 g23 g65 g97 g10
g5 g42 g16 g39 g23
g16 g51 g5 g23 g51
g39 g52 g52 g35 g73
g35 g35 g97 g76 g84
g23 g73 g39 g63 g52
g52 g76 g75 g5 g5

Tabla 3.1: Genes seleccionados por los distintos criterios.

Suponemos que cada gen es una variable independiente y que puede ser modelizado por
un modelo de mixturas. Trabajaremos suponiendo que no disponemos de la información
necesaria para saber si un tejido es o no canceroso por lo que aplicaremos el algoritmo
EM para determinar el número de componentes de la mixtura de los datos de cada gen.
Usaremos distintos métodos de inicialización y escogeremos los modelos con los criterios
de selección AIC, BIC e ICL.

El modelo teórico de los datos es un modelo de mixturas de dos componentes o clusters
para cada variable independiente o gen, una que determina los tejidos cancerosos y otra
para los sanos; y con pesos similares ya que el número de muestras de tejidos sanos y
cancerosos es de 30 y 23 respectivamente.

Aplicaremos el comando initFlexmix o stepFlexmix del paquete FlexMix para mixturas
gamma y posteriormente normales, a cada uno de los cinco conjuntos de genes selecciona-
dos, y comprobaremos el ajuste de los datos a los modelos de mixturas de 1 a 5 compo-
nentes, con distintos métodos de inicio. Posteriormente seleccionaremos para cada método
de inicio el mejor modelo en cada caso mediante el criterio AIC, BIC e ICL y analizaremos
los resultados obtenidos.

En primer lugar de�nimos el modelo de los datos con los que trabajamos. La fórmula
que debemos introducir para ejecutar los comandos del paquete FlexMix tiene la siguiente
estructura y ∼ x|g, donde y es la variable respuesta o dependiente, x la variable predictora
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o explicativa y g es un factor de agrupamiento opcional para mediciones repetidas (Leisch,
2004). En nuestro caso, se tiene que para cada grupo disponemos de 10 genes, es decir, 10
variables respuesta independientes entre sí Y = (Y1, . . . , Y10) y no hay variables predictoras.
Por ser independientes, para un modelo de mixturas gamma, la función de densidad del
modelo es el producto de las funciones de densidad de cada una de las variables cuya
expresión está dada en (1.4).

De forma análoga, si trabajamos con un GMM, se tiene que el modelo de mixturas de
Y se expresa como el productorio de las funciones de densidad de cada una de las variables
cuya expresión también obtuvimos en el primer capítulo (1.3).

Para especi�car esto sobre los comandos del paquete FlexMix se crea una lista de
modelos para cada grupo compuesta por todas las funciones de densidad fi(yt|·) para
t = 1, . . . , 10. Por ejemplo, para el grupo seleccionado por el índice ROC, se tienen 10
genes, los dos primeros son el 93 y el 76. El modelo se corresponderá con una lista donde
los dos primeros elementos sean las funciones de densidad del gen 93 y el 76.

Empezamos trabajando con distribuciones gamma, por ser más habituales en modelos
de supervivencia dado que incluyen otras como la exponencial. De�nimos los modelos
correspondientes como una lista de variables cada una siguiendo una distribución gamma
(ver Apéndice A). Cada modelo será de la forma

Modelo <-list(FLXMRglm(genes_grupo[,1]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,3]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,4]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,5]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,7]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo[,9]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_grupo [,10]~.,family="Gamma"))

Los puntos son reemplazados por las variables predictoras o explicativas x, de forma que
estas sólo tienen que ser especi�cadas una vez, en lugar de 10 por cada uno. En nuestro
caso, estamos ante un modelo sin variables explicativas y para indicarlo se le asigna el
valor 1, como se propone en Grün and Leisch (2007). Tampoco disponemos de un factor
de agrupamiento g, que por ser opcional, basta con no especi�carlo.

Inicializamos el algoritmo EM con cuatro de los métodos de inicio vistos en el Capítulo 2,
que son los más utilizados en la práctica y que ya están implementados en el paquete: inicio
aleatorio, inicio con el método emEM, y usando las variantes CEM y SEM. Seleccionaremos
los modelos con respecto al criterio AIC, BIC e ICL. Para cada uno de ellos se obtienen
los siguientes modelos de mixturas:

• Para el criterio AIC

En las Tablas 3.2 y 3.3 se observa que para el grupo ROC el mejor modelo según
el criterio AIC es el que tiene una inicialización de tipo CEM y para el AUC aquel con
método de inicio aleatorio. Para los demás grupos de genes se seleccionan los modelos con
una inicialización de tipo SEM.
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Rnd emEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.2: Modelos para el criterio AIC.

CEM SEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.3: Modelos para el criterio AIC.
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• Para el criterio BIC:

En las Tablas 3.4 y 3.5 se observa que para el grupo ROC, los modelos obtenidos por
este criterio con inicializaciones CEM y SEM son los mismos y ambos son considerados
los mejores modelos para este grupo por tener menor BIC. Se escogerá el modelo que
converja a la solución con un menor número de iteraciones del algoritmo, que en este caso,
se corresponde con el de inicialización SEM.

Para el grupo pAUC y TpAUC los modelos que se seleccionan usando de nuevo el
criterio BIC, son los obtenidos mediante una inicialización de tipo emEM. Para el grupo
AUC, se selecciona el modelo con método de inicio aleatorio y para el Z-stat aquel con una
inicialización de tipo SEM.

Rnd emEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.4: Modelos para el criterio BIC.



48 CAPÍTULO 3. APLICACIÓN AL CLUSTERING DE DATOS DE MICROARRAY

CEM SEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.5: Modelos para el criterio BIC.

• Para el criterio ICL:

En las Tablas 3.7 y 3.8 se observa que con este criterio se obtienen, en muchos casos,
los mismos modelos que con el criterio BIC.

Para el grupo ROC, los modelos seleccionados por el criterio ICL son los obtenidos
mediante un método de inicio CEM y SEM, que de nuevo son iguales (Tablas 3.6 y 3.8).
Como ocurría anteriormente, se escogerá el modelo que converja a la solución con un menor
número de iteraciones del algoritmo, que en este caso también se corresponde con el de
inicialización SEM.

Para el grupo pAUC y TpAUC los modelos que se seleccionan con el criterio ICL son
los obtenidos mediante una inicialización de tipo emEM. Para el grupo AUC, se selecciona
el modelo con método de inicio aleatorio y para el Z-stat aquel con una inicialización de
tipo SEM.

Rnd emEM CEM SEM
ROC 225,2094 225,2094 212.4381 212.4381
pAUC 97,07684 95,74085 105.9301 105.9301
AUC 358,2112 360,5624 360,5618 360,5699
Z-stat 200,8069 206,3115 200,8069 200,8062
TpAUC 226,9724 223,9393 233,7345 226,9724

Tabla 3.6: Valores del ICL de los modelos.
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Rnd emEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.7: Modelos para el criterio ICL.

CEM SEM

ROC

pAUC

AUC

Z-stat

TpAUC

Tabla 3.8: Modelos para el criterio ICL.
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En general se seleccionan los siguientes modelos para cada grupo de genes y cada criterio

AIC BIC ICL

ROC
ICL=212.4381

pAUC
ICL=95,74085

AUC
ICL=358,2112

Z-stat
ICL=200,8062

TpAUC
ICL=223,9393

Tabla 3.9: Selección de un modelo para cada grupo y criterio.

A partir de la Tabla 3.9, se puede observar que:

I Para el grupo de genes AUC y cualquiera de los tres criterios, se selecciona el modelo
obtenido mediante una inicialización de tipo aleatorio.

I Se seleccionan más modelos con una inicialización de tipo SEM, concretamente siete
modelos son seleccionados con este método de inicio: 3 con el criterio AIC, 2 con el BIC y
2 con el ICL.

I Para todos los grupos los modelos seleccionados por el criterio ICL y BIC son los
mismos.
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I Se constata, como veíamos en Capítulo 2, que el criterio AIC sobreestima el orden
del modelo, es decir, proporciona modelos con bastantes más componentes que el modelo
teórico de los datos. Por tanto, en adelante trabajaremos con los seleccionados por el criterio
BIC o ICL.

I Se tiene que los modelos que mejor se ajustan a los datos según el valor de cualquiera
de los criterios de selección son el pAUC, posteriormente el Z-stat y el TpAUC.

Observación 3.1. Se han estudiado también los modelos obtenidos usando distribuciones
normales en lugar de gamma. Se obtienen modelos que en general se ajustan peor a los
datos reales de los que disponemos (ver Apéndice B), ya que los valores del AIC, BIC e ICL
son mayores que para los modelos de mixturas gamma. Por tanto, en adelante trabajaremos
con los modelos de mixturas gamma en lugar de normales.

3.2.1. Parámetros estimados de la mixtura

En este apartado veremos como conseguir la estimación de los parámetros de los modelos
de mixturas obtenidos. Los pesos de la muestra real se corresponden con las proporciones
de tejidos enfermos y sanos, es decir, el peso del clúster que comprende los tejidos sanos es
de 30

53
≈ 0,566 y el de la componente que designa los tejidos enfermos de 23

53
≈ 0,434. Los

pesos de cada una de las componentes de los modelos obtenidos se pueden obtener con la
función prior del paquete FlexMix. La siguiente tabla resume los pesos de cada uno de los
modelos:

ROC pAUC AUC Z-stat TpAUC
π1 0,547 0,454 0,4215 0,533 0,278
π2 0,453 0,112 0,4839 0,467 0,322
π3 0,434 0,0946 0,401

Tabla 3.10: Tabla de pesos de las componentes de los modelos.

Se observa en la Tabla 3.10, que el modelo cuyos pesos más se aproximan a los pesos
reales de la mixtura es el pAUC, considerando que la componente 3 designa los tejidos
cancerosos y la 1 y 2 los sanos. También se podría considerar que la componente 1 designa
los tejidos enfermos y la 2 y 3 los sanos, resultando en este caso un modelo de clasi�cación
con pesos aproximados menos ajustados a los reales.

Mediante la función parameters se obtiene la estimación de los parámetros de la distri-
bución gamma para cada gen. Por ejemplo, para el modelo ROC y el primer gen de este
grupo, el gen 93, se tienen los siguientes parámetros para cada una de las dos componentes
que forman el modelo de mixturas:
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3.2.2. Solapamiento entre componentes

En las tablas anteriores, se ha usado el comando summary para cada uno de los casos
estudiados. Obtenemos así el valor prior que se corresponde con el peso estimado π̂i de
cada una de las componentes en la mixtura, size que informa del tamaño de cada uno de
los clusters, post>0 que se corresponde con el número de componentes cuya probabilidad a
posteriori satisfacen τ̂it > 10−4 y por último, ratio que informa sobre si existe solapamiento
entre los clusters generados. Para componentes o clusters bien separadas (sin solapamiento),
se debe obtener un número alto de observaciones con probabilidades a posterior τ̂it mayores
que 10−4 y una proporción (ratio) próxima a 1.

La separación o por el contrario, el solapamiento entre las componentes del modelo
de mixturas obtenido también se puede estudiar realizando un rotograma, en el que se
representen las probabilidades a posteriori de cada observación según la componente de la
que provengan. La diferencia entre un rotograma y un histograma es que el primero escala
las barras de acuerdo a la raíz cuadrada del número de observaciones. Habitualmente,
en cada componente de los modelos de mixturas, para muchas observaciones se obtienen
probabilidades a posteriori muy próximas a cero, lo que daría lugar a una barra muy
alta en el rotograma para el valor cero. Para facilitar la visualizacién de los datos, todas
las probabilidades a posteriori menores que un cierto valor, que por defecto es 10−4, son
ignoradas en la representación del rotograma. Un pico cerca de la probabilidad 1 indicaría
que la componente de la mixtura está bien separada de las otras componentes, mientras
que si esto no ocurre o se observa una masa importante de valores en la parte central del
intervalo, se concluiría que existe solapamiento con otras componentes.

A continuación veremos algún ejemplo del estudio del solapamiento entre componentes
teniendo en cuenta la representación del rotograma y los valores obtenidos para post>0 y
ratio.

Para el modelo de mixturas obtenido para el índice pAUC, se tiene el siguiente roto-
grama:

Figura 3.2: Rotograma grupo pAUC.
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En la Figura 3.2 y teniendo en cuenta los valores obtenidos en la Tabla 3.9, se constata
que la componente 1 y 3 (ratios de 0,774 y 0,958 respectivamente) se encuentran relativa-
mente bien separadas, mientras que para la componente 2 no se observan picos cerca del
valor 1 y el ratio es de 0,273, por lo que está bastante solapada con las otras dos.

Sin embargo, para el grupo ROC se obtiene el siguiente rotograma:

Figura 3.3: Rotograma grupo ROC.

donde se observa, junto con los valores de los ratios de cada componente (0,806 y 0,857
respectivamente), que no existe apenas solapamiento entre las dos componentes o clusters.

Para los otros tres grupos de genes se obtienen los siguientes rotogramas:

Figura 3.4: Rotogramas grupo AUC, Z-stat y TpAUC.
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que indican que para el modelo de genes AUC las componentes 1 y 2 están bien separadas
pero la 3 no; para el Z-stat ambas componentes están relativamente bien separadas y para
el TpAUC la componente 1 está bien separada y existe cierto solapamiento entre las otras
dos.

3.2.3. Clasi�cación y ajuste de los modelos obtenidos

En este apartado estudiaremos la proporción de verdaderos negativos o especi�cidad
y de verdaderos positivos o sensibilidad de los modelos obtenidos en el apartado anterior.
También compararemos la clasi�cación de la muestra realizada por estos modelos compa-
rándola con la verdadera clasi�cación, que venía determinada en los datos originales por
la columna �d�, con valor 1 si el tejido es canceroso y 0 si no tiene cáncer.

En el caso de los genes seleccionados por el índice pAUC, AUC y TpAUC hemos obte-
nido modelos de mixturas de tres componentes. Vamos a estudiar cuáles se corresponden
con los tejidos sanos y cuáles con los enfermos. En este tipo de datos es razonable que
exista mayor variabilidad de la clasi�cación de los tejidos sin cáncer ovárico dado que, a
pesar de referirnos a ellos como sanos, lo único que podemos garantizar es que no padecen
este tipo concreto de cáncer pero no que sean muestras sanas realmente.

Con las siguientes tablas se representan las clasi�caciones realizadas por cada modelo
frente a la clasi�cación real de los datos.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 1 3 19

Enfermos: 1 23 3 4

Tabla 3.11: Tejidos sanos y enfermos para grupo pAUC.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 1 21 1

Enfermos: 1 21 5 4

Tabla 3.12: Tejidos sanos y enfermos para grupo AUC.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 10 0 13

Enfermos: 1 5 17 8

Tabla 3.13: Tejidos sanos y enfermos para grupo TpAUC.

Observando las clasi�caciones obtenidas en la Tabla 3.11, para el grupo pAUC la com-
ponente 3 se corresponde con los tejidos sanos, la 1 con los enfermos y la 2 clasi�ca el mismo
número de tejidos enfermos que sanos. Se considerará que se corresponde con los tejidos
sanos, por poder existir mayor variabilidad en este grupo ya que el sujeto puede padecer
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otra patología ajena al cáncer ovárico que altere su expresión genética. Además, ya se ha
comentado que se buscan valores bajos del FPR, es decir, valores altos de la especi�cidad,
por lo que es preferible obtener más falsos negativos que falsos positivos.

Según la Tabla 3.12, para el grupo AUC la componente 2 es la que designa los tejidos
sanos y la 1 y 3 los enfermos. Para el TpAUC (Tabla 3.13) la componente 2 se corresponde
con los tejidos enfermos y la 1 y la 3 los sanos.

Los otros dos modelos (los obtenidos por los grupos ROC y Z-stat) tienen dos compo-
nentes: una se corresponderá con los tejidos sanos y la otra con los enfermos.

Observando la clasi�cación efectuada para cada modelo, se obtiene:

Comp. 1 Comp. 2
Sanos: 0 20 3

Enfermos: 1 4 26

Tabla 3.14: Tejidos sanos y enfermos para grupo ROC.

Comp. 1 Comp. 2
Sanos: 0 2 21

Enfermos: 1 26 4

Tabla 3.15: Tejidos sanos y enfermos para grupo Z-stat.

Podemos concluir que para el grupo ROC la componente 2 se corresponde con los tejidos
enfermos y la 1 con los sanos. Para el grupo Zstat la componente 1 se corresponde con los
tejidos enfermos y la 2 con los sanos.

Se realizan los cambios pertinentes en cada caso para mantener la notación original
del estado de cada individuo 0 para el sano y 1 para el enfermo, como se muestra en el
Apéndice A.

De cada uno de las clasi�caciones calcularemos la proporción de verdaderos positivos
(sensibilidad) y verdaderos negativos (especi�cidad) del modelo y el valor predictivo de
cada uno, cuyos resultados se muestran en la siguiente tabla.

Sensibilidad Especi�cidad GR
ROC 0,8695652 0,8666667 0,8679245
pAUC 0,9565217 0,7666667 0,8490566
AUC 0,9130435 0,8333333 0,8679245
Zstat 0,9130435 0,8666667 0,8867925

TpAUC 1,0000000 0,5666667 0,7547170

Tabla 3.16: Sensibilidad, especi�cidad y valor predictivo global de cada modelo.

En la Tabla 3.16 se observa que los mayores valores de sensibilidad se obtienen para
los modelos seleccionados con los grupos de genes TpAUC y posteriormente pAUC, AUC
y Z-stat, por lo que estos tienen éxito a la hora de clasi�car como cancerosos los tejidos
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que lo son. Cabe destacar que el modelo TpAUC tiene una sensibilidad de 1 por lo que no
falla nunca al clasi�car un tejido enfermo como tal.

Los mayores valores de especi�cidad se obtienen para los modelos ROC, Z-stat, AUC
y pAUC por lo que estos modelos clasi�can bien los tejidos sanos. Sin embargo, el modelo
TpAUC falla clasi�cando los tejidos sanos en casi un 44% de los casos.

Por tanto, el modelo que mejor clasi�ca la muestra es el obtenido mediante el grupo
Z-stat.

A continuación se representan las curvas ROC de las clasi�caciones proporcionadas por
cada uno de los modelos haciendo uso del paquete pROC.

Figura 3.5: Curva ROC de cada modelo de clasi�cación.

A partir de las grá�cas de la Figura 3.5, se constata que el área bajo la curva es mayor
para el grupo Z-stat, por lo que se trata del mejor método clasi�cador de la muestra.

3.2.4. Estabilidad de los modelos: técnica Bootstrap

Aplicamos la técnica de remuestro bootstrap sobre los modelos de mixturas obtenidos
para cada grupo de genes. El objetivo es estudiar la estabilidad de los modelos, es decir,
estudiaremos, en qué medida estos modelos son capaces de clasi�car correctamente una
muestra aleatoria generada a partir de ellos. Se usará el comando r�exmix implementado
en el paquete, que genera números aleatorios a partir del modelo de mixturas dado. Se
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puede acceder a la clasi�cación que proporciona usando el comando $class (Grün and
Leisch, 2010) y obtenemos las siguientes tablas de clasi�cación de los datos

Comp. 1 Comp. 2
Sanos: 0 14 9

Enfermos: 1 16 14

Tabla 3.17: Tejidos sanos y enfermos para el remuestreo del grupo ROC.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 8 2 13

Enfermos: 1 14 3 13

Tabla 3.18: Tejidos sanos y enfermos para el remuestreo del grupo pAUC.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 13 9 1

Enfermos: 1 15 14 1

Tabla 3.19: Tejidos sanos y enfermos para el remuestreo del grupo AUC.

Comp. 1 Comp. 2
Sanos: 0 12 11

Enfermos: 1 17 13

Tabla 3.20: Tejidos sanos y enfermos para el remuestreo del grupo Z-stat.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3
Sanos: 0 5 8 10

Enfermos: 1 9 12 9

Tabla 3.21: Tejidos sanos y enfermos para el remuestreo del grupo TpAUC.

A partir de las Tablas 3.17-3.21, se observa que existe un mayor solapamiento de las
componentes y ya no se distingue de forma sencilla qué componentes designan los tejidos
enfermos y cuáles los sanos.

Suponiendo las mismas clasi�caciones previas, es decir, que para el grupo ROC la
componente 1 identi�ca los tejidos sanos y la 2 los enfermos, para el grupo pAUC la
componente 2 y 3 se corresponden con los tejidos sanos, y así sucesivamente, se obtienen los
siguientes valores de sensibilidad, especi�cidad y valor predictivo global para cada modelo:
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Sensibilidad Especi�cidad GR
ROC 0,6086957 0,4666667 0,5283019
pAUC 0,6521739 0,4666667 0,5471698
AUC 0,08695652 0,90000000 0,5471698
Z-stat 0,4782609 0,5666667 0,5283019
TpAUC 0,6521739 0,4000000 0,5094340

Tabla 3.22: Sensibilidad, especi�cidad y valor predictivo global para el remuestreo de los
modelos.

Los mayores valores de sensibilidad se obtienen con los modelos pAUC y AUC. El valor
más alto de especi�cidad se obtiene para el modelo AUC, pero también el más bajo de
sensibilidad, por lo que el mejor modelo de clasi�cación es el pAUC.

Los valores predictivos globales de todos los modelos son bastante bajos por lo que se
considera que ninguno de ellos es su�cientemente estable para clasi�car correctamente una
muestra generada de forma aleatoria.



Capítulo 4

Discusión y conclusiones

Uno de los principales problemas del uso del algoritmo EM para estimar los parámetros
de un modelo de mixturas es la necesidad de introducir un número �jo de componentes,
en general desconocido. Otro de los obstáculos que presenta es que la convergencia a la
solución óptima depende de los valores de inicio utilizados en el algoritmo. Ambos son
problemas característicos del algoritmo EM para los que todavía no existen estrategias que
permitan abordarlos de forma de�nitiva. Para el primero, se propone considerar modelos
con distinto número de componentes y usar criterios de selección para determinar el modelo
que mejor se ajusta a los datos. Para el segundo problema, se proponen distintos métodos
de inicialización y algunas variantes del algoritmo. Sin embargo, no existe consenso en qué
criterio de selección se debe usar ni cuál es el mejor método de inicio. Los resultados varían
según el tamaño de la muestra, el número de componentes de la mixtura, la familia de
distribución paramétrica y el tipo de datos.

En este trabajo además de haberse estudiado estas dos problemáticas aplicadas a los
modelos de mixturas gamma y normales, se ha planteado como principal objetivo obtener
un modelo que clasi�que bien cualquier muestra de tejido ovárico sin necesidad de saber
si se trata de un tejido canceroso o no, y así poder estudiar qué grupo de genes resultan
ser mejores biomarcadores de esta enfermedad. A continuación se comentan brevemente
los resultados obtenidos.

I Con respecto a los distintos criterios usados para seleccionar el mejor modelo, es decir,
determinar el número óptimo de componentes de la mixtura en cada caso, se constata que
el criterio Akaike sobreestima el número de componentes para todos los grupos de genes y
las dos familias parámetricas consideradas, como sucede en Baudry et al. (2015), Hu (2015)
y Olivier (1999), ya que se obtienen modelos con un número de componentes muy superior
a la verdadera clasi�cación. Por otro lado, en nuestro estudio, los modelos seleccionados por
los criterios BIC e ICL coinciden en todos los casos. Se comentaba en el segundo capítulo
que el criterio ICL es más robusto para modelos con componentes no gausianas, motivo
por el que se decidió incluir en el estudio. Sin embargo, para nuestra base de datos, ambos
criterios son igualmente e�caces en la selección del número de componentes de la mixtura.

Los valores de los tres criterios son superiores para los modelos GMM que los obtenidos
para los modelos de mixturas gamma, por lo que se considera que los segundos ajustan

59
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mejor la muestra.
Además, los menores valores de los tres criterios de selección se obtienen para el gru-

po pAUC, por lo que, con este criterio, se puede considerar el modelo que mejor se ajusta
a los datos. Posteriormente se encuentran el Z-stat, el ROC, el TpAUC y por último el AUC.

I En lo referente a métodos de inicio, se han llevado a la práctica las inicializaciónes
de tipo aleatorio, ejecuciones cortas del algoritmo y dos de las variantes del algoritmo
EM: el CEM y el SEM. Se han escogidos estas cuatro estrategias de inicialización por ser
ampliamente usadas, producir buenos resultados en lo referente al coste computacional
y e�cacia de la clasi�cación realizada, que además están implementadas en el paquete
estadístico.

A continuación se detallan los resultados y conclusiones obtenidos sobre los distintos
métodos de inicio.

Para los modelos de mixturas gamma se tiene que, de los 15 modelos seleccionados (uno
por cada grupo de genes y cada criterio de selección usado), 3 han sido obtenidos mediante
una inicialización de tipo aleatorio, 4 de tipo emEM, sólo uno de tipo CEM y 7 de tipo
SEM.

Para los GMM, sólo uno de ellos ha sido obtenido mediante una inicialización de tipo
aleatorio, 2 de tipo emEM, 9 de tipo CEM y 3 de tipo SEM.

Los modelos obtenidos mediante los criterios BIC e ICL coinciden y se tiene que entre los
modelos de mixturas gamma seleccionados uno ha sido obtenido mediante una inicialización
aleatoria, 2 de tipo emEM y 2 de tipo SEM. Para los GMM se obtienen 4 modelos mediante
una inicialización CEM y sólo uno con inicialización de tipo SEM.

Por tanto, se observa que, en general, los mejores modelos se obtienen, para el caso de
los modelos gamma, con las estrategias de inicialización SEM y emEM, como se proponía
en Scharl et al. (2009) y Baudry and Celeux (2015); y para los GMM, con el método CEM.

I En relación a la superposición de los clusters de los modelos gamma se han obtenido
dos modelos (grupo ROC y Z-stat) con dos componentes bien separadas, por lo que una
se corresponde con los tejidos cancerosos y la otra con los sanos; y tres modelos (grupo
pAUC, AUC y TpAUC) de tres componentes con cierto solapamiento entre sus componen-
tes, por lo que resulta más complicado realizar la correspondencia de cada componente con
la clasi�cación enfermo-sano. Resulta lógico que, en estos tres últimos casos, alguna de las
componentes estén solapadas dado que el modelo teórico de clasi�cación de los datos está
formado por dos componentes, una por cada tipo de tejido.

I Se ha realizado el estudio haciendo corresponder cada componente con el tipo de
tejido predominante que la constituye. Por ejemplo, en el caso del grupo AUC, la primera
componente está compuesta por una muestra sana y 21 enfermas, por lo que se considera
que la componente 1 designa los tejidos enfermos. La componente 2 está formada por 21
muestras sanas y 5 enfermas, entonces se corresponde con los tejidos sanos; y la terce-
ra componente por 4 tejidos enfermos y sólo uno sano, por lo que también se ha hecho
corresponder con el grupo de tejidos enfermos.

Para el grupo pAUC, se ha obtenido que una de las componentes estaba formada por
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tantos tejidos enfermos como sanos. En este caso, se ha tenido en cuenta que se trata de
una prueba que pretende detectar los tejidos enfermos de un cáncer muy concreto, pero que
el sujeto puede padecer otras patologías distintas que in�uyan en la expresión genética que
se está considerando, por lo que puede existir mayor variabilidad para los tejidos corres-
pondientes al grupo de los sanos. Además, se trata de una enfermedad con un tratamiento
agresivo para el sujeto, por lo que en Pepe et al. (2003) se sugiere considerar valores altos
de la especi�cidad (o equivalentemente bajos de FPR) a pesar de poder obtener más falsos
negativos. Por todo esto, se ha considerado que dicha componente se corresponde con los
tejidos sanos en lugar de con los enfermos.

I En relación al estudio de la e�cacia de los modelos de clasi�cación de los datos se
ha estudiado sobre cada uno el valor predictivo global y el área bajo la curva. La mejor
clasi�cación se obtiene con el modelo del grupo de genes Z-stat. Posteriormente y en orden
decreciente, el AUC, el ROC, el pAUC y por último el TpAUC.

En este caso como estamos interesados en una prueba con valores altos de especi�cidad,
la mejor prueba-diagnóstico del cáncer ovárico sería el modelo de mixturas obtenido con el
grupo de genes Z-stat, el ROC o el AUC.

I Tras estudiar la estabilidad de los modelos de clasi�cación realizando un remuestreo
aleatorio, se obtiene que el mejor modelo de clasi�cación es el grupo pAUC y el AUC.

Ordenando las pruebas-diagnóstico según la especi�cidad, se obtiene que el mejor mo-
delo es el AUC, y posteriormente el pAUC, Z-stat, ROC y TpAUC. Sin embargo cabe
destacar que el modelo AUC proporciona el valor más bajo de sensibilidad respecto a los
otros cuatro grupos de genes. Por ello, se considera que el pAUC es el grupo de genes
que proporciona una mejor clasi�cación de la muestra aleatoria, siendo así el modelo de
clustering más estable.

En conclusión, en este trabajo se han estudiado varios modelos de clasi�cación de una
muestra de tejidos ováricos con y sin cáncer con el objetivo de determinar cuáles son los
mejores biomarcadores genéticos de la enfermedad y así contribuir a la detección temprana
del cáncer ovárico.

Para ello, se ha partido de 4 grupos de diez genes considerados buenos biomarcadores
según los criterios ROC, pAUC, AUC y Z-stat, y que habían sido propuestos en Pepe et al.
(2003). En este trabajo hemos incluido en el estudio los diez genes seleccionados por el
índice TpAUC, propuesto en Vivo et al. (2017).

Finalmente, se ha obtenido que la mejor clasi�cación para esta muestra se produce con
el grupo de genes seleccionado por el índice Z-stat con un porcentaje de éxito de casi el
89%, no habiendo excesiva diferencia con la clasi�cación obtenida por los criterios ROC,
AUC y pAUC. El grupo de genes TpAUC ha resultado ser algo menos e�caz que los otros
cuatro, con un portentaje de éxito de aproximadamente el 75%.

Por otro lado, el modelo más estable, es decir, aquel que produce una mejor clasi�cación
de una muestra aleatoria generada a partir de la base de datos original, ha resultado ser
el pAUC con una e�cacia del 55%. Cabe destacar que ninguno de los modelos parece
proporcionar una buena clasi�cación de una muestra aleatoria dado que se producen valores
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predictivos globales muy bajos.
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Apéndice A

Código R

En este anexo se encuentra el código R que se ha usado en el tercer capítulo.

Descripción de los datos y obtención de los modelos co-
rrespondientes

Los datos que tenemos se recogen en el documento genes.txt.

datos_orig <-read.csv("genes.txt", header=T, sep=",", dec=".")

Dado que hay algunas entradas de los datos que no han sido recogidas, substituímos
los valores NaN por ceros.

haz.cero <-function(x){

ifelse(is.na(x),0,x)

}

datos <-data.frame(sapply(datos_orig ,haz.cero.na))

Los genes seleccionados son:

genes_ROC <-datos[,c("g93","g76","g65","g42","g5","g16","g39",

"g35","g23","g52")]

genes_pAUC <-datos[,c("g93","g65","g5","g23","g42","g51","g52"

,"g35","g73","g76")]

genes_AUC <-datos[,c("g93","g42","g76","g65","g16","g5","g52",

"g97","g39","g75")]

genes_Zstat <-datos[,c("g93","g65","g42","g97","g39","g23",

"g35","g76","g63","g5")]

genes_TpAUC <-datos[,c("g93","g34","g25","g10","g23","g51",
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"g73","g84","g52","g5")]

Cargamos los siguientes paquetes y de�nimos los siguientes modelos de distribuciones
gamma.

library(lattice)

library(flexmix)

set.seed (400)

M1<-list(FLXMRglm(genes_ROC[,1]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_ROC[,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_ROC[,3]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_ROC[,4]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_ROC[,5]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_ROC[,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_ROC[,7]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_ROC[,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_ROC[,9]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_ROC[,10]~.,family="Gamma"))

M2<-list(FLXMRglm(genes_pAUC[,1]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_pAUC[,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_pAUC[,3]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_pAUC[,4]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_pAUC[,5]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_pAUC[,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_pAUC[,7]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_pAUC[,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_pAUC[,9]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_pAUC [,10]~.,family="Gamma"))

M3<-list(FLXMRglm(genes_AUC[,1]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_AUC[,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_AUC[,3]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_AUC[,4]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_AUC[,5]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_AUC[,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_AUC[,7]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_AUC[,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_AUC[,9]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_AUC[,10]~.,family="Gamma"))

M4<-list(FLXMRglm(genes_Zstat[,1]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_Zstat [,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_Zstat[,3]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(
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genes_Zstat [,4]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_Zstat[,5]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_Zstat [,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_Zstat[,7]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_Zstat [,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_Zstat[,9]~., family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_Zstat [,10]~.,family="Gamma"))

M5<-list(FLXMRglm(genes_TpAUC[,1]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_TpAUC [,2]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_TpAUC[,3]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_TpAUC [,4]~., family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_TpAUC[,5]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_TpAUC [,6]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_TpAUC[,7]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_TpAUC [,8]~.,family="Gamma"),

FLXMRglm(genes_TpAUC[,9]~.,family="Gamma"),FLXMRglm(

genes_TpAUC [,10]~.,family="Gamma"))

Para obtener los modelos de cada grupo y cada método de inicio se usa el siguiente
código:

mixt_ROC_rnd <-stepFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1 ,

verbose=FALSE)

mixt_ROC_rndA <-getModel(mixt_ROC_rnd , which="AIC")

mixt_ROC_rndB <-getModel(mixt_ROC_rnd , which="BIC")

mixt_ROC_rndI <-getModel(mixt_ROC_rnd , which="ICL")

mixt_pAUC_rnd <-stepFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5, model=M2,

verbose=FALSE)

mixt_pAUC_rndA <-getModel(mixt_pAUC_rnd , which="AIC")

mixt_pAUC_rndB <-getModel(mixt_pAUC_rnd , which="BIC")

mixt_pAUC_rndI <-getModel(mixt_pAUC_rnd , which="ICL")

mixt_AUC_rnd <-stepFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3 ,

verbose=FALSE)

mixt_AUC_rndA <-getModel(mixt_AUC_rnd , which="AIC")

mixt_AUC_rndB <-getModel(mixt_AUC_rnd , which="BIC")

mixt_AUC_rndI <-getModel(mixt_AUC_rnd , which="ICL")

mixt_Zstat_rnd <-stepFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4,verbose=FALSE)
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mixt_Zstat_rndA <-getModel(mixt_Zstat_rnd , which="AIC")

mixt_Zstat_rndB <-getModel(mixt_Zstat_rnd , which="BIC")

mixt_Zstat_rndI <-getModel(mixt_Zstat_rnd , which="ICL")

mixt_TpAUC_rnd <-stepFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5,verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_rndA <-getModel(mixt_TpAUC_rnd , which="AIC")

mixt_TpAUC_rndB <-getModel(mixt_TpAUC_rnd , which="BIC")

mixt_TpAUC_rndI <-getModel(mixt_TpAUC_rnd , which="ICL")

mixt_ROC_em<-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1 ,

init="tol.em",verbose=FALSE)

mixt_ROC_emA <-getModel(mixt_ROC_em,which="AIC")

mixt_ROC_emB <-getModel(mixt_ROC_em,which="BIC")

mixt_ROC_emI <-getModel(mixt_ROC_em,which="ICL")

mixt_pAUC_em<-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5, model=M2 ,

init="tol.em",verbose=FALSE)

mixt_pAUC_emA <-getModel(mixt_pAUC_em ,which="AIC")

mixt_pAUC_emB <-getModel(mixt_pAUC_em ,which="BIC")

mixt_pAUC_emI <-getModel(mixt_pAUC_em ,which="ICL")

mixt_AUC_em<-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3 ,

init="tol.em",verbose=FALSE)

mixt_AUC_emA <-getModel(mixt_AUC_em,which="AIC")

mixt_AUC_emB <-getModel(mixt_AUC_em,which="BIC")

mixt_AUC_emI <-getModel(mixt_AUC_em,which="ICL")

mixt_Zstat_em<-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4,init="tol.em",verbose=FALSE)

mixt_Zstat_emA <-getModel(mixt_Zstat_em ,which="AIC")

mixt_Zstat_emB <-getModel(mixt_Zstat_em ,which="BIC")

mixt_Zstat_emI <-getModel(mixt_Zstat_em ,which="ICL")

mixt_TpAUC_em<-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5,init="tol.em",verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_emA <-getModel(mixt_TpAUC_em ,which="AIC")

mixt_TpAUC_emB <-getModel(mixt_TpAUC_em ,which="BIC")

mixt_TpAUC_emI <-getModel(mixt_TpAUC_em ,which="ICL")



71

mixt_ROC_cem <-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1 ,

init="cem",verbose=FALSE)

mixt_ROC_cemA <-getModel(mixt_ROC_cem ,which="AIC")

mixt_ROC_cemB <-getModel(mixt_ROC_cem ,which="BIC")

mixt_ROC_cemI <-getModel(mixt_ROC_cem ,which="ICL")

mixt_pAUC_cem <-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5, model=M2,

init="cem",verbose=FALSE)

mixt_pAUC_cemA <-getModel(mixt_pAUC_cem ,which="AIC")

mixt_pAUC_cemB <-getModel(mixt_pAUC_cem ,which="BIC")

mixt_pAUC_cemI <-getModel(mixt_pAUC_cem ,which="ICL")

mixt_AUC_cem <-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3 ,

init="cem",verbose=FALSE)

mixt_AUC_cemA <-getModel(mixt_AUC_cem ,which="AIC")

mixt_AUC_cemB <-getModel(mixt_AUC_cem ,which="BIC")

mixt_AUC_cemI <-getModel(mixt_AUC_cem ,which="ICL")

mixt_Zstat_cem <-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4,init="cem",verbose=FALSE)

mixt_Zstat_cemA <-getModel(mixt_Zstat_cem ,which="AIC")

mixt_Zstat_cemB <-getModel(mixt_Zstat_cem ,which="BIC")

mixt_Zstat_cemI <-getModel(mixt_Zstat_cem ,which="ICL")

mixt_TpAUC_cem <-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5,init="cem",verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_cemA <-getModel(mixt_TpAUC_cem ,which="AIC")

mixt_TpAUC_cemB <-getModel(mixt_TpAUC_cem ,which="BIC")

mixt_TpAUC_cemI <-getModel(mixt_TpAUC_cem ,which="ICL")

mixt_ROC_sem <-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1 ,

init="sem",verbose=FALSE)

mixt_ROC_semA <-getModel(mixt_ROC_sem ,which="AIC")

mixt_ROC_semB <-getModel(mixt_ROC_sem ,which="BIC")

mixt_ROC_semI <-getModel(mixt_ROC_sem ,which="ICL")

mixt_pAUC_sem <-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5, model=M2,

init="sem",verbose=FALSE)

mixt_pAUC_semA <-getModel(mixt_pAUC_sem ,which="AIC")
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mixt_pAUC_semB <-getModel(mixt_pAUC_sem ,which="BIC")

mixt_pAUC_semI <-getModel(mixt_pAUC_sem ,which="ICL")

mixt_AUC_sem <-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3 ,

init="sem",verbose=FALSE)

mixt_AUC_semA <-getModel(mixt_AUC_sem ,which="AIC")

mixt_AUC_semB <-getModel(mixt_AUC_sem ,which="BIC")

mixt_AUC_semI <-getModel(mixt_AUC_sem ,which="ICL")

mixt_Zstat_sem <-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4,init="sem",verbose=FALSE)

mixt_Zstat_semA <-getModel(mixt_Zstat_sem ,which="AIC")

mixt_Zstat_semB <-getModel(mixt_Zstat_sem ,which="BIC")

mixt_Zstat_semI <-getModel(mixt_Zstat_sem ,which="ICL")

mixt_TpAUC_sem <-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5,init="sem",verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_semA <-getModel(mixt_TpAUC_sem ,which="AIC")

mixt_TpAUC_semB <-getModel(mixt_TpAUC_sem ,which="BIC")

mixt_TpAUC_semI <-getModel(mixt_TpAUC_sem ,which="ICL")

Escogemos un modelo para cada criterio y cada grupo de genes. Como los modelos del
BIC e ICL coinciden bastará con uno de ellos.

ROC_A<-mixt_ROC_cemA

ROC <-mixt_ROC_cemI

pAUC_A<-mixt_pAUC_semA

pAUC <-mixt_pAUC_emI

AUC_A<-mixt_AUC_rndA

AUC <-mixt_AUC_rndI

Zstat_A<-mixt_Zstat_semA

Zstat <-mixt_Zstat_semI

TpAUC_A<-mixt_TpAUC_semA

TpAUC <-mixt_TpAUC_emI
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Ajuste de los modelos obtenidos. Estudio de la sensibili-
dad y especi�cidad

Finalmente nos centraremos en los modelos seleccionados por el criterio BIC o ICL ya
que el AIC sobreestima el orden de los modelos. Con el siguiente comando se obtienen las
tablas que ayudan a determinar qué componente se corresponde con los tejidos enfermos,
que en los datos reales se corresponde con el valor 1, y los sanos, con valor 0.

table(datos[,"d"],clusters(pAUC))

Cambiamos la notación de la clasi�cación de los datos según consideremos qué compo-
nentes se corresponden con un tipo de tejido u otro.

c_pAUC <-clusters(pAUC)

for (i in seq (1 ,53)){

if(clusters(pAUC)[i]==1){

c_pAUC[i]<-1

} else{

c_pAUC[i]<-0

}

}

c_AUC <-clusters(AUC)

for (i in seq (1 ,53)){

if(clusters(AUC)[i]==2){

c_AUC[i]<-0

} else{

c_AUC[i]<-1

}

}

c_TpAUC <-clusters(TpAUC)

for (i in seq (1 ,53)){

if(clusters(TpAUC)[i]==2){

c_TpAUC[i]<-1

} else{

c_TpAUC[i]<-0

}

}

Con la siguiente función se puede determinar la clasi�cación correspondiente para los
otros dos grupos (que tienen sólo dos componentes).

cambio <-function(clusters_orig) {
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c_model <-clusters_orig

a<-0

b<-0

for (i in seq (1 ,53)){

if (datos[i,"d"] == clusters_orig[i]){

a<-a+1

} else if (clusters_orig[i]==2 &datos[i,"d"]==1){

b<-b+1

}

}

if(a>b){

print("Tejido enfermo Componente 1")

for(i in seq (1 ,53)){

if (clusters_orig[i]==2){

c_model[i]<-0

}

}

} else if (a<b){

print("Tejido enfermo Componente 2")

for(i in seq (1 ,53)){

if (clusters_orig[i]==2){

c_model[i]<-1

} else if (clusters_orig[i]==1) {

c_model[i]<-0

}

}

}

return(c_model)

}

La aplicamos en los dos casos restantes.

c_ROC <-cambio(clusters(ROC))

c_Zstat <-cambio(clusters(Zstat))

Finalmente se obtiene la clasi�cación de cada modelo manteniendo la notación original:
0 para el tejido sano y 1 para el enfermo.

A continuación se calcula la sensibilidad, especi�cidad y valor predictivo global de cada
una de las clasi�caciones obtenidas previamente, usando la siguiente función:

Sensibilidad_Especificidad_Global <-function(c_modelo ){

d<-datos[,"d"]

vn<-0

vp<-0

fn<-0
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fp<-0

for (i in seq (1 ,53)){

if (c_modelo[i]==1 & d[i]==1){

vn<-vn+1

} else if (c_modelo[i]==0 & d[i]==0){

vp<-vp+1

} else if (c_modelo[i]==1 & d[i]==0){

fn<-fn+1

} else if (c_modelo[i]==0 & d[i]==1){

fp<-fp+1

}

}

return(c(vp/(vp+fn),vn/(vn+fp),(vp+vn)/(vp+vn+fp+fn)))

}

Para representar las curvas ROC de cada modelo se usa el paquete pROC.

library(pROC)

Curva_R<-roc(datos[,c("d")],c_ROC , smooth=FALSE ,auc = TRUE)

Curva_p<-roc(datos[,c("d")],c_pAUC , smooth=FALSE ,auc = TRUE)

Curva_A<-roc(datos[,c("d")],c_AUC , smooth=FALSE ,auc = TRUE)

Curva_Z<-roc(datos[,c("d")],c_Zstat , smooth=FALSE ,auc = TRUE)

Curva_T<-roc(datos[,c("d")],c_TpAUC , smooth=FALSE ,auc = TRUE)

par(pty="s")

plot.roc(Curva_R,auc.polygon = TRUE ,print.auc=TRUE ,

main="Curva ROC grupo genes ROC")

plot.roc(Curva_p,auc.polygon = TRUE ,print.auc=TRUE ,

main="Curva ROC grupo genes pAUC")

plot.roc(Curva_A,auc.polygon = TRUE ,print.auc=TRUE ,

main="Curva ROC grupo genes AUC")

plot.roc(Curva_Z,auc.polygon = TRUE ,print.auc=TRUE ,

main="Curva ROC grupo genes Z-stat")

plot.roc(Curva_T,auc.polygon = TRUE ,print.auc=TRUE ,

main="Curva ROC grupo genes TpAUC")

Estabilidad de los modelos: técnica Bootstrap

Con el comando r�exmix se realiza un remuestreo aleatorio de los modelos seleccionados.

ROC_boot <-rflexmix(ROC)

pAUC_boot <-rflexmix(pAUC)

AUC_boot <-rflexmix(AUC)

Zstat_boot <-rflexmix(Zstat)
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TpAUC_boot <-rflexmix(TpAUC)

Adaptamos las clasi�caciones del remuetreo de los modelos a la notación inicial, consi-
derando que las componentes designan el mismo tipo de tejido que antes.

c_pAUC_boot <-pAUC_boot$class

for (i in seq (1 ,53)){

if(pAUC_boot$class[i]==3){

c_pAUC_boot[i]<-0

} else{

c_pAUC_boot[i]<-1

}

}

c_AUC_boot <-AUC_boot$class

for (i in seq (1 ,53)){

if(pAUC_boot$class[i]==2){

c_AUC_boot[i]<-0

} else{

c_AUC_boot[i]<-1

}

}

c_TpAUC_boot <-TpAUC_boot$class

for (i in seq (1 ,53)){

if(TpAUC_boot$class[i]==2){

c_TpAUC_boot[i]<-1

} else{

c_TpAUC_boot[i]<-0

}

}

c_ROC_boot <-ROC_boot$class

for (i in seq (1 ,53)){

if(ROC_boot$class[i]==2){

c_ROC_boot[i]<-0

}

}

c_Zstat_boot <-Zstat_boot$class

for (i in seq (1 ,53)){

if(Zstat_boot$class[i]==2){

c_Zstat_boot[i]<-0

}

}
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De estas clasi�caciones y con la función Sensibilidad_Especi�cidad_Global se obtienen
los valores de sensibilidad, especi�cidad y predicción global de cada modelo.
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Apéndice B

Código para GMM

En este anexo se encuentra parte del código y resultados obtenidos para los modelos
de mixturas normales.

Se de�nen los modelos correspondientes sin de�nir una familia paramétrica, ya que por
defecto se implementa una distribución normal.

M1N <-list(FLXMRglm(genes_ROC[,1]~.),FLXMRglm(genes_ROC[,2]~.),

FLXMRglm(genes_ROC[,3]~.),FLXMRglm(genes_ROC[,4]~.),

FLXMRglm(genes_ROC[,5]~.),FLXMRglm(genes_ROC[,6]~.),

FLXMRglm(genes_ROC[,7]~.),FLXMRglm(genes_ROC[,8]~.),

FLXMRglm(genes_ROC[,9]~.),FLXMRglm(genes_ROC[,10]~.))

M2N <-list(FLXMRglm(genes_pAUC[,1]~.),FLXMRglm(genes_pAUC

[,2]~.),FLXMRglm(genes_pAUC[,3]~.),FLXMRglm(genes_pAUC

[,4]~.),FLXMRglm(genes_pAUC[,5]~.),FLXMRglm(genes_pAUC

[,6]~.),FLXMRglm(genes_pAUC[,7]~.),FLXMRglm(genes_pAUC

[,8]~.),FLXMRglm(genes_pAUC[,9]~.),FLXMRglm(genes_pAUC

[,10]~.))

M3N <-list(FLXMRglm(genes_AUC[,1]~.),FLXMRglm(genes_AUC[,2]~.),

FLXMRglm(genes_AUC[,3]~.),FLXMRglm(genes_AUC[,4]~.),

FLXMRglm(genes_AUC[,5]~.),FLXMRglm(genes_AUC[,6]~.),

FLXMRglm(genes_AUC[,7]~.),FLXMRglm(genes_AUC[,8]~.),

FLXMRglm(genes_AUC[,9]~.),FLXMRglm(genes_AUC[,10]~.))

M4N <-list(FLXMRglm(genes_Zstat [,1]~.),FLXMRglm(genes_Zstat

[,2]~.),FLXMRglm(genes_Zstat[,3]~.),FLXMRglm(genes_Zstat

[,4]~.),FLXMRglm(genes_Zstat[,5]~.),FLXMRglm(genes_Zstat

[,6]~.),FLXMRglm(genes_Zstat[,7]~.),FLXMRglm(genes_Zstat

[,8]~.),FLXMRglm(genes_Zstat[,9]~.),FLXMRglm(genes_Zstat

[,10]~.))

M5N <-list(FLXMRglm(genes_TpAUC [,1]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC

79
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[,2]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC[,3]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC

[,4]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC[,5]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC

[,6]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC[,7]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC

[,8]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC[,9]~.),FLXMRglm(genes_TpAUC

[,10]~.))

Se de�nen los modelos de mixturas obtenidos con el algoritmo EM y una inicialización
de tipo aleatorio de la siguiente forma:

mixt_ROC_rndN <-stepFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1N ,

verbose=FALSE)

mixt_ROC_rndNA <-getModel(mixt_ROC_rndN , which="AIC")

mixt_ROC_rndNB <-getModel(mixt_ROC_rndN , which="BIC")

mixt_ROC_rndNI <-getModel(mixt_ROC_rndN , which="ICL")

mixt_pAUC_rndN <-stepFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5,

model=M2N ,verbose=FALSE)

mixt_pAUC_rndNA <-getModel(mixt_pAUC_rndN , which="AIC")

mixt_pAUC_rndNB <-getModel(mixt_pAUC_rndN , which="BIC")

mixt_pAUC_rndNI <-getModel(mixt_pAUC_rndN , which="ICL")

mixt_AUC_rndN <-stepFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3N ,

verbose=FALSE)

mixt_AUC_rndNA <-getModel(mixt_AUC_rndN , which="AIC")

mixt_AUC_rndNB <-getModel(mixt_AUC_rndN , which="BIC")

mixt_AUC_rndNI <-getModel(mixt_AUC_rndN , which="ICL")

mixt_Zstat_rndN <-stepFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4N , verbose=FALSE)

mixt_Zstat_rndNA <-getModel(mixt_Zstat_rndN , which="AIC")

mixt_Zstat_rndNB <-getModel(mixt_Zstat_rndN , which="BIC")

mixt_Zstat_rndNI <-getModel(mixt_Zstat_rndN , which="ICL")

mixt_TpAUC_rndN <-stepFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5N , verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_rndNA <-getModel(mixt_TpAUC_rndN , which="AIC")

mixt_TpAUC_rndNB <-getModel(mixt_TpAUC_rndN , which="BIC")

mixt_TpAUC_rndNI <-getModel(mixt_TpAUC_rndN , which="ICL")

Realizando este proceso con los otros 3 métodos de inicio, se seleccionan los siguientes
modelos de mixturas gausianas para los tres criterios usados.
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mixt_ROC_emN <-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1N ,

init="tol.em", verbose=FALSE)

mixt_ROC_emNA <-getModel(mixt_ROC_emN ,which="AIC")

mixt_ROC_emNB <-getModel(mixt_ROC_emN ,which="BIC")

mixt_ROC_emNI <-getModel(mixt_ROC_emN ,which="ICL")

mixt_pAUC_emN <-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5, model=M2N ,

init="tol.em", verbose=FALSE)

mixt_pAUC_emNA <-getModel(mixt_pAUC_emN ,which="AIC")

mixt_pAUC_emNB <-getModel(mixt_pAUC_emN ,which="BIC")

mixt_pAUC_emNI <-getModel(mixt_pAUC_emN ,which="ICL")

mixt_AUC_emN <-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3N ,

init="tol.em", verbose=FALSE)

mixt_AUC_emNA <-getModel(mixt_AUC_emN ,which="AIC")

mixt_AUC_emNB <-getModel(mixt_AUC_emN ,which="BIC")

mixt_AUC_emNI <-getModel(mixt_AUC_emN ,which="ICL")

mixt_Zstat_emN <-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4N ,init="tol.em", verbose=FALSE)

mixt_Zstat_emNA <-getModel(mixt_Zstat_emN ,which="AIC")

mixt_Zstat_emNB <-getModel(mixt_Zstat_emN ,which="BIC")

mixt_Zstat_emNI <-getModel(mixt_Zstat_emN ,which="ICL")

mixt_TpAUC_emN <-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5N ,init="tol.em", verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_emNA <-getModel(mixt_TpAUC_emN ,which="AIC")

mixt_TpAUC_emNB <-getModel(mixt_TpAUC_emN ,which="BIC")

mixt_TpAUC_emNI <-getModel(mixt_TpAUC_emN ,which="ICL")

mixt_ROC_cemN <-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1N ,

init="cem", verbose=FALSE)

mixt_ROC_cemNA <-getModel(mixt_ROC_cemN ,which="AIC")



82 APÉNDICE B. CÓDIGO PARA GMM

mixt_ROC_cemNB <-getModel(mixt_ROC_cemN ,which="BIC")

mixt_ROC_cemNI <-getModel(mixt_ROC_cemN ,which="ICL")

mixt_pAUC_cemN <-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5,

model=M2N ,init="cem", verbose=FALSE)

mixt_pAUC_cemNA <-getModel(mixt_pAUC_cemN ,which="AIC")

mixt_pAUC_cemNB <-getModel(mixt_pAUC_cemN ,which="BIC")

mixt_pAUC_cemNI <-getModel(mixt_pAUC_cemN ,which="ICL")

mixt_AUC_cemN <-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3N ,

init="cem", verbose=FALSE)

mixt_AUC_cemNA <-getModel(mixt_AUC_cemN ,which="AIC")

mixt_AUC_cemNB <-getModel(mixt_AUC_cemN ,which="BIC")

mixt_AUC_cemNI <-getModel(mixt_AUC_cemN ,which="ICL")

mixt_Zstat_cemN <-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4N ,init="cem", verbose=FALSE)

mixt_Zstat_cemNA <-getModel(mixt_Zstat_cemN ,which="AIC")

mixt_Zstat_cemNB <-getModel(mixt_Zstat_cemN ,which="BIC")

mixt_Zstat_cemNI <-getModel(mixt_Zstat_cemN ,which="ICL")

mixt_TpAUC_cemN <-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5N ,init="cem", verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_cemNA <-getModel(mixt_TpAUC_cemN ,which="AIC")

mixt_TpAUC_cemNB <-getModel(mixt_TpAUC_cemN ,which="BIC")

mixt_TpAUC_cemNI <-getModel(mixt_TpAUC_cemN ,which="ICL")

mixt_ROC_semN <-initFlexmix(~1,data=genes_ROC ,k=1:5, model=M1N ,

init="sem", verbose=FALSE)

mixt_ROC_semNA <-getModel(mixt_ROC_semN ,which="AIC")

mixt_ROC_semNB <-getModel(mixt_ROC_semN ,which="BIC")

mixt_ROC_semNI <-getModel(mixt_ROC_semN ,which="ICL")
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mixt_pAUC_semN <-initFlexmix(~1,data=genes_pAUC ,k=1:5,

model=M2N ,init="sem", verbose=FALSE)

mixt_pAUC_semNA <-getModel(mixt_pAUC_semN ,which="AIC")

mixt_pAUC_semNB <-getModel(mixt_pAUC_semN ,which="BIC")

mixt_pAUC_semNI <-getModel(mixt_pAUC_semN ,which="ICL")

mixt_AUC_semN <-initFlexmix(~1,data=genes_AUC ,k=1:5, model=M3N ,

init="sem", verbose=FALSE)

mixt_AUC_semNA <-getModel(mixt_AUC_semN ,which="AIC")

mixt_AUC_semNB <-getModel(mixt_AUC_semN ,which="BIC")

mixt_AUC_semNI <-getModel(mixt_AUC_semN ,which="ICL")

mixt_Zstat_semN <-initFlexmix(~1,data=genes_Zstat ,k=1:5,

model=M4N ,init="sem", verbose=FALSE)

mixt_Zstat_semNA <-getModel(mixt_Zstat_semN ,which="AIC")

mixt_Zstat_semNB <-getModel(mixt_Zstat_semN ,which="BIC")

mixt_Zstat_semNI <-getModel(mixt_Zstat_semN ,which="ICL")

mixt_TpAUC_semN <-initFlexmix(~1,data=genes_TpAUC ,k=1:5,

model=M5N ,init="sem", verbose=FALSE)

mixt_TpAUC_semNA <-getModel(mixt_TpAUC_semN ,which="AIC")

mixt_TpAUC_semNB <-getModel(mixt_TpAUC_semN ,which="BIC")

mixt_TpAUC_semNI <-getModel(mixt_TpAUC_semN ,which="ICL")
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Los modelos obtenidos son:

AIC BIC ICL

ROC
ICL=272,0061

pAUC
ICL=135,2681

AUC
ICL=459,6653

Z-stat
ICL=202,8936

TpAUC
ICL=335,1078

I Todos los modelos anteriores salvo el grupo TpAUC (para los tres criterios), y el
ROC, pAUC y AUC (para el criterio AIC), han sido obtenidos mediante una inicialización
de tipo CEM.

I Los modelos seleccionados por los criterios BIC e ICL son los mismos en todos los
casos.

I Se observa que los valores del AIC, BIC e ICL son mucho más altos en comparación
con los obtenidos para los modelos de mixturas con familia parámetrica gamma. Por tanto,
los modelos de mixturas con distribuciones gamma se ajustan mejor a los datos.
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