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(Resumen

Envoltura de cuerpos convexos mediante cuerpos homotéticos centralmente simétricos, acotacion de la razén de homotecia (véase el feorema 3.6).

El teorema del elipsoide de John es un resultado fundamental de aproximacion en geometria convexa
que ha engendrado una fértil investigacion y del que se derivan importantes consecuencias en multiples
disciplinas matematicas. Si designamos por cuerpos convexos a los conjuntos compactos convexos de R”,
el objeto fundamental de estudio en este contexto son los elipsoides de mdximo volumen contenidos en un
cuerpo convexo, y simétricamente, los elipsoides de minimo volumen que contienen a un cuerpo convexo.
Como los resultados son completamente duales, nos referiremos a menudo a “elipsoides 6ptimos” cuando
las afirmaciones se apliquen igualmente a sendos casos.

El resultado original, fruto de la unién del trabajo de varios autores, puede ser desgranado en tres
partes marcadamente distinguidas. En primer lugar, que dichos elipsoides 6ptimos siempre existen y son
unicos, algo que, observemos, no se tiene por ejemplo con las bolas, siendo en consecuencia la variabilidad
afiadida del elipsoide la que permite asegurar la unicidad. En segundo lugar, una caracterizacion precisa
de los puntos de contacto entre las fronteras de un cuerpo convexo y de sus elipsoides 6ptimos. Y en
tercer lugar, una acotacion finita de la raz6n homotética necesaria para dilatar el elipsoide de maximo
volumen contenido en un cuerpo para que pase a contenerlo. Nuevamente, es facil ver que dicha cota
finita no puede obtenerse en el caso de las bolas.

Los resultados anteriores tienen numerosas generalizaciones y aplicaciones, y hemos escogido desa-
rrollar algunas de las mds representativas. Podemos destacar dos usos particularmente habituales de dichos
resultados. Por un lado, dado que la caracterizacion de puntos de contacto se realiza en el caso en que
el elipsoide 6ptimo es una bola, y todos los elipsoides pertenecen a la misma clase de equivalencia afin,
es habitual, dado un cuerpo convexo cualquiera, escoger su imagen o posicion afin tal que su elipsoide
6ptimo es una bola. Esto no sélo permite hacer uso de la caracterizacion, sino que, subyacentemente, se
traduce en que dicha posicién es la “mds redondeada” o “menos degenerada” del cuerpo en cuestion, lo
que proporciona un escenario ideal en numerosos casos que comentaremos. En especial, cabe destacar
la inversién de la desigualdad isoperimétrica, quizd una de las consecuencias mas renombradas de los
resultados de John. Por otro lado, la acotacion de la razén homotética facilita una aproximacién sencilla
de un cuerpo convexo arbitrario y su volumen por medio de un objeto mucho més asequible, como es un
elipsoide, algo que nuevamente da lugar a aplicaciones interesantes. Podemos destacar en este caso la
acotacion de la familia de espacios normados con respecto a una distancia que definiremos con precision.
Mas adelante entraremos un poco més en detalle en estas cuestiones.
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Vamos a sintetizar y organizar someramente los resultados del trabajo para dar una idea general del
mismo, asi como para que sirva de referencia inicial. Dedicamos el primer capitulo, como es habitual, a
introducir algunos de los fundamentos de geometria convexa necesarios para seguir con comodidad el
trabajo. Naturalmente, esto se hace conveniente por dos razones: en primer lugar por tratarse algunos de
éstos de conocimientos no presentes en el grado de matemadticas, y en segundo, para fijar los conceptos y
la notacién en lo que resta de memoria. Destaca especialmente la introduccion de algunas de las familias
de cuerpos convexos mds relevantes, que a menudo componen las ilustraciones de los resultados y los
contraejemplos empleados. Por otro lado, introduciremos la suma de Minkowski, una operacién de
conjuntos consistente en tomar la suma vectorial de sus elementos, y veremos algunas de las bondades de
dicha operacién, cualidades que serdn fundamentales para su manejo. Tras presentar algunas descripciones
precisas de los elipsoides, asi como sus correspondientes expresiones para el volumen, concluiremos
comentando algunas resultados sobre el soporte de cuerpos convexos. Entenderemos que un hiperplano
soporta un cuerpo cuando interseca con él y lo deja contenido en uno de los semiespacios que determina.

El segundo capitulo tiene por objetivo presentar los resultados centrales del trabajo. Comenzaremos
realizando un breve recorrido histérico en la seccidn 2.1, prestando especial atencion al articulo original
de John. No incluiremos demostraciones en esta parte, ya que mds adelante desarrollaremos un entramado
tedrico mas moderno que nos permitira abordar la prueba de los resultados de manera més unificada y
cémoda. El articulo de John tenfa por objetivo extender el método de los multiplicadores de Lagrange al
caso en que disponemos de una cantidad arbitraria (posiblemente infinita) de restricciones que, ademas,
son desigualdades, en lugar de las igualdades cldsicas del método ordinario. Esta extensién permitié
a John formular un problema de optimizacién apropiado en el espacio de elipsoides de R", que como
veremos, puede identificarse con R"("+1)/2 De la solucién de este problema que proporciona el método
de los multiplicadores extendido se desprende una propiedad de estructura de los puntos de contacto entre
el cuerpo y su elipsoide 6ptimo, y con un razonamiento adicional, la acotacion de la razén homotética
anteriormente mencionada. Observemos que la unicidad de dicho elipsoide, si bien asumida en ocasiones
por John, fue demostrada algo més tarde por otros autores, como ya comentaremos. Por otro lado, tuvieron
que pasar varias décadas hasta que la implicacion reciproca, y por tanto, la caracterizacién completa de
los puntos de contacto, fuera demostrada explicitamente y publicada, en este caso, por Ball.

Tras esto pasaremos en la seccion 2.2 a demostrar la existencia y unicidad del elipsoide de maximo
volumen contenido en un cuerpo convexo en el teorema 2.9. Para la existencia presentaremos varias
herramientas previas, incluyendo un resultado fundamental en geometria convexa, el teorema 2.7 de
seleccion de Blaschke, que se traduce en que el espacio de cuerpos convexos equipado con la métrica de
Hausdorff (definicion 2.6) es localmente compacto. Un argumento de compacidad, que serd necesario
afinar con el resultado anterior para poder afirmar que los limites tratados son elipsoides, culminara la
prueba. Por otro lado, para la unicidad serd también preciso explotar la estructura afin del espacio de
cuerpos convexos que proporciona la suma de Minkowski, que junto con una desigualdad de determinantes
de Minkowski (proposicion 2.5), implicara el resultado.

En la seccién 2.3 desarrollamos posiblemente el resultado més relevante de John, la caracterizacién
de los puntos de contacto entre un cuerpo convexo K y el tinico elipsoide de maximo volumen contenido
en K. Esta se lleva a cabo en el caso en que dicho elipsoide es la bola unidad B, de R”, pudiendo entonces
recuperar el resultado general sin mds que aplicar una transformacién afin apropiada. Identificaremos
los elipsoides de R" con las matrices simétricas definidas positivas, que a su vez podemos identificar
con un subconjunto 2" de R""+1)/2 Es aqui donde entra en juego la ingeniosa idea de Gruber que
permitié probar estos resultados, asi como muchos otros similares, de forma unificada y eficaz. Esta
consiste en considerar en &" subconjuntos apropiados, e introduciendo una métrica ligeramente distinta
de la euclidea en R"("*1)/2 (definicién 2.13), hacer uso de las propiedades de separacion entre cuerpos
convexos, estudiar sus normales, etc. Los teoremas 2.16, 2.17 y 2.18 reflejan los resultados finales.

Resultard que 22" es un cono convexo en R""+1)/2 'y e] subconjunto P71 de & dado por las matrices
con determinante mayor o igual que 1 es a su vez un conjunto estrictamente convexo y con frontera
diferenciable tal que la identidad es un vector normal al mismo. Considerando entonces el conjunto E
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de elipsoides contenidos en K, llegaremos a la conclusién de que el hecho de que B, sea el elipsoide de
maximo volumen contenido en K es equivalente a que los conjuntos E'y &7} se pueden separar, y sus
fronteras intersecan Unicamente en la identidad. Veremos que esto es, a su vez, equivalente a la existencia
de unos ciertos puntos de contacto {u;}" , entre las fronteras de K y del elipsoide, y escalares positivos
{4}, conn <m <n(n+1)/2, tales que se verifica

iﬂ,,-u[ =0 y iliu,-uiT = In, (1)

i=1 i=1

donde la primera condicién puede ademads eliminarse en el caso en que K sea centralmente simétrico. Es
sencillo comprobar (véase la observacion de la pagina 19) que la segunda propiedad se traduce en que los
u; generan R" y, ademds, se comportan de forma bastante similar a una base ortonormal “ponderada”, por
cuanto se puede representar el producto escalar y la norma euclidea como

m

() =Y Ailv,ui) o)y lal? = iMx, ui)?. 2)

i=1

Explotaremos la caracterizacion anterior para calcular los elipsoides 6ptimos en casos de cuerpos
sencillos, como el cubo o el tetraedro n-dimensional (véanse los corolarios 2.20 y 2.21). Tras esto,
relacionaremos los elipsoides 6ptimos con la nocién de dualidad en geometria convexa (véase la definicién
2.22), que tiene importantes paralelismos con diversas nociones de dualidad en otras ramas matematicas,
y probaremos en el teorema 2.23 que la bola unidad es el elipsoide de maximo volumen contenido en un
cuerpo convexo si y s6lo si también es el elipsoide de minimo volumen conteniendo a su dual.

Terminaremos con los resultados centrales demostrando que el elipsoide de mdximo volumen conte-
nido en un cuerpo, dilatado por un factor de n, pasa a contener al mismo. Veremos que esta cota puede
refinarse a \/n en el caso en que tratemos con cuerpos centralmente simétricos, y comprobaremos que
ambas cotas son Optimas para todo n por cuanto se alcanzan, respectivamente, en el tetraedro regular y en
el cubo (véanse los corolarios 2.24 y 2.25).

Daremos remate presentando una interesante nocién altamente relacionada, sin demostraciones, a fin
de redondear el capitulo. Se trata de unificar sendos elipsoides 6ptimos, y considerar un anillo elipsoidal
(definicién 2.26), es decir, un par de elipsoides homotéticos tales que el primero estd contenido en un
cuerpo y el segundo lo contiene. Veremos en el teorema 2.28 que la caracterizacion de los puntos de
contacto entre un cuerpo convexo y un anillo elipsoidal éptimo es andloga a aquélla ya estudiada. La
unicidad, no obstante, no se tiene en general en este caso, aunque veremos que si ocurre “casi siempre”,
en el sentido de categorias de Baire que precisaremos en la seccién 2.5.

De cara a extender los resultados, surgen de manera légica varias direcciones de exploracion razonables.
En primer lugar, estudiamos en la seccion 3.1 qué sucede al considerar elipsoides degenerados, es decir,
elipsoides k-dimensionales en R” con k < n, cuestién estudiada por Ball. Para esto serd conveniente
reformular la definicién de elipsoide a emplear, a fin de poder generalizar con comodidad la dimension.
No obtendremos en este caso una caracterizacion de los puntos de contacto, sin embargo, en el teorema
3.1 acotaremos el volumen k-dimensional maximo de un elipsoide k-dimensional contenido en un cuerpo
convexo, viendo ademds que dicha cota es 6ptima. Este resultado se extiende con comodidad al caso
general, y ademads, permite obtener una interesante cota del didmetro de un cuerpo convexo, que queda
reflejada en el corolario 3.4. Naturalmente, este teorema de Ball explota las propiedades (1) y (2).

En segundo lugar, como los elipsoides son las imdgenes afines de la bola unidad, es razonable
preguntarse por una adaptacién del resultado cuando se sustituye la bola por otro cuerpo. Imponiendo la
restriccion de que dicho cuerpo sea centralmente simétrico, estudiamos también esta cuestion en la seccién
3.2 siguiendo la linea abierta por Lassak. Comenzamos con un breve recorrido histérico de aproximacion
de cuerpos convexos, para dar paso en el teorema 3.6 al resultado central de la seccién. En éste, veremos
que si denotamos por € a la imagen afin de un cuerpo convexo centralmente simétrico C de maximo
volumen contenida en un cuerpo K, entonces K C (2n — 1)C. Obtenemos asi una generalizacién de la



8 Resumen

cota n que proporcionan los resultados de John en el caso en que C = B, que al igual que ésta, resulta ser
dptima, pues se alcanza en un ejemplo concreto que desarrollamos en el teorema 3.7.

Esta seccidn tiene una conexidén muy interesante con la teoria de espacios normados que comentados
en el apartado 3.2.3. Concretamente, podemos introducir una distancia alternativa a la de Hausdorff en
el espacio de cuerpos convexos, la distancia de Banach-Mazur (definicién 3.8), que se puede entender
como la menor razén homotética necesaria para envolver un cuerpo con dos copias homotéticas de otro,
salvo transformaciones afines. Como las bolas unidad de los espacios normados son cuerpos convexos
centralmente simétricos, si reducimos nuestro estudio a dichos cuerpos, podemos reformular la distancia
de Banach-Mazur en el contexto de comparar espacios normados (véase la definicion 3.12), y la simetria
central nos permite sustituir las transformaciones afines por lineales. Los resultados de John implican
entonces que con esta métrica, todo espacio normado dista del euclideo a 1o sumo /5. Se puede comprobar
que, en consecuencia, el conjunto de clases de isometrias de espacios normados de dimensién n, dotado
de la métrica de Banach-Mazur, es un espacio métrico compacto que se denomina habitualmente como
compacto de Banach-Mazur. Finalizamos la conexién presentando, sin demostracion, algunos de los
resultados mds relevantes relativos a dicho compacto.

Finalmente, la tercera y ultima extensién que hemos presentando consiste en sustituir el funcional
volumen por otros funcionales relacionados. Como vemos, todas estas generalizaciones son bastante
naturales. Estudiaremos en detalle el problema de hallar los elipsoides de minima drea de superficie
(véase la definicion 3.17) conteniendo a un cuerpo convexo, tema investigado por Gruber. La prueba
de los resultados centrales de esta seccidn, el lema 3.22 y los teoremas 3.23, 3.24 y 3.25, es en este
caso bastante mas elaborada que en el caso del volumen, y serd preciso introducir varias potentes
herramientas previas para acometerla. Sin embargo, la idea fundamental es nuevamente la misma que en
la demostraciéon moderna que hemos presentado para el caso del volumen, la de introducir una métrica en
el espacio de elipsoides, estudiar diversos subconjuntos del mismo, y en especial, separarlos. De dicha
separacion se siguen las condiciones de unicidad, asi como la caracterizacién de los puntos de contacto.
Resultara que dicha caracterizacion, si bien ha de afinarse, coincide esencialmente con el caso del volumen.
Finalizaremos la seccién extendiendo el resultado a unas generalizaciones de los funcionales volumen y
area de superficie, conocidas como quermassintegrales (definicion 3.29).

Terminamos el trabajo presentando dos aplicaciones sucesivas de los resultados de John. En primer
lugar, podemos preguntarnos por la bondad de la aproximacién de un cuerpo mediante su elipsoide de
méximo volumen contenido en el mismo, estudiando para ello la razén entre sus volimenes, cuestion
investigada por Ball y desarrollada en la seccién 4.1. La cota homotética de los resultados de John implica
que esta razén estd acotada, pero si bien aquélla era dptima, no ocurre asi en este caso. Probaremos que los
cuerpos que maximizan la razén de volumen (definicion 4.1) son el tetraedro regular en el caso general, y
el cubo en el caso centralmente simétrico (véanse los teoremas 4.5 y 4.6, respectivamente). Por tanto, esto
refuerza la concepcién de dichos cuerpos como los “mds complicados” de aproximar mediante elipsoides.
La clave para estos resultados, amén de los resultados de John y, en especial, de (1) y (2), serd también
explotar la desigualdad de Brascamp-Lieb (teorema 4.4), una desigualdad que generaliza otras muchas
conocidas, incluyendo por ejemplo la de Holder.

Daremos remate al trabajo presentando quizd la aplicacién mds reconocida de los resultados de
John y Ball, una inversion de la cladsica desigualdad isoperimétrica, algo investigado por Ball y que
desarrollaremos en la seccion 4.2. Es fécil ver que dicha desigualdad no se puede invertir como tal, por
cuanto se pueden obtener cuerpos con volumen fijo y drea de superficie arbitrariamente grande, por
ejemplo. Sin embargo, veremos que si se puede si trabajamos mddulo transformaciones afines. Es aqui
donde considerar las imdgenes afines de los cuerpos tales que sus elipsoides 6ptimos son bolas se hace
crucial, pues tales imagenes son las que permiten llegar al resultado al ser, como anticipamos, las “mas
redondeadas”. La clave para esta aplicacion, reflejada en el teorema 4.11, consiste en reducir el problema
a comparar las razones de volumen, cuestion solucionada en la seccidn anterior. Para esto, es preciso
explotar los resultados (1) y (2), asi como una férmula para calcular el drea de superficie mediante una
especie de derivada del volumen, conocida como la férmula de Minkowski (proposicion 4.9).
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Suma de Minkowski de dos cuerpos convexos (véase la definicion 1.5).

Vamos antes de comenzar a fijar brevemente ciertas notaciones y conceptos ya conocidos. De ahora
en adelante, -, Int-,bd- denotardn respectivamente la clausura, el interior y la frontera topoldgica de un
conjunto, y vol denotara el volumen n-dimensional del mismo, es decir, su medida n-dimensional de
Lebesgue. Asimismo, dim denotard la dimensién de un conjunto, entendida como la dimensién del menor
espacio afin que lo contiene. Podremos trabajar en general con voliimenes k-dimensionales en R”, que
denotaremos por vol,. Por otro lado, dados vectores u,v € R”, (u,v) = u’ v serd el producto escalar
euclideo en R”, y ||x|| la norma euclidea. Como es habitual, GL,(IR) representard el conjunto de matrices
cuadradas reales invertibles de orden 7.

Definicién 1.1 Un conjunto S C R” es convexo si para todo xp,x; € Sy A € [0,1] se tiene x) =
(1 —A)xo+ Ax; € S. Es ademds estrictamente convexo si x; € Int(S) para A € (0,1), es decir, si la
frontera de S no contiene segmentos.

Dados puntos {x;}!" | y escalares {A4;}7", con0 < A; <1y Y A4 =1, ¥/’ Aix; es una combina-
cién convexa de {x;}" ,. Asimismo, dado S C R" cualquiera, denotaremos por conv(S) a la envoltura
convexa de S, que se puede caracterizar como el menor convexo que contiene a S, o bien la interseccion
de todos los convexos que contienen S, o bien el conjunto de todas las combinaciones convexas de
elementos de S (véase, e.g., [Gru07, Lemma 3.1]).

Por interés, se puede hacer una interpretacion fisica de este dltimo concepto que se remonta, al
menos, a Gauss. La envoltura convexa de {x;}”, es el conjunto de centros de gravedad de masas {A;}" ,
m
colocadas en los puntos {x;}?" ;.

Un refuerzo de la propiedad anterior nos la proporciona el archiconocido teorema de Carathéodory,
que pasamos a enunciar sin demostracion, la cual se puede consultar por ejemplo en [Gru07, Th. 3.1].

Teorema 1.2 — Carathéodory. Dado S C R”, conv(S) es el conjunto de combinaciones convexas de
puntos afinmente independientes. Dicho de otro modo, todo punto de conv(S) es combinacién convexa
de a lo sumo n + 1 puntos de S.

Seré 1til para los capitulos posteriores mencionar que el teorema de Carathéodory puede refinarse
para conos convexos, es decir, conjuntos de la forma C = pos(S) donde S C R” es convexo y pos denota
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la envoltura positiva, el conjunto de combinaciones lineales con coeficientes positivos de elementos de
S. En este caso, la cota n + 1 puede reducirse a n. Comenzamos ya definiendo algunas clases de objetos
fundamentales para nuestro estudio.

Definicién 1.3 Representaremos por 7" al conjunto de cuerpos convexos de R”, es decir, de con-
juntos compactos y convexos. Asimismo, .%;," denotara a los cuerpos convexos simétricos respecto del
origen.

En particular, denotaremos por B, € %" la bola unidad de R". Dentro de los cuerpos convexos tienen
especial relevancia los politopos o poliedros, conjuntos que obtenemos intersecando una cantidad finita
de semiespacios, siempre y cuando esta interseccion sea acotada. Si denotamos por v; a los vectores
normales a las caras de un politopo P, es decir, a los normales a los correspondientes hiperplanos, entonces
escogiendo los médulos apropiadamente podemos expresar el politopo como

P={xeR": (x,v;) <1, 1 <i<k}. (1.1)

Observemos que los politopos también se pueden ver como las envolturas convexas de conjuntos
finitos de puntos. Es conveniente introducir algunos de los ejemplos mds comunes que nos servirdn a lo
largo del trabajo para, por ejemplo, ilustrar los resultados, o proporcionar los casos éptimos o maximales
en algunos de ellos.

» [lamaremos paralelotopos a la generalizacién natural de los paralelogramos y los paralelepipedos,
es decir, conjuntos obtenidos sumando n vectores linealmente independientes. Tienen la propiedad
de que sus caras n — 1 dimensionales son paralelas dos a dos. Son centralmente simétricos.

» Los simplices son la generalizacion de los tridngulos y los tetraedros, la envoltura convexa de
n+ 1 puntos afinmente independientes. Son los politopos con el menor nimero de caras n — 1
dimensionales, y toda pareja de vértices estd conectada mediante una arista (cara 1-dimensional).
En particular, el simplice regular es aquél en que todos los vértices son equidistantes entre si y con
respecto a un punto que llamaremos el centro, a pesar de que no es centro de simetria.

= Los crosspolitopos son la generalizacion del octaedro, y se obtienen tomando la envoltura convexa
de n segmentos que se cortan en su punto medio. En particular, si todos los segmentos miden
lo mismo y se cortan ortogonalmente, obtenemos el crosspolitopo regular. Son centralmente
simétricos.

Observemos que el crosspolitopo regular puede entonces obtenerse, salvo rotaciones o dilataciones,
como envoltura convexa de los vectores de la base canénica y sus opuestos {+e;}? ;. En dimension 2
los paralelotopos y los crosspolitopos determinan la misma familia de cuerpos convexos, pero no es
asi en dimensiones superiores. Denotaremos de ahora en adelante por C, = [—1,1]" el cubo unidad,
C; =conv{=ey,...,*e,} el crosspolitopo regular (notacion que se vera justificada en la seccién 2.3.4) y
Sy el simplice regular de lado 1.

Definicién 1.4 Denotaremos por " al conjunto de politopos de R”, y andlogamente I3} denotara el
conjunto de politopos simétricos respecto del origen.

Serd fundamental en el trabajo operar con cuerpos convexos, para lo cual introducimos la siguiente
suma de conjuntos.

Definicion 1.5 Dados dos conjuntos A,B C R" se define su suma de Minkowski como la suma
vectorial de sus vectores de posicion,

A+B={a+b:acAbecB}.

La suma de Minkowski puede interpretarse geométricamente como el resultado de colocar en cada
punto de A (resp. de B) el conjunto B (resp. A). Algunos ejemplos se muestran en la figura 1.1. Es facil
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ver que los cuerpos convexos con la suma de Minkowski son un semigrupo abeliano con elemento neutro
el origen, fallando Unicamente la existencia de elemento simétrico.

C,+Sn

Figura 1.1: llustracién de la suma de Minkowski de dos conjuntos

En la siguiente proposicién estudiamos algunas bondades de la suma de cuerpos convexos respecto de
operaciones como la unién, la interseccion, el producto por escalares, o la aplicacién de transformaciones
lineales, a fin de agilizar su manejo en resultados posteriores. No presentamos la prueba por tratarse
de comprobaciones rutinarias en todo caso, aunque si hacemos énfasis en que la convexidad se trata de
una propiedad fundamental para muchas de ellas, como ilustra la figura 1.2. De hecho, algunas de las
propiedades siguientes caracterizan a los conjuntos convexos.

Proposicion 1.6 Sean K,L,M € #", A, u € R" y A,B € GL,(R). Se verifica:

(1) (KUL)+M = (K+M)U(L+M).
() (KNL)+M = (K+M)N(L+M).
(1) (KUL)+(KNL) CK+L.
(V) AK+AL=A(K+L).
(V) AK+uK =(A+u)K.
(Vi) A(K+L)=AK+AL.
(vi) (A+B)K C AK +BK.

Si ademds K UL también es convexo, entonces se da igualdad en la tercera propiedad.

1
1
1
1
1
1
I A T T
1
T
1
]
1
1

K K+K 2K

Figura 1.2: Contraejemplo para propiedades de la suma de Minkowski sin convexidad
Trabajaremos por otro lado con elipsoides, los cuales pueden ser definidos de varias formas. Se trata,
por ejemplo, de las tinicas hipersuperficies cuadraticas acotadas, o bien de las tinicas hipersuperficies

cuadréticas tales que toda seccién no degenerada es eliptica. Para el propdsito de nuestro estudio, no
obstante, resulta mas cémoda la siguiente definicion, que pasaremos a refinar mas adelante.

Definicién 1.7 Dados p € R” y A € GL,(R), el conjunto dado por

p+AB, ={p+Ax:x € B,}
={xeR": A7 (x—p)| <1}
={xeR": (x—p)"(AAT) ' (x—p) <1}

es un elipsoide de centro p.
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1) Observemos por tanto que para nosotros un elipsoide no serd una hipersuperficie, proveniente de la
deformacién de la esfera unidad, sino un cuerpo convexo proveniente de la deformacién de la bola
unidad, de modo que podremos (y serd fundamental) hablar de su volumen n-dimensional.

La tltima expresion de la definicién anterior viene descrita por una funcién de la forma (x — p)” B(x —
p) donde, como es bien sabido, B = (AAT)~! es una matriz simétrica definida positiva. También se verifica
el reciproco, ya que dada B una matriz simétrica definida positiva, ésta serd diagonalizable por el teorema
espectral, y por tanto existird una matriz diagonal D y una matriz ortogonal U tales que B = UDU" .
Como los elementos de la diagonal de D han de ser positivos, pues son los valores propios de B que es
definida positiva, podemos definir v/D como la matriz diagonal que contiene las raices de tales valores
propios, y entonces B = (U+/D)(U+/D)" donde la matriz U+/D es no singular. Por tanto, el elipsoide
descrito por (x — p)" B(x — p) < 1 es precisamente p + (U+/D)~'B,. Esto implica que podemos reducir
nuestro estudio a elipsoides descritos por matrices simétricas definidas positivas, y por tanto tiene sentido
la siguiente definicion.

Definiciéon 1.8 Dados p € R” y B € GL,(R) una matriz simétrica definida positiva, el conjunto
e(B,p) ={x€R": (x—p)'B(x—p) < 1}
es un elipsoide de centro p.

Con esta descripcion, sabemos ademas que los vectores propios de B determinan la direccion de los
ejes principales del elipsoide, y los valores propios asociados determinan los semiejes correspondientes. En
efecto, esto se debe a que si B = UDU usando la notacién anterior, entonces &(B, p) = p+ (Uv/D)~'B,
donde ademds U es una matriz ortogonal formada por los vectores propios por columnas. Por tanto,
el elipsoide se obtiene aplicando a la bola U~ (matriz de rotacién) que lleva los ejes canénicos a los
ejes dados por los vectores propios - que son ortonormales -, para luego, al aplicar \/5_1 , escalar cada
direccion precisamente por el reciproco de la raiz de cada valor propio, y finalmente trasladar al centro p.
Vale la pena institucionalizar este resultado.

Proposicion 1.9 Sean &(B,p) un elipsoide, {u;}" | los vectores propios de B y {4;}"_, los valores
propios asociados. Entonces, los ejes del elipsoide estdn en la direccion de los u; y sus longitudes son,
respectivamente, 2 /A2

Pero no sélo podemos representar cualquier elipsoide en la forma de la definicién 1.8 con B definida
positiva y viceversa, sino que también podemos representar cualquier elipsoide en la forma de la definicién
1.7 con A definida positiva y viceversa. En definitiva, podremos a partir de ahora manejar con soltura
sendas definiciones asumiendo sin pérdida de generalidad que las matrices involucradas son definidas
positivas. Vamos a probar este dltimo resultado antes de continuar.

Proposicion 1.10 Todo elipsoide p + AB, admite una representacién p + BB, con B definida positiva.

Demostracion. Como AAT es simétrica definida positiva podemos diagonalizarla, AAT = U DU, donde
U es una matriz ortogonal y D es diagonal con los valores propios (positivos) en ella, con lo que podemos
definir v/D como antes. Si definimos B = UT+/DU, es inmediato que sigue siendo simétrica y definida
positiva (valores propios positivos), y se tiene AA” = BB por ortogonalidad de U, luego A = BBA~T y por
tanto p +AB,, = p+B(BA~T)B,. Dado que BA~T es ortogonal, serd entonces una matriz de rotacién que
por tanto deja invariante las bolas centradas en el origen, luego p +AB,, = p+ BB,,. [ |

Ahora que tenemos una descripcién precisa de los elipsoides, vamos a ver como trabajar con sus
volimenes. Sabemos que el volumen de la bola unidad, y en consecuencia de cualquier elipsoide, no es
expresable de manera general en términos de funciones elementales. Sin embargo, dado que a efectos
de nuestro estudio s6lo nos interesa comparar sus voliimenes, el siguiente conocido resultado facilita el
problema.

Proposicion 1.11 Si § C R” tiene volumen finito y A € GL,,(R"), entonces vol(AS) = |det(A)|vol(S).
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La demostracion es una mera aplicacién del teorema del cambio de variable. Una consecuencia
inmediata de lo anterior es la siguiente expresion del volumen de un elipsoide.

Corolario 1.12 El volumen del elipsoide p+AB,, es det(A)vol(B,), y el volumen del elipsoide £(B, p)
es det(B)~/2vol(B,).

Demostracion. Para el primer caso, como el volumen es invariante por traslaciones, aplicando la
proposicién 1.11 tenemos

vol(p+AB,) = vol(AB,,) = det(A)vol(B,).

Para el segundo, basta recordar que &(B, p) = p+ (Uv/D)~'B,, y aplicar nuevamente la proposicién
1.11, teniendo en cuenta que det((Uv/D)~") = det((v/D)~") = det(v/D)~! = det(B)~'/2, ya que U es
ortogonal y det(D) = det(B) con D diagonal. ]

Por tanto a la hora de comparar volimenes de elipsoides bastard trabajar con los determinantes de
las matrices que los definen. Vamos a terminar la introduccién definiendo unos conceptos habituales en
el contexto que nos ocupa. Por un lado, dado un cuerpo convexo, podemos considerar la posibilidad de
“soportarlo” por un hiperplano “tangente” - en un sentido que ahora precisaremos - en una cierta direccidn
u € S"~!. Observemos que tomando la componente de un punto cualquiera p en la direccién de un vector
unitario u obtenemos precisamente la distancia de dicho punto al origen en la direccién de u, o dicho de
otro modo, la distancia al origen del hiperplano de normal u que pasa por p, salvo el signo. Esto lleva a
considerar la siguiente definicién.

Definicion 1.13 Dado K € .#" su funcion soporte es

hg: S" ' >R
hi (1) = max{(x,u): x € K}.

La funcién anterior puede definirse para conjuntos cualesquiera sustituyendo el mdximo por un
supremo y aceptando valores infinitos, o bien restringiendo el dominio. En cualquier caso, esto no nos
afectard a nosotros, ya que trabajaremos inicamente con cuerpos convexos. Se sigue entonces la siguiente
definicién para un hiperplano soporte.

Definicién 1.14 Dados K € .#" y u € S"~!, el hiperplano soporte a K en la direccién de u es
Hg(u) ={x € R": (x,u) = hg(u)},
y los semiespacios soporte en dicha direccion son

Hy (u) ={xeR": (x,u) < hg(u)},
H (u) = {x € R": (x,u) > hg(u)}.

Observemos que, implicitamente, estamos entendiendo que un hiperplano “soporta” un conjunto
si interseca con €l y lo deja en uno de los semiespacios que determina. Nuevamente, lo anterior puede
definirse para conjuntos C C R" arbitrarios, aunque en tal caso la existencia no estd garantizada.

Consideremos el haz de hiperplanos paralelos con normal u € S"~!. Entonces hc(u) es precisamente la
menor distancia al origen de un hiperplano de normal u que deja a C' y al origen en el mismo semiespacio
(figura 1.3, izquierda y central). Claramente no tiene porqué ser unico (figura 1.3, central) ni porqué
intersecar en un dnico punto (nuevamente, figura 1.3, central).

Por otro lado, observemos que si no tenemos convexidad tampoco tiene porqué existir un hiperplano
soporte pasando por todo punto de la frontera (figura 1.3, derecha). De hecho, se da el reciproco: un
conjunto es convexo si y sélo si existe un hiperplano soporte pasando por todo punto de su frontera
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Figura 1.3: Patologias del hiperplano soporte

([Gru07, Th. 4.2]). Incluso mds, un conjunto es un cuerpo convexo si y solo si tiene un hiperplano soporte
tanto en todo punto de su frontera como en toda direccién u € S"~! ([Gru07, Th. 4.1+4.2]) (figura 1.4).
De hecho, todo cuerpo convexo es la interseccion de sus semiespacios soporte, como también se intuye
por la figura 1.4, es decir,
K= () Hg(u).
ueS-1

Este resultado puede consultarse en [Gru07, Cor. 4.1].

Figura 1.4: Cuerpo convexo como interseccidn de semiespacios soporte

Las funciones soporte son positivamente homogéneas de grado 1 y subaditivas, y es importante
mencionar que al igual que todo cuerpo convexo tiene una funcién soporte, toda funcién soporte (es
decir, verificando las dos propiedades anteriores) corresponde a un inico cuerpo convexo. Esta biyeccion
([Gru07, Th. 4.3]) permite definir cuerpos convexos a partir de funciones soporte, y como todo lo que
estamos presentando, serd de utilidad en resultados posteriores.
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(EI teorema del elipsoide de John

Cono de matrices definidas positivas (véase la definicion 2.11) y herramienta para la prueba de la unicidad del elipsoide de John (véase el teorema 2.9).

Vamos a presentar en este capitulo la teoria central del trabajo. Comenzaremos exponiendo brevemente
los resultados originales desde un punto de vista histérico que se puede profundizar, por ejemplo, en
[Hen12]. Prestaremos especial atencién al articulo original [Joh48] de John, y al articulo [Bal92] de Ball
que completo los resultados de John. Tras esto, presentaremos un entramado tedrico mds moderno, basado
en ideas desarrolladas por Gruber en [Gru88], que nos permitird demostrar los resultados de John de
manera comoda, siguiendo la linea de las pruebas de Gruber y Schuster en [GS05].

En particular, demostraremos la existencia y unicidad del elipsoide de maximo volumen contenido en
un cuerpo convexo, caracterizaremos los puntos de contacto entre el cuerpo y dicho elipsoide, y acotaremos
la razén homotética necesaria para dilatar dicho elipsoide hasta contener al cuerpo. Presentaremos
también la caracterizacién dual para elipsoides circunscritos, y completaremos el capitulo empleando
dichas caracterizaciones para determinar los elipsoides dptimos para cuerpos sencillos, como el cubo, el
crosspolitopo o el simplice regular. Finalmente, daremos remate relacionando dichos elipsoides con el
concepto de dualidad de cuerpos, y presentando una interesante generalizacién: los anillos elipsoidales,
consistentes en un par de elipsoides homotéticos tales que uno de ellos estd contenido en un cuerpo y el
otro lo contiene, nocién estudiada también por Gruber en [Gru0O8].

Aparte de los articulos anteriormente citados, seran referencia general los libros [Gru07] y [Sch14],
donde se pueden consultar todos los resultados necesarios relativos a geometria convexa que fundamentan
en detalle todo el proceso. El desarrollo tedrico que seguiremos en las demostraciones de los resultados de
John también puede consultarse en [Gru0O7, Sec. 11.1] y en [AGM 15, Sec. 2.1].

Desarrollo histérico

No podemos comenzar este capitulo sin revisar los primeros avances en esta materia y, en particular,
sin desgranar el articulo original de Fritz John que abrié la veda a la investigacion en este terreno concreto.
Veremos como procedid por razones histdricas y por el interés de los métodos empleados, aunque no
desarrollaremos las demostraciones, ya que en este trabajo vamos a mostrar el desarrollo teérico que tuvo
lugar posteriormente y que simplificé en gran medida el trabajo de John y sus contemporaneos.

La cuestion de la unicidad del elipsoide 6ptimo, ya sea el elipsoide de maximo volumen contenido
en un cuerpo o el elipsoide de minimo volumen que contiene a un cuerpo, parece haber sido resuelta



16 Capitulo 2. El teorema del elipsoide de John

originalmente en [Beh38] en el caso plano, y en [DLL57] y [Zag58] en el caso general. A menudo se dice
que la unicidad en el caso del elipsoide que contiene al cuerpo la habia probado previamente Lowner, sin
publicar dicho resultado. En consecuencia, es frecuente encontrar en la literatura (véase, e.g., [Hen12] y
sus referencias) los elipsoides dptimos denotados como elipsoides de Lowner-John, o bien denotar como
elipsoides de Lowner a los que contienen al cuerpo y elipsoides de John a los contenidos en el cuerpo.
También es comun esta dltima nomenclatura cuando se quiere hacer énfasis en la caracterizacion de los
puntos de contacto o en la acotacion de la razén homotética, cuestiones que Lowner no estudid. Por esto
ultimo hablaremos en nuestro trabajo siempre de elipsoides de John.

El articulo original [Joh48] de John, que ha sido consultado en la recopilacién [Joh85, pp. 543 - 560],
tiene por objetivo extender el método de los multiplicadores de Lagrange para optimizar funciones al
caso en que las restricciones son desigualdades, en lugar de las igualdades del método ordinario. Ademads,
la cantidad de restricciones es arbitraria, y de hecho, es ahi donde reside la potencia del resultado. Esto
hace més conveniente que el sistema de inecuaciones se modelice mediante una funcién donde una de las
variables, que se mueve en un conjunto muy general y casi arbitrario, define el indice de la inecuacion.

Con mds precision, consideremos S un conjunto compacto de un espacio métrico cualquiera, y
definamos las restricciones de nuestro problema mediante una funcién G : R” x § — R con derivadas
continuas respecto a las variables reales. Denotemos por R C R” a la region factible, es decir, al conjunto
de puntos x € R” para los cuales se dan las restricciones G(x,y) > 0 para todo y € S. Sea finalmente
F : R" — R una funcién con derivadas continuas, objeto de nuestro problema de optimizacion. En estas
condiciones, John prueba primero una condicién necesaria de extremo relativo ([Joh48, Th. 1]):

Teorema 2.1 — Condicién necesaria. Con las condiciones y notacién anteriores, si x° € R” es
un minimo de F en R, entonces para cierto 0 < s < n existen escalares positivos Ai,..., A, puntos
y!,...,y* € Sy un escalar no negativo Ao para los cuales la funcién

0(x) = AoF (x) — ilwx,y’),

que llamaremos el lagrangiano, tiene un punto critico en x°, es decir, d¢ (x°) = 0. Ademds, en estos
puntos las restricciones se dan con igualdad, G(x",y") = 0 paratodo r = 1,...,s.

Observemos que a pesar de existir una cantidad arbitraria de restricciones, podemos obtener la
condicién habitual del lagrangiano reducido a un conjunto finito de las mismas, para las cuales ademads
obtenemos igualdad, y que serd crucial para su aplicacion a resultados posteriores. Tras esto, John prueba
en [Joh48, Th. 2] una condicién suficiente:

Teorema 2.2 — Condicién suficiente. Con las condiciones y notacién anteriores, si existen cierto
s € Ny ciertos escalares positivos A1, ..., Ay, puntos y!,....y* € Sy un escalar no negativo A para los

cuales la funcion
S

9(x) = AF (x) = ) LG(x,)")

r=1

tiene un punto critico en x°, y ademds la matriz

QgE() 20y - 20y

IF (.0\ 9G (.0 .l 9G (.0
Mg () F20G0y) o 20,
tiene rango 7, entonces x” es un minimo relativo de F, tanto en el conjunto determinado por la cantidad
finita de restricciones G(x,y") > 0 como en R.
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En particular, de los dos teoremas anteriores se deduce que bajo buenas condiciones, un minimo x° de
una funcién F bajo una cantidad arbitraria de restricciones es también minimo relativo para una cantidad
finita apropiada de las mismas.

Si bien este estudio era el cuerpo principal del articulo de John, las aplicaciones que a continuacién
propone fueron precisamente el origen de la materia que en este trabajo nos ocupa. En primer lugar, John
prueba en [Joh48, sec. 3] la unicidad de la bola de minimo volumen conteniendo a un compacto arbitrario.
Vamos en este caso a delinear la prueba, ya que si bien los detalles son algo trabajosos, la idea es muy
interesante y muestran el potencial del resultado anterior.

Corolario 2.3 Dado S C R" un conjunto compacto, la bola de minimo volumen que contiene a S esta
univocamente determinada.

Demostracion. La existencia es inmediata por compacidad. Para probar la unicidad, formulamos un
problema en R"*!. Observamos que podemos determinar una bola mediante un punto x € R"**! donde las
primeras n coordenadas representen el centro de la bola y la dltima el cuadrado del radio. Ahora, para
cada y € § podemos considerar la restriccién

n

G(x,y) =Xpr1— Y (xi—y1)> >0, (2.1)
i=1

y entonces, es evidente que la regién factible en R"! determinada por las restricciones anteriores es
precisamente el conjunto de bolas que contienen a S. Por tanto, como ya sabemos que existe cierta bola
1" € R"*! que minimiza el volumen, podemos considerar la funcién F(x) = x,., 1 definida en R"*!, que
por alcanzar un minimo en x° estard en las condiciones del teorema 2.1. Manipulando entonces los
resultados que el teorema garantiza, se obtiene para cualquier x € R"*! arbitrario la igualdad

N n

Z 2G(x,3") = o | X1 — 201 — Z<xi —a02),

r=1 i=1

asf como Ag > 0. De la expresion anterior se deduce que si x € R"*! es otra bola de minimo volumen que
contiene a S, entonces al ser el miembro izquierdo nulo, también lo serd el derecho, pero como Ay > 0
y ademads x| = xg 41 al ser ambas bolas de minimo volumen, resulta que debe ser x; = x?, y por tanto,
ambas son la misma bola. |

1) Es clave advertir que no se tiene un resultado andlogo para bolas inscritas, aunque trabajemos con
cuerpos convexos. En efecto, basta considerar un paralelepipedo como muestra la figura 2.1, que
ademds tiene la bondad de ser centralmente simétrico, pero sin éxito.

O O

Figura 2.1: La bola de mdéximo volumen contenida en un paralelepipedo no es Unica

Esta inconveniencia se resolverd al tomar los elipsoides como objetos de estudio, y la simetria central
si serd un factor importante que reforzard los resultados. En este caso particular bidimensional, la
figura 2.2 muestra la tinica elipse de drea maxima contenida en el rectangulo.

— BN
— -

Figura 2.2: La elipse de drea mdxima contenida en un rectdngulo si es Unica

Observemos cdmo ha sido crucial la posibilidad de poder definir una cantidad infinita (no numerable)
de restricciones para determinar nuestra region factible. Esto por si solo abre la puerta a multitud de
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aplicaciones. Otra observacién importante es que las restricciones G(x°,y") para las que se obtiene igualdad
en el teorema 2.1 nos dicen que, de acuerdo a la expresion (2.1), los puntos y" € S son precisamente puntos
de contacto de S con la bola circunscrita. Dicho de otro modo, la bola circunscrita viene caracterizada
Unicamente por s puntos de contacto con s < n+ 1. Esto es importante ya que, como veremos mds adelante,
no sélo serd algo recurrente, sino que ademads caracterizaremos tales puntos en el caso general.

En segundo lugar, y mediante un procedimiento mucho mads trabajoso en el cual ya no entraremos, John
prueba en [Joh48, sec. 4] un potente resultado que constituye a efectos de nuestro estudio la pieza clave de
su trabajo. En esencia, describe los puntos de contacto entre un cuerpo y el elipsoide de minimo volumen
que lo contiene en el caso en que éste es una bola, y muestra ademds un primer resultado de aproximacion.
Sobre los puntos de contacto, John sélo dio la condicién necesaria, pero no los caracterizd. La implicacién
reciproca, de demostracion bastante mds sencilla, era conocida y empleada pero sorprendentemente tardéd
en publicarse de forma explicita. Ball lo hizo en [Bal92, sec. 1], referenciando el caso simétrico probado
apenas dos afios antes en [Pel90]. En interesante observar que John asume en ocasiones la unicidad del
elipsoide 6ptimo, hablando de “el elipsoide de minimo volumen que contiene a un cuerpo”, a pesar de
que la prueba de dicha unicidad en el caso general no llegd hasta una década m4s tarde. Presentamos a
continuacién el resultado completo, incorporando todos los mencionados hasta ahora.

Teorema 2.4 Sea K € #" un cuerpo convexo. Entonces se verifica:

1. Existe un tnico elipsoide de minimo volumen conteniendo a S.
2. Este elipsoide optimo es la bola unidad si y sélo si existen ciertos puntos de contacto {u;}7"; C
bd(K)Nbd(B,) y ciertos escalares {A;}" |, conn <m < @, tales que
(@ YL, Auj=0y
(b) Y™, uju! = I, la identidad en R".
3. Si denotamos a este elipsoide por p +AB,, se tiene

1
p+ ;AB,, CKCp+AB,.
Es més, si K es simétrico respecto de algtin punto ¢ € R”, K = ¢ — K, entonces

1
p+—=AB, CK C p+AB,.

Demostracion. Sobre la demostracién hacemos unicamente unos comentarios, ya que todos estos
resultados, como hemos mencionado, quedardn probados més adelante mediante un entramado tedrico
mds moderno. Ademads, John prueba en [Joh48] el caso del elipsoide de minimo volumen conteniendo K,

mientras que nosotros probaremos el caso del elipsoide de maximo volumen contenido en K. Por supuesto,
sendos argumentos pueden adaptarse a sendos casos, pero de este modo damos més riqueza al trabajo.

Mencionamos tnicamente en este caso que si modelizamos un elipsoide en R" de centro p mediante
la inecuacién (x — p)"B(x — p) < 1, con B una matriz simétrica definida positiva, podemos entonces
formular un problema de optimizacién en R1+3)/2 En efecto, al ser la matriz B simétrica, ésta queda
determinada por n(n+ 1)/2 coordenadas, y afiadiendo las n coordenadas del centro p, tenemos las
n(n+3)/2 coordenadas que caracterizan a cada elipsoide. Trabajaremos pues con las restricciones dadas
por G(x,y) = 1 — (x—p)"B(x— p) > 0, donde p y B estdn determinados por y como se ha dicho antes.

En estas condiciones, aplicando el teorema 2.1 se deduce la existencia de a 1o sumo n(n 4+ 3) /2 puntos
y" € K para los cuales las restricciones G(x,y) se dan con igualdad, es decir, puntos de contacto. Los A;
son los obtenidos por aplicacién del teorema, y resta entonces un proceso manipulativo para obtener las
expresiones del enunciado. [ |

Reformulando el dltimo apartado, un cuerpo convexo K siempre estd contenido entre dos elipsoides
homotéticos de razén a lo sumo n, y si el cuerpo es simétrico la razén es a lo sumo /n. Tenemos por tanto
una aproximacion tedrica por elipsoides de un cuerpo convexo arbitrario, con una cota del error cometido.
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1 Es interesante interpretar, como indica Ball en [Bal92], las dos condiciones del teorema anterior. La

= condicién (a) nos dice que si vemos los A; como “pesos” que asignamos a la coleccién de puntos
u; de la esfera, entonces el centro de masas de los A;u; es el origen, en particular, no puede ocurrir
que todos los u; estén tinicamente en una semiesfera (al ser los A; > 0). Intuitivamente, si los puntos
de contacto estuvieran relativamente concentrados se podria entonces reducir el tamafio de la bola
circunscrita, algo que cuadra con la intuicién.

Por otro lado, es muy 1itil observar que la condicién (b) se puede entender como que los u; se
comportan de forma similar a una base ortonormal, ya que podemos expresar

x=ILx= Z ),,-uiul-rx = Z Ai(x, ;) u;.

i=1 i=1

En particular generan R", y el producto escalar puede expresarse como
n n
)y =xy=x" | Y ] | y=Y Aix" el y =Y Ao, i) (y,us),
i i=1 i=1
y en consecuencia, la norma como
n
x> =Y i, ). 2.2)
i=1

Ademés, el hecho de que generen R”, junto a que la matriz u;u! no representa més que la proyeccién

ortogonal de rango 1 a la recta de direccién u;, no hacen sino reforzar la concepcién de que los
puntos de contacto u; estan relativamente esparcidos en la esfera. En particular, que generen R”
implica que no caen en un subespacio propio.

m Ejemplo 2.1 Vamos a ver que las cotas obtenidas en el corolario anterior son las mejores posibles. Para
el caso general, basta considerar un simplice, y para el caso simétrico, un cubo o un crosspolitopo (véase
la figura 2.3). Este dltimo en dos dimensiones no es mas que un cubo.

2
N/
N

Figura 2.3: Elipsoides (bolas) de mdaximo/minimo volumen en un simplice y un cubo.

Como vemos, el elipsoide de minimo volumen que contiene al conjunto (y el de midximo volumen
contenido en el mismo) en el caso del cubo y del crosspolitopo es una bola. Para el simplice no es asi en
general, salvo cuando éste es regular, como es el caso en este ejemplo para mayor simplicidad de célculos.
Es trivial comprobar que se dan las cotas del teorema 2.4 para el caso del cuadrado, ya que si el lado mide
¢ entonces la diagonal mide v/2¢. Para el caso del tridngulo no es sencillo en general, salvo el caso de
nuestro ejemplo, ya que al ser equildtero basta usar que el incentro estd a 1/3 de distancia de la base y
2/3 del vértice opuesto, lo cual lleva a que el circunradio es el doble que el inradio.

No estamos ahora en condiciones de probar que, efectivamente, éstos son los elipsoides 6ptimos en
estos casos, pero lo estaremos mds adelante, y volveremos sobre este ejemplo. [

En resumen, tras este desarrollo, podemos decir que la idea fundamental del articulo de John consiste
en reformular problemas como el que nos ocupa en este trabajo como problemas de optimizacién en
dimensiones superiores, que ademds se pueden atacar mediante el método extendido de los multiplicadores
que presenta en el mismo articulo.
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1) Esinteresante observar que simplemente con bolas no podemos llegar a un resultado de aproximacién
= similar al del teorema anterior, y por tanto, es la variabilidad afiadida del elipsoide la que nos permite
obtener unas cotas finitas en dicha aproximacién. En efecto, basta nuevamente considerar el caso de
un paralelepipedo. Si denotamos por R(K) al circunradio, es decir, al radio de la bola circunscrita
a K, y por r(K) al inradio, es decir, al radio de una bola inscrita a K, es fdcil ver, dilatando el
paralelepipedo en una dimension, que serd imposible acotar R(K)/r(K), como muestra la figura 2.4.

) (O @

Figura 2.4: Bolas inscrita y circunscrita a paralelepipedos de razén no acotada.

2.2 Existencia y unicidad del elipsoide de mdximo volumen

Vamos en las secciones siguientes a presentar unas demostraciones para los resultados comentados en
la seccién previa, que corresponden a un desarrollo tedrico posterior a los articulos originales de John y
sus contemporaneos. Comenzamos demostrando la existencia y unicidad de los elipsoides de maximo
volumen contenidos en un cuerpo convexo, lo que corresponderia al item 1 del teorema 2.4 de John. Para
la prueba, conviene recordar que dado un elipsoide descrito por p + AB,,, su volumen viene dado por
det(A)vol(B,), mientas que si estd descrito como &(B, p), su volumen viene dado por det(B)~!/2vol(B,),
como probamos en el corolario 1.12.

Antes de presentar el teorema, vamos a establecer un resultado fundamental que nos dice que la funcién
det(-) I/n es céncava para matrices definidas positivas, donde ademds la igualdad se puede caracterizar,
algo que sera crucial. Este es un resultado nada trivial, y eludimos su demostracién para no divergir en
exceso del tema. Sin embargo, conviene mencionar que se trata de un recurso abundantemente empleado.

Proposicion 2.5 — Desigualdad de determinantes de Minkowski. Dadas A,B € R"*" matrices
definidas positivas, se verifica

det(AA + (1 —2)B)'/" > Ldet(A)"/" + (1 — A)det(B)/",
con igualdad si y sélo si B = 1A para cierto u € R.

Una prueba se puede consultar por ejemplo en [MM64, Th. 4.1.8]. Serd conveniente inducir en £
una topologia métrica, que emplearemos en lo que sigue, en particular, para poder estudiar la convergencia
de sucesiones de elipsoides.

Definicion 2.6 Dados K,L € #™", su distancia de Hausdorff dy (K, L) es el menor A > 0 tal que
KCL+AB,yLCK+AB,.

El siguiente resultado topoldgico fundamental en geometria convexa nos proporciona informacién
importante acerca del espacio . equipado con la métrica de Hausdorff.

Teorema 2.7 — Teorema de seleccion de Blaschke. Toda sucesioén acotada (K,), C (#",dy)
admite una subsucesion convergente en (£, dp).

Una prueba puede consultarse en [GruO7, Th. 6.3]. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, el teorema
de seleccion de Blaschke implica que todo entorno acotado de (J£™",dy) es compacto. Dicho de otro
modo, se tiene la siguiente consecuencia de forma inmediata.
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I Corolario 2.8 El espacio (.#",dy) es localmente compacto.

Con estas herramientas en nuestro cinturén pasamos a demostrar la existencia y unicidad del elipsoide
de médximo volumen contenido en un cuerpo convexo cualquiera.

‘ Teorema 2.9 Sea K € #". Existe un tnico elipsoide de maximo volumen contenido en K.

Demostracién. Comencemos probando la existencia. Si denotamos por § C R*("+3)/2 4] conjunto de los
elipsoides €(B, p) contenidos en K, es claro que sus volimenes estardn acotados por el volumen de K, de
modo que sus determinantes estardn acotados inferiormente (véase el corolario 1.12). Denotemos por p a
dicho infimo y consideremos una sucesion de elipsoides & = €(B;, p;) tal que det(B;) — p. Si probamos
que convergen a un elipsoide de S, se habrd demostrado la existencia. Denotemos por A;; al j-ésimo valor
propio de B;, que recordemos son positivos por ser B; definidas positivas, ordenados de menor a mayor.
La existencia se desprenderd de acotar p, asi como A;j.

Sean B(r),B(R) bolas de radios r > 0y R > 0, respectivamente, tales que B(r) C K C B(R). Como
& C K C B(R), tendremos que vol(g;) < vol(B(R)) es decir, vol(B,,) det(B;)~'/> < R"vol(B,,), de modo
que det(B;)'/? > 1/R" para todo i. En consecuencia, \/p > 1/R". Por otro lado, como B(r) C K entonces
B(r) € S, luego vol(B(r)) = r"vol(B,) < vol(B,)p~'/2, ergo /p < 1/r". Ya tenemos p acotado inferior
y superiormente. Para terminar, recordemos que como vimos en la proposicién 1.9, la longitud del semieje
mayor del elipsoide €; es precisamente QLI.II/ 2 y como & C K C B(R), debe ser lifl/ <R (figura 2.5), es
decir, A;; > 1/R>.

Figura 2.5: Acotacion de elipsoides contenidos en el cuerpo convexo

Como p estd acotado entonces la sucesion det(B;) = A;j - - - Aiy < A/ también lo estd, y como el menor
valor propio A;; estd acotado inferiormente, entonces el mayor A;, debe estarlo superiormente. Sea pues C
tal que A;, < C para todo i. Entonces si denotamos B; = (b}d) «l, tenemos la acotacion entrada a entrada

b = ek, Bier)| < |Bier| < Ainle| = Ain < C.
Por tanto, la sucesion & es acotada en R"("*3)/2_ de modo que tiene una subsucesién convergente, a la
cual nos restringimos. Si denotamos por £(A, p) al limite, tendremos por continuidad del determinante
que det(B;) — det(A), luego det(A) = p. Como K es compacto, entonces S es acotado en la distancia
de Hausdorff, luego el teorema de seleccion de Blaschke implica que S es compacto. En consecuencia,
tenemos que € € S, de modo que hemos encontrado un elipsoide de maximo volumen contenido en K.

Para la unicidad, supongamos que tenemos dos elipsoides a +AB,, y b + BB,, contenidos en K de
maximo volumen, y probemos que a = b y A = B. En primer lugar, como ambos tienen igual volumen,
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serd det(A) = det(B). Construimos un nuevo elipsoide tomando puntos medios:

1 1 1 1 1 1
= b)+—-(A+B)B, C = AB —(b+BB -K+-K=K.
2(a+ )+2( + )”Cz(a+ ,,)+2(+ ,,)C2 +5
Por supuesto, las operaciones con conjuntos anteriores no son triviales, algunas requieren de la convexidad,
y quedan justificadas por la proposicién 1.6. Concretamente, el primer contenido se justifica usando (Iv) y

(VII), el segundo contenido si es inmediato, y la igualdad final hace uso de (V).

Sabemos que el volumen de dicho elipsoide es det(1/2(A + B))vol(B,). Ahora bien, por la proposi-
cién 1.10 podemos suponer que A, B son definidas positivas, y por la desigualdad de determinantes de
Minkowski (proposicién 2.5), tenemos que

1/n
det <;(A +B)> > %det(A)l/" + % det(B)"/" = det(A)!/".

Pero por la maximalidad de p +AB,, como elipsoide contenido en K, lo anterior debe ser una igualdad.
Usando la caracterizacién de la igualdad en dicho lema, tenemos que A = AB para cierto A € R, pero
como sus determinantes coinciden, debe ser necesariamente A = B.

Finalmente, probemos que los centros también coinciden. Aplicando una transformacién afin apropia-
da, podemos suponer que A =B =1,y que a = —lle;,b = ey para cierto it > 0, donde {e;}"_, representa
la base candnica de R". Entonces, como a+ B, C Ky b+ B,, C K, y por convexidad el segmento [a,b] C K,
tenemos nuevamente por convexidad que [a,b] + B, C K. En efecto, dado 0 < A <1,

(Aa+(1—=A)b)+B, = (Aa+(1—2A)b)+ (AB,+ (1 —A)B,) =A(a+B,)+(1—A)(b+B,) CK,

usando la convexidad de K y la propiedad (V) de la proposicién 1.6. Ahora bien, en la “salchicha” [a, b] + B,

podemos inscribir un elipsoide de semiejes (1+ ., 1,..., 1) como muestra la figura 2.6, de modo que su
volumen (14 u)vol(B,) debe ser menor o igual que el maximal, en este caso vol(B,) = vol(B,), ergo
u =0y por tanto a = b, como queriamos ver. [ |

(D

Figura 2.6: Elipsoide contenido en una salchicha

Definicion 2.10 Dado K € .#™", denotaremos por £(K) al elipsoide de John, el tinico elipsoide de
méximo volumen contenido en K.

Caracterizacion de los puntos de contacto

El siguiente paso serd caracterizar los puntos de contacto entre un cuerpo convexo y su elipsoide
de John. Como dijimos antes, esto es una combinacién del item 1 del teorema 2.4 de John, probado en
[Joh48, sec. 4] (necesidad), y el articulo [Bal92, sec. 1] de Ball (suficiencia), aunque las demostraciones
que aqui presentamos son de desarrollo posterior. Concretamente, seguimos la linea de las pruebas de
Gruber y Schuster en [GS05, Th.1-2], las cuales se basan en ideas previamente exploradas en [Gru88],
que permitieron simplificar ampliamente las demostraciones anteriores. Para proceder, caracterizamos
dichos puntos en el caso en que tal elipsoide es la bola unidad, de modo que el caso general se despren-
derd aplicando una transformacion afin a la caracterizacién anterior. Nos centraremos en los cuerpos
centralmentes simétricos, observando luego que la extension al caso general puede obtenerse mediante
una ligera modificacion.
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Preliminares

Presentamos antes unas nociones de gran importancia en el &mbito de estudio que nos ocupa. Cada
forma cuadrética en R", dada por

x— xTAx = Zaijxixj, parax € R",
i?j
puede identificarse con su matriz de coeficientes, A = (a;;);j, que serd una matriz real simétrica n x n. Por
simetria, también podemos identificarla con el vector de coordenadas

_ T n(n+1)/2
XA = (A11ye ey @10y @22,y Aoy ey )T € RYTTD/Z,

Por tanto, identificaremos R™"*1)/2 con el espacio de formas cuadréticas, o con el de matrices simétricas.
Esta idea fue aplicada notablemente por Voronoi en [VorO8] para el estudio de formas cuadraticas, y desde
entonces es ampliamente empleada. Resulta entonces que el subconjunto de formas cuadréticas definidas
positivas es un cono no degenerado (con interior no vacio) en R +1)/2 con vértice el origen. Este cono,
asi como ciertos subconjuntos relevantes del mismo, tienen numerosas propiedades interesantes y una
rica estructura geométrica. Son precisamente estas observaciones sobre el cono y sus propiedades las que
desarrollé Gruber en [Gru88], y que sirvieron de base para su cristalina y clarificadora prueba en [GS05]
que vamos a Seguir.

Vamos a describir algunas de esas propiedades, que entre otras cosas, serdn relevantes para demostrar
la caracterizacion de los puntos de contacto anteriormente mencionada.

Definicién 2.11 Denotaremos por &2" C R™*"*1)/2 a] cono de formas cuadriticas definidas positivas (o
bien, de matrices simétricas definidas positivas), y por 2" al cono de formas cuadriticas semidefinidas
positivas. Asimismo, denotaremos por Z} = {A € " det(A) > 1}.

Naturalmente, la definicion anterior requiere de ciertas justificaciones, las cuales quedan incluidas en
la siguiente proposicién.

Proposicion 2.12 Se verifican las siguientes propiedades:

1. 27" es un cono convexo no degenerado con vértice el origen.

2. 27 es un conjunto cerrado, no acotado, estrictamente convexo y con frontera suave. Ademds, es
disjunto de un entorno del origen.

3. 2" = &,y es nuevamente un cono convexo no degenerado con vértice el origen.

4. Laidentidad I, es un punto interior a &?" y perteneciente a la frontera de 2.

La figura 2.7 ilustra la estructura de dichos subconjuntos de R""+1D/2 Ciertas regularidades de la

figura, como por ejemplo, que la identidad es el punto de &} de menor norma, también son ciertas y se
probardn més adelante, por ejemplo, en el lema 2.15.
Demostracion de la proposicion 2.12. Recordemos antes de comenzar que una matriz es definida positiva
si y solo si sus autovalores son todos estrictamente positivos, y es semidefinida positiva si son no negativos.
Por tanto, las matrices definidas positivas tienen determinante positivo y las semidefinidas positivas tienen
determinante no negativo, en particular, 2" \ 2" esta formado por matrices singulares. En consecuencia,
por la continuidad del determinante, se deduce que en R""**1)/2 los conjuntos 2" y 2] son cerrados y el
conjunto 2" es abierto. También se desprende de la continuidad del determinante que 2" = 27", que
27 C Int(2"), que bd2" son las matrices semidefinidas positivas con determinante nulo, y que bd #}
son las matrices definidas positivas con determinante unitario.

1. Para ver que Z" es un cono con vértice el origen basta ver que es cerrado para la suma y el
producto por escalares positivos. SiA,B € "y A > 0, es claro que A + B y AA siguen siendo simétricas,
y ademads dados x,y € R" se tiene

Y (A+B)x=y"Ax+y"Bx >0,
v (AA)x = AyT Ax > 0,
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Figura 2.7: Conjuntos 2" y 22! en R""**1)/2 y algunas de sus propiedades.

con lo cual tanto A + B como AA son también definidas positivas y, por tanto, pertenecen a &?". Finalmente,
el cono es trivialmente no generado dado que la identidad es interior, al tener determinante positivo.

2. Ya sabemos que ] es cerrado. Para ver que es estrictamente convexo, tomemos A,B € ]
distintas y A € (0, 1) y veamos que det(AA + (1 —A)B) > 1. Haciendo uso de la desigualdad de Minkowski
(proposicién 2.5) tenemos

det(AA+ (1 —2)B)"/" > A det(A) /" + (1 —=A)det(B) /" > A+ (1—A) =1,

de donde se deduce en particular la convexidad. Sin embargo, si se tuviera la igualdad, entonces det(A) =
det(B) =1, y por la caracterizacion de la igualdad en la desigualdad de Minkowski deberia ser B = LA,
ergo det(B) = u"det(A). Por tanto, se tendria necesariamente (t = 1, luego A = B, una contradiccién. En
conclusion, &7} es estrictamente convexo.

Que #{ es disjunto de un entorno del origen es consecuencia de que &7} C Int(Z?"), y es inmediato
que no es acotado, pues basta considerar miltiplos escalares positivos de la identidad. Finalmente, bd &7}
viene descrita por la ecuacién det(X) = 1 definida en 27", que es un abierto conexo de R""+1)/2 Como
esa ecuacion es polindmica, en particular es diferenciable, como queriamos ver.

3. Ya sabemos que 2" = 2", El resto es completamente andlogo a la primera propiedad.
4. Como det(I,) = 1, ya sabemos que I, € Int(Z”") y que I,, € bd Z]. [ ]

Es habitual trabajar en el espacio " con el producto escalar usual de R"*", que es también un
producto escalar particular en 22" C R""+1)/2_ diferente del usual. Esto se debe a que, de este modo,
el producto escalar se comporta bien con nuestra identificacién de R"("*1)/2 con el espacio de matrices
simétricas. Ademads, tiene numerosas compatibilidades con el producto escalar en R", asi como otras
bondades que demostraremos y explotaremos mds adelante.

I Definicién 2.13 Dadas A, B € &, denotaremos por (A, B) = Y a;;bi;.

Proposicion 2.14 Sean A € 2" y v,w € R". Se verifican las siguientes propiedades:
1. (A, vwT) =wlAv = (Av,w).
2. DadoK € #"y pcR", p+AB, C K siysélosi (p,w)+wl Av < h(K,w) para todo v,w € B,.
3. Si{u ", Sy {&}", son escalares positivos con ¥; Auiu! = I,, entonces m > n, Y; A = n,
y x =Y; Ai{x,u;)u; para todo x € R".
Demostracion. Como es habitual, denotaremos v = (v1,...,v,)T y A = (4, i)ij-
1. Observemos que (vw);; = viw;, de modo que (A,vw”) =Y a;jviw; = w’ Av. La segunda igualdad
es inmediata.

2. Usando lo anterior, tenemos que (p,w) +w! Av = (p + Av,w), que serd menor o igual a h(K,w)
paratodo v € B, siy sélo si p+ AB,, estd contenido en el semiespacio que soporta K en la direccién
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de w. Esto ocurre para todow € B, siy sélo si p+AB, C K, pues K es la interseccién de todos sus
semiespacios soporte.

3. Ya vimos en la observacién de la pagina 19 que con esas condiciones los u; se comportan de
forma similar a una base ortonormal por cuanto x = Y; A;(x,u;)u;. Por otro lado, si fueram < n
existirfau € "1 ortogonal a los u;, de modo que usando nuevamente dicha observacién tendriamos
(u,u) = ¥; A (u,u;)> = 0, contradiciendo que u € S"~!. Finalmente, como en general (yw');; = viw;,
tenemos que dado v € S"~! se tiene tr(w’) = ¥;1? = 1, de modo que

A«i,

on

Il
-

m
n=trl, = Zlitr(uiuiT) =
i=1

como faltaba por ver. [ |

Haremos uso de todas las propiedades, pero serd particularmente necesario recordar la primera pues la
emplearemos de forma automatica abundantemente sin referenciarla, por su simplicidad. Vamos finalmente
a probar, como anticipdbamos, una caracterizacion de los puntos de contacto entre un cuerpo convexo
y su elipsoide de John cuando éste es una bola. Comenzaremos demostrando el caso simétrico y luego
veremos cémo podemos extenderlo al caso general.

Veamos un resultado inicial que nos describe un poco mejor la morfologia de &7, en el cual recorde-
mos que estamos trabajando con la métrica inducida por el producto escalar introducido en la definicién
2.13, que en particular, determina la nocién de normalidad.

I Lema 2.15 La identidad I, es normal a &} en I,.

Demostracion. Como bdZ}] es suave, el normal en /, estd univocamente determinado. Vamos a ver que,
efectivamente, es I,. Sea A € & y denotemos sus valores propios por {A;} . Entonces se tiene

n n n
Ay =Y ai=Y ki >n[]A" = ndeq(d)/" > n=(I,,1,),
i=1 i=1 i=1
donde la primera desigualdad se sigue de la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica. Por
tanto se desprende que
PP ARV ALY > (1, 1)} (2.3)

o dicho de otro modo, se tiene que el hiperplano
{A e R"HD/2: (A L) =n})

soporta 1 en I,, y como I, es su vector normal, hemos terminado, pues entonces por definicién serd
también normal a &?}. Observemos que de la ecuacion (2.3) se deduce también que /, es el punto de 7}
de menor norma. [

Caracterizacion

Estamos ya en condiciones de presentar la prueba de la caracterizacion de los puntos de contacto entre
un cuerpo convexo y el elipsoide de mdximo volumen contenido en el mismo. Como mencionamos al
principio, demostraremos en detalle el caso centralmente simétrico (teorema 2.16), y esbozaremos las
sutiles diferencias en la prueba del caso general (teorema 2.17). La caracterizacién serd fundamental para,
por ejemplo, hallar los elipsoides de John en casos particulares relevantes, como el cubo, el crosspolitopo
regular, o el simplice regular (véase la seccién 2.3.3). Como es habitual, la realizamos en el caso en
que el elipsoide de John es la bola unidad, pudiéndose obtener una caracterizacién general aplicando
transformaciones afines. Precisamente un uso fundamental de esto, que explotaremos principalmente en
los capitulos 3 y 4, consiste en llevar un cuerpo convexo a su imagen afin con elipsoide de John la bola
unidad. La caracterizacién proporciona entonces muy buenas propiedades que hacen a esta posicion afin
particularmente ventajosa.
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Teorema 2.16 Sea K € %" con B, C K. Son equivalentes:

(1) B, es el elipsoide de John de K.
(11) Existen, para cierto m con n < m < n(n+ 1)/2, puntos de contacto {#u;}", C bdKNS" !y
escalares positivos {A;}" , tales que

m
T

Z liu,-ui = In.

i=1

Demostracion. Observemos antes de comenzar que por ser el cuerpo K simétrico respecto del origen
también lo serd su elipsoide de John, y en particular, éste deberd estar centrado en el origen. Haciendo
uso de la descripcion para elipsoides contenidos en un cuerpo K que vimos en la propiedad 2 de la
proposicién 2.14, tendremos entonces que el conjunto E de todos los elipsoides simétricos respecto del
origen contenidos en K viene descrito por

E={Ac 2": v Au<h(K,v), Vu,v € B,}

2.4)

= 2"N{A e R""D2 T Ay = (A" < h(K,v), Yu,v € By},
es decir, por la interseccién del cono convexo &?” con una familia de semiespacios, también convexos. En
consecuencia, E es convexo.

Comencemos viendo la implicacién directa. Como &(K) = B, entonces maxacg det(A) = det(Z,) = 1,
y por unicidad, det(A) < 1 para cualquier otro A € E, de modo que EN # = {I,}. Como consecuencia de
uno de los muchos teoremas de separacion (véase, e.g., [Gru07, Th. 4.4, p. 59]), si dos conjuntos convexos
y cerrados intersecan en un tnico punto /,, entonces existe un hiperplano de separacion H que pasa por I,
tal que E queda contenido en un semiespacio y 7} queda en el otro. Como este ultimo tiene interior no
vacio, se trata de una separacién propia, aunque como comparten un punto, no serd una separacion estricta.
Precisamente por esto tltimo, H es un hiperplano soporte para sendos E 'y &7 por I, con unicidad en el
segundo caso ya que bdZ}' es suave como vimos en la propiedad 2 de la proposicion 2.12. Ademds, el
lema 2.15 nos asegura que este hiperplano tiene normal /,,. Por tanto, recuperando el diagrama de la figura
2.7, podemos ahora completarlo con esta nueva informacién, como muestra la figura 2.8.

s 4

0

Figura 2.8: Diagrama de &7, 271!, E, con hiperplano soporte y vector normal

En particular, ,, € bdE, luego podemos considerar S(E,I,) el cono soporte a E por I,, es decir, el
menor cono con vértice I, que contiene a E. Por ser E convexo, claramente también lo es S(E, 1), por lo
que este cono viene dado por una interseccidon de semiespacios cuyas fronteras pasan por el vértice I,,. De
hecho, es inmediato que vendrdn determinados por los hiperplanos soporte a E que pasan por I,,, pero
como estos hiperplanos son los descritos en la ecuacién (2.4), tenemos finalmente la descripcién

S(E,L) = {A e R"" D2 T Ay = (A, w) < h(K,v), Yu,v € B, con v/ Lju = (u,v) = h(K,v)}. (2.5)
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Ahora bien, en general dados u,v € B, cualesquiera se tiene (u,v) <1 < h(K,v): la primera de-
sigualdad es inmediata y la segunda, como B, C K, se debe a la propiedad 2 de la proposicién 2.14. Por
tanto, para que se dé la condicién de igualdad en (2.5) debe darse (u,v) = 1, lo cual ocurre si y sélo
siu=veS" !, ytambién 1 = h(K,u). Luego u € S" ' NbdK. En consecuencia, podemos refinar la
descripcion (2.5):

S(E.L) ={A e R"" D2 3T Ay = (A,uu”) < 1, Yu € "' NbdK}. (2.6)

Otro objeto de estudio habitual en geometria convexa es el cono normal N(E,1,), consistente en el
conjunto de todos los vectores normales exteriores a E en I, es decir, de todos los normales exteriores a
hiperplanos soporte a E en I,,, los cuales forman un cono convexo (facil de ver, consultar e.g. [Gru07]).
Por tanto, estos vectores son los normales a los hiperplanos de (2.6), de modo que tenemos la descripcién

N(E,1,) = pos{uu” € R""D/2: 4y ¢ "' NbdK}. 2.7)

Ahora bien, ya sabemos que I, € N(E, 1I,), y como el cono normal es convexo, el teorema de Carathéo-
dory (teorema 1.2, versién reforzada para conos convexos) asegura que hay m puntos {u; }7* | C S*'Nbdk
y escalares positivos {A;}7, tales que I, = ¥; Lu;u! , con m < n(n+1)/2. Por la propiedad 3 de la pro-
posicién 2.14 se concluye que m > n. La simetria central garantiza que los —u; también son puntos de
contacto. Con esto hemos terminado la implicacién directa.

Vamos ahora con la implicacién reciproca. Sea E nuevamente el conjunto de elipsoides simétricos
respecto del origen contenidos en K descrito mediante la expresién (2.4). Como B,, C K, tenemos I, € E,
y como los vectores u; pertenecen a §"~! NbdK, tenemos que (u;,u;) = 1y h(K,u;) = 1 para todo
i=1,...,m, de modo que u! Lu; = (u;,u;) = h(K,u;). Como I, € E y se da la igualdad para algunos de
los hiperplanos de la expresion (2.4), tenemos que I, € bdE. Esto nos permite nuevamente tomar los
conos soporte y normal a E en [, tal y como se hizo en la otra implicacién. Dado que podemos repetir
los mismos razonamientos que realizamos entonces, llegamos nuevamente a las expresiones (2.6) y (2.7),
respectivamente.

Ahora bien, como tenemos que I, = ¥; Awu! con A; > 0, se tiene I, € N(E, I,,), de modo que el cono
soporte estd contenido en el semiespacio determinado por I,,, es decir

S(E,L) C {A e R""D/2: (A 1) < (I, 1,)}.

Pero por otro lado, el lema 2.15 nos dice que /, también es normal a &7}, y concretamente en la
demostracion del lema vimos que

Py C{Ae R (ALY > (I, 1,)}.

En definitiva, el hiperplano
H={AcR"2: (A L)=(I,,1,)}

separa los conjuntos S(E,I,) y 27}, y en particular, también separa E de #]. Es claro entonces que
EN ! C H, pero como ] es estrictamente convexo, esa interseccion se reduce a un tnico punto, que
sabemos es I,. En suma, tenemos la situacién de la figura 2.8. En particular, det(A) < 1 paratodo A € E
distinto de I,, de modo que el determinante en E alcanza su mdximo unico en /,, ergo B, es el tnico
elipsoide de méximo volumen contenido en K, su elipsoide de John. Esto prueba la equivalencia. [ |

1) Por la propiedad 3 de la proposicién 2.14, la condicion (11) del teorema 2.16 implica que Y; A; = n.
Esta igualdad es de gran utilidad cada vez que estamos en las hipétesis del teorema, de modo que
conviene tenerla en mente para proximos resultados.

Presentamos ahora el caso no centralmente simétrico, para el cual sélo delineamos la prueba por
presentar las mismas ideas. Como vemos, al desaparecer la simetria es necesario incluir la condicién
adicional que aparecia en el item 2 del teorema 2.4 de John.
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Teorema 2.17 Sea K € ¥ con B, C K. Son equivalentes:

(1) B, es el elipsoide de John de K.
(11) Existen, para cierto m con n < m < n(n+3)/2, puntos de contacto {u;}"., C bdKNS" !y
escalares positivos {A;}" , tales que

m m
Z liui =0 y Z liu,-ul-T = In.
i=1 i=1

Demostracion. La prueba es muy similar a la del teorema 2.16 adaptando ciertos detalles. Una demostra-
cién mds completa puede consultarse en [GS05, Th. 2].

En primer lugar, al perder la simetria el elipsoide de John de un cuerpo convexo puede no estar
centrado en el origen, con lo cual a la hora de definir el conjunto E (véase la férmula (2.4)) serd necesario
incorporar las n coordenadas del centro para describir completamente un elipsoide, como hicimos al
delinear la prueba de John en el teorema 2.4. Asi pues, trabajaremos en este caso en dimensién n(n+3)/2,
y adaptando el resto andlogamente se obtiene entonces la cota m < n(n+ 3) /2. En particular, esto implica
que se trabaja con R" x &7 y se separa del nuevo E.

Con respecto a la condicién adicional }; A;u; = 0, ésta surge de la aplicacion del teorema de Carathéo-
dory (teorema 1.2) en este nuevo contexto. [ ]

Hay una dualidad muy fuerte en el tema que estamos tratando, de hecho, los resultados originales
de John eran relativos a elipsoides circunscritos, no inscritos, a pesar de que actualmente se relacione
mds habitualmente el caso inscrito con John. En cualquier caso, razonamientos casi idénticos permiten
demostrar la versién dual de los teoremas de John, que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.18 Sea K € 7" (resp. K € ™). Se verifica (1), y si K C B,, entonces (II) y (III) son
equivalentes:

(1) Existe un tnico elipsoide de minimo volumen que contiene a K.
(I1) B, es el tnico elipsoide de minimo volumen que contiene a K.
(111) Existen, para cierto m conn <m <n(n+1)/2 (resp. n < m < n(n+3)/2), puntos de contacto
{u;}™, C bdK NS"~! y escalares positivos {A;}7, tales que

m m m
Z liuiuiT = In resp. Z l,-u,- =0 y Z 7L,-u,-uiT = In
j i=1 i=1

Conviene finalizar la seccién haciendo una observacién sobre la caracterizacién de los puntos de
contacto entre un cuerpo convexo y su elipsoide de John dada por los resultados anteriores, que sera ttil
para aplicaciones posteriores de los resultados de John. Concretamente, dichos puntos determinan un
politopo que siempre contiene al cuerpo, y que en ocasiones nos sirve de cota superior sencilla (véanse,
por ejemplo, las secciones 3.1 y 4.1). Lo reflejamos en el siguiente lema, y lo ilustramos en la figura 2.9.
Dicha figura también ilustra el hecho de que los puntos de contacto generan todo el espacio.

Lema 2.19 Sean K € %"y {u;}" | los puntos de contacto entre K y su elipsoide de John. Entonces
K C K con
K={xeR": (x,u;) <1, 1<i<m}.

Demostracién. La prueba es inmediata. Como u; € S"~! NbdK, podemos considerar los hiperplanos
soporte comunes a sendos cuerpos en los puntos u;, que estdn univocamente determinados por ser la
esfera diferenciable, y que tienen por normal el propio vector de posicion ;. Por soportar K, tenemos que
K C Hy (u;) paratodo i = 1,...,m. En consecuencia, si construimos el politopo P dado por la interseccién
de dichos semiespacios, se tendrd K C P. Pero como los u; son unitarios, este politopo es P = K. [ |



2.3 Caracterizacion de los puntos de contacto 29

Figura 2.9: Un cuerpo contenido en el politopo determinado por los puntos de contacto y;

2.3.3 Casos particulares

Ahora ya estamos en condiciones de justificar lo que afirmamos en el ejemplo 2.1 de la pagina 19, en
concreto, que la bola es el elipsoide de John del cubo (la bola unidad en la norma infinito), del simplice
regular y del crosspolitopo regular (la bola unidad en la 1-norma). Como la caracterizacion de John
coincide tanto en un caso como en su dual, la misma prueba justificard la propiedad para elipsoides
inscritos y para elipsoides circunscritos. Comenzamos por los casos simétricos.

Corolario 2.20 La bola unidad B, es el elipsoide de mdximo volumen contenido en el cubo C, y en el
crosspolitopo /nC;.

Demostracion. La existencia y unicidad de sendos elipsoides queda garantizada por el teorema 2.9. El
cubo viene descrito por
Ch={xeR": |x| <1,V1<i<n},

y es claro que B, C C,. También es inmediato verificar que los puntos de contacto son +-¢; € S"~! NbdC,.
Podemos restringirnos a los positivos, u; = ¢; y tomar A; = 1, y entonces se tiene trivialmente ¥; A;u;u! =1,.
Asi pues, por el teorema 2.16, sabemos que B,, es el elipsoide de John de C,.

Por otro lado, el crosspolitopo del enunciado viene dado por
n
JaC: = {xER”: Yl < ﬁ},
i=1

donde el factor y/n lo tomamos para ajustar la escala a lo que necesitamos. Tenemos que B, C /nC;
debido a que si x = (x1,...,x,)” € B, entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

i i 2o, 12
Y=Y 1-|ul < (Z 12) (Z \%‘\2) <,
= ~ i=1 i=1

1

1=

que es la conocida desigualdad de normas || - ||; < /7| - ||2- Nuevamente, es trivial comprobar que los 2"

puntos descritos por

u = \}ﬁ(il, DT eI nbd(vaC)),
es decir, que son de contacto (ademads son los tinicos, aunque esto nos da igual). Observemos que denotando
por O‘/il = (uiu! )1y = wiu;; tenemos que Ot,ik = 1/n, mientras que cuando k # [ tendremos que O‘/il =1/n
para la mitad de los casos y Ot,il = —1/n para la otra mitad, por simetrfa, de modo que al sumar (u;u)
en i todos los elementos fuera de la diagonal se cancelardn. Escogiendo entonces A; = n/2" para todo i
tenemos que

2" n

n 2
z Al = ——1 =1.
= iUiU; o, n

Para estar en las condiciones del teorema basta reducir el nimero de puntos, pero como I, € R""+1)/2,
basta para ello aplicar el teorema 1.2 de Carathéodory para conos convexos que nos dice que podremos
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reducir la coleccién {u;}% | a, alo sumo, n(n+ 1)/2 elementos, con lo cual estamos en las condiciones
del teorema 2.16 y queda probado que B, es el elipsoide de John de \/nC;. [ |

Sobra decir que los resultados anteriores se verifican para cubos y crosspolitopos regulares cualesquie-
ra, pues cualquier movimiento rigido no altera el elipsoide de mdximo volumen y cualquier cambio de
escala mantiene el cardcter esférico. Pasamos ahora el caso no simétrico. Para numerosos resultados de ca-
pitulos posteriores serd necesario conocer en profundidad el simplice regular, de modo que aprovechamos
el siguiente resultado para probar todas las propiedades que necesitaremos del mismo.

Corolario 2.21 La bola unidad B, es el elipsoide de maximo volumen contenido en el simplice regular

de lado \/2n(n+1).

Demostracion. Nuevamente, la existencia y unicidad del elipsoide queda garantizada por el teorema 2.9.
Sea S, el simplice regular de lado 1, y vamos a comenzar probando que 1/4/2n(n+ 1) es el inradio de S,,.
Esto demostrard que B, estd contenida en /2n(n+ 1)S,. Para ello, vamos a proceder construyendo el
simplice de forma inductiva. Denotemos por ]} parai=0,1,...,n alos vértices de S, r, al inradio de S,,,
h, ala altura de S, es decir, a la distancia de un vértice al punto medio de la cara opuesta, y finalmente m,,
al “centro” de S,,. Este tltimo es el punto que equidista de todos los vértices, o bien de todos los puntos
medios de las caras. Naturalmente no es centro de simetria, aunque coincide con el centro de las bolas
inscrita y circunscrita.

Para n = 1 claramente tenemos los vértices u) = 0y ul = 1, el inradio | = 1/2, la altura h; = 1
y el centro m; = 1/2. Para la construccion recursiva, supongamos conocidas u!, hy,r,,m, para cierto
n € Ny construyamos S, 1. Preservamos los primeros n+ 1 vértices, u/ ™' = ((u?)",0)" con0<i<n,y
afiadimos el nuevo “encima” del punto medio, MZI} = (m!,hy.1)T. Por otro lado, el centro estard situado
sobre el centro anterior precisamente a altura el inradio, de modo que m,, | = (m!,r,,1)?. Podriamos
imponer ahora condiciones sobre los puntos para deducir los valores de h,,m,, pero es mds sencillo
fijar dichos valores y luego probar que dan lugar a un verdadero simplice. Asi pues, consideremos los

siguientes valores para la altura y el inradio:

1 n+1 n+1

=, hhy=n+lhp=—=\/—
! n =t 2n(n+1) 2n

(2.8)

V2n(n+1)

Para probar que estos valores determinan un simplice regular, basta probar que los vértices asi
generados equidistan entre ellos y con respecto al incentro. Es claro que para los valores iniciales se
verifica, asi pues, supongdmoslo cierto para n € N y demostrémoslo para n 4 1. Por un lado, comprobamos
que la distancia del nuevo vértice a los anteriores sigue siendo 1. Si 0 < i < n, entonces

ey = P = G hs) T = (@) 0)T NP = Yl — 1P + . (2.9)

Ahora bien, es inmediato por su definicién que |[u? —m,|*> = (h, — r,)?, y por hipétesis de induccién
|t — my]||> = (hy — rn)? para 0 < i < n. En consecuencia, tras simplificar, se deduce

2

n+1 1 n
uf —my | = - = : (2.10)
s d 2n 2n(n+1) 2(n+1)
y por tanto (2.9) se traduce en
2
lufy =P = s S

2+ 1) 2tD)
luego el nuevo vértice equidista del resto, y por hipdtesis de induccién, todos equidistan entre si.

Por otro lado, con unos sencillos cédlculos vemos que las distancias al centro vienen dadas por

2
n+2 B n+1

1
20+1) 2+ D)n+2)) 2(m+2)

HuZi% _mn+l||2 = (thrl _rn+l)2 =
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y, usando (2.10),

n 1 _ n+l
2(n+1) * 2n+1)(n+2) 2(n+2)

e =t =t |2 = o = a1y =

En consecuencia, todos los vértices equidistan del nuevo incentro. Por tanto, los vértices asi definidos
determinan de forma inductiva el simplice regular n-dimensional S, de lado 1, y ademds, sabemos que
su altura y su inradio vienen dados por (2.8). Como son todas magnitudes lineales, esto prueba que

B, C \/2n(n+1)S,.

Para lo que resta de prueba conviene cambiar la concepcidn del simplice a emplear, pues la cons-
truccién inductiva deja de ser ttil. Es habitual visualizar el simplice regular S, C R" inmerso en R**!,
ya que de este modo puede describirse como S, = conv{ey,...,e,+}. Denotemos por 7, el simplice re-
gular de inradio 1, que por (2.8), vendra descrlto como T, = conv ({ue; "H) con U = +/2n(n+1).
Como los puntos {/,Le,}” verifican Z” L Xi = u, es claro que 7, estd contenido en el hiperplano
H={xe R y" Iy = u}, de normal Y ¢;. Identificaremos dicho hiperplano con R” cuando
convenga. Es facil entonces comprobar que su traslacién al origen viene dada por

- n+1 | n+1
H= ej =< xeR"™L: x;=0
et Y e Y x-0p.
n+1

= n
T,=1T,— ;
n n n+]i:ZIe

Nuestro objetivo, de cara a probar el resultado, es obtener una expresion concreta de los centros de las
caras, pues tales son los puntos de contacto con la bola inscrita y, en consecuencia, sobre ellos debemos
comprobar las condiciones del teorema de John. Para ello, como hemos centrado el simplice en el origen,
basta determinar los normales a las caras del mismo. Dado que en el simplice dos vértices cualesquiera
estdn conectados por una arista, podemos denotar por F; a la cara obtenida eliminando el vértice i-ésimo,

es decir,
n+1

F; = conv ({te;}s) — +1 Ze], 1<i<n+l1.
Observemos que al ser F; (n— 1)-dimensional, el espacio ortogonal en R"*! es bidimensional. Es inmediato
comprobar que dos generadores ortogonales entre si del mismo vienen dados por e; y ) ;; ¢, sin mds que
multiplicar escalarmente por e; — e; para cualesquiera i # k # [ # i. En consecuencia todo normal vendra
dado por

aei—i-bZej, a,beR,

J#

y si buscamos un normal perteneciente a H, que determinard el normal a F; visto en R", basta observar

aei—{—bZej EH — a+nb=0,
J#i

de manera que podemos tomar

ni=—nei+y ej=(1,....,1,—n,1,....1),
J#

donde el 1 estd en la i-ésima coordenada. Como 7,, tiene inradio 1, los puntos de contacto se obtendrin
normalizando, u; = u;/y/n(n+ 1), de modo que u; € S"~' NbdT,.

Debemos ver ahora que se verifican las condiciones del teorema de John. Por un lado, es inmediato

comprobar que
n+1 1 n+1

Y ui= Y ... 1L-n1,...,1)=0.

i=1 n(n+1) 5
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Por otro lado, hay que comprobar que los puntos de contacto generan la identidad en R”, que en este caso
estd identificado con H. Observemos que

1 1 —-n 1 1
1 ... 1 —-n 1 ... 1
gl = —n .. —n nr —n ... —n | eRUFDX0FD
1 1 —-n 1 1
1 1 —n 1 1
y como n(n+ uu! = u;ul, es facil ver que se tiene
n?+n —n—1 —n—1 n -1 ... —1
n o, 1 —n—1 - : 1 -1 . e
Z—uiuiziz =
= on+l (n+1) : Y p—1 n+1 |
—n—1 —n—1 n’+n -1 ... =1 n
En consecuencia, tomando x € H , es decir, x = (x1,. .. ,x,,H)T e R**! con Y. x; =0, se verifica
n -1 ... —1 X1 nxy —Yiz1 Xi
n 1 -1 . : 1 :
Z uil; X = = =x,
n+l n+1 | n+1
-1 ... =1 n Xn+1 nXp4+1 — Zi;én+1xi

como queriamos ver. En definitiva, el teorema 2.16 de John, aplicado a los u; y tomando A; =n/(n+ 1) para
todo 1 <i<n+ 1, implica que B, es el elipsoide de mdximo volumen contenido en uS, = /2n(n+1)S,,.

Con esto concluye la prueba del resultado. Sin embargo, conviene para lo que veremos en capitulos
posteriores conocer, ademds, el volumen y el drea de superficie de S,,. El volumen de un conjunto cénico
C en general puede calcularse facilmente integrando el volumen (n — 1)-dimensional de las secciones,
resultado que suele identificarse con el Principio de Cavalieri, o bien, como consecuencia sencilla del
teorema de Fubini. Si denotamos por B la base del cono, contenida en cierto hiperplano, y por 4 su altura,
es decir, la distancia del hiperplano al vértice del cono (que no debe pertenecer al hiperplano), tenemos

h tB vol,_1(B) [t"
I(C)= [ vol,—1 | — =" | —
vol(C) /0 ol,—1 < W ) dt e

h
h
= — 1n_ B7
n} nVO 1(B)

0

un conocido resultado. Ahora bien, haciendo uso de que las caras del simplice regular n-dimensional son
simplices regulares (n — 1)-dimensionales, y que el volumen del simplice 1-dimensional de lado 1 es 1,
entonces lo anterior unido a las relaciones (2.8) nos permiten calcular inductivamente v, = vol(S,,):

hy 1 & 1/t (n+1)1/2
=y e = = S e =
ity ! n! n!

De modo que el volumen del simplice regular de inradio 1, nuevamente por (2.8) y por la homogeneidad
de orden n del volumen, viene dado por

B 2n/2nn/2(n+ 1)n/2(n+1)1/2 B nn/Z(n+1)(n+l)/2

vol (\/msn) = m/2,!

Finalmente, como el simplice regular tiene n + 1 caras que son simplices regulares de igual lado, el drea
de superficie (homogénea de orden n — 1) es

n!

1/2 n/2 1)(n+1)/2
_ (n—1)/2.(n—1)/2 (n—1)/2 n _ " (n+1)
§ (V2 1)Sy) = (120702002 (1. 1) Ty o

Observemos que S ( 2n(n+ 1)Sn) = nvol (x /2n(n+ 1)S,,> . Con esto, cerramos la prueba. |
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2.3.4 Elipsoides de cuerpos duales

Terminamos la seccidn con una interesante propiedad que verifican los elipsoides de John, a saber, su
compatibilidad con la dualidad de cuerpos convexos. Se trata de una nocién muy relevante en geometria
convexa que merece una breve introduccion, y que tiene numerosas conexiones con nociones similares en
otras disciplinas. Para profundizar en este concepto puede consultarse por ejemplo [Schl4, sec. 1.6].

| Definicién 2.22 Dado K € %", el cuerpo dual o polar de K es K* = {x € R": (x,y) < 1, Vy € K}.

La definicién anterior es l6gicamente védlida para cualquier subconjunto, aunque nos hemos restringido
a cuerpos convexos por ser nuestro objeto basico de estudio. No obstante, es interesante mencionar que
los conjuntos duales son siempre cerrados y convexos, con independencia del conjunto original, y es
inmediato que contienen al origen en su interior. De aqui ya se deduce, por ejemplo, que la dualidad no es
involutiva, pues si partimos de conjuntos en los que alguna de estas tres condiciones falla, el dual del dual
no coincidird con el original. Se puede probar, sin embargo, que estas tres condiciones son suficientes
para garantizar que si ocurra, de modo que restringiéndonos a cuerpos convexos K, basta comprobar que
contienen al origen en su interior para saber que K** = K ([Sch14, Th. 1.6.1]). En particular, los cuerpos
convexos centralmente simétricos estin en estas condiciones.

Entre otras cosas, se puede probar que el polar de una bola es una bola, y de hecho, que el polar
coincide con el cuerpo original si y sélo si este cuerpo es la bola unidad.

m Ejemplo 2.2 El cubo G, y el crosspolitopo C;; son duales, lo que justifica que antes denotdsemos al
segundo de esa manera (habitual, por otra parte). Recordemos que el cubo es la bola unidad en la norma
infinito y el crosspolitopo es la bola unidad en la 1-norma, y que estas dos normas son duales, lo que
esclarece la conexion entre sendas nociones de dualidad, en convexidad y en espacios normados. De hecho,
dado K € %" cualquiera se define més generalmente su conjunto dual K* en el espacio dual (R")*, como
el conjunto de formas que llevan K a la bola unidad de R. Sin embargo, trabajando con el isomorfismo
canénico R"” & (R")* y con el producto escalar usual en ambos, la definicion se reduce a la 2.22.

La comprobacién es muy sencilla. Denotemos por C;; al crosspolitopo y por (C,)* al dual de C,, para
evitar confusién. Seay = (y1,...,y,)! € C:. Entonces ¥; [y;| < 1, de modo que dado x = (xi,...,x,)’ €C,
se tiene | (x,y)| = Y |xivil < ¥ilvil <1, ya que max; |x;| < 1. En consecuencia, y € (Cy,)*. Reciprocamente,
si y € (C,)* entonces (x,y) = Y,;x;y; < 1 para todo x € C,, pero como C, es simétrico respecto del
origen, se deduce ¥; |x;y;| < 1. En particular escogiendo x = (1,...,1)T € C, se verifica ¥; [y;| < 1,y en
consecuenciay € C;.

Para ver que el dual del crosspolitopo es el cubo se podria usar un argumento similar, o bien observar
que como ambos son cuerpos convexos conteniendo al origen en su interior, entonces (C;;)* = C;* = C,,
por lo dicho antes. (]

Otras propiedades interesantes de la dualidad, en las que no nos entretendremos, incluyen su compati-
bilidad con la unién, en el sentido de que (U, Ki)" = Nuen K5 con el contenido, en el sentido de que si
A C Bentonces B* C A*; o con el producto por escalares positivos, en el sentido de que (AK)* = (1/A)K*.
También hay una cierta compatibilidad con la interseccion, a saber, que si se exige que |J,,_; K, sea
convexo, entonces ((\h_; Kn)" = UL K, ([Sch14, Th. 1.6.3]).

La razén de presentar el concepto de dualidad, aparte de su importancia intrinseca, es que el elipsoide
de John de un cuerpo convexo estd intimamente relacionado con el de su cuerpo dual, y es sencillo
probarlo, con lo cual es un resultado que merece ser presentado.

Teorema 2.23 Sea K € " con 0 € Int(K). Entonces B, es ¢l elipsoide de maximo volumen contenido
en K siy solo si B, es el elipsoide de minimo volumen que contiene a K*.

Demostracion. Probaremos una implicacion, siendo la otra completamente andloga. Haremos uso del
teorema 2.17 de caracterizacién de puntos de contacto y el correspondiente resultado dual. Si B, es el
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elipsoide de maximo volumen contenido en K dicho teorema nos asegura la existencia de puntos de
contacto {u;}" | C S"™ ' NbdK para cierto n < m < n(n+3)/2, asi como de escalares positivos {AHn,
en ciertas condiciones que no necesitaremos emplear.

Como u; € S"~ ! NbdK, tenemos que el hiperplano soporte a B, en u; - de normal u; - también soporta
a K, con lo cual para todo x € K tenemos (x,u;) < (u;,u;) = 1,y de acuerdo a la definicién 2.22, u; € K*.

Como ademds los propios u; € K y verifican la cota con igualdad, (u;,u;) = 1, entonces u; € bdK*, de
modo que »; € S"~' NbdK* son también puntos de contacto.

Finalmente, usando algunas de las propiedades de dualidad antes mencionadas, como B,, C K tenemos
K* C B} = B,, de modo que los u;,A; estdn en las condiciones de la versién dual del teorema de John
(teorema 2.18) y, por tanto, sabemos que B;, es el elipsoide de menor volumen que contiene a K*. [ |

Observemos que de la prueba se deduce algo mads fuerte, y es que de hecho, los puntos de contacto
entre los mencionados cuerpos y elipsoides coinciden.

m Ejemplo 2.3 Retomando el ejemplo 2.2 de dualidad entre el cubo y el crosspolitopo, podemos gra-
ficamente comprobar (figura 2.10) el teorema anterior, asi como que los puntos de contacto coinciden.
Observemos que el teorema anterior nos hubiera permitido reducir la prueba del corolario 2.20 a demostrar
s6lo uno de los dos casos, y deducir el otro por dualidad.

Figura 2.10: Elipsoides de mdximo y minimo volumen de cuerpos polares: Cubo y crosspolitopo

También es facil comprobarlo en el caso trivial de la bola unidad, ya que B}, = B,,, aunque este ejemplo
no aporte mucho. [

Acotacién de la aproximacion

Vamos a ver ahora una consecuencia - ya anticipada en el teorema 2.4 - de los teoremas 2.16 y 2.17
que nos permitird cuantificar la bondad de la aproximacién de un cuerpo convexo por su elipsoide de John.
En particular, es importante notar como ya dijimos que la razén entre los volimenes de dichos cuerpos
estd acotada, y esta cota finita que no se da en la bola es de por si suficiente justificacion de su importancia.
Por esto, y por las numerosas consecuencias que ha tenido la acotacién mds adelante, es por lo que le
dedicamos una seccién aparte, a pesar de ser un fruto bastante directo de los teoremas anteriormente
mencionados. Comencemos pues probando el caso simétrico.

Corolario 2.24 Dado K € %", existe un elipsoide AB, con A € GL,(IR) definida positiva tal que
AB, C K C \/nAB,,
donde ademds la cota /n es la mejor posible.

Demostracion. Consideramos el elipsoide de maximo volumen contenido en K, cuya existencia y
unicidad queda garantizada por el teorema 2.9. Denotemos por K = A~'K, de modo que B, sea el elipsoide
de médximo volumen contenido en K. Sean entonces {u;}" | C S" !N bdK los puntos de contacto que el
teorema 2.16 asegura, y en tales condiciones. Como u; € S"~! NbdK, el hiperplano soporte a B, en u;
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- de normal u; - también soporta K en dicho punto, de modo que (x,u;) < (u;,u;) = 1 para todo x € K.
Como K es simétrico, tenemos de hecho |{x,u;)| < 1. Haciendo entonces uso del comportamiento de los
u; similar al de una base ortonormal (véase (2.2) o bien la propiedad 3 de la proposicion 2.14), tenemos

x| = Zl X, U;) Sil,:n,

es decir, x € \/nB,,. Por tanto K C /nB,, donde la inclusién es estricta ya que B, es el elipsoide de
médximo volumen contenido en K. En consecuencia K C \/nAB,,, como queriamos ver.

La cota es la mejor posible porque se alcanza por ejemplo en el cubo C,,. En efecto, por el corolario
2.20 el elipsoide de John del cubo es B,,, y por el resultado dual (teorema 2.18) el elipsoide que lo contiene
de menor volumen es también una bola. Como la semidiagonal de C, es 1/n, éste es el radio de dicha bola
circunscrita y por tanto también la cota en cuestion. [ |

El hecho de que se dé la igualdad en el cubo indica intuitivamente que entre los cuerpos convexos
simétricos, es el cubo el que mads se diferencia de una bola (o de cualquier elipsoide), si usamos como
criterio de similitud precisamente el poder acotarlo entre dos bolas homotéticas. Esto concuerda con la
intuicion de que cuanto mas similar es un politopo a una bola, mas caras ha de tener, algo que no sélo
es intuicién sino que de hecho es cierto. Por ejemplo, se tiene que si es posible acotar un politopo (o
cualquier imagen afin suya) entre dos bolas homotéticas de razén &, entonces el politopo tiene al menos

2 . . o e .
/(20 )-‘ caras, de modo que podemos decir que conforme un politopo se asimila a una bola, reduciendo

la razén linealmente, el nimero de caras crece exponencialmente (véase, e.g., [Bal97, Th. 2.1]). Pasemos
ahora a demostrar el caso no simétrico.

Corolario 2.25 Dado K € #", existe un elipsoide p+AB, con p € R" y A € GL,,(R) definida positiva
tal que
p+AB, CKC p+nAB,,

donde ademas la cota n es la mejor posible.

Demostracion. La prueba es similar al caso simétrico. Consideramos p + AB,, el elipsoide de John de
K,y definimos K = A~!(K — p), de modo que B, es su elipsoide de John. Asf pues, sean u;, A; en las
condiciones que el teorema 2.17 nos garantiza. En particular, volvemos a tener ¥; A;(x,u;)> = ||x||* y
Y Ai = n, y gracias a la nueva propiedad Y7 | Lju; = 0 deducimos Y7 ; A;(x,u;) = 0.

Dado x € K arbitrario, como u; € S"~! tenemos que — ||x|| < (x,u;), y como ademds u; € bdK tenemos
que u; es normal a K en u;, luego (x,u;) < (u;,u;) = 1. Por tanto, tenemos

n n

(1= i) ) ([[x]| =+ e, i) IXIIZ?\b + (1= [xll) Y A, us) = Y Aix,)® = ]| — 1]

i=1 i=1

M:

0<]

Il
—

de modo que ||x|| < ny por tanto K C nB,, donde la inclusién vuelve a ser estricta ya que B, es el elipsoide
de méximo volumen contenido en K. Luego como A~ (K — p) C nB,, entonces K C p +nAB,,.

De nuevo, la igualdad se da por ejemplo en el simplice regular, como es ficil comprobar haciendo
uso del hecho de que la distancia del baricentro de un simplice regular S,, en R” a cualquier otro vértice
es n veces la distancia al punto medio de cualquier cara, siendo estas distancias, respectivamente, el
circunradio y el inradio, lo que prueba la afirmacién. [ |

Anillos elipsoidales

En la seccién 2.4 hemos calculado el menor factor de dilatacién que aplicado al elipsoide de méximo
volumen contenido en un cuerpo convexo K lo transforma en un elipsoide que contiene a K. Es natural,
continuando en este sentido, preguntarse en general por la menor razén homotética por la cual un elipsoide
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contenido en K pasa a contener a K. Cabe esperar que, a este fin, lo mas relevante sea la similitud en
forma de K y el elipsoide, no en volumen, de modo que los resultados del capitulo no sean necesariamente
Optimos. Por completar y redondear el capitulo, vamos a presentar someramente, sin demostraciones,
algunos resultados en esta direccidn, que fueron estudiados por Gruber en [Gru0O8, Sec. 2]. Las pruebas
de todas las afirmaciones de esta seccién pueden encontrarse en ese articulo, o en las correspondientes
referencias del mismo.

Las bolas unidad de los espacios normados son cuerpos convexos centralmente simétricos, las bolas
unidad de los espacios euclideos son elipsoides, y envolver bolas unidad es equivalente a acotar las
respectivas normas. Asi pues, los resultados de esta seccion se traducen a resultados de comparacién de
espacios normados, en los cuales entraremos con un poco mas de detalle en la seccién 3.2 y, en especial,
en el apartado 3.2.3. Nos restringiremos al caso centralmente simétrico en lo que resta de capitulo.

Definicion 2.26 Dados K € ™", un elipsoide € y p > 1, el par (€, p¢) es un anillo elipsoidal de K
si e C K C pe. Se dice minimo si p es minimo entre dichos pares.

La figura 2.11 muestra un anillo elipsoidal de un rectangulo, que ademas, resulta ser minimo. De los
resultados de John (corolario 2.24) se sigue de forma inmediata la siguiente consecuencia.

Corolario 2.27 Dados K € " (resp. K € #™) y un anillo elipsoidal minimo (€, p€) de K, se tiene
p < /n(resp. p < n).

El resultado central de Gruber en relacién a los anillos elipsoidales queda reflejado en el siguiente
teorema, que como vemos, encapsula informacién andloga a los resultados de John vistos en este capitulo.

Teorema 2.28 Sea K € %,)". Se verifica (1), y si B, C K C pB, para p > 1, entonces las condiciones
(Ir) y (111) son equivalentes.

(1) Existe un anillo elipsoidal minimo de K.
(11) (B,,pBy,) es un anillo elipsoidal minimo de K.
(1) Existen, para ciertos m,l conm,l >2ym+1<n(n+1)/2+ 1, puntos de contacto {£u;}"" | C
bdkNS* !y {ivj}ézl C bdK N pS"~1, asf como escalares positivos {A4;}7, y {uj}i.:l, tales
que

m l
Zl,-u,-uiT = Z [.Ljvjv]T # 0, (matriz nula).
i=1 j=1

Es importante observar que, a diferencia de los resultados de John, no se tiene unicidad en general,
aunque si en gran parte de los casos, como veremos.

Por un razonamiento de ortogonalidad similar al realizado en la observacién de la pigina 19, la
condicién (111) del teorema 2.28 implica que el subespacio lineal generado por los u; coincide con el
generado por los v;. En efecto, sea x € R”" tal que x_Lu; para todo i. Entonces tenemos

m

m m [ /
0= Z)Li@tl-,x)z = Zk,-xTu,-uiTx =x ZliuiuiT x=x" Z ujvjv]T x= Z wivj,x)?,
i=1 =1 =1

i=1 i=1

y como A;, i > 0, lo anterior implica que x_Lv; para todo j. En conclusion, coinciden los subespacios
ortogonales a los subespacios generados por los u; y por los v;, luego éstos también coinciden.

Como hemos enfatizado, no se tiene unicidad en general, sin embargo, si es asi en la “mayoria” de los
casos. Para precisar esto, recordemos que un espacio topoldgico es Baire si toda interseccion numerable
de abiertos densos es densa. Como el espacio (£, dy) es localmente compacto por el corolario 2.8, el
teorema de categorias de Baire nos dice que (", dy) es Baire.
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e >

Figura 2.11: Anillo elipsoidal minimo de un rectdngulo

En el contexto de los espacios de Baire, se denota por conjuntos de primera categoria a aquellos que
son unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte, es decir, cuya clausura tiene interior vacio.
Son intuitivamente los conjuntos pequefios o despreciables. Si llamamos elementos tipicos de un espacio
de Baire a todos los elementos salvo un conjunto de primera categoria, tenemos el siguiente resultado de
Gruber, nuevamente, en [Gru08, Sec. 2].

Teorema 2.29 Sea K € %" un cuerpo convexo tipico.

(1) K tiene un dnico anillo elipsoidal minimo (g, p€).
(11) El conjunto de puntos de contacto (K Nbde) U (K Nbdpe) tiene precisamente n(n+1)/2+ 1
pares de elementos +-u.

Es decir, la cota de puntos de contacto del teorema 2.28 se alcanza casi siempre. Gruber demostr6 que
la cota de n(n+ 1)/2 puntos de contacto para el elipsoide de maximo volumen contenido en un cuerpo
(teorema 2.16) y para el elipsoide de minimo volumen conteniendo a un cuerpo (teorema 2.18) también se
alcanza casi siempre. En consecuencia, la mayoria de elipsoides de John no dan lugar a un anillo elipsoidal
minimo.

Corolario 2.30 Sea K € %" un cuerpo convexo tipico. Entonces ni el elipsoide de mdximo volumen
contenido en K, ni el elipsoide de minimo volumen conteniendo a K, forman parte de un anillo
elipsoidal minimo.

Resultados completamente andlogos, sustituyendo la cota de n(n+1)/2+1 por n(n+3)/2+1, se
tienen también para el caso no centralmente simétrico.






3.1

(Exiensiones del teorema de John

Envolturas homotéticas de cuerpos convexos (véase la seccion 3.2).

En este capitulo vamos a discutir y desarrollar ciertas extensiones y generalizaciones de los resultados
del capitulo anterior, explorando para ello varios posibles caminos que surgen de manera natural. En
primer lugar, estudiaremos qué sucede al considerar elipsoides de dimensién inferior al espacio ambiente,
en la seccion 3.1. En segundo lugar, sustituiremos en la seccidn 3.2 los elipsoides por imagenes afines
de cualquier otro cuerpo centralmente simétrico. Finalmente, reemplazaremos el funcional volumen por
el funcional 4rea de superficie, y veremos también la extension a otros funcionales que generalizan los
anteriores, conocidos como quermassintegrales, en la secciéon 3.3

Dimension arbitraria del elipsoide inscrito

(Qué sucede cuando inscribimos elipsoides degenerados, de dimensidn inferior al espacio ambiente
R”", en un cuerpo convexo? Fijemos el cuerpo en su posicion afin K para la cual el elipsoide contenido
en K de mdximo volumen es la bola unidad, de modo que deshaciendo la transformacién obtengamos el
resultado para cuerpos convexos arbitrarios. Podemos preguntarnos en este caso por el mayor elipsoide
k-dimensional contenido en K, en términos de volumen k-dimensional. Esta cuestion fue estudiada por
Ball en [Bal92], y las conclusiones centrales quedan sintetizadas en el teorema 3.1.

Antes de presentarlo y demostrarlo, no obstante, conviene introducir cierta notacién. Dado un cuerpo
convexo K € J#" tal que su elipsoide de John sea la bola unidad B,, tenemos por el teorema 2.17 la
existencia de puntos de contacto {i;}"; C S"~!NbdK y de escalares positivos {A;}",, donde n < m <
n(n—+3)/2, tales que se verifica

m m m
Z ).l' =n, Z QL,‘M,' =0 y Z ),l-ul-ul-T = In.
i=1 i=1 i=1

Como vimos en la observacién de la pagina 19, la dltima propiedad se traduce en que los u; se comportan
de forma relativamente similar a una base ortonormal, por cuanto se puede escribir

m
X = Zli(x, u;)u;,
=1

teniéndose en consecuencia las correspondientes expresiones para el producto escalar y la norma euclidea.
Ademds, recordemos (véase el lema 2.19) que B, CK C Kcon K = {x e R": (x,u;) <1, 1 <i<m}.
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Teorema 3.1 Sea K € %" tal que el elipsoide contenido en K de maximo volumen es la bola unidad
B,. Entonces, si € es un elipsoide k-dimensional contenido en K, se tiene

n(n k2
voli(€) < (kEki—B) voli (By),

con igualdad, por ejemplo, en el simplice regular S,, luego la cota es 6ptima. Ademds, en este caso,
dicho elipsoide k-dimensional de mdximo volumen k-dimensional es una bola k-dimensional contenida
en las caras k-dimensionales de S,,.

Recuperados del trabalenguas final, y antes de pasar a demostrar el teorema, conviene precisar un
resultado técnico previo.

Lema 3.2 Sean {x;}", CR"y {u;}"™, C S""! con ¥;x; = 0. Se verifica la desigualdad

2
(Z (o, u ,> < X Il el (1 = Gy u)).

ij=1

Demostracion. Supongamos primero que Y ; ||x;|| = 1. Si denotamos por A; = ||x;|| y u = ¥; Adiu;, entonces
tenemos usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

m 2 2 m 2 m 2
(Z‘I(X:‘Mﬁ) = < l<xi,ui—u>> < (Z}’xiHHui_uH> = (Zi/liHui—MD

Como Y ; A; = 1 entonces 0 < A; < 1, luego

<Z)Li||bli—u”> < Z?LzHu, —uH2 < Zk i —u||2
i=1

m m

—Zz 2ug,u) + ||ul|?) Z <Z7L,~ui,u>+||u2||=1—||u!2
i=1

(ngE

= Z kilj— Z /’L,-?g(u,-,uﬁ
i,j=1 i,j=1

con lo cual tenemos el resultado probado. Si fuera Y, ||x;|| = ¢ en general, entonces aplicando el resultado
anterior a x;/c obtenemos la misma desigualdad con un factor 1/c? a ambos lados que podemos cancelar,
ergo hemos terminado. L

Para demostrar la desigualdad del teorema 3.1 serd conveniente trabajar con una definicion alternativa
de los elipsoides. Para ello, dado p+AB,, un elipsoide con A definida positiva (no perdemos generalidad por
la proposicién 1.10), podemos diagonalizar A = U7 DU con U ortogonal conteniendo los vectores propios
v; por filas y D diagonal conteniendo los valores propios ¢; > 0. Entonces tenemos por autoadjuncién

IA™ = p)|I> = UTD™U(x = p),UTD'U(x— p)) = (DU (x— p),U(x— p)).
Ahora bien, se tiene (U (x— p)); = (vi,x — p), luego

ai_2<x - p7vi>2'

M:

(DU (x—p),U(x—p)) =
1

En consecuencia, podemos representar el elipsoide como

n
p+AB,={xcR": A (x—p)| <1} = {xeR”: Zai_2<x—p,v,->2 < 1}.
i=1
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Por extension, representaremos en lo que sigue un elipsoide k-dimensional en R” con semiejes en la
direccién de ciertos {v; 5.‘:1 ortonormales y de longitudes respectivas {Ot,-}i.‘:1 mediante

k
€= {xER": Zoc[2<x—p,v,-)2 <1, (x—p,vi) =0, k+1 Sign}. (3.1)
i=1

Demostracion del teorema 3.1. Como el elipsoide de John de K es B, el teorema 2.17 nos asegura
la existencia de m puntos de contacto u; € S*1Nbdk y de m escalares positivos A;, donde n < m <
n(n—+3)/2, tales que se verifica

on

Il
_

m m
Ai=n, Z Aiui=0 y Z /liuiul-T =1,
i i=1 i=1

Asimismo, recordemos que K C K con
K={xeR": (x,u;) <1, 1<i<m}.
Sea € = p+AB,, un elipsoide k-dimensional contenido en K dado por la expresion (3.1). Como los
valores propios de A son o; y voli(€) = det(A)vol(By), tenemos que probar
k

k nn nn
H(XjVOlk(Bk) < vol ( kEkiigBk> = ( kgkj: 3) VOlk(Bk),

J=1

para lo cual demostraremos

k v n(n+1)
<j[[1a"> S\ k1)

Por la desigualdad de las medias aritmética y geométrica

luego basta probar

Construimos ahora una coleccién de puntos {x;}", C K,

-1/2

k
Xi=p+ < Ot?(u,-,vﬁz) Z a}(u,-,vj)vj.
=1 j=1

Jj=

Es inmediato comprobar que pertenecen a (la frontera del) elipsoide (3.1), ya que

-1
k k k

Yy o 2 (xi — p,vi)? = <Z a%(”u\’ﬁz) Y of (uz,vi)* =1,

=1 =1 =1

y facilmente (x; — p,v;) =0 parak+1 < j <n. Como € C K C K, tenemos entonces que x; € K luego
(xi,u;) < 1 paratodo 1 <i<m,es decir

% 1/2
<p7ui>+ (Zajz<ui7vj>2> S 17
j=1

paratodo 1 <i<m.
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Definamos para continuar una aplicacién lineal 7': R” — R" que proyecta sobre el hiperplano generado
por {vj}’;.:p dada por
k
Tx= Z oj(x,vj)vj,
j=1

de modo que
2
| Tx||” = Z Oc (x,vj)
Con esta notacién la desigualdad anterior se reescribe como

(p,ui) + ||Tu|| <1, paratodo 1 <i<m. 3.2)

Por un lado, haciendo uso de la propiedad (2.2) de normas de los u; tenemos
k 5 k 5 k m 5 m 5
Z o = Z lovil|© = Z Zli<0‘jvja”i> = ZkiHT”i” . (3.3)
Jj=1 j=1 j=li=1 i=1
Por otro lado, observemos que
k k
(Tui u;) = ZaJ Ui, Vi)V, Ui Z (i, v ) 2,
j=1 j=1
de modo que nuevamente por (2.2) se deduce
m

k k
Y ai=Y ollv|*= ZZO‘J (wi,vi)? = Y AiTuj,u;). (3.4
=1 =1

j=li= i

—_

Vamos ahora a deducir dos acotaciones independientes de }_ ; &; que combinadas nos daran el resultado
que buscamos. En primer lugar, como por (3.2) tenemos ||Tu;|| < 1 — (p,u;), haciendo uso de ¥; Aiu; =0
y ¥; A; = n, obtenemos

m

m
Z%‘HTM,‘HZ Z (1—(p,u;))* =
i=1

m

Ai<p,l/ti> + Zli<p7ui>2 =n+ ||p||27

i=1

>

I
—_

Ai—2

on

Il
_

1

donde en la dltima igualdad se usa ademads la propiedad (2.2). Observemos que por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos

) < (£7) ()

de modo que usando (3.3) llegamos a la primera acotacién:
(kN & m X 2
P\ Lo ) <Xof =Y adrul <ntlpl. (35)
J= j= i=1

Para la segunda, observemos que Y; A;Tu; = 0 por linealidad de T y por ser ¥ ; A;u; = 0, de modo que
acudiendo a (3.4) y haciendo uso del lema 3.2 obtenemos

(

M-

i=1 i,j=1

2
q,.) :<m<m,u,> 3 2,01~ G T [ o |
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Como ademds A;A;(1 — (u;,u;)) > 0, podemos volver a hacer uso de que ||Tu;|| < 1 —(p,u;) por (3.2)
para llegar a

& 2
(Z > Z )LA' Ml’”j))(l_<p7ui>)(1_<pauj>)'

j=1 i,j=1
Al desarrollar el producto anterior todos los términos en los que aparecen uno o dos productos escalares
se anulan sin mds que distribuir los 4;,A; y hacer uso de que }; A;u; = 0, de modo que tinicamente restan
dos términos,

k 2 m m m
(Z “j) <Y k= Y Midj{ui,ug)(p,ui) (p,u;) (Z/1> Y Aid(ui,us)(p,ui)(p,uj).

=1 ij=1 ij=1 ij=1
Ahora volvemos a hacer uso reiterado de la propiedad (2.2) de los u; para representar el producto escalar,
obteniendo

Zl/l (wi,uj)(p,ui){p,uj) = Z [(p,uj) (Zli(p,uiﬂuj,ui)) =Y Ailpuj){puj) =|lp|*.
= i=1 =1

i,j=1

Asi pues, reuniéndolo con lo anterior y usando nuevamente que Y ; A; = n llegamos a la segunda acotacién

X 2
(Z aj) <n’—|pl*. (3.6)

J=1

Para terminar, sumando sendas cotas (3.5) y (3.6) tenemos

2
1 k
(1) (L) <o
j:

de modo que reordenando llegamos al resultado buscado,

k
Z < kn(n+1)
~ k+1

que por lo dicho al comienzo termina la prueba de la desigualdad.

Para poder concluir que la cota obtenida es 6ptima vamos a ver que se alcanza en las caras k-
dimensionales del simplice regular S,. Desde luego, ya sabiamos que el elipsoide k-dimensional de
méximo volumen contenido en dichas caras tenia que ser una bola, ya que las caras k-dimensionales
de un simplice n-dimensional son simplices k-dimensionales, y sabemos que el elipsoide de John de
cualquier simplice regular es una bola, como asegura el corolario 2.21. Como ya vimos en la demostracién
del corolario 2.21, el simplice de inradio 1 tiene didmetro /2n(n+ 1), y como el didmetro de las caras
k-dimensionales es el mismo, y las magnitudes involucradas son lineales, el inradio de dichas caras serd

V2n(n+1) n+1
2k k+1 k(k+1)

luego la cota efectivamente se alcanza en las caras k-dimensionales del simplice regular de inradio 1,
como queriamos ver. ]

1) Es muy interesante observar, atendiendo a la demostracién anterior, la potencia de las propiedades

=" que garantiza el teorema de John 2.17 para los puntos de contacto. Como hemos visto, la notable
interpretacion de los u; para representar el producto escalar euclideo se ha explotado abundantemente
en esta seccidn, tanto en esta prueba como en la que sigue, con lo cual vale la pena dar crédito a la
importancia de esta caracterizacion.

Asi pues, a estas alturas tenemos acotado al volumen k-dimensional de los elipsoides k-dimensionales
contenidos en un cuerpo K cuyo elipsoide de John es la bola unidad B,,. Es inmediato extender esta
acotacion al caso general sin mds que hacer uso del corolario 1.12.
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Corolario 3.3 Sea K € J#" con elipsoide de John € = p + AB,,. Entonces dado un elipsoide k-
dimensional & C K se tiene

ol k/2
vol (&) < |det(4)] (M) vol(By).

Observemos que podriamos prescindir del valor absoluto si exigimos que A sea definida positiva, algo
con lo que no perdemos generalidad de acuerdo a la proposicién 1.10.

Terminamos la seccién mostrando una consecuencia interesante del teorema 3.1 de Ball. Como ya
sabfamos por el corolario 2.25, si el elipsoide de John de un cuerpo convexo es la bola unidad, entonces la
bola de radio n contiene al cuerpo, y en particular, esto nos dice que el didmetro D del cuerpo es menor o
igual que 2n. La consecuencia que presentamos a continuacion es un refinamiento de dicha cota.

Corolario 3.4 Dado K € J#", si B, es el elipsoide de mdximo volumen contenido en K entonces

D(K) < \/2n(n+1).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema 3.1 aplicado al caso k = 1, ya que los
elipsoides 1-dimensionales no son mas que segmentos y su volumen es su longitud. Sin embargo, merece
la pena observar que no era necesaria toda esta maquinaria pesada para llegar a la cota, pues podriamos
haberla probado desde el principio usando directamente la cota débil proporcionada por el teorema de
John, corolario 2.25. En efecto, sean u; los m puntos de contacto garantizados por el teorema 2.17, con los
correspondientes escalares positivos A; verificando, entre otras cosas, que Y ; A; = n. Como dijimos, de la
unicidad de los hiperplanos soporte en los u; se deduce que K C K con

K={xeR": (x,u;) <1, 1 <i<m}.

Entonces, dados x,y € K, se tiene

0< ) A1 = (ru))(1 = (yu)) = n+ (x,y),

s

Il
—_

usando ademas la representacion del producto escalar euclideo mediante los u;. Ahora, como ||x||, ||y|| <n
por la cota del corolario 2.25 (obsérvese que, por ser By, el elipsoide de John, p = 0), obtenemos que

e =112 = (%)% + [I¥lI* = 2(x,y) < 20% +2n=2n(n+ 1),

de modo que D(K) < /2n(n+ 1), como queriamos ver. |

3.2 Generalizacion del cuerpo convexo que aproxima

En el capitulo 2 hemos aproximado un cuerpo convexo K cualquiera mediante su elipsoide de John
€, de decir, mediante una imagen afin apropiada de la bola unidad B,, obteniendo ademds que K estd
contenido en la imagen homotética de razén n de €. Es razonable estudiar entonces qué sucede cuando
se sustituye B, por otro cuerpo convexo C. Si bien no obtendremos caracterizaciones de los puntos de
contacto, algo excesivamente dependiente de la forma de C, si que obtendremos una cota homotética
general que, ademds, resulta ser 6ptima en ciertos casos, como demostraremos.

Concretamente, vamos a probar que si C es la imagen afin de un cuerpo convexo centralmente simétrico
C de mayor volumen contenida en otro cuerpo convexo K, entonces K C (2n— 1)C, y probaremos que
la cota no se puede reducir tomando como cuerpo K un simplice - el mismo ejemplo maximal que en el
resultado original de John - y como cuerpo C un paralelotopo. El resultado que vamos a desarrollar puede
consultarse en [Las98].
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Algunas discusiones previas

Antes de comenzar, es interesante considerar un problema relacionado pero no equivalente. Nos
podriamos preguntar, dados dos cuerpos convexos K, L, por el menor escalar A tal que podemos envolver
L por copias homotéticas de K de razén A, salvo transformaciones afines. Es decir, si denotamos por
A,(R) al conjunto de isomorfismos afines sobre R”, podriamos definir

Ex(L)=min{A > 1: IT,S € A,(R), TK C SL C ATK?}.

De las acotaciones de John, corolario 2.25, deducimos automéaticamente que &g, (L) < n para todo cuerpo
convexo L, y &g, (L) < \/n para todo cuerpo convexo centralmente simétrico L. Sin embargo, esta acotacion
no tiene porqué ser éptima en general, aunque en el caso de B, si lo sea. Es decir, si K es la imagen afin
de K de mayor volumen contenida en L, esto no implica que vaya a minimizar g (L), ya que si bien son
dos conceptos relacionados, la razén homotética se minimiza con las im4genes afines K mds similares en
forma a L, mientras que el volumen se maximiza tomando las im4genes afines K “mds redondeadas” o
“menos planas”, como indica la intuicién y justifica la desigualdad isoperimétrica (véase la seccién 4.2).

Como ejemplo, Lassak estudié en [Las89] la aproximacién de cuerpos convexos planos K mediante
cuerpos convexos centralmente simétricos C, obteniendo que &-(K) < v/2+ 1, con igualdad si y sélo si K
es un tridngulo y C un paralelogramo, habiendo en tal caso dos soluciones en las que se alcanza la cota, las
que muestra la figura 3.1. Como vemos, esta cota es estrictamente menor que 2n — 1 = 3, y ello se debe a
que dicho paralelogramo, si bien minimiza la razén homotética, no es el de mayor volumen contenido en
el tridngulo, de modo que no contradice la optimalidad. De hecho, en la seccién 3.2.2 caracterizaremos los
paralelotopos de maximo volumen contenidos en un simplice de cara a probar la optimalidad de la cota
2n — 1, algo que se muestra en la figura 3.6, y como se puede observar, los paralelogramos de la figura 3.1
no estdn en dichas condiciones, luego no son los de mayor volumen.

~N

Figura 3.1: Envoltura éptima de un tridngulo mediante paralelogramos homotéticos

Era conocido con anterioridad ([Gru63, p. 259]) que el simplice dista mucho de cualquier cuerpo
centralmente simétrico C, concretamente, se tiene que E-(S,) > n. Por los resultados del capitulo 2, en
particular por los corolarios 2.21 y 2.25, sabemos que cuando C = B,, se alcanza la igualdad, de modo
que una bola es lo mejor a lo que podemos aspirar al aproximar un simplice mediante un cuerpo convexo
centralmente simétrico. Uniendo esto a la cota de [Las89] en el plano obtenemos que 2 < &¢(K) < V241,
donde ademds, la cota inferior se da precisamente cuando podemos circunscribir a C una imagen afin del
hexagono regular tal que los puntos medios de sus lados pertenecen a C, es decir, son puntos de contacto.
Observemos que en el caso de la bola esto se verifica trivialmente, como debe ser.

Por otro lado, Lassak probé en [Las92] que todo cuerpo convexo plano puede envolverse mediate dos
tridngulos homotéticos de razén 5/2, que observemos, es ligeramente superior al caso simétrico, v/2 + 1.
Como un tridngulo queda determinado por un punto y dos vectores linealmente independientes, esto se
traduce en que todos los tridngulos son afinmente equivalentes, es decir, cualquier tridngulo se puede
obtener como imagen afin de cualquier otro tridngulo. En consecuencia, debido a la simetria existente,
evidenciada por la posibilidad de aplicar las transformaciones afines o sus inversas a uno u otro cuerpo
(véase la proposicion 3.10), esto nos permite concluir que &, < 5/2.
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Curiosamente, si definimos £* igual que &, pero exigiendo que coincidan los centroides (o baricentros)
de sendos cuerpos, entonces también se tiene §§‘2 <5/2 (véase, e.g., [Gru63, p. 259]), y no se puede
mejorar, siendo un ejemplo éptimo el de la figura 3.2.

Figura 3.2: Envoltura éptima de un paralelogramo mediante tridngulos homotéticos, mismo baricentro

Es facil no percibir la diferencia entre las figuras 3.1 y 3.2. En particular, el centro de la primera
parece coincidir con el baricentro del tridngulo, pero debemos guardarnos de las posibles imprecisiones
del dibujo y de nuestra vista, pues hay que tener en cuenta que 5/2 = 2,5y v/2+ 1 ~ 2,41, lo cual justifica
la sutileza de la diferencia. Observemos que por un argumento andlogo, unido a que las aplicaciones afines
preservan el paralelismo, todos los paralelogramos también pertenecen a la misma clase de equivalencia
affn. Por tanto, resumimos los pérrafos anteriores indicando que &p(S) = v2+ 1y &5(S) = 5/2, donde P
es la clase de los paralelogramos y S la de los tridngulos, siendo ademds estos valores los maximos en la
clase de los tridngulos.

Discurriremos mds sobre este tema y sobre ejemplos extremales en la seccién 3.2.3. Antes de probar
el resultado central de la seccidn, es interesante observar que los resultados de John en el capitulo
2, corolarios 2.25 y 2.24, se traducen en que &g, (K) < n en general y &g, (K) < /n para cuerpos K
centralmente simétricos, con igualdades en los casos del simplice regular y del cubo. Esto permite
demostrar las siguientes acotaciones que nos comienzan a acercar a nuestro objetivo, y que conectan con
otras ramas de las matemdticas que describiremos someramente en el apartado 3.2.3, en particular, con la
nocién de distancia de Banach-Mazur.

Proposicion 3.5 Se verifican las siguientes propiedades:

» Dados K,L € #" se verifica g (L) < n?.
» Dados K,L € %" se verifica &g (L) < n.
= Dados K € %' y L € #" se verifica &g (L) < n’/2.

Demostracion. La cota se obtiene sin mds que aproximar cada cuerpo por la bola haciendo uso de los
resultados de John, y emplear la multiplicatividad de & (véase la proposicion 3.10). [ |

Sin embargo, a pesar de que cada cota en el teorema de John es 6ptima por cuanto existen ejemplos
extremos que la alcanzan, evidentemente esto no implica que al aproximar dos cuerpos pasando por la
bola como intermediaria se vaya a mantener la optimalidad. De hecho, es natural pensar que en este
sentido exista una cierta desigualdad triangular, como en efecto demostraremos en la seccién 3.2.3, donde
comprobaremos que la funcién & induce una distancia entre cuerpos convexos.

Es m4s, el resultado central que vamos a demostrar y que ya hemos introducido se traduce en que
Ec(K) < 2n+ 1 cuando C es centralmente simétrico, es decir, refina la acotacién n*/? de la proposicién
3.5 que nos proporciona el teorema del elipsoide de John. Sin embargo, como ya hemos comentado, estos
problemas no son equivalentes, de modo que sigue abierta la cuestién de pulir la acotacion de &, tanto en
el caso en que uno o ambos cuerpos participantes son centralmente simétricos, como en el caso general.
Comentaremos en la seccién 3.2.3 algo sobre este dltimo caso y algunos progresos que se han hecho, lo
que, como veremos, se traduce en la acotacion del didmetro de un cierto espacio métrico compacto que
definiremos con precision.
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3.2.2 Aproximacion por cuerpos convexos centralmente simétricos

Observemos que como los cuerpos convexos centralmente simétricos son, precisamente, las bolas
unidad de espacios normados, el resultado cuando sendos cuerpos sean centralmente simétricos se traduce
en una acotacion de las constantes de comparacion de normas

cll-lla <Ml <€l -l

salvo transformaciones afines, donde || - ||, || - || son dos normas cualesquiera.

Para no tener que considerar la posicién de los cuerpos, dado un cuerpo centralmente simétrico D
denotaremos por wD al conjunto homotético a D de razén (1 > 0 con centro el centro de simetria de D, en
lugar del habitual origen. Cuando no sea asi, explicitaremos el centro de homotecia. Recordamos que el
conjunto homotético a D de razén [ y centro o es

{o+u(d—o):deD}. 3.7)

Por otro lado, por brevedad, dados dos puntos p,q € R" denotaremos por pq al segmento que los une, y
por |pg| a la longitud de dicho segmento.

Teorema 3.6 Sean K € ¥ ™"y C € . Si C es una imagen afin de C contenida en K de mdximo
volumen, entonces K C (2n—1)C.

Demostracion. Sin = 1 los tGnicos cuerpos convexos son los segmentos cerrados, luego el resultado es
trivial y la cota es de hecho 1. Sea pues n > 2 y sea C una imagen afin de C de maximo volumen contenida
en K. Supongamos que la menor imagen homotética de C en la que est4 contenido K es (21 — 1)C con
m > n, y llegaremos a una contradiccién construyendo una imagen afin de C de mayor volumen que C
contenida en K.

Si (2m — 1)C es la menor imagen homotética de C que contiene a K, por compacidad sus fronteras
deberan intersecar en al menos un punto . Si denotamos por o al centro de simetria de C, y por tanto de
(2m — I)C’, por convexidad el segmento or intersecaré con la frontera de C en exactamente un punto g. La
recta completa, digamos L, intersecard también en el punto p € bdC simétrico a g.

Consideremos la razén de homotecia p dada por

m(n—1)

u= m (3.9)
Es inmediato comprobar que como 1 < n < m entonces 0 < u < 1. Definimos entonces P y R como las
imdgenes homotéticas de C de razén i con centros p y r, respectivamente. Asimismo, denotemos por s y ¢
las im4genes por dichas homotecias de ¢ en P y R, respectivamente. Como p € bdCy 0 < u < 1, es claro
que P C C C K por convexidad. Por otro lado, como 0 < i < 1 entonces se tiene R C conv(C,r) C K, sin
més que aplicar la definicién de homotecia (3.7) y la convexidad de K. Observemos que como P C C
tenemos s € P, y como u < 1y r & C, tenemos ¢ ¢ C. Asimismo, es interesante notar que como Py R
son homotéticos a C con la misma razén, R no es mas que un trasladado de P a lo largo de L a distancia
||t — s||. Por tanto, tenemos una situaciéon como la que muestra la figura 3.3.

Como p € bdC, el hiperplano H que soporta C en p también soporta P en p por convexidad. Consi-
deremos ahora la aplicacién afin 6 que deja invariante el hiperplano H y que lleva s a t, es decir, J es
una dilatacién de R” con origen en p en la direccién de L de razén | pt|/|ps|. Légicamente esta aplicacion
estd univocamente determinada, por ejemplo, sin mds que tomar una base de H y completar con el vector
director de L, t — s, a una base de R", definiendo en esta base la aplicacién como

!
0(x) = p+diag (1,...,1,p|> X,
|ps|
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Figura 3.3: Aproximaciéon de un cuerpo K por un cuerpo centralmente simétrico C

que claramente verifica det(8) = |pt|/|ps|. Observemos que todo lo dicho estd bien definido, en primer
lugar porque L ¢ H, luego lo anterior es una verdadera base, y en segundo lugar porque trivialmente
|ps| > 0.

Definimos ahora Q = §(P), cuerpo que emplearemos para obtener la contradiccion. Vamos a probar
que Q C conv(PUR), y como P,R C K esto implicard por convexidad que Q C K, y como veremos,
vol(Q) > vol(C). Dado que Q es una imagen afin de C, habremos contradicho la maximalidad de C,
terminando la prueba.

Para ver lo primero, consideremos un punto ¢’ € Q' y su correspondiente preimagen s’ € P por . Como
0 dilata en la direccion de L, tenemos que la recta L' que pasa por s' y ¢’ es paralela a la recta L que pasa
por sy t. Como P es centralmente simétrico, el hiperplano paralelo a H que pasa por s (el punto opuesto
a p en P) también soporta P. Y como R no es mds que una traslacién de P que lleva s a ¢, al ser ambos
homotéticos a C con la misma razén, tenemos entonces que el hiperplano G paralelo a H que pasa por ¢
soporta a R (véase la figura 3.3). Podemos entonces considerar los puntos p’ = HNL y u' = GNL, de tal
modo que el segmento p'u’ es una traslacion del segmento pt. Finalmente, consideremos el punto w’ € L'
obtenido intersecando con L’ la recta que pasa por ¢ paralela a segmento ss’. Véase la figura 3.4 para una
aclaracion de estos objetos.

Figura 3.4: Aproximacién de un cuerpo K por un cuerpo centralmente simétrico C (bis)

Como P es un trasladado de R, el segmento tw’ es un trasladado del segmento ss’. Por tanto, al ser
s’ € P, tenemos w' € R. Vamos a probar que ' € s'w/, lo cual implicard ¢ € conv(PUR) como queremos
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ver. Observemos que como 8(s) =7y 8(s") =1, tenemos la relacién de proporcionalidad

Ipt| _ Ip'?'|
lps|  |p's'|’

a partir de la cual se deduce la acotacion

Ipr|

(Ips|—1p's') > |ps| = |p's'].
|ps|

|| —|p't'| = |pt| - |p't| =

Pero como |pt| = |p//|, y ademads |st| = |s'w/| por paralelismo, se tiene |ps| = |p's'| + |u'Ww'|, de modo

que la acotacidn anterior se transforma en

’p/u/ _ ‘p/t/’ > |MIW/|,

o dicho de otra manera, t' € s'w/, como queriamos ver.

Ahora que ya tenemos Q C conv(PUR) C K, vamos a acotar el volumen de Q. Dado que det(5) =
|pt|/|ps|, es preciso estudiar dichas longitudes. Como |fr| = u|gr|, tenemos

|ot| = lor| = [tr| = |or| — ulgr| = |or| = p(lor| —|og|) = (1 — w)[or| + ulog],

y por simetria

po| =|oq|, de modo que

|pt| = |pol +|to] = log| + (1 — w)lor| + plog| = (1+ w)og| + (1 — w)lor].

Pero por hipétesis |or| = (2m — 1)|oq|, luego |pt| viene dado por

|pt| = (1+ wlog| + (1 — p)(2m —1)|og| = 2(m — p(m —1))|og].

Por otro lado, por simetria tenemos

|ps| = ulpg| = 2uloq].
Sustituyendo sendas expresiones, asi como el valor de la razén de homotecia p dado en (3.8), podemos
obtener la expresion de det(d), que serd

[pt] _ 2(m—p(m—1))logl _m—p(m—1) 1 (m_mm—l)(m_l)) m

ps| 2uog]| u o n(m—1) o

En suma, tenemos la siguiente expresion para el volumen de Q, haciendo uso de la proposicién 1.11 y de
la homogeneidad de orden n del volumen:
m‘unfl B mn(n_l)nfl

vol(Q) = vol(6(P)) = det(d)vol(P) = %VOI(/J,C‘) = TVO](C) = Wvol(é).

La hipétesis 2 < n < m nuevamente implica que

m'(n—1)""!

n(m—1)n-1 > 1,

de modo que vol(Q) > vol(C), y como Q C K es una imagen afin de C, esto contradice la maximalidad
del volumen de C, con lo cual hemos terminado la prueba. [ |

Para finalizar, vamos a justificar como habiamos anticipado que la cota 2n — 1 en el teorema 3.6 es
Optima viendo que se alcanza para el caso en que aproximamos un simplice por paralelotopos, que son
centralmente simétricos. La figura 3.6 ilustra este ejemplo con n = 2, de modo que se alcanza la cota
homotética 3.
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Teorema 3.7 La cota 2n — 1 del teorema 3.6 es ptima.

Demostracion. Un simplice S viene caracterizado, por ejemplo, por un vértice p y n vectores linealmente
independientes vy, ..., v, que parten de p y acaban en los restantes n vértices pi, ..., p, del simplice. Cons-
truimos el paralelotopo P con vértice p y lados (1/n)vy,...,(1/n)v,. Observemos que dicho paralelotopo
estd contenido en el simplice, ya que su vértice opuesto serd p+ (1/n) ¥;v;, es decir, el baricentro de la
cara opuesta del simplice.

Figura 3.5: Ejemplo extremal para la cota de la razén homotética, simplice y paralelogramo, justificacion

Vamos a calcular el menor escalar A tal que S C AP. Naturalmente, esto se dard precisamente cuando
todos los vértices del simplice pertenezcan a AP, pues en tal caso, por convexidad, se tendrd S C AP.
Sin embargo, es facil ver, por como estd definido el paralelotopo, que todos los vértices son capturados
simultdneamente. En efecto, si nos centramos en una arista del simplice, digamos pp; ~ v, observamos
que P sin dilatar captura la porcion v; /n de dicho segmento, luego serd preciso capturar la porcién restante,
(n—1)vy /n. Pero dilatar P por un factor A aumenta la porcién de segmento v; capturado precisamente en

(A—1)v
2n
es decir, en la mitad de la longitud de la correspondiente arista del paralelotopo (por simetria central)
dilatada por A — 1, pues dilatar por A = 1 no aumenta la porcién interceptada, y cada dilatacién de una
unidad la aumenta en v;/(2n). En consecuencia, para interceptar la porcién (n — 1)v; /n restante serd
preciso dilatar por A = 2n — 1. El razonamiento se ilustra en la figura 3.5, donde se muestra la cara
formada por los vértices p, p;, pj con 1 <i, j <n,y donde P es la interseccién de dicha cara con P.

Desde luego, el mismo razonamiento es valido para todos los vértices, y como vemos el resultado
obtenido no varia. En consecuencia, se necesita dilatar P precisamente por un factor 2n — 1 para englobar
al simplice S. Convenientemente, Lassak prob6 en [LLas99] mediante una demostracién, al igual que la
de esta seccion, bastante artesanal y que por extension omitiremos, que el paralelotopo P tal y como lo
hemos definido resulta ser de maximo volumen entre los contenidos en S. Como ya mencionamos en la
seccion anterior, todos los paralelotopos son afinmente equivalentes. En consecuencia, queda justificado
que la cota del teorema 3.6 es 6ptima. [ |

La figura 3.6 muestra el ejemplo extremal para la cota del teorema 3.6 en el caso plano, con el
correspondiente paralelogramo contenido en S de mdximo volumen y su dilatacién de razén 3 capturando
al tridngulo, usando el mismo ejemplo que en la figura 3.5.

Conexion con la distancia de Banach-Mazur entre espacio normados

Como ya hemos mencionado, las ideas que se han presentado y las acotaciones que hemos estudiado
en esta seccioén pueden reformularse analiticamente para la comparacién de espacios normados (o bien
esto es una reformulacién de aquello), obteniéndose resultados muy interesantes y de amplio estudio en
andlisis funcional. Tal es la conexién que seria imprudente terminar esta seccion sin exponerla, de modo
que vamos a introducirla, si bien no entraremos en detalles para no desviarnos del objeto del trabajo.
Comenzamos definiendo una distancia entre cuerpos convexos.
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Definicion 3.8 — Distancia de Banach-Mazur (geométrica). Sean K,L € #" dos cuerpos con-
vexos. Se define su distancia de Banach-Mazur como

d(K,L) =min{A > 1: 3T, S € A,(R), TK C SL C ATK}.

Figura 3.6: Ejemplo extremal para la cota de la razén homotética en el plano

A menudo se define la distancia con infimos, sin embargo, como nos estamos restringiendo a compac-
tos, podemos siempre suponer que se alcanza. En resumen, esta distancia no es més que el Ex (L) definido
en apartados anteriores, es decir, el menor nimero por el que podemos escalar un conjunto para envolver
al otro, salvo transformaciones afines.

Podemos motivar esta distancia de varias maneras, aparte de lo que los resultados del apartado anterior
sugieren. Por ejemplo, podriamos pensar en construir una distancia para comparar cuerpos convexos
en base a su forma. De esta manera, seria natural eliminar los efectos de la posicion, o de cualquier
movimiento rigido, es mds, de cualquier dilatacién. Continuando con este proceso de abstraccion se llega
a definir esta distancia que, como vemos, tiene particular sentido al comparar clases de equivalencia de
cuerpos convexos mddulo transformaciones afines, ya que es ficil ver que la distancia de Banach-Mazur
es invariante por transformaciones afines sobre cualquiera de sus miembros. En vista de esto, tiene sentido
la siguiente definicidn.

Definiciéon 3.9 Dos cuerpos convexos K,L € #" son afinmente equivalentes, K ~ L, si uno es
imagen del otro mediante un isomorfismo afin. Denotaremos por .2/ A, (R) al conjunto de dichas
clases de equivalencia.

Es habitual trabajar con la distancia de Banach-Mazur en términos de la definicién 3.8, y es facil
comprobar que se verifican las siguientes propiedades.

Proposicion 3.10 Dados K,L,M € ¥, se verifica:
» d(K,L) =1siysolosiexiste T € A,(R) tal que L = TK.
» d(K,L)=d(L,K).
= d(K,M) < d(K,L)d(L,M).
Demostracion. La primera propiedad es trivial. Para la segunda basta observar que si TK C SL C ATK
entonces SL C ATK C ASL. Para la tercera, si tenemos
AK C BL C AAK,

3.9)
CL C DM C uCL,

para ciertas A, B,C,D € A,(R) y ciertos A, it > 1, entonces buscamos probar la existencia de aplicaciones
E,F € A,(R) tales que
EK C FM C AUEK, (3.10)
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ya que esto implicard d (K, M) < A, y como el razonamiento serd valido para todo A, i en las condiciones
anteriores, en particular se desprenderd que d(K,M) < d(K,L)d(L,M).

Deducimos de la segunda relacién en (3.9) que L C C~'DM, ergo sustituyendo en la primera y luego
en la segunda tenemos

AK C BLC BC™'DM c BC~'uCL. (3.11)

Por otro lado, de la primera relacién en (3.9) se desprende asimismo que L C B~'AAK, y sustituyendo en
(3.11) obtenemos

AK ¢ BC™'DM c BC~'uCB ' 1AK. (3.12)
Aplicando CB~! a los miembros de (3.12) llegamos a

CB~'AK ¢ DM C uCB '1AK. (3.13)

Si conseguimos permutar el producto por A con la aplicacién afin CB~! apropiadamente habremos
terminado. Dada una aplicacién afin T cualquiera tal que T =¢+T cont € R" y T € GL,(R), podemos
considerar 7% = (1/A)t + T, y entonces se tiene

— — 1 —
TAK=t+TAK =t+ATK =1 (At+TK> =AT'K.
Aplicando lo anterior en (3.13) con T = CB~! se deduce
TAK C DM C AuT*AK. (3.14)
Afirmamos que esto concluye el argumento. En efecto, observemos que si bien las aplicaciones afines
en los miembros extremos no coinciden, si coincide su parte lineal, por la definicién de T*. Aplicando
entonces la inversa de dicha parte lineal, (3.14) se transforma en

yi+K CFM C Apu(y, +K), (3.15)

para ciertos yj,y, € R" y cierta aplicacién afin F € A,(R). Asi, (3.15) puede refinarse a

y+KCx+FMCAu(y+K), (3.16)
como se puede comprobar tomando
_ Au _ Auyr—yi
X—M_l(yz—yl) © V=T

Es inmediato que (3.16) implica (3.10), con lo cual hemos terminado. Observemos que en el razonamiento
anterior hemos asumido At > 1, ya que el caso Ay = 1 es trivial, pues entonces (3.15) es una igualdad y,
por tanto, y; = ys. ]

1) Delorealizado al final de la demostracion de la proposicion 3.10 se concluye también que la distancia
de Banach-Mazur puede definirse con traslaciones distintas, siendo inicamente crucial la parte lineal.

Atendiendo a la primera y a la tercera condicién de la proposicion 3.10, vemos que la distancia de
Banach-Mazur asi definida no es tal. Sin embargo, en vista de las tres condiciones, es inmediato que
el logaritmo definido en el conjunto cociente de cuerpos convexos afinmente equivalentes si serd una
verdadera distancia. En consecuencia, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.11 El espacio (#"/ A,(R),logdgm) es métrico.
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Es comiin trabajar tanto con el logaritmo como sin él, segin la preferencia de los autores. Hecha esta
introduccién, podemos reformular lo dicho en términos analiticos. Si nos limitamos a conjuntos simétricos
respecto al origen, podemos restringir los isomorfismos afines a isomorfismos lineales, que al conmutar
con el producto por escalares, nos permiten simplificar la definicién 3.8 de la distancia de Banach-Mazur
a un unico isomorfismo lineal. Por ejemplo,

d(K,L)=min{A > 1: 3T € GL,(R), K C TL C AK}. (3.17)

Como los cuerpos convexos centralmente simétricos son precisamente las bolas unidad de los espacios
reales normados, y envolver bolas unidad es equivalente a acotar las correspondientes normas, se tiene la
siguiente definicién equivalente.

Definicion 3.12 — Distancia de Banach-Mazur (analitica). Sean X,Y dos espacios normados de
dimension n, se define su distancia de Banach-Mazur como

d(X,Y) =loginf{|[T|T~"]: T € GL,(X,Y)}.

Para probar la equivalencia de las definiciones 3.8 y 3.12, es preciso ver antes que trabajar con normas
y trabajar con cuerpos convexos centralmente simétricos es equivalente, lo cual se resuelve con la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.13 Toda bola unidad de un espacio real normado es un cuerpo convexo centralmente
simétrico. Reciprocamente, todo cuerpo convexo centralmente simétrico K induce una norma dada por

lx]|x = min{A >0: x € AK},
para la cual la bola unidad es K, luego toda norma es una norma inducida de este modo.

Demostracion. Es trivial que toda bola unidad es compacta por el teorema de Heine-Borel, centralmente
simétrica porque ||x|| = || —x]|, y también convexa por las propiedades de norma. En efecto, si ||x||, ||y|| < 1
para ciertos x,y entonces

[Ax+ (1 =)yl <Al + (1 =)yl <A +(1=2) =1.

Por otro lado, vamos a comprobar que ||x||g asi definido es una norma para la cual K es la bola unidad.

Que K sea simétrico respecto del origen es equivalente a que K = —K.
1) Es claro por definicién que ||x||x > 0 para todo x € R". Ademds, ||x||[x = 0 si y sélo si x € 0K,
es decir, cuando x = 0.
1) Veamos ahora la homogeneidad, sea i € R. Observemos en primer lugar que podemos suponer

U >0, ya que, por la simetria central,
| —x|[[x =min{A >0: —x€ AK} =min{A >0:x€ —AK} =min{A >0:x € AK} = ||x||x.
Asi pues, dado u > 0, se tiene
pllxl|xk = umin{A >0:x € AK} =min{uAd >0:x € AK}

1
—min{l’ >0:x€ ‘ul’K} =min{A’' >0: ux € 'K} = || ux||x.

I11) Finalmente, veamos la desigualdad triangular. Es elemental por definicién que se tiene x €
||lx|[xK ey € ||y|lkK, luego serd x = ||x||xk; e y = ||y||xk> para ciertos k;,ks € K. Por tanto, se
deduce que

e, s
i+ T T+ bl

xty = [xlliks + Iyllke = (el + 1) ( k2> & (Ixlk+IblloK,

donde en el dltimo paso se usa la convexidad de K. De lo anterior se desprende que ||x + y||x <
||lx||x + |ly||x, como queriamos ver.
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Determinar la bola unidad es inmediato. Hay que ver que ||x||x < 1 si y s6lo si x € K. Como ||x||x =
min{A > 0: x € AK}, si x € K = 1K entonces ||x||x <1,y si ||x[|[x =24 < 1 entonces x € AK C K (el
contenido se debe a que 0 € K). [ |

De modo que podemos asumir cuando trabajemos con normas que son las inducidas por sus bolas
unidad. Podemos entonces probar la equivalencia de las definiciones 3.8 y 3.12.

Proposicion 3.14 Sean K,L € %" y X,Y espacios normados tales que X = (R", || - ||x) e Y = (R", || -||)-
Entonces d(X,Y) =logd(K,L).

Demostracion.  Probaremos la doble desigualdad. Como K, L € %' podemos restringirnos a isomorfis-
mos lineales. Recordemos que K, L son las bolas unidad de X, Y, respectivamente. Podemos considerar
GL,(R) = GL,(X,Y), segin veamos la aplicacién entre los espacios normados o simplemente en R”.
Trabajaremos con d(L,K) por comodidad de notacion.

Sea A > 1 tal que existe T € GL,(R) con L C TK C AL. Por un lado, al ser isomorfismo tenemos
T~'LCK,luegodadoy € Lse verifica [|T~"y|x < 1, de modo que ||T~"|| = sup,, [|T~'y|x < 1. Por otro
lado, como TK C AL entonces dado x € K se tiene ||7x||, < A, luego ||T'|| = sup,cx || Tx||z < A. Uniendo
ambas cosas, tenemos que || T||||T~"|| < A, ergo inf||T'||||T || < A, o dicho de otro modo, d(X,Y) <logA.
Como esto es vdlido para todo A que esté en las condiciones iniciales, entonces d(X,Y) < logd(K,L).

Para ver el reciproco, sea A = ||T||||T~!|| para cierta T € GL,(X,Y). Queremos obtener la existencia
de S € GL,(X,Y) con L C SK C AL. Lo razonable es buscarla de la forma S = uT, pues en tal caso
1SS~ I = ITINIT~]|. Que se cumpla L C uTK es equivalente a que se cumpla u~'7-'L C K, lo
cual se da si y sélo si u~!T~'y € K para todo y € L, es decir, si y sélo si u=!'||T~'y||x < 1. Luego
tomando supremos debe ser u~!'||T7!|| < 1, ergo ||T~'|| < u. Andlogamente, si uTK C AL entonces
u||T|| <A =TT, es decir, u < ||T||. Por tanto, debe ser necesariamente u = ||7~!||. De hecho,
como todo lo anterior son equivalencias, tenemos que efectivamente la aplicacién S = ||7~!|| T verifica
L C SK C AL. En conclusién, d(K,L) < ||T||||T~"||, y como esto es vélido para todo T € GL(X,Y),
tenemos logd(K,L) < d(X,Y), como queriamos ver. [ ]

Podemos ahora explotar las acotaciones de John obtenidas en el capitulo 2, concretamente para
cuerpos convexos centralmente simétricos. En efecto, por el corolario 2.24 sabemos que podemos envolver
cualquier cuerpo convexo centralmente simétrico con dos copias homotéticas de un elipsoide de razén a lo
sumo +/n, y por el corolario 2.20 sabemos que dicha cota se alcanza en el caso del cubo y del crosspolitopo.
Ahora bien, usando la notacién habitual

n

1/p
¢, = (R", ||x||,) donde ||x||, = (Z |xl~\p> para todo x = (x1,...,x,)T €R", 1< p < oo,
i=1

sabemos que la bola unidad del espacio euclideo #; es una bola euclidea, cuyas transformaciones afines
son elipsoides, la bola unidad de #7 es el crosspolitopo, y la bola unidad de ¢Z, es el cubo. De todo esto se
siguen inmediatamente las siguientes acotaciones.

Proposicion 3.15 Sean X,Y espacios normados de dimension n, entonces

1. d(¢3,X) < 1logn.
2. d(03,07) =d(63,0n) = 3 logn.
3. d(X,Y) <logn.

La tercera propiedad se traduce en que el espacio de espacios normados equipado con la distancia de
Banach-Mazur es acotado, y su didmetro es menor o igual que logn. De hecho, se tiene la propiedad que
muestra la proposicién 3.16 (véase, e.g., [Gia90]). Sin embargo, si bien la primera cota es 6ptima, como
muestran los ejemplos extremales ¢} y £, la segunda no ha de serlo necesariamente y, en efecto, se ha
comprobado abundantemente que no es asi.

Proposicion 3.16 El conjunto de clases de isometria de espacios normados de dimensién n, dotado de la
métrica de Banach-Mazur, es un espacio métrico compacto que denotamos por Z.# ,.
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En consecuencia, se conoce a este espacio como compacto de Banach-Mazur, siendo un marco de
trabajo bastante natural para la comparacién cuantitativa de espacios normados de dimensidn finita. Estos
resultados propiciaron una fructifera investigacién que, entre otras cosas, ha ido refinando las diversas
cotas que se pueden plantear en este contexto, altamente relacionadas con las cotas que hemos estudiado en
esta seccion. Se puede consultar [Gia90] para algunos de los principales progresos en distintas direcciones
que se han logrado en el estudio de este espacio. Vamos a presentar por completitud algunos de los més
relevantes sin demostracion. Las numerosas referencias correspondientes pueden encontrarse en [Gia90].

Quiza la primera cuestién que surge consiste en pulir la acotaciéon del didmetro. Naturalmente, de
las acotaciones de la proposicion 3.15 se deduce que (1/2)logn < D(#.#,) < logn. Se conoce con
exactitud dnicamente su valor para n = 2, para el cual D(B.#,) = log(3/2), estrictamente contenido
entre las acotaciones anteriores que se deducen del teorema de John. Asplund probé en 1960 que
todo cuerpo convexo plano centralmente simétrico puede envolverse tanto con paralelogramos como
con hexdgonos regulares homotéticos de razén a lo sumo 3/2 tras una transformacion afin apropiada,
en ambos casos ddndose la igualdad dnicamente cuando el otro cuerpo es un hexdgono regular o un
paralelogramo, respectivamente. Consecuentemente, conjetur6 que D(ZA.# ;) = log(3/2) alcanzéndose la
igualdad dnicamente entre las clases del paralelogramo y del hexdgono regular. Més de 20 afios mds tarde,
Stromquist prob6 un resultado mas fuerte siguiendo la filosofia de Asplund, que en particular implicaba
su conjetura. Se trata de una demostracién bastante trabajosa, distinguiendo numerosos casos para cubrir
todas las clases de cuerpos, y logré obtener la existencia de un cuerpo K tal que d(K,L) < %log(3 /2)
para todo L, con igualdad tinicamente cuando L es un paralelogramo o un hexdgono regular. Dicho de otro
modo, el cuerpo K es un “centro” de B.4 », y el radio de B.# » centrado en dicho K es precisamente la
mitad del didmetro. La figura 3.7 ilustra el hecho de que los paralelogramos y los hexdgonos regulares son
los cuerpos convexos centralmente simétricos mds distantes en dimension 2.

Figura 3.7: La distancia de Banach-Mazur entre cuerpos convexos planos se maximiza con los paralelogro-
mos y los hexagonos regulares

En dimension superior s6lo se conoce el orden de crecimiento del didmetro. El mismo afio de la prueba
anterior, Gluskin prob6 mediante un argumento probabilistico la existencia de una constante 0 < ¢ < 1
independiente de n tal que D(ZA.# ) > log(cn). Uniendo esto a la cota D(AB.# ) < logn que se deduce
del teorema de John, obtenemos que D(A.# ,) = o(logn).

Sin embargo, para muchas familias de espacios se conocen mejores estimaciones, o incluso valores
concretos, de su distancia. En especial, para los espacios ¢, se sabe (Gurarii, Kadec, Macaev) que
1<p<q<262<p<g<oo=d(lh00) =logn'/P~1/1,
1<p<2<g< o= log(cin®) <d(,,0;) <log(con®) con o = max{1/p—1/2,1/2—1/q}.
Con respecto a espacios particulares, se conoce también que la distancia de un espacio a su dual se aleja

del didmetro (Bourgain y Milman), por cuanto estd acotada superiormente por log (c(log n)? nd/ 6), donde
c¢,d > 0 son constantes independiente de n, luego esta distancia es de orden estrictamente menor que logn.

Surge también la cuestion de estudiar los “radios” de A.# ,, es decir, fijando un espacio X y estimando
R(X) = maxy d(X,Y). Nuevamente, de la cota de John de la proposicién 3.15 se sigue que R(¢;) =
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(1/2)logn. Observemos que este valor es del menor orden posible, pues de lo contrario, por la desigualdad
triangular contradiriamos el hecho de que D(#.# ,) = o(logn). En consecuencia, a los espacios X tales
que R(X) = (1/2)log(cn) para cierta ¢ > 0, es decir, tales que o(R(X)) = (1/2)logn, podemos llamarles
“centros asintéticos”, siguiendo la nomenclatura de [Gia90]. Del resto de espacios se sabe relativamente
poco en comparacion, aunque es conocido por ejemplo que R(¢}) = R({%,) = o(logn) (Bourgain y Szarek),
luego en particular, /] y £, no son centros asintéticos. Es interesante observar que no todos los centros
asintoticos son cercanos. Por ejemplo, el espacio X = ¢ @ ¢|"* con s = |n/2] es un centro asintético que
verifica d(X,¢3) > (1/2)log(n/2) (Bourgain y Szarek), es decir, se mantiene alejado de /5.

Otros resultados interesantes, con lo que vamos a terminar este apartado, consisten en estudiar
las secciones de los espacios normados. Un conocido resultado, el teorema de Dvoretzky, afirma que
cuando la dimensién es suficientemente grande, todo espacio normado posee subespacios arbitrariamente
similares al euclideo. Alternativamente, regresando a la formulacién mediante cuerpos convexos, todo
cuerpo convexo centralmente simétrico en dimensién suficientemente alta posee secciones lineales
arbitrariamente similares a un elipsoide. Con mayor concrecion, si fijamos n € Ny A > 0, entonces dado
un espacio normado n-dimensional X existe k = k(n,A) € N y un subespacio k-dimensional E de X tal
que d(E, %) <log(1+ ). La dimensién k puede tomarse tal que k > cA%logn con ¢ independiente de n,
aunque en algunos casos pueden tomarse secciones de dimensién mucho mayor, incluso proporcionales a
n, como es el caso de EZ conl < p<2.

Explicaciones mas detalladas de todos estos resultados, junto con sus correspondientes referencias,
pueden encontrarse en el survey [Gia90]. Este breve retal de resultados sobre el compacto de Banach-
Mazur es suficiente para dar por terminada la conexién que queriamos presentar entre la envoltura de
cuerpos convexos Yy la distancia entre espacios normados, con lo cual, finalizamos la seccién.

Generalizacion del volumen a otros funcionales

Otra extension completamente natural del teorema de John consiste en estudiar qué sucede al sustituir
el funcional volumen por otros similares. En esta seccién, vamos a estudiar dicha cuestion en el caso en
que consideramos los elipsoides de minima area de superficie conteniendo a un cuerpo convexo, algo
investigado por Gruber en [Gru08, sec. 3], restringiéndonos al caso centralmente simétrico. Anteriormente,
en el teorema 2.9 habiamos probado que para todo cuerpo convexo existe un tnico elipsoide contenido en
€l de maximo volumen, y en el teorema 2.16 caracterizamos los puntos de contacto entre las fronteras del
cuerpo y su elipsoide 6ptimo cuando éste es la bola unidad. Debido a la unicidad, es comin explotar este
hecho considerando la imagen afin de un cuerpo en estas condiciones y haciendo uso de las propiedades
para los puntos de contacto que se tienen por el teorema de John, a menudo empledndolos como conjunto
generador y representando el producto escalar mediante ellos.

En esta seccién vamos a demostrar precisamente la extension de dichos teoremas al funcional
drea de superficie, y comentaremos también, sin demostraciones, la correspondiente generalizacion a
quermassintegrales (véase la definicion 3.29) en el apartado 3.3.4. En primer lugar, probaremos en el
apartado 3.3.2, de un modo bastante mds complejo que en el caso del volumen, la unicidad del elipsoide
de minima area de superficie que contiene a un cuerpo. Tras esto, veremos en el apartado 3.3.3 que
la caracterizacién para los puntos de contacto es precisamente la misma que en el caso del volumen,
obteniendo como consecuencia que el elipsoide de minimo volumen que contiene a un cuerpo convexo
centralmente simétrico es la bola unidad si y sélo si ésta es el elipsoide de minima 4rea de superficie que
lo contiene. Es mds, en el resultado més general posible, veremos que la caracterizacion coincide para
todas las quermassintegrales.

Algunas herramientas previas

Es menester precisar la nocion de area de superficie que emplearemos en esta seccion. En el capitulo
siguiente, cuando apliquemos los resultados del teorema de John a estudiar la desigualdad isoperimétrica



3.3 Generalizaciéon del volumen a otros funcionales 57

y a invertirla, demostraremos también una forma equivalente de definir el area de superficie (proposicién
4.9) que, intuitivamente, refleja el conocido hecho de que el drea de superficie es la derivada del volumen.

Definicion 3.17 Dado P € B" con dimP = n, el area de superficie de P es S(P) = vol,_;(bdP).
Dado K € 2™, el drea de superficie de K es 1im; .. S(P) donde (P;), C P" con P, — K.

La segunda parte de la definicidn anterior requiere de justificacién. Como opcién puede consultarse
[Sch14, Th. 2.4.15], que presenta un resultado bastante més fuerte. El esquema de la prueba, tanto para
la unicidad del elipsoide de minima drea de superficie que contiene a un cuerpo convexo como para la
caracterizacion de los puntos de contacto, se basa en la misma idea que las correspondientes demostra-
ciones que hemos presentado del teorema de John: construir en el conjunto & de formas cuadraticas
definidas positivas (o matrices simétricas definidas positivas, ver definicién 2.11) un subconjunto con
diversas bondades entre las que se incluye la convexidad estricta, lo que mds tarde se emplea para poder
separar dicho conjunto del conjunto de elipsoides que contienen a nuestro cuerpo, siendo el (inico) punto
de contacto entre sendos conjuntos, precisamente, el elipsoide que minimiza el drea de superficie.

No obstante, resulta en este caso mucho mas complicado demostrar el resultado, en particular, la
convexidad estricta. Para la prueba que vamos a presentar es preciso recurrir a maquinaria més pesada, de
modo que vamos en este apartado a introducir, sin demostracion, algunos conceptos y resultado previos
que explotaremos mds adelante.

En primer lugar, recordemos que dadas matrices A,B € GL,(R) con B simétrica definida positiva,
podemos expresar un elipsoide bien en la forma & = p+AB,, o bien en la forma & = {x € R": x'Bx < 1},
y en tales casos sus volimenes vienen dados por

vol(B,)

vol(g) = | det(A)|vol(B,), vol(&) = det(B)’

(3.18)

tal y como vimos en el corolario 1.12. Emplearemos ambas expresiones segiin convenga.

Por otro lado, precisamos de un elegante resultado de Cauchy que nos dice que el 4rea de superficie
S de un cuerpo no es mds que la media del volumen (n — 1)-dimensional de todas sus proyecciones
ortogonales sobre hiperplanos, salvo una constante. Dado un cuerpo K € £ y un subespacio afin £ C R”
de dimensién k, denotemos por K |E a la proyeccién ortogonal de K en E, siendo evidente que K|E € %,
En particular, dado un vector u € S"~!, denotemos por K|u' a la proyeccién ortogonal de K en un
hiperplano de normal u. Entonces tenemos:

Teorema 3.18 — Férmula de Cauchy para el drea de supefficie. Dado K € ¥ se verifica

1

S(K) = o=y /S ol (KJu)dS(w).

Donde, de ahora en adelante, dS(u) denotara la medida (n — 1)-dimensional (esférica) de Lebesgue
usual. Una demostracién puede consultarse en [Gru0O7, Th 6.15]. Dado un cuerpo K € J£" podemos
construir, asociado a é1, un cuerpo tal que su funcién soporte en cada u € S"~! es precisamente el volumen
de la proyeccidn de K en dicha direccion. Esto estd bien definido, pues recordemos que segtin vimos al
final del capitulo 1, existe una biyeccion entre los cuerpos convexos y las funciones soporte.

Definicién 3.19 Dado K € ¥, su cuerpo proyeccion I[1K € 7" es el cuerpo convexo que verifica
hrix (1) = vol,,_1 (K|u") para todo u € S"~!.

Que el cuerpo proyeccion es un cuerpo convexo es algo que probd ya Minkowski. En particular,
observemos que los cuerpos proyeccién de los cuerpos de anchura constante en el plano serdn circulos, y
también es claro que en general si un cuerpo posee igual volumen en todas sus proyecciones ortogonales,
entonces su cuerpo proyeccion serd una bola.
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En relacién a sendos conceptos anteriores, emplearemos en la demostracion el siguiente remarcable
teorema que precisa la potente relacidn entre las proyecciones de un cuerpo y él mismo. No sélo las
proyecciones determinan el cuerpo, sino que sus volimenes lo hacen.

Teorema 3.20 — Teorema de la proyeccién de Aleksandrov. Dados K,L € # ™, si vol,_1 (K|u") =
vol,_1(L|u') para todo u € S"~! entonces K = L.

Estas son las armas que necesitamos para abordar con comodidad el teorema, siguiendo la prueba de
Gruber en [Gru08, sec. 3]. Vamos, para terminar, a exponer un par de propiedades para estudiar c6mo se
comportan las aplicaciones lineales con las funciones soporte y con los cuerpos proyeccion.

Proposicion 3.21 Sean K € 2"y A € &”". Entonces:

1. hag(u) = hg(Au) para todo u € S"~1.
2. TI(AK) = det(A)A~'TIK.
Demostracion. La primera propiedad es inmediata por definicién de funcién soporte (definicion 1.13)

y usando la simetria de A para obtener (Ax,u) = (x,Au). Para la segunda, haciendo uso de la biyeccion
entre cuerpos convexos y funciones soporte que vimos al final del capitulo 1 bastard probar que

_ _ A~ lu
A 0) = R () = Qe () = det(A)ne(4~"1) = ()~ (= ).

para todo u € S"~!. Asi, usando la definicién del cuerpo proyeccién serd suficiente demostrar
vol,_i ((AK)]uL> — det(A)[|A~ [ vol,_; (K\ (A*lu)L) :

donde en el miembro derecho hemos prescindido de la normalizacion dado que es indiferente a la hora de
determinar el hiperplano normal.

A estas alturas da la sensacién de que una aplicacién inmediata de la proposicién 1.11 que relaciona
las aplicaciones lineales con el volumen deberia bastar. Sin embargo hay varias diferencias, entre ellas,
que estamos tratando con volimenes cuya dimensién no coincide con la de la aplicacién lineal, de modo
que serd necesario afinar la prueba un poco.

Vamos a comenzar probando que la aplicacién lineal “conmuta” con la proyeccién en el sentido de que
(AK)|ut =A(K|(A~'u)L). Por un lado, si x € (AK)|u" entonces existe r € R tal que x+ru € AK, de modo
que existe z € K tal que Az = x+ ru. Por otro lado, si x € A(K|(A~'u)") entonces existe y € K|(A~'u)* tal
que x = Ay, luego existen z € K,r € Rcon z=y+rA~'u=A"'x+rA~'u. Aplicando A a esta expresion
o A~! ala anterior es inmediato ver que son equivalentes.

Hecho esto, construimos sobre tales conjuntos (n — 1)-dimensionales un cilindro de altura 1, de modo
que su volumen n-dimensional coincida con el volumen (n — 1)-dimensional de la base y podamos aplicar
la proposicién 1.11. Dado un conjunto S contenido en algtin hiperplano de R”, y un vector u linealmente
independiente a dicho hiperplano, denotemos por C(S,u) al cilindro de base S, directriz u y longitud ||u||.
Como las transformaciones afines preservan el paralelismo de espacios afines, la imagen de un cilindro es
un cilindro y se verifica

A(C(K|(A™"u) ", A7 u)) = C(A(K](A™'u) "), AA ),
luego usando la igualdad de proyecciones anteriormente probada
ACKK|(A ), A7) = C((AK)|ut ,u).
Tomando volimenes y haciendo uso de la proposicion 1.11 tenemos

det(A)vol(C(K|(A u)*, A7 u)) = vol(C((AK)|u',u)),
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y normalizando las alturas de los cilindros, que observemos son rectos,

L Al

det(A)[|A u||vol (C (K\(Alu) ’HA“])) = vol(C((AK)|u™,u)).
u
Luego, por lo dicho, tales volimenes coinciden con los de las respectivas bases, de modo que llegamos a
det(A)||A™u|lvol,_ 1 (K|(A~'u) L) = vol,,_; ((AK) |ub),

como queriamos. [ |

Existencia y unicidad

Al igual que en el capitulo 2, comenzaremos estudiando las bondades de un cierto subconjunto de
2", punto en el radica la principal dificultad de la prueba, ya que una vez obtenidas dichas propiedades
el argumento es bastante andlogo al que ya hicimos para el volumen. Vamos a restringir la prueba al
caso centralmente simétrico, lo que nos permite asumir que los elipsoides buscados estdn centrados en el
origen. Dada A € &7 denotemos por Ey4 al correspondiente elipsoide

Ex={xeR": x"Ax < 1}. (3.19)

2

Asimismo, recordemos que vemos el espacio 2" C R""*1)/2 no con la métrica usual sino con la métrica

inducida por el producto escalar
n

(A,B) = Z AijBij.
ij=1

Con independencia de la complejidad del siguiente resultado lo denotamos como lema por servirnos
como una mera utilidad.

Lema 3.22 El conjunto o7 = {A € &": S(E4) < S(By)} es cerrado, no acotado, con frontera suave y
estrictamente convexo en &?". Ademas, la identidad 7,, es normal interior a </ en su punto frontera 1,,.

Demostracion. Es conocido que el funcional drea de superficie es continuo (con respecto a la métrica
de Hausdorff), de modo que por su definicién, .27 es cerrado. Por otro lado, es claro que E;4 = (1/t)E,4
para t > 0, de modo que por homogeneidad, tenemos S(E;4) =1~ "~V S(E,), es decir, que la funcién S es
decreciente en cada rayo o semirrecta que parte del origen. En consecuencia, .« estd separado del origen
y no es acotado.

Pasemos a probar la convexidad estricta, que serd la parte més trabajosa donde emplearemos la mayoria
de las herramientas previas que hemos presentado en la seccidn anterior. El objetivo es obtener la acotacién
del area de superficie mediante la férmula de Cauchy, con lo cual debemos estudiar las proyecciones
ortogonales de los elipsoides en hiperplanos, que claramente son elipsoides (n — 1)-dimensionales.

Comencemos estudiando el caso en que proyectamos ortogonalmente sobre R"~! = {x, = 0}, viendo
luego que el resultado no depende del hiperplano escogido. Sea E4 con A € &?" simétrica definida positiva
y sea u € S"~!. Buscamos hallar la matriz A’ € 22"~ ! tal que E4|R"~! = E,/. Por comodidad, dados
un vector v € R” y una matriz A € R™”, denotemos en lo que resta de prueba por v € R"~! al vector
eliminando su tltima componente (su proyeccién) y por A € R=1x("=1) 3 ]a matriz eliminando su
dltima fila y columna. Denotemos también por Ay a sus columnas, o filas, ya que trabajamos con matrices
simétricas.

Sea x = (x1,...,X,_1,0)7 un punto de la frontera relativa de E4|R""!, es decir, su frontera en R"~!
(pues la frontera en R” es todo el conjunto, al ser degenerado). El hecho de que pertenezca a dicha frontera
quiere decir que existe un tnico ¢ € R tal que x+te,, € E4, es decir, la ecuacién

(x+te,)TA(x+1e,) =1
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tiene solucidn Unica en ¢, o equivalentemente, la ecuacién cuadrética
xTAx+2txT Ae, 4+ 12el Ae, — 1 = Appt? + 2xT At +xTAx—1=0
tiene solucién dnica. En consecuencia, el discriminante

xT AT Ay — A (T Ax— 1) = xTA, AT x — A, (xTAx— 1) = 0.

Como x,, = 0, lo anterior se traduce en

o0 equivalentemente,

! Ax —

| S TR
T AA ¥ =% (A— . AnAT>x:1.

n
nn nn

Por tanto, como dicha ecuacién describe la frontera del elipsoide E4|R"~!, tenemos que

1

o AA € (3.20)

EAR" ' =Ey con A’ =A—

como buscabamos.

De cara a obtener acotaciones de volimenes, vamos a probar a continuacién el contenido
Ei—pasasy CEq_paap, VABEZ", 0<AL<I. (3.21)

Por (3.19) y (3.20), los elipsoides anteriores vienen descritos, respectivamente, por

(1 -1)A+AB)x —

(1—=A)Au+ AByy
1—

# ((1— 2)A + AB)x —

Por tanto, para probar la inclusion (3.21) bastard demostrar que

-2
Ann

1
(1—=A)A;+ ABy,

<X7(1 _A‘)Zn +)v§n>2 < <X7Zn>2+
Bnn
Tras simplificar, lo anterior se traduce en

2A By (%, An) (X, By) < A7, (%,Bn)? + By, (%, A,)°,
y esta desigualdad es cierta para todo x € R" por ser equivalente a

(Ann<xagn> _Bnn<xygn>)2 Z 07

con lo cual (3.21) queda probado.

Ahora, como E((1_a)ja4ay C E(1-2)ar+ap 1mplica vol,_; (E((lfk)A+/lB)’) < vol,_ (E(I,A)A/JF,IB,),
entonces usando la expresion (3.18) para el volumen de un elipsoide se deduce

det(((1 —2A)A+AB)") > det((1—21)A"+AB'),

donde recordemos que las matrices son (n — 1)-dimensionales. Uniendo lo anterior a la desigualdad de
determinantes de Minkowski, proposicion 2.5,

det((1—A)A +AB) i1 > (1—A)det(A)w1 + A det(B')iT,
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llegamos a
det(((1—A)A+AB))a1 > (1 — 1) det(A")m1 + A det(B)wT. (3.22)

Finalmente, considerando la funcién

derivando dos veces es inmediato comprobar que la funcién es estrictamente convexa para ¢ > 0, es decir,
dados a,b > 0 se tiene

1 1 1
T < (1=A) 5+ A, (3.23)
((I1=A)a+Ab) 2> az bz
con igualdad si y sélo si a = b. Combinando (3.22) y (3.23) llegamos a
1 B 1
det(((1—A)A+AB)")1/2 (det(((l JL)AHLB),)%I) o

1
<

n—1

((1 — A)det(A")i +Adet(3f)ﬁ) B
1 1
)
det(A) 2 T deu(B) 2

<(1-24)

con igualdad si y sélo si det(A’) = det(B’). Finalmente, la desigualdad anterior, teniendo en cuenta
nuevamente la expresion (3.18) para el volumen de un elipsoide, se traduce en que

VOln,1 ((E((I—A)A-&-?LB)’) S (1 — A)Voln,1 (EA/) +lVOln,1 (EB’)7
es decir,
vol,,_1 (E(lfl)AJr,lB’Rnil) < (1 —/l)voln_l (EA‘]Rnil) + Avol,,_; (EBURnil),

con igualdad si y s6lo si vol,_; (EA |R"‘1) =vol,,_; (EB|]R”_1). Pero, si esto es vélido para todo elipsoide,
es claro que las rotaciones no afectan y por tanto el hiperplano usado para la proyeccion es indiferente, de
modo que

VOln,1 (E(I—A)A+AB|ML) < (1 —/l)voln,l (EA|ML> —|—lVOln,1 <E3|ul)

para todo u € S"!, con igualdad si y s6lo si vol,— (Ex|u*) = vol,—1 (Eglu’).

Estamos en las condiciones ideales para aplicar la formula de Cauchy, teorema 3.18, y obtener la
convexidad del drea de superficie, ya que como

/Snil VOln_l (E(lfx)AJng’uL) dS(u)S(l—)L)/

Sn=

Vol <EA]uL) dS(u)+0 / Vol (EB‘MJ‘> ds(u),
Sn=

entonces tenemos
S(Eq-naras) < (1=2A)S(Ex) +AS(Ep),

con igualdad si y sélo si vol,_j(E4|ut) = vol,_1 (Ep|u’) para todo u € S"~! salvo quizd un conjunto
de medida nula. Sin embargo por continuidad de las proyecciones y del volumen, dicho conjunto ha
de ser vacio, pues como es habitual, de lo contrario, existiria un abierto con desigualdad estricta. En
consecuencia, si se da la igualdad, entonces estamos en las condiciones del teorema de Aleksandrov,
teorema 3.20, y obtenemos E4 = Ep, con lo cual la funcién S (E(,)) es estrictamente convexa. Esto nos
permite concluir finalmente que el conjunto

o ={Ae P": S(Ex) <S(B,) =S (E1)}
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es estrictamente convexo. En efecto, si A, B € .o/ entonces
S(Eq-aaap) < (1—=2A)S(Ea) +AS(Ep) < (1—-2)S(Ey,) +AS(E;,) = S(Ey,)

luego (1 —A)A+AB € «/. Ademis, si (1 —A)A+AB € bd.e/ entonces S (E(1_p)aap) = (1—24)S(Ex) +
AS(Eg), o equivalentemente A = B por convexidad estricta de S (E(‘)), con lo cual &7 es estrictamente
convexo.

Para terminar la prueba del lema falta ver que la frontera de <7 es suave y que la identidad, corres-
pondiente a la bola unidad, es un vector normal interior a bd? en I,,. Recordemos (véase el capitulo
1) que si un elipsoide viene descrito por la ecuacién x” Ax < 1 con A € ", entonces viene dado como
transformacion lineal de la bola unidad mediante BB,, con A = (B_1 ) 2. Conviene cambiar a esta notacion
para lo que resta de demostracion, de modo que sea

T ={Bec 2": S(B"'B,) =5(B,)},
y se tendrd, por lo dicho antes, que
bde/ = {A € P": S(Ex) =S(B,)} ={Bc P": B> c T}.

Ya hemos visto y empleado que toda matriz definida positiva A tiene una raiz cuadrada v/A sin mas que
diagonalizar. Como /A tiene los mismos valores propios que A, también es definida positiva. Es mds,
se tiene unicidad y por tanto biyectividad, lo cual puede consultarse por ejemplo en [Jac75, Th. 11, p.
187]. En consecuencia, la diferenciabilidad y el teorema de la funcién inversa aseguran que la aplicacién
A — A? es un difeomorfismo en £2". Por tanto, serd suficiente probar que .7 es diferenciable y ello
implicara la diferenciabilidad de bd.o7.

Observemos que haciendo uso de la férmula de Cauchy para el drea de superficie, teorema 3.18, y la
definicién del cuerpo proyeccion, definicidn 3.19, tenemos que

1

SB'B)=—————
( n) vol,_1 (Bn71>

/S ol 1 (BB, Ju")dS(u) = g1, (w)dS (),

vol,_1 (an 1 ) Sn—1

y ahora, aplicando la homogeneidad de la funcién soporte y las propiedades de la proposicién 3.21,
llegamos a

1
hrp-1p, (u)dS(u) = vol, 1(Bu1) /SF1 Raey(s-1)sris, (4)dS (1)
det(B~1)

N VOln,1 (anl) S

vol,—j (Bn—l ) Sn=1

hng, (Bu)dS(u).

Finalmente, normalizando obtenemos

det(B~1) det(B~1) < Bu )
—_— h BudSuzi/ Bul|h ——— ) dS(u
VOlnfl(anl) -1 HBn( ) ( ) VOlnfl(Bn71> 1 H H 11B, ||Bu|| ( )

det(B71)
e B 1,—1(B,— :
Volnl(Bnl)/Snl ||Bu||vol,—1 (By—1)dS(u)

con lo cual

S(B~'B,) = detl(B) /S |Bullds(w).

Como .7 es un conjunto de nivel de la funcién anterior, para estudiar la diferenciabilidad y la
normalidad basta estudiar su gradiente ((n X n)-dimensional). Vamos a comenzar calculando el gradiente
de la funcién determinante. Dada B € £2", desarrollando la fila i tenemos

det(B) = Z(— 1)™/B;; det(M;;),
j=1
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donde (—1)"/M;; es el cofactor de B, es decir, M;; es el menor de B obtenido suprimiendo la fila i y la
columna j. Derivando,

det(B) = (—1)i+jdet(Mij).

Ahora bien, B es invertible y su inversa es la matriz de cofactores traspuesta por el inverso del determinante.

Es decir, si denotamos por B~! = (Bi’jl)i i»

1

Bij = ~ det(B)

(— 1 )i+j det(Mj,‘).

Por tanto, sustituyendo en lo anterior,

_p-1
3B, det(B) = B}; det(B),
de manera que tenemos

Vdet(B) = det(B)B 7,

y en particular,

Vdet(B)|, , =1, (3.24)

‘B:I,,

Nos interesa también el gradiente de (Bu, Bu). Trabajando en coordenadas

n
(B"B); Z B{B,j =Y BBi;,
s=1
luego
n n
<BM,BM> = MTBTBM = Z M[(BTB)[J'MJ' = Z u,-Bs,-stuj.
i,j=1 ij,s=1
Derivando,
a T pT 2 . N
8Bk1( B Bu) ZB]stl +2 Z ulBkjuj =2 Z ulBkjuj.

j=1.j#l j=1
Abhora bien, observemos que

n n
(BMMT)kl = ZBkj(uuT)ﬂ = ZBkjujul,
j=1 j=1

de modo que V(Bu,Bu) = 2Buu’ , y en particular,
V(Bu,Bu)|,_, =2uu’. (3.25)

Por tanto, haciendo uso de la regla de Leibniz para derivar bajo el signo integral, tenemos

1
1
VS(B™'By)|p_;, =V <<¥ct(B)/Sn—1 ”BMHdS(M)> B=I

(de (1) V det(B )/S HBude(u)> B_1n+<detl(m/sn1V<<BM’BM>1/2)dS(”)>

y aplicando ahora (3.24) y (3.25), y denotando la integral de una matriz como la matriz de las integrales
de cada componente,

)

B=I,

VS(B By, = —SB+ [ (ZHIIHWBM Bu>> _astw
1
= _S(B,,)I,,—i—/srhl (WZBMM ) B:IndS(u)

=SB+ [ uu” dS(u).
-
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Las componentes de esa tltima matriz de integrales son

</S,,, uquS(u)> = /Sn—l uiujdS(u).

ij
Para calcular dichas integrales, observemos que por simetria
S (u;)dS(u / fuj)dS(u
Sn—1

para todo 1 < i, j < ny para cualquier funcién integrable f, con lo cual tenemos en particular

n /S » Z / urdS(u /S N lZlde /S ~ 1dS(u) = S(By)

para todo 1 < k < n. Andlogamente, si i # j la simetria implica que

/S'H uiu;dS(u) = /S'H (—ui)u;jdS(u) = _/gn—l wiu;dS(u)

de manera que
/ uiu;dS(u) = 0.
Sn—1

Asi pues, tenemos que

VS(B™'Bu)|p_, = (—1 + i) S(Bn)ln = (1 - ;) S(Bn)(—1n),

es decir, el gradiente de S(B*IB,,) en B = I, estd en la direccién y sentido de —1,;, lo que se traduce en que
—I, es un normal exterior a la hipersuperficie .7 en I, y por tanto 7, es un normal interior. Observemos
que el cuadrado se comporta localmente en /,, como una dilatacién de centro I, y razén 2 ([Gru08, p.
328]), ya que

(I, +AB)* =1, +2AB+A*B*, VA c€R.

En consecuencia, I, también serd normal interior en [, de la superficie formada por los elementos cuyo
cuadrado estd en .7, es decir, de <7, como queriamos ver.

Para finalizar la prueba de este largo lema, vamos a ver que .7 es diferenciable, lo cual, recurriendo
nuevamente al hecho de que la aplicacién A — A? es un difeomorfismo en 2", implicard que <7 es
diferenciable. Para verlo, basta comprobar que el gradiente de S(B~!B,) existe y es no nulo en todo punto
de &7". Como el gradiente es el normal a la superficie .7, el teorema de la funcién implicita implicara
que .7 es una superficie suave. El hecho de que el gradiente existe se debe a la diferenciabilidad de la
funcién érea de superficie. Por otro lado, vamos a ver que la no nulidad se sigue de la homogeneidad de
orden n — 1 de la funci6n 4rea de superficie. Dado B € 2", para probar que el gradiente de S(M~'B,) es
no nulo en M = B basta probar que existe A € " tal que

(VS(M~'B,)|,,A) #0.
Tomando el propio B obtenemos,

S((B+tB)~'B,)—S(B~'B,)

VS(M~'B,)|..B) = DgS(M~'B,)(B) = Ii
(VS( )| :B) = DsS( )(B) lim ;
(-1 ¢(p—-1p \ _ o(p—1
:Hm(l—i—t) S(B~'B,) —S(B~'B,)
t—0 t

—(n—1) _
:S(B’an)h’m(IH) L —(n—1)S(B7'B,) #0,
t—0 t

que era el resultado buscado. Por lo discurrido antes, esto concluye la prueba. [ |

Las propiedades de subconjuntos del cono " que hemos probado en el lema 3.22 nos serviran, de
modo andlogo a como hicimos en la prueba del teorema 2.16, para probar el siguiente resultado.
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Teorema 3.23 Dado K € %", existe un tinico elipsoide de minima 4rea de superficie que lo contiene.

Demostracion. Consideremos el conjunto de elipsoides que contienen al cuerpo,
E={Ac P": KCE,},
y observemos que se tiene la descomposicion

E={Ac 2" x"Ax<1,Vxe K} = [|{AeR""D/2: xTAx <1} n 2. (3.26)

xeK

Es claro que cualquier rayo en &?" que parte del origen comienza en E y sale del mismo en un tiempo
finito. En consecuencia, E es un conjunto acotado en R" que contiene un entorno del origen. El drea de
superficie de un elipsoide que contiene a K estd acotada inferiormente por el drea de superficie de K, con
lo cual existe el infimo y podemos tomar una sucesién de elipsoides en E cuya drea de superficie converge
a dicho infimo. Como FE es acotado, existe una subsucesién de elipsoides convergente, y por la continuidad
del funcional 4rea de superficie, dicho limite tiene por 4rea de superficie el infimo. Finalmente, como E es
también claramente cerrado, dicho limite esta en E, luego se trata de un elipsoide que contiene a K de
minima 4rea de superficie, lo que concluye la prueba de la existencia. Denotemos a dicho elipsoide por
Ep con B € 2",

Para probar la unicidad, consideremos el conjunto de elipsoides con menor drea de superficie que Ep,
o ={Aec P": S(Es) <S(Ep)}.

El lema 3.22 prueba que el conjunto &7 es suave y estrictamente convexo, y por la descomposicion dada
en (3.26) E es una interseccién de semiespacios de R"("+1)/2 con el cono convexo 22", de modo que E es
convexo.

Desde luego dichos conjuntos intersecan pues B € E N .o/, pero ademads, no pueden solaparse, es
decir, sus interiores no intersecan. En efecto, en tal caso existiria A € E Nbd.eZ, es decir, K C E4 con
S(E4) < S(Eg), contradiciendo la minimalidad de Ep. Por tanto, tinicamente sus fronteras intersecan, y
por convexidad, podemos encontrar un hiperplano H de separacion (véase, e.g., [Gru07, Th. 4.4]) entre E
y &/ pasando por B. Pero la convexidad estricta de <7 implica que la interseccién de H con bd.g? se reduce
a un punto, y por tanto B = ENbd.e?, es decir, Ep es el tnico elipsoide de minima drea de superficie
conteniendo a K, como queriamos ver. [ |

Caracterizaciéon de los puntos de contacto

Una vez probada la existencia y unicidad del elipsoide de minima area de superficie conteniendo a un
cuerpo convexo simétrico respecto del origen K, el siguiente paso consiste, al igual que en los resultados
de John trabajados en el capitulo 2, en caracterizar los puntos de contacto entre dichos cuerpos. En aquel
entonces, se caracterizaron dichos puntos cuando el elipsoide 6ptimo era una bola, pudiendo entonces
en el caso general reducirnos siempre a esta situacion aplicando una transformacién afin apropiada. De
hecho, como estamos trabajando con conjuntos simétricos respecto del origen, podemos restringirnos a
aplicaciones lineales.

Seguiremos en esta seccién la misma filosofia. Para ello, denotemos por §” la funcién que asigna a
cada cuerpo convexo K € %" la menor drea de superficie entre los elipsoides que lo contienen. Podemos
entonces considerar la imagen de K mediante transformaciones lineales que preservan el volumen para
la cual $" es minima, la cual llamaremos posicion minima de K. Probaremos que estd univocamente
determinada, salvo rotaciones, en el teorema 3.24. Caracterizaremos luego en el teorema 3.25 los puntos
de contacto entre la posiciéon minima de K y el correspondiente elipsoide de minima 4rea de superficie
que lo contiene, en el caso en que éste es la bola unidad. En general, la unicidad nos permite aplicar una
transformacién lineal apropiada que lleve K a su posicién minima.
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Teorema 3.24 Dado K € %" existe, salvo rotaciones respecto del origen, una tnica posicién minima
de K. El correspondiente elipsoide de minima 4rea de superficie es tinico y, necesariamente, una bola.

Demostracion. Por los resultados duales de John presentados en el capitulo 2 sabemos que para cada
cuerpo convexo K existe un tnico elipsoide de minimo volumen conteniéndolo. En consecuencia, podemos
tomar una transformacion lineal 7 de R” que preserva el volumen (det(7') = £1) tal que el elipsoide de
minimo volumen conteniendo a TK sea una bola B centrada en el origen. Comencemos probando que
TK se encuentra en posicién minima y que B es también el elipsoide de minima area de superficie que
contiene a TK.

Para ello, consideremos una aplicacién lineal M que preserva el volumen tal que MK estd en posicion
minima, y sea E el correspondiente elipsoide de minimo drea de superficie conteniendo a MK. Entonces, E
debe ser una bola, pues de lo contrario, podriamos tomar una aplicacién lineal N que preserva el volumen
tal que NE sea una bola y, en tal caso, la desigualdad isoperimétrica (véase el teorema 4.10) implicaria
que S(NE) < S(E). Pero como NMK C NE, esto contradice el hecho de que MK estd en posicion minima
y su elipsoide 6ptimo correspondiente es E. Por otro lado, como por hipétesis B es de minimo volumen
conteniendo a 7K, y estamos trabajando con transformaciones lineales que preservan el volumen, tenemos
que vol(B) < vol(E). Pero como ambos elipsoides son bolas, esto implica por semejanza que S(B) < S(E).
Ahora bien, como MK estd en posicion minima y el elipsoide correspondiente es E, también se tiene
S(E) < S(B). En consecuencia S(B) = S(E) y, por tanto, TK también se encuentra en posicion minima.
Ademds, al estar las bolas estdn centradas en el origen, tenemos necesariamente £ = B, lo cual prueba
que B es el elipsoide de minima area de superficie que contiene a TK.

Para terminar, falta probar que cualquier posiciéon minima MK verifica M = RT para una cierta rotacion
R de R" respecto del origen. El reciproco es trivial, ya que toda rotacién preserva el drea de superficie.
Asi pues, sea MK una posiciéon minima de K, por lo discurrido en el parrafo anterior, el correspondiente
elipsoide de minima 4rea de superficie es B. En consecuencia, T~'B y M~'B son elipsoides de minimo
volumen conteniendo a K, luego la unicidad de dicho elipsoide, garantizada por el teorema 2.9, nos dice
que T~'B = M~'B, es decir, MT~'B = B. Por tanto, como B es una bola centrada en el origen, debe
ser necesariamente M7 ~! = R para una cierta rotacion R respecto del origen, o bien M = RT, como
queriamos. [ |

Finalmente, la prueba de la caracterizacién de los puntos de contacto entre un cuerpo convexo
centralmente simétrico y el elipsoide de minima drea de superficie que lo contiene sigue razonamientos
andlogos a la correspondiente para el volumen realizada en el teorema 2.16, sustituyendo &7} por .27

Teorema 3.25 Sea K € %" con K C B,. Son equivalentes:

(I) K esté en posicion minima respecto de S,, y B, es el unico elipsoide de minima drea de superficie
que contiene a K.

(11) Existen, para cierto m con n < m < n(n+ 1)/2, puntos de contacto {+u;}", C bdKNS" !y
escalares positivos {A;}" , tales que

=l

Demostracion. Si B, es el unico elipsoide de minima 4rea de superficie que contiene a K, entonces
considerando los conjuntos

E={Ac P": KCEs},
n (3.27)
o ={Ae P": S(Ex) <S(Bn)},
y reproduciendo el mismo argumento que en la prueba del teorema 3.23, sustituyendo Ep por B, = Ej ,
obtenemos que E N .o/ =bdE Nbd.e/ = I,, y, en consecuencia, la existencia de un hiperplano de separacién
H entre E y </ que pasa por ;.
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Como vimos en dicho teorema, tenemos la descripcién

E={AeR™V2 fau<1}n2"= (| {AcR2 0 Au< 130", (3.28)
uck ucbdk

y como se vio en la proposicion 2.14, lo anterior se traduce en

E= () {AeR"™I2: (A ™) <1}n 2",
uebdkK

donde recordemos que el producto escalar en &?" es el dado por la definicion 2.13. Al igual que en la
prueba del teorema 2.16, como I, € bdE podemos considerar el cono soporte a E por [,,, que serd un cono
convexo por serlo E y por tanto vendrad dado por la interseccion de los hiperplanos soporte a E que pasan
por I, es decir,

S(E,IL) = {A e R""D/2: (A uu") <1, Vu € bdK con (I,uu’ ) = |jul®> = 1}
= {Ae R (A ") <1, Yu e bdk NS},

En consecuencia, como el cono de vectores normales a E en I, queda determinado por los normales a los
hiperplanos que definen S(E, 1,), tenemos

N(E,1,) = pos{uu’ € R""V/2: y e bdk NS"'}. (3.29)

Por el lema 3.22 tenemos que 7, es normal interior a .2 en I,,, de manera que —1I, € N(<7,1,), luego
I, es normal a H y, en consecuencia, también es normal exterior a E, ergo I, € N(E,I,). Asi pues, como
consecuencia del teorema de Carathéodory para conos, existen puntos de contacto {u;}?” | C bdK N s
y escalares positivos {A;}" , tales que

m

T

L= Auuf
i=1

con m < n(n+1)/2. Ya sabemos que la igualdad anterior implica que los u; generan R” luego, en
particular, tenemos n < m. Finalmente, la simetria central implica que los —u; también son puntos de
contacto, concluyendo asi la prueba.

Demostremos ahora el reciproco. Considerando nuevamente los conjuntos E y .27 definidos en (3.27),
como K C B,, tenemos I, € E. Pero dado que u; € bdK NS ! entonces u;l,u; = (uj,u;) = 1, de manera que
se da igualdad para varios hiperplanos en la expresion (3.28), luego I, € bdE. Esto permite nuevamente
considerar los conos soporte y normal a E en I,, y realizando los mismos razonamientos que en la
implicacién directa, llegamos otra vez a la expresion (3.29).

Al ser I, = Y, Lu;u! con A; > 0, la expresién (3.29) asegura que I, € N(E,I,). Como I, € bde?, y
también —1, € N(/,1,), se concluye la existencia de un hiperplano de separacién entre E'y <7 por I,.
La convexidad estricta de .« implica que debe ser E N .2/ = bdE Nbd.eZ = I, lo que se traduce en que
B, = Ej, es el tnico elipsoide de minima 4rea de superficie que contiene a K, como querfamos probar. H

Para terminar, como la condicién (IT) del teorema 3.25 de Gruber es idéntica a la condicién (11) del
teorema 2.16 de John, de las equivalencias en sendos teoremas y recurriendo a la versién dual se concluye
el siguiente corolario de forma inmediata.

Corolario 3.26 Sea K € %" con K C B,. Son equivalentes:

(i) B, es el tnico elipsoide de minimo volumen que contiene a K.
(i) K estd en posiciéon minima y B, es el inico elipsoide de minima drea de superficie que contiene
ak.
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3.3.4 Extension a quermassintegrales

Una vez ampliado el resultado clédsico del volumen al funcional drea de superficie, es inmediato
preguntarse por una extension todavia més general del funcional tratado, continuando con la disminucién
del grado del mismo. A este fin, vamos a presentar una extensiéon de dichos funcionales muy comiin en
geometria convexa, sin demostraciones. Estos funcionales surgen del estudio del siguiente objeto.

| Definicién 3.27 Dado K € #™, su conjunto paralelo exterior de pardametro A es K +AB, € ¢,

Recordando la interpretacion intuitiva de la suma de Minkowski que vimos tras la definicién 1.5,
el concepto anterior tiene particular sentido cuando se considera A pequefio. La figura 3.8, izquierda,
muestra un politopo y un paralelo exterior suyo. Podemos ver que, en esencia, se aumenta ligeramente el
conjunto, redondeando los bordes esféricamente.

Figura 3.8: Paralelo exterior de un politopo

Los paralelos exteriores son ampliamente utilizados y, entre otras cosas, esto hace conveniente conocer
un modo de calcular su volumen en términos de K y A. Steiner demostré en 1840 que dicho volumen es
un polinomio en A de grado n cuyos coeficientes son, precisamente, los funcionales en cuestion.

Teorema 3.28 — Férmula de Steiner. Dados K € 7" y A > 0, se verifica

Vol(K+AB,) = ¥ (”.‘)Wiamf,

i=0 \!

expresion conocida como polinomio de Steiner.

La prueba puede consultarse en [GruO7, Th. 6.6]. El teorema anterior justifica la siguiente definicion.

Definicion 3.29 Las funciones W;(K) de la férmula de Steiner son las i-ésimas quermassintegrales
del cuerpo K.

Las quermassintegrales W; son funcionales continuos, invariantes por movimientos rigidos, positiva-
mente homogéneos de orden n — i, y no decrecientes con respecto al orden de inclusién. En resumen, lo
que cabria esperar de generalizaciones del volumen. Adicionalmente se verifica:

s Wo(K) = vol(K).
. Wi(K) = LS(K).

1(B, .
» W, 1(K) = Vog)b(K), donde b(K) es la anchura media de K.

» W,(K) = vol(B,).
Para la prueba de todas las afirmaciones anteriores véase, por ejemplo, [Gru0O7, Sec. 6.4]. Entre

otras cosas, lo anterior apoya intuitivamente que las quermassintegrales generalicen efectivamente los
funcionales volumen y édrea de superficie, continuando con el proceso de disminucién del grado.
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Si construimos el paralelo exterior de K afiadiendo a cada punto p € bdK los fragmentos de los
correspondientes conos normales N (K, p), el comportamiento de dichos conos depende muy esencialmente
de la cara en la que se encuentra p. En particular las dimensiones son complementarias: si ' C K es una
cara de K, entonces dimF +dimN (K, p) = n para todo p € F. Subrayamos que las caras de un cuerpo
convexo son una generalizacién del concepto usual de cara en politopos, que hacemos explicita en la
siguiente definicién adaptada concretamente a cuerpos convexos.

Definicién 3.30 Dado K € ¢, una cara k-dimensional de K es un cuerpo F € J#* con F C K tal
quesi (1 —A)x+Ay€e€ Fconx,yc Ky0<A <1,entonces x,y € F.

Las quermassintegrales, y por tanto la férmula de Steiner, se basan entonces precisamente en la
descomposicion del paralelo exterior como unién disjunta del conjunto original y los fragmentos de los
conos normales, tal y como muestra la figura 3.8, derecha, correspondiendo la porcién afiadida a las
caras k-dimensionales a la (n — k)-ésima quermassintegral. En el caso de la figura 3.8, bidimensional,
podemos observar el conjunto original (cara 2-dimensional), cuyo volumen queda codificado en Wy(K),
los rectangulos adosados a las aristas (caras 1-dimensionales), cuyo volumen queda codificado en W} (K) y
es funcion del drea de superficie (perimetro, en este caso), y los sectores circulares adosados a los vértices
(caras O-dimensionales), cuyo volumen queda codificado en W, (K). Obviamente, éstos tltimos completan
un circulo, y lo mismo se puede probar en general, evidenciando que W, (K) = vol(B,,).

Ahora que hemos presentado estos funcionales con dnimo de generalizar el volumen y el area de
superficie, vamos a exponer, sin demostracion, la extensioén de los teoremas de John referidos al volumen
(teoremas 2.9 y 2.16) y de Gruber referidos al area de superficie (teoremas 3.23, 3.24 y 3.25) a las
quermassintegrales. Para ello, consideremos al igual que en la seccién 3.3.3 la funcién

Wim: Ky — R
Wim(K) = min{W;(€): € elipsoide, K C €},

y definamos la posicion minima de K respecto de W;;,, como la imagen de K bajo transformaciones lineales
que preservan el volumen, que minimiza W;,,. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 3.31 Sean K € %" e i € {0,...,n— 1}. Entonces se verifica (I), y si K C By, entonces (II) y
(I11) son equivalentes:

(1) Existe, salvo rotaciones respecto del origen, una tinica posicién minima de K respecto de W;,,. El
correspondiente elipsoide minimizante es Gnico y, necesariamente, una bola.
(I1) K estd en posicién minima respecto de W, y B, es el Unico elipsoide de minima W; que contiene
ak.
(111) Existen, para cierto m con n < m < n(n+ 1)/2, puntos de contacto {£u;}"; C bdkNS"" !y
escalares positivos {A;}" , tales que

De la prueba hacemos tinicamente una indicacién. Denotemos por Wkl a la k-ésima quermassintegral
en R/, parak =0,...,l. Observemos que la férmula de Cauchy para el drea de superficie (teorema 3.18)
puede reescribirse entonces en términos de quermassintegrales como

1

Wi(K)= —
1( ) nVOlnfl(anl) Sl

n—1 1
A (K|u ) dS(u).
La relacion recursiva anterior puede extenderse en general a todas las quermassintegrales mediante las
conocidas como férmulas de Kubota,

1
WilK) = ————— [ w3 (KJu* ) d(w).
( ) ”V01n—1<Bn_1) S i—1 ‘M (u)
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En la prueba del lema 3.22 se proyectan los elipsoides en hiperplanos y se obtiene una relacion de
convexidad para el volumen (n — 1)-dimensional de dichas proyecciones que se extiende luego al drea
de superficie n-dimensional. Para adaptar la prueba de dicho lema al caso de quermassintegrales se
debe iterar el proceso anterior. Proyectando los elipsoides en un espacio k-codimensional y empleando
inductivamente la convexidad estricta de Wk":jf para j = 1,...,k se obtiene la convexidad estricta de
Wi = W' mediante las férmulas de Kubota correspondientes. Una vez extendido el lema, la prueba de la
existencia y unicidad, asi como la prueba de la caracterizacién de los puntos de contacto, es practicamente
la misma.

Como consecuencia del teorema 3.33, la condicién de optimalidad coincide en todos los casos, como
habfamos anticipado al comienzo de la seccién. Nétese que el teorema anterior incluye, en particular, al
teorema de John referido al volumen (Wj). Observemos que en este caso un cuerpo siempre se encuentra
en posicién minima, con lo cual esta nocién se vuelve trivial y el enunciado anterior se reduce al de John.
No se incluye, eso si, el caso W, lo cual es intuitivamente claro ya que esta funcion es constante.

Al igual que en la seccion anterior, de la igualdad de la condicién de caracterizacién de puntos de
contacto para todas las quermassintegrales se sigue de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.32 Sean K € %' con K C B, e i, j € {0,...,n— 1}. Son equivalentes:

(i) K esta en posiciéon minima respecto de W;,, y B, es el tnico elipsoide de minima W; que contiene
ak.

(i) K estd en posicién minima respecto de W;,, y B, es el unico elipsoide de minima W; que contiene
ak.

Para redondear la seccidn, conviene mencionar que resultados similares pueden obtenerse también en
el caso dual, es decir, para elipsoides inscritos a un cuerpo convexo, asi como omitiendo la condicién de
simetria central, al igual que en el capitulo 2. Para ello, consideramos andlogamente

Win %n —R
Win(K) = max{W;(€): € elipsoide, € C K},
y definimos la posicion mdxima de K respecto de Wiy, como la imagen de K bajo transformaciones lineales

que preservan el volumen que maximiza Wjy,. El resultado completamente general con el que cerramos la
seccidn seria entonces el siguiente.

Teorema 3.33 Sean K € .#" e i € {0,...,n— 1}. Entonces se verifica (1), y si K C B, (resp. B, C K),
entonces (II) y (III) son equivalentes:

(1) Existe, salvo rotaciones respecto del origen, una tinica posicién minima (resp., mixima) de K
respecto de W, (resp., Wi). El correspondiente elipsoide minimizante (resp., maximizante) es
Unico y, necesariamente, una bola.

(I1) K estd en posicién minima (resp., maxima) respecto de W, (resp., Wiy) y By, es el tinico elipsoide
de minima W; (resp., mdxima W;) que contiene a K (resp., contenido en K).

(1) Existen, para cierto m con n < m < n(n+ 3)/2, puntos de contacto {+u;}, C bdkNS* !y
escalares positivos {A;}"  tales que

m
QL,'I/[,' =0 y Z liuil/ll-T = In.
i=1 i=1

(agE
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Aplicaciones

Paralelo exterior a un cuerpo convexo (véase la definicién 3.27) y simetrizacién de Steiner de un conjunto (véase la seccion 4.2.1).

En este capitulo vamos a exponer algunas de las posibles (y abundantes) aplicaciones que tienen los
resultados presentados hasta ahora, en especial, la caracterizacién de los puntos de contacto entre un cuerpo
convexo y el elipsoide de maximo volumen contenido en €l, y la acotacién de la razén de los volimenes
de dichos cuerpos, una suerte de aproximacion elipsoidal del cuerpo. Desarrollaremos dos aplicaciones
internas a la propia disciplina de geometria convexa, donde mds abundantes son. Comenzaremos estimando
en la seccién 4.1 la bondad de la aproximacién de un cuerpo por su elipsoide de John, no en términos de
la cota homotética, algo ya resuelto en los corolarios 2.24 y 2.25, sino en términos del volumen. Por otro
lado, obtendremos en la seccion 4.2 una consecuencia muy resefiable de estos resultados: una inversién de
la clésica desigualdad isoperimétrica.

Estas dos aplicaciones fueron desarrolladas por Ball en los articulos [Bal89] y [Bal91], cuya linea
seguiremos. Otras aplicaciones del contenido desarrollado en este trabajo en las que ya no entraremos, por
ejemplo en el contexto de la optimizacién lineal, tienen también mucho interés. Para expandir un poco
este aspecto puede consultarse por ejemplo [Hen12].

Acotacién de la razon de volumen

Vimos en el capitulo 2 que todo cuerpo convexo posee un tnico elipsoide contenido en €l de mdximo
volumen, y obtuvimos en la seccién 2.4 que existe un multiplo homotético de dicho elipsoide que contiene
al cuerpo, donde la razén de la homotecia es una constante dependiente Unicamente de la dimension.
Concretamente, podemos envolver todo cuerpo convexo centralmente simétrico entre dos elipsoides
homotéticos de razén a lo sumo +/n.

Si bien apuntamos en su momento que se trataba de una cota 6ptima, pues se verifica la igualdad por
ejemplo para el cubo (véase el corolario 2.20), surge la cuestién de estudiar la bondad de la aproximacién
en términos del volumen, pues no nos aporta la misma informacién que conocer tinicamente cuidnto hemos
de dilatar el elipsoide de John hasta envolver al cuerpo.

Resultados previos

A fin de estudiar la relacién entre el volumen de un cuerpo convexo y el de su elipsoide de John - el
estudio se puede realizar también con elipsoides circunscritos - es habitual el siguiente concepto.
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Definiciéon 4.1 Dados K € #™" y € su elipsoide de John, definimos la razén de volumen del cuerpo

K como Un
= ()

En la definicién anterior las iniciales provienen de volume ratio. Recordemos que el volumen es un
funcional positivamente homogéneo de grado n, en el sentido de que vol(AK) = A"vol(K) para A > 0,
con lo cual es razonable tomar la raiz n-ésima en la definicién anterior. Tenemos entonces la siguiente
consecuencia inmediata de los resultados del capitulo 2 que nos permite acotar la razén de volumen de
cuerpos convexos arbitrarios.

Corolario 4.2 — Cota débil de la razén de volumen. Dado K € %", se tiene vr(K) < y/n, y dado
K € 2" se tiene vr(K) < n.

Demostracion. Si K € ", por el corolario 2.24 sabemos que existe un elipsoide p +AB, C K tal que
K C p++/nAB,, con lo cual si € es el elipsoide de maximo volumen contenido en K se tendrd

vr(K) = vol(K)\ /" - vol(K) L/n - vol(p+ /nAB,)\ V"
~ \vol(e) ~ \vol(p+AB,) vol(p+AB,)
_ (1dettyma)volB "
U | det(A)|vol(B,) S
donde hemos hecho uso de la expresion del volumen de un elipsoide dada por el corolario 1.12. Un

argumento completamente andlogo prueba el caso no simétrico haciendo uso esta vez del corolario 2.25
que proporciona la cota n en lugar de /n. [ |

Sin embargo, la motivacidn para introducir este concepto, aparte de lo ya dicho y entre otras cosas, es
que la cota anterior no es 6ptima, como sugiere el ejemplo 4.1.

m Ejemplo 4.1 El elipsoide de John del cubo es una bola, como demostramos en el corolario 2.20. Asi
pues, el cubo C, = [—1,1]" (o cualquier otro paralelepipedo, ver proposicion 4.3) tiene razén de volumen

R I (4) R S I b 7)
) = vol(g) ~ \vol(B,) ~ vol(B)Vn T e’

donde la dltima estimacion del volumen de la bola se obtiene aproximando mediante la cldsica férmula
de Stirling n! ~ v/27n(n/e)" el volumen exacto, que viene dado por vol(B,) = ©/?/T'(n/2+ 1). En
cualquier caso, es claro que lo anterior es estrictamente menor que la cota del corolario 4.2 (o al menos su
aproximacion, que al igual que la férmula de Stirling, es bastante buena en cuanto n es ligeramente alto),
a pesar de que segun vimos en el corolario 2.20, el cubo alcanza la cota médxima para la razén homotética

igual a \/n. "

El ejemplo anterior muestra entre otras cosas que el concepto de razén de volumen no es trivial ni
equivalente al de razén homotética, y sugiere de forma natural la pregunta de hallar la mejor cota para
la raz6n de volumen. Esta cuestién la resolvié Ball en [Bal89, sec. 1] y en [Bal91, sec. 1], y serdn estos
articulos y alguna de sus referencias las que servirdn de base para lo que resta de seccién. Anticipamos
que los resultados centrales de esta seccién consistirdn en probar que el cubo es el cuerpo convexo
centralmente simétrico que maximiza la razén de volumen, siendo el simplice regular el cuerpo maximal
en el caso general. Desde luego, estos resultados cuadran con la intuicién en el sentido de que son cuerpos
que se alejan bastante de su elipsoide de John correspondiente, son dificiles de aproximar por elipsoides,
y cuadra con el hecho ya mencionado anteriormente de que el nimero de caras de un politopo crece
exponencialmente conforme su distancia a la bola (o a un elipsoide) disminuye.

Esta seccién servird ademds de base para otra aplicacién importante, quizd mds significativa, una
desigualdad isoperimétrica inversa. Antes de continuar, es inmediato también comprobar la siguiente
propiedad, que sin embargo resulta bastante util.
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Proposicion 4.3 La razén de volumen es invariante por transformaciones afines.

Demostracion. Dados K € #" y A € GL,(R), si € es el elipsoide de maximo volumen contenido en
K entonces Ae es el elipsoide de mdximo volumen contenido en AK, pues de lo contrario, si existiera
€ C AK con vol(¢’) > vol(Ag), entonces se tendria A~'¢’ C K, y haciendo uso de la proposicién 1.11
deduciriamos que

vol(A~'e") = | det(A~")|vol(¢') > |det(A~")|vol(Ag) = |det(A~1)||det(A)|vol(g) = vol(e),

contradiciendo la maximalidad de €. Pero entonces haciendo nuevamente uso de la proposicién 1.11
tenemos

vol(AK))l/" _ <|det(A)|vol(K)>1/n _ (VOI(K)>1/n — vr(K),

vr(AK) = <V01(A8) | det(A)|vol(e) vol(e)

que es lo que queriamos. [ |

Necesitamos introducir una herramienta adicional antes de poder demostrar los resultados, que
presentamos a continuacién sin demostracion.

Teorema 4.4 — Desigualdad de Brascamp-Lieb. Dado cierto m > n, consideremos escalares
positivos {),i}?’:] C Ry vectores {u; m1CR"cony; },,-u,-uiT = I,,. Entonces dadas funciones positivas
e integrables { f;}’" | se tiene

/Rnﬁﬁ«uzﬂ))l"dx < ﬁ (/Rnfi(x)dx)liy

con igualdad si y sélo si bien los #; son una base ortonormal de R" o bien las f; son densidades
gaussianas (densidades de distribuciones normales).

La desigualdad anterior es un caso particular estudiado por Ball en [Bal89] precisamente para la
resolucién del problema que nos ocupa. La desigualdad original es bastante mas general, pues sustituye el
producto escalar por formas multilineales sobreyectivas arbitrarias, entre otras cosas. El articulo original
puede consultarse en [BL76]. La desigualdad de Brascamp-Lieb es un resultado importante que extiende
numerosas desigualdades conocidas. En particular, el caso n = 1 se reduce a la cldsica desigualdad de
Holder para m funciones, pues recordemos que la condicién ¥; Au;ul = I, implica ¥; 4; = n (véase la
proposicion 2.14), de modo que poniendo p; =n/A; tenemos Y; 1 /p; = 1, que es la restriccion fundamental
para la desigualdad de Holder.

Hallando los cuerpos maximales

Con la desigualdad de Brascamp-Lieb y los resultados del capitulo 2 estamos en condiciones de probar
los resultados principales de esta seccion. Comenzamos por el caso mds sencillo, el centralmente simétrico,
estudiado en [Bal89]. Veremos que la prueba se sigue de dichos resultados de forma sorprendentemente
clara.

Teorema 4.5 Dado K € %", se verifica vr(K) < vr(C,) = 2vol(B,)~!/".

Demostracion. Como vimos en la proposicion 4.3 la razén de volumen es invariante por transformaciones
afines, con lo cual podemos asumir que K estd en su posicién afin en la cual el elipsoide de John es la
bola unidad B,,. Como el cubo C,, = [—1, 1]" también tiene a B, por elipsoide de John, y tiene volumen 2",
basta probar vol(K) < 2".

Por el teorema 2.16 de John que caracteriza los puntos de contacto entre un cuerpo convexo simétrico
y su elipsoide de John cuando éste es la bola unidad, tenemos garantizada la existencia de vectores
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{u;}", € S""'NbdK y escalares positivos {A; }7, verificando ¥; L;u;u! = I,. Recordemos (véase el lema
2.19) que en estas condiciones, la unicidad del hiperplano soporte en los u; implica que K C K con

K={xeR": |(x,u;)| <1, V1 <i<m}, 4.1)

con lo cual basta ver que vol(K) < 2". Para ello, definimos las funciones f; caracteristicas del intervalo
[—1,1] para todo i = 1,...,m, que son claramente positivas e integrables. Entonces, por la definicién (4.1)
de K resulta que su funcion caracteristica viene dada por

m

Ar(x) = H (x,u;)) Hfl x,u;))’,

i=1

de modo que aplicando la desigualdad de Brascamp-Lieb, teorema 4.4, obtenemos

m }41' m
vol(K) < vol(K / X (x dx—/ Hf, X, ;) fdx§H</ f,-(x)dx> =[]2% =24 =2n,
i=1 \/R" i=1

pues recordemos que de Y; Aju;u; = I, se deduce Y ; A; = n (véase la proposicion 2.14), con lo cual hemos
terminado. |

Por tanto, ya sabemos que la cota 6ptima para la razén de volumen es 2vol (Bn)_l/ ",y en particular,
podemos ver que coincide con la cota débil \/n proporcionada por el teorema de John dnicamente cuando
n =1, en cuyo caso trivialmente C; = B; y por tanto vr(C;) = V1i=1.

Hecho esto, pasamos a estudiar la situacién general, donde el cuerpo con razén de volumen maximal
serd el simplice regular, caso resuelto en [Bal91].

Teorema 4.6 Dado K € %", se verifica vr(K) < vr(S,).

Demostracion. Preparamos el terreno de forma completamente andloga a como lo hemos hecho al
demostrar el caso simétrico en el teorema 4.5. Como vimos en la prueba del corolario 2.21, el volumen
del simplice regular con inradio 1, es decir, tal que su bola inscrita es B,,, viene dado por

n/2 (n+1)/2
vol(S,) = i (nt1) .

n!

Dado que la razén de volumen es invariante por transformaciones afines por la proposicién 4.3, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que K es tal que su elipsoide de John es B,,, y en tal caso, bastard con

probar
n/2 (n+1)/2
vol(k) < (D) .

n!
Nuevamente por el teorema 2.17, como B, es el elipsoide de John de K, existen puntos {u;}" | C
S"~1 NbdK y escalares positivos {4;}", tales que

m m m
Z l,' =n, Z 7L,~u,~ =0 y Z liuiuiT = In, (4.2)
i=1 i=1 i=1

para cierto n < m < n(n+3)/2. Y ademds, como tenemos K C K con
K={xeR": (x,u;) <1,V1<i<m},

basta probar que vol(K) < vol(S, ) La idea de la demostracién consiste en construir unas nuevas tuplas
de vectores {v;}" |, escalares {1;}"", y funciones {f;}", en R""! en las condiciones de la desigualdad
de Brascamp-Lieb (teorema 4.4), cuyo soporte resulta ser un cono en R"*! con secciones trasversales
homotéticas a K, de modo que integrando en el cono obtendremos el término del volumen de K. Finalmente,
aplicando la desigualdad de Brascamp-Lieb a dichas funciones obtendremos la estimacién deseada. Los
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vectores estén escogidos de modo que resulten ortogonales precisamente cuando K es un simplice regular,
ya que la ortogonalidad proporciona el caso de igualdad en la desigualdad de Brascamp-Lieb y queremos
probar precisamente que dicho caso extremal es el simplice.

Asfi pues, considerando R como R x R, definamos los vectores

n O\ 12 r
v = < > (—uiT,n_l/2> ER" xR,
n+1

n+1
Hi = Ai
n

y los escalares

para cada 1 <i <m.Como (v;,v;) = (n/(n+1))((u;,u;)+1/n), los v; son ortogonales cuando (u;,u;) =
—1/n para todo i # j, siendo los u; los normales a las caras del politopo K, y segiin vimos en el corolario
2.21 esto caracteriza al simplice regular.

Al ser ||u;|| = 1, es inmediato comprobar que también ||v;|| = 1, y como }; A; = n también es inmediato
que ¥, u; = n+ 1. Ademads, dado que ¥; A;u; = 0 entonces también ¥; t;u; = 0. Finalmente, tenemos

n.'il)m (‘”iTvnl/z)T>T

ps
S
S |+
—_
 ~
7N
S
+ | =
—
~_
=
[\e)
/T\
S
t"\]
3‘
=
(3]
N—
ﬂ
~_—
/
7N

< T
Y Hivivi =
i=1 j

Il
(NgE
?)
|
<
N
3\
=
[\S)
N—
ﬂ
/N
<
P\]
:\
=
[\S]
N—

— m T [ ym
Vi Li=1 Ai; w it Ai

I, 0
= 011 = In+1,

donde se han usado al final las tres propiedades (4.2). En definitiva, los u; y los v; estdn en las condiciones
de la desigualdad de Brascamp-Lieb. Vamos a definir unas funciones apropiadas que nos permitan explotar
dicha desigualdad en este problema. Para todo 1 <i < m, sean

Flx) = {ex six >0,

0 six <0,

< Y dauwul ‘ %Zlmzlliui )

claramente positivas, y es facil ver que integran a 1 en R.

En estas condiciones, si consideramos la funcién
m
F(x) = [T fi(Gxvi))",
i=1
definida en R"*!, entonces aplicando la desigualdad de Brascamp-Lieb (teorema 4.4) tenemos
m Hi
F(x)dx <]] < / f,-(x)dx) =1. 4.3)
i=1 \/R

Integraremos F por secciones, de modo que consideramos x = (y',r)T € R” x R y estudiamos F segtin el
valor de r para calcular

R+l

F(x)dx:/ F(",r)dydr.
Rn+1 R JR»
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Observemos que se tiene

n \'? r
(x,vi) = — <n+1) <y,u,~>+m.

Como Y ; Au; = 0, debe existir algtin j para el cual (y,u;) > 0, de modo que si r < 0 se tendrd (x,v;) <0,
luego fj((x,v;)) =0y por tanto F (x) = 0. Por otro lado, si r > 0 entonces F(x) serd positiva precisamente
cuando todos los términos verifiquen (y,u;) < r/+/n, es decir, cuando y € ﬁf. Como anticipamos, F

tiene soporte en un cono con vértice el origen cuyas secciones son homotéticas a K. Por tanto, sustituyendo
en dicho soporte y usando que }; ;u; =0y Y; ; = n+ 1 tenemos

. . 12 - Hi
-

. )

n 1/2 m m
:exp<<n+l> <y7i§lizuz> IZ{N: nt1 1/2>
= )

de modo que podemos integrar cada seccién con r > (0 en su soporte ﬁf obteniendo

fu P07 = /qe"p(_r(“ 1)'2)dy = exp(~r(n+1)"/2)vol <\;ﬁK>

N

_ 12y "R = e
=exp(—r(n+1) )nn/2V01(K) =" " /zvol( )
usando al final la homogeneidad de orden n del volumen y denotando a = —(n+ 1)'/2. Finalmente,

integrando las secciones con r > 0 y aplicando la desigualdad obtenida en (4.3) llegamos a

1> / FOT, r)dydr = Yo <2) / e rdr.
0o Jre n/2 Jo

Podemos resolver esa integral aplicando integracion por partes reiteradamente. Integrando una vez

obtenemos
oo ear t n oo n oo
/ e dr = Iim | A —— _ 7/ earrnfldr — _7/‘ earrnfldr,
0 [—poo alg alo aJjo

y la dltima integracidn serd

t
oo . ear 1 S} 1
/ e“rdr=1im |r— —7/ edr=—,
0 = | a |y alo a

de modo que, inductivamente, tras las n — 1 integraciones tenemos

vol(K) arna a1 VOI(K) n! n!
12 nn/2 /0 e rﬂdr_ <_ ) nn/2 an+1 —VOI(K)nn/z(n+1)(’1+l)/27

o dicho de otro modo
nn/Z(n+ 1)(n+l)/2

vol(K) < vol(K) < = vol(S,),

n!

que era la acotacién buscada. [ |
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Una desigualdad isoperimétrica inversa

Vamos a ver como la teoria desarrollada hasta ahora nos permite dar una vuelta de tuerca a una
clasica desigualdad geométrica, la desigualdad isoperimétrica. Como su nombre indica, el origen de este
problema consistié en hallar, de entre las regiones planas con perimetro fijo, aquéllas que maximizan el
area. Es bien sabido que la solucién a este problema es el circulo, algo que parece haberse observado
desde la antigua Grecia, y que, sin embargo, no fue demostrado rigurosamente hasta el siglo XIX, si bien
es cierto que la evolucién del estdndar de rigor ha sido vertiginosa en los dltimos siglos. En esta seccién
recordamos el problema original, formulado en R”, y demostramos una desigualdad inversa. Es facil ver
que no puede hallarse una cota inversa directamente, aunque si serd posible médulo transformaciones
afines. Esto fue demostrado por Ball en [Bal91, sec. 1] explotando los resultados que hemos visto en la
seccioén 4.1.

Evolucion historica

Una formulacién moderna de la solucién al problema isoperimétrico clasico puede ser la siguiente.

Teorema 4.7 — Desigualdad isoperimétrica cldsica. Sea D C R? la regién delimitada por una
curva continua, cerrada y simple. Si denotamos por L la longitud de dicha curva y por A al area de D,
se tiene

L>>47A,

con igualdad si y sélo si la curva es una circunferencia.

Los griegos lograron demostrar, mediante su proceder euclideo caracteristico, que entre los poligonos
con igual nimero de lados y perimetro, eran los regulares los que maximizaban el area. Asimismo, que
entre los poligonos regulares con igual perimetro, el 4rea aumentaba con el nimero de lados. Y finalmente,
que el circulo tenia mayor area que cualquier poligono regular con igual perimetro. A menudo la prueba
de estos hechos se atribuye a Zenodoro, cuyo trabajo se conoce por las referencias de otros matematicos
como Pappus de Alejandria. Con independencia del nivel de rigor de dichas pruebas, es claro que a lo
sumo se podria considerar vdlida en la familia de poligonos, y no en general.

A menudo se acredita a Steiner como artifice del primer progreso significativo y riguroso. A principios
del siglo XIX, Steiner demostré la desigualdad construyendo a partir de una region con frontera no circular
otra con igual perimetro y drea estrictamente mayor. Este método es ahora conocido por simetrizacion
de Steiner, y consiste en proyectar ortogonalmente un cuerpo en un hiperplano y, en cada punto de
la proyeccidn, centrar el segmento preimagen (véanse la figura 4.1, [Gru07, Sec. 9.1] y [AGM5, Sec.
1.1.7]). Cuando el cuerpo es convexo, la simetrizacién mantiene la convexidad.

L] [/ -

S \_’—-_’

—]—

Figura 4.1: Simetrizacién de Steiner

La prueba se puede considerar rigurosa de acuerdo a los estdndares actuales salvo por el hecho de
que no justificé la existencia de solucién. A finales del siglo XIX Weierstrass, entre otros, observo y
corrigi6 el error mediante célculo variacional. Tras esto, un rdpido proceso generalizé el espacio del
problema. Schwarz probé mediante la simetrizacion de Steiner el caso tridimensional, y el caso general
n-dimensional se derivé como consecuencia de la desigualdad de Brunn-Minkowski, una desigualdad
geométrica fundamental que relaciona el funcional volumen con la estructura lineal del espacio euclideo.
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Por supuesto, la desigualdad isoperimétrica se extendié abundantemente durante el siglo XX a otros
espacios métricos, a otras desigualdades integrales relacionadas, etc.

Herramientas previas

Vamos a presentar la desigualdad de Brunn-Minkowski en varias de sus formas y la demostracion
de la desigualdad isoperimétrica que de ella se deriva, no s6lo por su propio interés, sino porque las
herramientas que necesitamos seran de utilidad para nuestro objetivo, invertir la desigualdad.

Teorema 4.8 — Desigualdad de Brunn-Minkowski. Dados K,L € J#™" se verifican las siguientes
desigualdades equivalentes.

(1) vol(K +L)'/" > vol(K)'/" + vol(L)'/".
(1) vol(AK + (1 —2)L) > vol(K)*vol(L)'~* para0 < A < 1.

Ademas, si dimK = dim L = n, la igualdad se da dinicamente cuando K y L son homotéticos.

Como vemos, la primera formulacién se traduce en que vol(-)!/” es una funcién céncava. Varias
pruebas pueden consultarse, por ejemplo, en [Gru07, Sec. 8.1] y en [AGM 15, Sec. 1.2]. La desigualdad fue
demostrada por primera vez por Brunn en su tesis doctoral [Bru87], aunque con algunas imprecisiones y,
en particular, sin caracterizar la igualdad. Minkowski public6 mds tarde una prueba completa en [Min96].
Ambas referencias estdn disponibles libremente en la red.

La segunda herramienta que necesitaremos reformula el hecho de que el area de superficie de un
cuerpo convexo K es la derivada de su volumen. Naturalmente, se requiere precisar el significado de dicha
derivada. Podriamos pensar simplemente en parametrizar la familia de cuerpos homotéticos a K y derivar
respecto del pardmetro. Sin embargo, lo que nos serd util es modificar el cuerpo, no homotéticamente, sino
mediate su paralelo exterior (véase la definicién 3.27). El siguiente resultado se debe a Steiner, aunque
fue Minkowski quién lo formalizé como definicién del 4rea de superficie.

Proposicion 4.9 — Formula de Minkowski para el area de superficie. Dado K € %", se tiene

S(K) = lim vol(K + AB,,) —VOI(K).
A—0 A

Para una exposiciéon detallada, puede consultarse [Gru07, Sec. 6.4] o [AGM 15, Sec. 1.5.3]. Esta
herramienta serd fundamental para la prueba de la desigualdad isoperimétrica inversa. Sin embargo, en
estas condiciones también es rapido deducir la desigualdad clésica, con lo cual merece la pena presentar
una demostracién. Aprovechamos ademds para formular el problema en su versién n-dimensional general.

Teorema 4.10 — Desigualdad isoperimétrica general. Dado K € 7" se verifica

S(K) > nvol(B,)"/"vol(K)"=D/n.

Demostracion.  Se trata de encadenar aplicaciones respectivas de la férmula Minkowski para el area de
superficie (proposicion 4.9) y la desigualdad de Brunn-Minkowski (teorema 4.8).

- 1/n 1/n\n _
S(K) = lim vol(K + AB,) — vol(K) > 1fm (vol(K)'"" + Avol(By)'/")" — vol(K)
A—0 A A—0 A

Derivando respecto de A tenemos por L’Hdpital el resultado deseado,

n—1
S(K) = limn (Vol(l()l/" +7LV01(Bn)1/"> vol(B,,)'/" = nvol(K)"=V/"vol(B,)'/",

A—0

como queriamos VET. |
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4.2.3 Invirtiendo la desigualdad

Es una cuestién completamente natural, dada una desigualdad cualquiera, pensar en la posibilidad de
invertirla y, en tal caso, de como hacerlo. Es inmediato comprobar que no es posible invertir directamente
la desigualdad isoperimétrica, pues se pueden considerar conjuntos con volumen fijo y drea de superficie
arbitrariamente grande, como muestra la figura 4.2.

Figura 4.2: La desigualdad isoperimétrica no se puede invertir directamente

Sin embargo, el sencillo ejemplo de la figura 4.2 es suficiente para dar con la intuicién subyacente
al problema, la posibilidad de “aplanar” un cuerpo. Podemos pensar en impedir esta posibilidad, y
quiza la forma mds natural de hacerlo sea restringir el problema a las clases de equivalencia médulo
transformaciones afines, de modo que para cada cuerpo convexo tratemos de probar la desigualdad inversa
para su representante “menos plano”.

Esta idea resulta ser satisfactoria, y podemos probar ([Bal91, sec. 1]) que salvo transformaciones afines,
es el simplice el que maximiza el drea de superficie entre los cuerpos convexos con volumen fijo, y el cubo
en el caso especial de cuerpos centralmente simétricos. Demostraciones alternativas pueden consultarse,
por ejemplo, en [GruO7, Th. 11.3] y en [AGM 15, Sec. 2.4]. En definitiva, los cuerpos maximales coinciden
con aquéllos que maximizan la razén de volumen de acuerdo a los teoremas 4.5 y 4.6 de la seccién
anterior, y no es casualidad, como vamos a ver en la demostracion.

Teorema 4.11 — Desigualdad isoperimétrica inversa. Sea K € .#". Existe una imagen afin K de
K tal que
vol(K) = vol(S,) 'y S(K)<S(S,).

Si ademds K € %", entonces existe una imagen afin K de K tal que

vol(K) =vol(C,) y S(K)<S(Cp).

Demostracion. El procedimiento para probar ambos casos serd similar. Comencemos por el general.
Como vimos en el teorema 4.6, la razén de volumen de K serd menor o igual que la razén de volumen de

S,, es decir
S\ N\ L/n 1/n
(VOI(K)) < <V01(S,,)> 7 @.4)

vol(¢€) vol(g’)

donde &, €’ son los elipsoides de mdximo volumen contenidos en K y en S,,, respectivamente. Ahora bien,
seglin vimos en el corolario 2.21, el elipsoide de John de S, es B,,. Tomemos pues K precisamente la
imagen afin de K para la cual B, también sea el elipsoide de maximo volumen contenido en K. En tal
caso, la desigualdad (4.4) se reduce a vol(K) < vol(S,), y por tanto, podemos dilatar K por un escalar
positivo para obtener igualdad. Denotemos dicho conjunto por K;. Evidentemente se seguird teniendo
B, C K;, de modo que tenemos

vol(K;) = vol(S,) y vol(B,) < vol(K)). 4.5)
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De cara a probar que S(K;) < S(S,) hay que recordar que, segtin vimos en el corolario 2.21 al estudiar
el simplice regular de inradio 1, su volumen y su 4rea de superficie vienen dadas por

/2 n+1 (n+1)/2 nn/2 n+1 (n+1)/2
vol(s,) = 1) y ss) ="

n!

por lo que, en particular, tenemos
S(Sy) = nvol(S,). (4.6)

Atendiendo a la proposicién 4.9 para el drea de superficie de K y haciendo uso de las propiedades (4.5) y
(4.6) llegamos a la acotacién buscada:

S(Ry) = tim YKL HAB) ZvOl(Ky) _ (o vol(Ky +AKy) — vol(Ky)
A—0 A A—0 A
~ lim vol((1+A)K;) — vol(K;) ~ lim (1+A)"vol(K;) — vol(Kj)
A—0 A A—0 A

= VOI(EI)}L%%H

= nvol(K;) = nvol(S,) = S(S,),

= vol(K)) /{ig%)n(l + )1

donde se ha empleado la homogeneidad de orden n del volumen y se ha usado al final L’Hopital para
calcular el limite en A.

El caso simétrico es completamente andlogo. Por el teorema 4.5 el cubo C,, maximiza la razén de
volumen entre los cuerpos convexos simétricos, luego dado K € %" podemos construir una imagen afin
K verificando las condiciones

vol(K) = vol(C,) y vol(B,) < vol(K). 4.7)

Como el cubo C, tiene volumen 2" y 4rea de superficie n2", ya que tiene 27 caras con drea 2"~ ! cada una,
obtenemos nuevamente la relacién
S(Cy) = nvol(Cy). (4.8)

Por tanto aplicando de nuevo la proposicioén 4.9 junto con (4.7) y (4.8) llegamos a la acotacion buscada:

S(R) = 1im vol(K + AB,) — vol(K) < vol() Iim (I+A2)"—1

lim 7 lim 1 = nvol(K) = nvol(C,) = S(C,,),

como querl'amos VET. |
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