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Introduccion.

El objetivo principal de este Trabajo Fin de Grado es demostrar el teorema de
Bernstein de dos formas distintas. Cada demostracién hace uso de los conocimientos
previos y herramientas de la rama matematica en la que se encuadra. La primera es
una demostracion analitica, que usa herramientas del calculo en derivadas parciales
y varios resultados importantes como el teorema de Jorgens. La segunda es una
demostracion geométrica, basada en herramientas de la geometria diferencial y la
geometria Riemanniana.

Comenzamos con un resumen del texto en espanol, precedido por su correspon-
diente traduccion al inglés, donde se detalla de forma escueta el trabajo. Posterior-
mente, con el objetivo de ponernos en situacién, en el Capitulo [1] se incluye una
breve contextualizacion historica del problema de Bernstein donde se detallan las
fechas y autores que intervinieron en ambas demostraciones.

Después, en el Capitulo [2 recordamos una serie de conceptos ya conocidos, con
la intencién de recordarlos y tenerlos presentes en la lectura de este trabajo. En el
Capitulo [3] vemos las distintas, pero equivalentes, definiciones de superficie minimal
y algunos ejemplos de grafos minimales que no son enteros como la superficie de

Scherk, véase la Figura

A continuacién, en el Capitulo [4] damos la primera demostraciéon del teorema,
la version analitica. Para ello desarrollamos todas las herramientas que nos son
necesarias como notacién, definiciones, propiedades y teoremas necesarios para la
demostracion. En este apartado se demuestra el teorema de Jorgens, herramienta
bésica para demostrar el teorema de Bernstein.

Por tltimo, en el Capitulo |5|damos la demostracion geométrica. Para esta segunda
demostracion nos es necesario incidir mas hondo en la geometria riemanniana. En
este trabajo se desarrollan los conceptos y herramientas necesarias de una forma
alternativa, sin el uso del calculo de conexiones y tensores, solo utilizando el concepto
de derivadas covariantes. Esta forma de presentar la demostracién es novedosa, pues
todas hacen uso de la geometria riemanniana mas pura, las conexiones. La idea de
realizar asi la demostracién ha sido extraida de [Al], donde se da una introduccién
al analisis geométrico.



Resumen.

Aunque resulta muy complicado resumir un texto matematico, en este capitulo
intentamos resaltar lo més importante de este trabajo con la intenciéon de motivar
al lector, y para tener desde el inicio una idea general sobre el contenido del mismo.

Este trabajo recopila dos demostraciones distintas del teorema de Bernstein, pero
.qué dice el teorema de Bernstein? El teorema de Bernstein en su version mas general
afirma que: el dnico grafo minimal y entero es el plano. Este enunciado se puede
adecuar a las distintas ramas de las matematicas en la cual se intente demostrar.

Hay que tener en cuenta que el trabajo se enmarca dentro de la geometria, con-
cretamente en la geometria global de superficies. En este trabajo haremos uso de
conceptos y herramientas, no sélo de esta rama, sino también indagaremos en la
geometria riemanniana y, de forma mas superficial, en la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales mostrando algunos resultados.

Este trabajo, como todo trabajo fin de grado, comienza con una portada, un
indice, una introduccién y un resumen, en el cual nos encontramos ahora mismo.
Después de este resumen en espanol, se encuentra su correspondiente traduccion al
inglés, como exige la normativa.

Al comienzo del trabajo, Capitulo [I], realizamos una breve introduccién histérica.
S. G. Bernstein fue un matemaético brillante. Estudié en la Sorbona y por el ano 1914
plantea y resuelve un teorema, el cual posteriormente recibird su nombre Teorema
de Bernstein. En los anos sucesivos son varios los autores que dan demostraciones
distintas y extienden el teorema a dimensiones mayores.

En el ano 1969, se producen dos hitos relacionados con este teorema. Los ma-
tematicos Bombieri, Giorgi y Giusti demuestran que el teorema no es cierto si la
dimensiéon del espacio es ocho o superior; y el matematico chino-estadounidense
Chern, da una demostracién distinta del teorema usando la geometria riemanniana.
En torno a la década de los noventa se demuestra el Teorema de Bernstein para
codimensiones mayores que uno.

Una vez nos hemos situado histéricamente, dedicamos un capitulo entero, Capitulo
2 a introducir los conceptos bésicos y necesarios de la Geometria Diferencial. Este
capitulo tiene la intencién de recordar y tener presentes los conceptos basicos de
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la geometria a la hora de leer el trabajo. Todos estos conceptos, proposiciones y
propiedades han sido vistos en los tres primeros cursos del Grado en Matematicas,
por este motivo son varias las demostraciones que se omiten. Las demostraciones que
se realizan se hacen con el objetivo de fijar términos, ya que muestran un proceso o
método interesante.

En este capitulo damos las definiciones de superficie regular, aplicaciones diferen-
ciables y planos tangentes al comienzo, todo ello ilustrado con algunos ejemplos de
superficies que se muestran en figuras. Posteriormente, hacemos especial hincapié en
la diferencial de una aplicacion, pues ésta sera una herramienta béasica que usaremos
en el Capitulo [5] En esta seccién y por especial interés se demuestran unas propie-
dades que cumple la diferencial, en cambio se muestra la regla de la cadena y el
teorema de la funcién inversa sin demostracion.

A continuacién, exponemos la primera forma fundamental, asi como los coefi-
cientes que la definen, la aplicacion de Gauss, el operador forma, la segunda forma
fundamental y sus respectivos coeficientes. Tras esto, dedicamos una importante
seccion a la curvatura de una superficie, donde definimos las curvaturas principales,
la curvatura media y la curvatura de Gauss. Damos una clasificacién del tipo de
puntos en una superficie y también la caracterizacion de las superficies totalmente
umbilicales. Para finalizar el capitulo, dedicamos una seccién completa al estudio
de un tipo de superficie, los grafos. Los grafos tienen una particularidad, y es que
si el grafo esta definido por u una funcién diferenciable se cumple que su curvatura
media viene dada por la siguiente ecuacion:

Du

1+ |Dul?

En el Capitulo |3| damos la definicién de superficie minimal. Para ello mostramos
seis de las numerosas definiciones equivalentes que existen para definirlas. La de-
finicion mas relevante para nosotros sera la Definicién IIT que nos indica que una
superficie es minimal si su curvatura media es nula, es decir, H = 0.

2H = Div

A lo largo de la historia, cada nueva definicién ha surgido con el objetivo de
encontrar nuevas superficies. La primera superficie que se conocié fue el plano; des-
pués, Euler demostrd que el catenoide era la tinica superficie minimal de revolucién;
Meusnier, descubrié el helicoide y, posteriormente, hubo que esperar a que Scherk
encontrara sus dos superficies. En este capitulo se muestran representaciones grafi-
cas de estas superficies y algunas otras. Para finalizar el capitulo, se muestran dos
superficies minimales que son grafos no enteros, y que por el teorema de Bernstein,
como ya sabfamos de antemano, no son planos. Estas dos superficies se obtienen
buscando soluciones a la ecuacion siguiente, que nos proporcionaré el Corolario 3.8

Du

1+ |Du|?
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Como hemos mencionado al comienzo del resumen, este trabajo expone dos de-
mostraciones del teorema. En este punto, tras asentar los conocimientos necesarios,
ya estamos en disposicién de dar la primera de las demostraciones.

En el Capitulod|presentamos la primera demostracion del teorema cuyo enunciado
es el siguiente:

Teorema de Bernstein. Los planos son las unicas superficies minimales en
R? tales que son grafos enteros de una funcion u : R? — R.

Esta version del teorema es una versiéon mas analitica. Su demostracion fue dada
por el propio Bernstein y nosotros la recuperamos del libro Spivak, véase [Sp|. Para
su demostracion, hacemos uso de la notacion clasica de las ecuaciones en derivadas
parciales y es necesario un resultado clasico, el Teorema de Jorgens. Este teorema
afirma que si una funcién ¢ esté definida en todo el plano y satisface la ecuacion

rt—s?=1

se tiene que esa funcién ¢ ha de ser un polinomio cuadratico en las variables = e
y. Este teorema y su demostracién se da como un resultado previo en la primera
seccién del capitulo.

La demostracion del Teorema de Bernstein se realiza de la siguiente forma: usando
la ecuacion de Euler-Lagrange se encuentra una funcién ¢, a la cual se le aplica el
teorema de Jorgens, luego se tiene que esa funcion ¢ es un polinomio cuadratico.
Asi que, por la relacién que hay entre ¢ y u se tiene que u ha de ser un polinomio
de grado 1 en x e y, por lo tanto su grafo es un plano. Para ver mas detalles de la
demostracion, véase el Teorema 4.7

Ya hemos cumplido uno de los objetivos, ahora nos falta dar una segunda demos-
tracién. Esta segunda demostracién se encuentra en el Capitulo 5 y fue dada por
Chern en 1969.

Lo primero que necesitamos para la demostracion es una serie de calculos intrinse-
cos en una superficie. Para esto, damos la definicién de campos tangentes y de métri-
ca. Una vez estos términos estan definidos, dedicamos un intenso apartado al calculo
de la derivada covariante. En primer lugar, derivamos de forma covariante un cam-
po tangente respecto a un vector, damos la formula de Gauss y sus propiedades.
Posteriormente, extendemos el concepto de derivada de funciones respecto campos
y de derivada covariante de campos respecto a campos. A continuacion, damos la
definicion de campo de endomorfismos y la derivada covariante de estos respecto
a un campo tangente. El objetivo de todas estas derivadas es derivar el operador
forma.
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A continuacién, en la misma seccién, damos las siguientes nociones: Gradiente,
Divergencia y Laplaciano de una funcién sobre una superficie. Todas estas funciones
definen un célculo intrinseco en la superficie y, por tanto vemos la relacion que existe
en estos términos entre dos métricas conformes.

En la siguiente seccion damos dos nuevos conceptos: la parabolicidad y la com-
pletitud. El primer concepto nos permite clasificar las superficies en parabdlicas y
no-parabdlicas, de forma que una superficie es parabdlica si las tnicas funciones
superarmonicas y acotadas inferiormente son las constantes. De la misma forma, la
completitud nos clasifica las superficies, siendo completa si toda curva divergente
en S tiene longitud infinita. Una propiedad importante que debemos de remarcar
es que la parabolicidad es un invariante conforme en dimensién 2, Proposicién [5.33
Terminamos la seccién dando el criterio de Ahlfors, que afirma que si una superficie
es completa con curvatura de Gauss no negativa, K > 0, entonces es parabdlica.

En la ultima seccion del capitulo, mostramos una proposicion con un calculo
necesario, Proposicion [5.40, A continuacion, enunciamos y demostramos la version
geométrica del teorema que dice asi:

Teorema de Bernstein. Las unicas superficies minimales en R, orientables
y completas cuya imagen esférica estd contenida en una semiesfera abierta son los
planos.

La demostracion se basa en encontrar una métrica g que es conforme a la métrica
g, para la cual la superficie (5,9) es llana y completa, y por el criterio de Ahlfors
es parabolica. Como hemos dicho anteriormente, la parabolicidad es un invariante
conforme, luego (5, g) es parabdlica. Como A(N,a) = 2K(N,a) <0y (N,a) > 0se
tiene que es superdrmonica y acotada inferiormente, al ser (S, g) parabdlica se tiene
que (N,a) ha de ser constante, pero como K < 0 se ha de cumplir que K = 0, y
como H = 0 por ser minimal, se tiene que el operador forma vale 0, y por tanto la
superficie es un plano.

Finalizamos el capitulo, y asi la memoria de este trabajo fin de grado con una
aplicacion del teorema. Haciendo uso de la siguiente desigualdad vista anteriormente

Long(052)

< S\
| < 2Area(Q)’

demostramos en el corolario que los 1inicos grafos enteros con curvatura media cons-
tante son los planos.



Abstract.

Although summarizing a mathematical text is difficult, in this chapter it is tried
to remark the most important things of this Final Project work. The aim of this
work is to motivate and give to the reader a first idea about the content.

This Final Project collects two different proofs of Bernstein’s theorem, but, what
does it say the Bernstein theorem? In the most general version it says that “the
only entire and minimal graph is the plane”. This statement can be adapted to the
different mathematical areas in which it is tried to be proved.

It has to be taken into consideration that the work is framed within the geometry,
specifically on the surfaces global geometry. In this memory we will use concepts
and tools of this branch, but also we will inquire in Riemannian Geometry and a bit
on the theory of Partial Differential Equations showing some results.

This work, as all the Final Projects, starts with a title page, an index, an intro-
duction and an abstract. The abstract appears in two different languages, the first
one is in Spanish, and the second one in English. As you can see, this work is written
in Spanish and only the abstract is translated into English.

At the beginning of the memory, in Chapter [I} it is made a short historical in-
troduction. S. G. Bernstein was a famous mathematician who studied in Sorbona
University and in 1914, he proposed and solved an important theorem. This theorem,
with the passing of time was called the Bernstein Theorem. In the following years
there have been several authors that have given different approaches, extending the
theorem to higher dimensions and co-dimensions.

In 1969, two milestones related to this theorem are produced. The mathematicians
Bombieri, Giorgi and Giusti showed that the theorem is not true if the space di-
mension is eight or higher, and the Chinese-American mathematician, Chern, gave a
different proof of the theorem using the Riemannian geometry. Around the nineties,
it was proved Bernstein theorem for further co-dimensions higher than one.

Once we are historically situated, it is dedicated an entire chapter, Chapter [2| to
introduce the basic and necessary concepts of Differential Geometry. This chapter
intends to refresh and remind the basic concepts of geometry when reading the work.
All these concepts, propositions and properties have been studied during the first
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three years of the degree in Mathematics and for that reason some proofs are going
to be omitted. The carried out proofs are made with the aim of setting terms as
they show an interesting process or method.

In this chapter we give regular surface definitions, differentiable applications and
tangent planes, all of them illustrated with some examples of surfaces shown on
pictures. Then it is highlighted the differential of an application, as this will be a
basic tool that we will use in Chapter [5 In this section and with special interest, it
is shown the properties that the differential fulfills. Moreover, it is showed the chain
rule and inverse function theorem without proof.

To continue it is presented the first fundamental form, and the coefficients that
define it, the Gauss application, the operator form, the second fundamental form
and their respective coeflicients. After that it is dedicated a considerable section to
surface curvatures, where we can define the principal, mean and Gaussian curvatures.
A classification of the type of points on a surface and the characterization of the
totally umbilical surfaces are given. To conclude the chapter, an entire section is
dedicated to the study of a type of surface, the graphs. The graphs have a peculiarity;
if the graph is defined by u a differentiable function, its mean curvature is given by
the following equation:

oH —Div [ 2% .
1+ |Dul?

In Chapter |3 the minimal surface definitions are given. For that reason we show
six of the many equivalent definitions that exist to define it. The most important
definition for us is Definition ITI, which states that a surface is minimal if the mean
curvature vanishes, that is, H = 0.

Along the history each new definition has emerged with the aim of finding new
surfaces. The first known minimal surface was the plane. After Euler showed that
the catenoid was the only minimal surface of revolution, Meusnier discovered the
helicoid and after that we had to wait until Scherk found his two surfaces. In this
chapter images of these surfaces are shown and some others. To finalize the chapter,
we show two minimal surfaces which are not entire graphs, which, as we already
knew from Bernstein theorem they are not planes. These two surfaces are obtained
as solutions to the following equation, which will provide in Corollary :

piv(Pv ) _y
1+ |Dul?

As we have mentioned at the beginning of the abstract, this memory exposes two
proofs of the theorem, and now, after setting the necessary knowledges and we are
able to give the first proof. In Chapter [4]it is presented the first proof of the theorem
whose statement is the following:
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Bernstein Theorem. The planes are the only minimal surfaces in R3 such that
are entire graph by a function u : R? — R.

This is a more analytical version of the theorem, its proof was given by Bernstein
himself and we recover it from Spivak’s book, see [Sp|. For its proof we use the
classical notation of partial differential equations and it is required a classical result,
Jorgens Theorem. This theorem states that if a function ¢ is defined in the entire
plane and satisfies the equation

rt—s?=1

it is established that this function ¢ must be a quadratic polynomial in the varia-
bles z and y. This theorem and its proof is given as a preliminary result on the first
section of the chapter.

The Theorem Bernstein proof, is made as follow; using the Euler-Lagrange equa-
tion there is a ¢ function, to which we apply the Jorgens theorem. Moreover we have
that function ¢ is a quadratic polynomial. In addition, the relationship between ¢
and v must be u a polynomial of degree 1 in z and y, hence its graph is a plane. To
see more details of the proof, see Theorem [4.7]

Now we have achieved one of the objectives, we need to give a second proof. This
second proof is in Chapter |5| and it was given by Chern in 1969.

The first thing we need for the proof is a series of intrinsic calculations on a
surface. For that purpose we give the definition of fields and metric tangent. Once
these terms are defined, we dedicate an intense section to calculate the covariant
derivative. Firstly we derive covariantly a tangent field with respect to a vector, we
take the Gauss formula and its properties. Then we extend the derivative functions
concept whit respect to fields and covariant derivative fields with respect to fields.
The following is the endomorphisms field definition and the covariant derivative of
this with respect to a tangent field. The aim of all these derivatives, is that we can
derivate the operator form.

Then in the same section, we give the following notions: Gradient, Divergence
and Laplacian of a function on a surface. All these functions define an intrinsic
calculation on a surface and thus we can see the relationship between these terms
by two conformal metrics.

In the next section, we give two new concepts: the parabolicity and complete-
ness. The first concept allows us to classify parabolic and not parabolic surfaces,
establishing that a surface is parabolic if the only subharmonic functions which are
bounded form below are the constants. Likewise, completeness classified surfaces,
being completed if any divergent curve has infinite length. An important property
that we must highlight is that the parabolicity is conformaly invariant in dimension
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2, Proposition [5.33] We end this section giving the Ahlfors criteria, which says that
if a surface is complete with non-negative Gaussian curvature, then it is parabolic.

In the last section of the chapter, a proposition with a necessary calculation is
shown, Proposition |[5.40, To continue we state and proof the geometric version of
the theorem that says that:

Bernstein Theorem. The only orientable and complete minimal surfaces in R3
whose spherical image 1s contained in an open hemisphere are the planes.

The proof is based on finding a metric g which is conformal to the metric g,
for which the surface (S,9) is plane and complete, and by the criterion of Ahlfors is
parabolic. As we have said before the parabolicity is a confomal invariant, then (.S, g)
is parabolic. As A(N,a) = 2K(N,a) < 0 and (N,a) > 0 has to be superharmonic
and bounded from below, being (.S, g) parabolic (N, a) should be of constant, but
as K < 0 has to fulfill that K = 0, and as H = 0 to be minimal, the operator form
must be 0, and therefore the surface is a plane.

We finish the chapter, and so the memory of this Final Project with an application
of the theorem. Using the following inequality seen before;

Long(0%?)
2Area(Q)’

it is proved in the corollary that the only entire graphs with constant mean
curvature are planes.

[H| <



Capitulo 1

Contexto historico.

La geometria de las culturas griega y egipcia quedd recogida de modo magistral en
los Elementos de Euclides. Esta excepcional obra se fecha aproximadamente hacia
el ano 300 a.C. y en ella se establecen los fundamentos de la geometria y el algebra
griega que van a tener una influencia decisiva a lo largo de los dos milenios siguientes.

Cientos de anos de después, en el siglo XVII, se produce un hito matematico
importante: el nacimiento del célculo diferencial, impulsado principalmente por Isaac
Newton (1642-1727) en Inglaterra e, independientemente, por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) en Alemania. Poco a poco el uso de técnicas diferenciales para
la resolucién de problemas geométricos iba determinando la disciplina matematica
que hoy denominamos como Geometria Diferencial.

Euler us6 estas técnicas para encontrar ejemplos y trabajar con superficies mi-
nimales. Particularmente interesante es su obra Methodus inveniendi lineas curvas
mazximi minimive proprietate gaudentes (1744), en la cual proporciona métodos pa-
ra encontrar la solucién a problemas isoperimétricos, e investiga las propiedades
geométricas de ciertas curvas notables, en particular, la catenaria. Esta obra es la
primera dedicada al calculo de variaciones y en ella Euler descubre que el catenoide
es una superficie minimal.

A lo largo de la historia matematica se han sucedido los matematicos que han
trabajado con superficies minimales. Estos encontraron ejemplos de superficies mi-
nimales, como el helicoide y construyeron nuevas superficies minimales como las
superfices de Scherk, Enneper, etc .

En 1880 nace Sergei Natanovich Bernstein, un matematico brillante. Estudié en la
Sorbona donde presenté su tesis doctoral, donde resolvia el décimo noveno problema
de Hilbert. Su trabajé se baso principalmente en la teoria de ecuaciones diferenciales,
en la teoria de la probabilidad y en la teoria de aproximaciones. En 1914 plantea y
resuelve un problema que actualmente tiene su nombre, véase [Be], también conocido
como el teorema de Bernstein.

12
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La demostracién que dié Bernstein es solo para superficies en R3. Posteriormente
son varios los autores que extienden este teorema. Hasta el ano 1968 se consigue
demostrar que el teorema de Bernstein es cierto si la superficie (o, mejor dicho, la
hipersuperficie) es un grafo sobre R", donde 2 < n < 7. Este trabajo de extender el
teorema es debido a W. H. Fleming, véase [Fl], E. De Giorgi, véase [dG] y J. Simons,
véase [Si].

En 1969, los matematicos E. Bombieri, E. De Giorgi y E. Giusti muestran en su
articulo “Minimal cones and the Bernstein problem”, vedse [BAGG], un contraejem-
plo de porqué el teorema de Bernstein no es cierto para dimensiones mayores de
8. Este contracjemplo hizo que se dejara de intentar demostrarlo para dimensiones
mayores y se buscase su extension para codimensiones mayores que uno. En 1998 se
publica un articulo de Jost y Xin, véase |[JX], en el cial se enuncian y demuestran
varias extensiones del teorema de Bernstein para codimensiones mayores.

Al igual que se ha ido extendiendo el teorema de Bernstein, también se han bus-
cado demostraciones alternativas a la que di6 el propio Bernstein. En 1956, J.C.C.
Nitsche publica en la revista Annals of Mathematics una demostracion alternativa
a la de Bernstein que hace uso unicamente del teorema de Liouville y de la trans-
formacién de Lewy, véase [Ni].

En el ano 1969, el matématico chino-estadounidense Shiing-Shen Chern publica
un articulo donde da una demostracion distinta del teorema de Bernstein, vease
[Ch]. Esta demostracion utiliza conceptos y herramientas geométricas propias de la
geometria diferencial y de la geometria global de superficies, como son los conceptos
de parabolicidad y completitud en superficies.

En este Trabajo Fin de Grado se exponen dos demostraciones distintas del teore-
ma. La primera demostracién que se da es la demostracién inicial de Bernstein en
el Capitulo [4 que la podemos encontrar en el Spivak, [Sp, Capitulo 7, pdg. 267).
La segunda demostracion es la demostracion del matemético Chern que la podemos
encontrar en el Capitulo [5]



Capitulo 2

Conceptos previos.

En este capitulo de conceptos previos damos las definiciones, proposiciones y pro-
piedades necesarias para una correcta lectura de este trabajo. Las nociones que
aqui se incluyen son las minimas necesarias en un curso de introduccién a la geo-
metria diferencial, comenzando desde la definicién de superficie hasta finalizar el
capitulo hablando de la curvatura de una superficie y estudiando los grafos, que son
unos ejemplos de superficies. Todos estos conceptos que aqui se exponen, se pueden
ver de forma mas explayada y con demostraciones en el libro de M. A. Hernandez y
J.A. Pastor, Un curso de Geometria Diferencial, [HCP].

2.1. Definicion de superficie.

En este trabajo hablamos de superficies, tanto grafos como superficies minima-
les, por lo tanto debemos comenzar definiendo lo que es una superficie y viendo
las propiedades que estas retinen. En la siguiente definicién damos la definicién de
superficie reqular.

Definicién 2.1. Un subconjunto no vacio S C R® es una superficie regular si
para todo punto p € S existe un abierto U C R?, un entorno V de p (con la topologia
relativa de S C R?) y una aplicacién X : U — R3 tal que:

» X(U)=V y X :U — R? es diferenciable de clase C* (S).
» X U —V es un homemorfismo, (es decir, su inversa también es continua).

» para todo q € U, la diferencial dX, : R* — R? es inyectiva.
La aplicacion X se llama una parametrizacion de la superficie.

Como podemos observar, para una misma superficie regular S pueden existir
infinitas parametrizaciones. A continuacién, vemos algunos ejemplos de superficies
regulares.

Ejemplo 2.2. Plano. Sea m = {(z,y,2) € R®: ax + by + cz = d} un plano tal que
a,b,c no se anulan al mismo tiempo. Supongamos que ¢ # 0, tomando U = R? y
V = tenemos la siguiente parametrizacion X : U — V' dada por

d—au—bv)

X —
(w.0) = (w0, 2=

14
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Figura 2.1: Plano.

Ejemplo 2.3. Esfera. Sea S* = {(z,y,2) € R®: 2® + > + 2° = 1} la esfera uni-
dad. Para esta superficie podemos encontrar dos parametrizaciones.
Consideremos U = {(u,v) e R?:u? + 0> <1}, V. = S% y la aplicacion X :

U — V dada por
X(u,v) = (u,v,\/l—u2—v2),

es una parametrizacion de la superficie.

Ahora considerando las coordenadas geogrdficas obtenemos otra parametrizacion
de la esfera distinta a la anterior. Sea U = (0,7) x (0,27), V = S% y la aplicacién
X :U — V dada por

X (0,) = (sen § cos ), sen @ sen 1, cos 6)

se tiene que es una parametrizacion de la esfera.

Figura 2.2: Esfera.

2.2. Aplicaciones diferenciables.

Dada una superficie S, podemos definir aplicaciones que vayan de S a un sub-
conjunto de un espacio. Estas aplicaciones pueden tener buenas propiedades, como
es el caso de ser una aplicacion diferenciable. Veamos a continuacion la definicién
de aplicacion diferenciable.

Definicién 2.4. Una funcion f : S — R™ es diferenciable sobre S si, para toda
parametrizacion (U, X), la funcion fo X es diferenciable sobre el abierto U.

Como vemos, el concepto de aplicacion diferenciable se apoya en la definicién
usual del andlisis en R™. De la misma forma extendemos el concepto de aplicacion
diferenciable a una aplicacién entre dos superficies.
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Definicién 2.5. Sean S7 y Sy dos superficies requlares y F : S; — Sy una aplica-
cion. Diremos que F es diferenciable si para todas las parametrizaciones (Uy, X1) y
(U, X3) de Sy y Sy respectivamente, se tiene que X;l o Fo X es diferenciable sobre
un abierto U C R?.

2.3. Plano tangente.

De forma intuitiva, para cada punto de una superficie podemos construir un
plano que sea tangente. ;Cémo conseguimos ese plano tangente? Para construirlo
debemos fijarnos en todas las curvas de la superficie que pasen por dicho punto y
quedarnos con los vectores velocidad de las curvas en el punto, de forma que ese
plano tangente estard formado por todos los vectores tales que existe una curva
en la superficie que pasa por el punto con esa direccién. Para formalizar esta idea
damos las siguientes definiciones.

Definicién 2.6. Una curva diferenciable en una superficie reqular S es una
aplicacion diferenciable oo : I — S donde I es un intervalo abierto de R

Definicién 2.7. Sea S C R?® una superficie reqular y sea p € S diremos que v € R3
es un vector tangente a S en p, si existe una curva « : (—e,e) — S diferencible
con a(0) =p yd'(0) =V

Luego una vez que tenemos la definicién de vector tangente, llamamos plano
tangente de S en p, (notacién 7,5), al conjunto de vectores tangentes a S en p. De
forma que:

T,5 ={veR®|Ja: (—e,e) — S diferenciable con a(0) = p y /(0) = V}

2.4. Diferencial de una aplicacion.

Ahora extendemos algunas nociones del calculo de varias variables a las superfi-
cies. Para ello hacemos uso de la definicién y construccién del vector tangente de la
seccion anterior.

2.4.1. Diferencial de una funcién real.

En este primer apartado definimos la diferencial de una funcion real diferenciable,
f:S—R.

Definicién 2.8. Sea S una superficie reqular, p un punto de S y f : S — R una
funcion diferenciable, se define la diferencial de f en p (notacion df,) como la
aplicacion:

daf, - 1,5 — R
. d
vV — Etzo(fooz)(t)
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donde o : (—e,e) — S es una curva diferenciable con a(0) =p y o/(0) =V

Esta definicion esta bien definida, pues no depende de la curva elegida, y es
lineal, ya que df,(AV + pw) = Adf,(V) + pdf,(w). Ahora vemos tres propiedades que
cumple la aplicacién diferencial respecto a tres operaciones.

Proposicién 2.9. Sean f, g dos funciones diferenciables en S, seap € S yv € T,,S
se cumple que:

(1) d(f + 9),(V) = dfp(V) + dg,(V)
(1) d(fg),(V) = dfp(V)g(p) + f(p)dg,(¥)

Demostracion. Vamos a demostrar esta proposicién haciendo uso de la definicién y
las propiedades basicas de la derivada. Sea a una curva diferenciable que cumple
que «(0) = py o/(0) = v vamos a demostrar los dos apartados:

(1) Desarrollando tenemos

d(f + 9)p(V) = % . (f+9)alt) = —|  (flat) +gla(t)) =

2.4.2. Diferencial de una aplicacién entre superficies.

En esta segunda parte de la diferencial de una aplicacion, vemos la diferencial
de una aplicacion entre dos superficies.

Sean S; y S dos superficies; cada una tiene su plano tangente, 7,51 y TS
respectivamente.

Definicién 2.10. Sea p € 51, definimos la diferencial de F' en p como la siguiente
aplicacion:

de : TpSl — TF(p)Sg
d
v — ELZO (foa)(t)

donde a : (—e,e) — Sy es una curva diferenciable en Sy con a(0) = p y o/(0) = V.
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Esta nueva definicion, esta bien definida, no depende de la curva elegida y es
lineal, las propiedades vistas en la Proposicién se extienden en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.11. Sean F, G dos aplicaciones diferenciables de S1 a So, sea p € St
un punto de la superficie y v € T,S1 se cumple que:

(1) d(F + G),(V) = dF,(¥) + dG,(¥)
(1) d(Fg),(V) = dF,(V)G(p) + F(p)dGy(V)
() d((F, G))p(V) = (dF,(V), G(p)) + (F(p), dGy(V))

Demostracion. La demostracion se reduce a la demostracion de la Proposicion [2.9,
O

A continuacién mostramos varios resultados importantes del andlisis de varias
variables cuyas demostraciones se omiten. El primero de ellos es la regla de la cadena,
tan usada en el calculo de derivadas, y el segundo es el teorema de la funcién inversa.

Proposicion 2.12. Regla de la cadena. Sean F : S; — Sy y G : Sy — S3
aplicaciones diferenciables entre superficies. Si p € S1 se tiene que:

d(G o F), = dGp) o dF,.

Teorema 2.13. (de la funcion inversa.) Sea F : S; — Sy una aplicacion
diferenciable entre dos superficies, S1 y Se y supongamos que dF, es un isomorfismo
lineal para un p € S1. Entonces F' es un difeomorfismo local en p, es decir, existe un
entorno V(p) C Sy tal que F:' V — F(V) es un difeomorfismo entre superficies.

2.5. Primera forma fundamental.

Hasta ahora hemos ido a medio camino entre la geometria y el analisis, pues
nos hemos llevado algunos conceptos del andlisis a las superficies. A partir de esta
seccion nos metemos de lleno en la geometria, concretamente en la geometria de
superficies. Comenzamos construyendo una herramienta muy ttil.

Sea S una superficie regular y un punto p € S, tenemos el plano tangente de p
en S, T,S, que es un plano vectorial contenido en R3. Luego podemos tomar dos
vectores vV, w € 1,5 y calcular su producto escalar usual (v, w)

Definicién 2.14. La aplicacion 1, : T,S — R dada por 1,(V) = (V,V) = (V,V)
se denomina la primera forma fundamental de S.

Tomando una superficie regular S y (U, X') una parametrizacion de S, fijado un
punto p € S denotamos por X,(p) = 2X(p) v Xo(p) = £X(p). Utilizando esta
notacion tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.15. Sea S una superficie reqular orientada definimos los coeficientes
de la primera forma fundamental como:
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w B = (X, Xy
w F=(X,,X,)
G =(X,, X,)

donde E, F y G son funciones diferenciables.

2.6. Aplicacién de Gauss y operador forma.

Sea S una superficie regular y p € S un punto de la superficie tal que p =
X(q) donde X es una paremetrizacién de la superficie; sabemos que los vectores
Xu(q) v X,(q) forman una base del 7),S. A partir de estos dos vectores definimos el
vector normal de la superficie en ¢ como

XuNX,

N(q):==N(X(q) = im

(9)

donde ponemos =+ pues podemos tomar el normal en dos sentidos. Esto depende de
la orientacion que tomemos de la superficie. Por ejemplo, si nuestra superficie es una
esfera unidad centrada en el origen, su normal en p es +p, si tomamos el normal
hacia fuera seria con signo positivo, mientras que con signo negativo apuntaria hacia
el interior de la esfera. Una vez que escogemos el signo del normal, lo mantenemos en
todo punto y decimos que tenemos una superficie reqular orientada. La construccién
del normal nos da la aplicacién de Gauss.

Definicién 2.16. Sea S una superficie regular orientada, a la aplicacion N : S —
S? que a cada punto de la superficie le hace corresponder su vector normal se le
denomina aplicacion de Gauss. Y Im(N) = N(S) se llama la imagen esférica
de S.

Las variaciones de la aplicacién normal nos indica como va variando la superficie
al movernos en un punto, por esto resulta interesante calcular su diferencial. Sea
pe S, veT,Sy auna curva diferenciable con a(0) = p y o/(0) = V entonces

AN, : T,S — Ty S?,

AN, (V) = % . (N oa)(t).

Pero nosotros sabemos que si p € S?, N(p) = +p por lo tanto podemos identificar
al Ty()S? con T,S ya que,

TnpS® ={V € R*: (N(p), V) =0} = T,,5,

luego podemos ver la diferencial de la aplicacion de Gauss como un endomorfismo
del T,,S. Utilizando esta diferencial definimos el siguiente operador.

Definicién 2.17. Sea S una superficie reqular orientada por la aplicacion de Gauss,
N. Se llama operador forma o endomorfismo de Weingarten enp € S a la
aplicacion A, = —dN,, : T,S — T,S, definida por A,V = —dN,(V).
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Veamos que este operador posee una propiedad muy importante y es que es un
operador autoadjunto.

Proposiciéon 2.18. El operador forma A, es un operador autoadjunto, es decir,
dados Vv, w € T,,S se tiene que (A,V, W) = (V, A,W).

Demostracion. Para demostrar este resultado es suficiente probarlo para vectores de
la base del plano tangente, pues se puede extender a los demas vectores simplemente
por linealidad. Para ello, sea (U, X)) una parametrizaciéon y un punto p = X(q) =
X (ug,vp). Tomamos como base del T,S a {X,(q), X,(¢)} y calculamos la diferencial
del normal aplicada a cada uno de los vectores de la base. Para ello sea a(u) =
X (u + ug,vp) que cumple que a(0) = p y /(0) = X,(¢), de igual forma tomamos
B(v) = X (ug,v +vg) con S(0) =py (0) = X,(q). Luego tenemos

N, (0) = G| (V0 X)) = (¥ 0 X)uf10, ) = Nolun. ),
dN,(X,(q)) = % . (N o X)(ug,v + v9) = (N o X),(ug, vg) = Ny (ug, o).

Obsérvese que {X,(q), X,(q), N(q)} forman una base de R? con (X,(q), N(q))
=0=(X,(¢q), N(q)). Por tanto, derivando en el lado de la izquierda con respecto a
v y en la derecha respecto u tenemos que

(Xuw(q), N()) + (Xu(q), N(q)u
N

q)y) =0
(Xou(q), N(q)) + (Xu(q), N(q)u) = 0.

Como las derivadas segundas coinciden, X,,(¢) = X,u.(q) se tiene que (X, (q), N(q))
= (X,(q),N(q)y) y con esto termina la demostracién pues

(ApXu(q), Xo()) = (=Nu(q), Xu(q)) = (Xulq), —=No(a)) = (Xu(q), A4y Xu(q))

que es lo que queriamos probar.
m

De la misma forma que anteriormente dimos la definicion de la primera forma
fundamental ahora definimos la segunda pero haciendo uso del operador forma.

Definicién 2.19. La aplicacion 11, : T,S — R dada por II,(V) = (A,V,V) se
llama la segunda forma fundamental de S en p.

Al igual que en la primera forma fundamental, la segunda forma fundamental
también posee unos coeficientes. Omitimos la obtencion de estos coeficientes y los
mostramos como una definicion.

Definicién 2.20. Sea S una superficie reqular orientada definimos los coeficientes
de la segunda forma fundamental en p € S de S como

= e(p) = (N(p), Xuu(p))
= f(p) = (N(p), Xuu(p))
= g(p) = (N(p), Xuu(p))
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2.7. Curvatura de una superficie.

Esta seccién se centra en el concepto de curvatura. Asi de forma introducto-
ria, la curvatura nos dice cémo o cianto se dobla la superficie. Hay muchos tipos
de curvatura; tenemos la curvatura geodésica, la curvatura normal, las curvaturas
principales, la curvatura media y de Gauss, pero nosotros hacemos hincapié solo en
las tres tultimas.

En la seccién anterior hemos definido el operador forma A, : 7,5 — 1,5, que
era una aplicacion lineal y autoadjunta. Por tanto si tomamos una base ortonormal,
la matriz de la aplicacién es diagonalizable. Luego podemos encontrar dos vectores
61,6, € T,S C R? que son vectores propios de A,, y asociados a estos dos vectores
propios encontramos los valores propios ki(p) v k2(p), de modo que se tiene que
A€ = ki(p)é1 vy A€y = ka(p)€s. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
k1(p) < ka(p)-

Definicién 2.21. Sea S una superficie reqular orientada por la aplicacion de Gauss,
N, y p un punto de la superficie. A los valores propios de A,, ki(p) y ka2(p), los
llamamos las curvaturas principales de S en p. A los vectores propios asociados
a estos valores se le llama direcciones principales.

Ejemplo 2.22. Sea S el plano del Ejemplo[2.5; se tiene que el vector normal a la
superficie es constante y vale N(p) = (a,b,c) y por tanto A, = —dN, = 0. Entonces
se tiene que las curvaturas principales del plano son ki(p) = ko(p) = 0 para todos
los puntos p € S. Luego todos los vectores son direcciones principales.

A partir de la definiciéon de curvaturas principales obtenemos dos definiciones de
curvatura distintas a la anterior.

Definicién 2.23. Sea S una superficie reqular orientada por N. Se denomina cur-
vatura de Gauss de S en p € S al valor

K(p) := detA, = det(—dN,),

0 lo que es equivalente, K(p) = ki(p)ka(p).
Se denomina curvatura media de S en p € S al valor
1 1
H(p) = atrAp = étr(—de),
k1(p) + ka(p)
5 .

Proposicion 2.24. La curvatura de Gauss no depende de la orientacion escogida
para la superficie, mientras que la curvatura media cambia de signo al cambiar la
orientacion.

equivalentemente H(p) =

Demostracion. Al cambiar la orientacion estamos cambiando N por —N, por lo
que el signo de las curvaturas principales cambia. Este cambio de signo en ambas
curvaturas no le afecta al producto de ambas pero si a la suma, por lo tanto la
curvatura media no cambia de signo mientras que la media si. O]



CAPITULO 2. CONCEPTOS PREVIOS. 22

Utilizando los coeficientes de la primera forma fundamental, véase la Definicién
y los coeficientes de la segunda forma fundamental, véase la Definicién [2.20]
podemos dar una expresion distinta tanto para la curvatura media como para la
curvatura de Gauss.

2

K(p) = —Eg _J;Q (2.1)
leG + gE — 2fF

H(p)=§e ;(g;_FQf (2.2)

Ahora establecemos la clasificacién de los puntos de una superficie dependiendo
del signo de su curvatura de Gauss.

Definicién 2.25. Sea S una superficie reqular orientada y sea p € S. Se tiene la
siguiente clasificacion:

1. se dice que p € S es eliptico si K(p) > 0.
2. se dice que p € S es hiperbadlico si K(p) < 0.
3. se dice que p € S es parabdlico si K(p) =0, pero A, # 0.

4. se dice que p € S es plano si A, = 0. Decimos que una superficie es plana si
todos sus puntos son planos.

Se dice que un punto p € S es umbilico si coinciden sus curvaturas principales,
es decir, si ki(p) = ka(p).

En particular, una superficie S se dice totalmente umbilical si todos sus puntos
son umbilicales. A continuacion tenemos la siguiente caracterizacién de las superficies
totalmente umbilicas en R3.

Proposicién 2.26. Sea S C R® una superficie reqular (coneza) totalmente umbili-
cal. Entonces:

1. H es constante.

2. St H =0, entonces S es un trozo abierto de plano.

1
3. St H # 0, entonces S es un trozo abierto de una esfera de radio |_H]
Demostracion. Como la superficie es totalmente umbilical todos sus puntos son
umbilicales, ki(p) = ko(p) para todo p € S. Luego el operador forma se escribe
como

Hp) 0
A, = ( Op H(p)) — H(p)Ir,s pES (2.3)

donde H : S — R es una funcion diferenciable. Veamos que esta funcion es
constante. Sea p € S tal que ¢ = (ug,v9) € U cumple X(q) = p, de manera que
tenemos que {X,(q), X,(q)} es una base del T,S.
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Sea a(u) = X (u + up, vp). Derivando tenemos
= dii ) (H o) (u) d

=0
De la misma forma: dH, (X, (¢)) = (H o X), (q)
Usando la igualdad en ({2.3]), entonces

dH, (Xu (q)) (H o X) (u+ug,vo) = (H 0 X), (q)

du we0

(Ho X)(q)Xu(q) = H(p)Xu(q) = 4y (Xu(q)) = —dN, (Xu(q)) = —(N 0 X)u(q).

Y de forma andloga (H o X) (¢)X.(¢) = —(N o X),(q). Esto es cierto para todo
¢, podemos omitir el punto. Luego derivando la primera respecto v y la segunda
respecto u, tenemos:

(NoX)yy=—(HoX), Xy—(HoX)Xyy(NoX)yy=—(HoX), Xo—(HoX)X,,
Como las derivadas cruzadas coinciden, tenemos que:
—(HoX), Xy +(HoX),X,=0

Como los vectores X, y X, son una base, son linealmente independientes lue-
go se tiene que —(HoX) X, = (HoX), X, = 0 en U, luego dH,(X,(q)) =
dH,(X,(q)) = 0, en consecuencia dH, = 0. Como S es conexa, H ha de ser cons-
tante, como queriamos ver.

Ahora supongamos que H = 0, por lo que A, =0, y dN,, = 0 lo que implica que
N = &, un vector fijo unitario. Definimos ¢(p) = (p,d) con p € S. Sea vV € T,,5,

d d

doy(V) = - (9oa)(t) = o) (a(t),d) = {a(0),d) = (v,8) =0,

t=0

t=0

donde « es una curva diferenciable con a(0) = p y con o/(0) = V. Luego ¢(p) = (p, a)
es constante sobre S, luego se tiene que S ha de ser un trozo de plano.

Si la constante H = c es distinta de cero, probamos que es una esfera. Para ello
definimos ¢(p) = p+ (1/¢)N(p), que es diferenciable. Veamos que ¢ es constante.

d

d
= (¢O@)(t)za

dgy(V)

(a0 + 28 a(0)) =a'0) + 2 (Vo) (),

t=0 t=0

donde « es una curva diferenciable con las condiciones iniciales p y v. Es decir,
| N
dpp(V) =V + Ede(V) =V — EAP(V).
Luego usando (2.3)) tenemos

I
d¢p(v)—v—c

A(¥) =¥ —

ol

cv =0,

por tanto ¢ es constante y vale ¢ = a. Sip € S se cumple que p—a = —(1/¢)N(p),
que tomando médulos, [p — al? = 1/c¢?, lo que implica que todos los puntos estan
contenidos en una esfera de centro a y radio 1/|c| = 1/|H|. O
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2.8. Grafo.

En esta seccion damos la definicion de grafo y presentamos una expresion distinta
de la curvatura media para un grafo en términos de la divergencia de un campo.
Nuestra notacién varia en la justa medida, para adaptarnos a la notacion clasica de
los grafos. En este caso nuestras variables dejaran de ser u y v, para ser = e y.

Definicién 2.27. Sea Q C R? un abierto conexo, y sea u una funcion diferenciable
sobre Q, u : Q <— R. Llamamos grafo al conjunto

B(u) = {(z,y,u(z,y)) : (z,y) € Q} € R
Dicho grafo se dice entero si () = R2.

Los grafos los podemos ver como un ejemplo de superficie pues basta considerar
el conjunto U = Q, V = X(u) y la aplicaciéon X : U — V dada por

X(z,y) = (2,9, u(z,y))
que es una parametrizacién global del grafo visto como una superficie regular.

Proposicién 2.28. Sea u una funcidn diferenciable y su grafo 3(u). La curvatura
media del grafo viene dada por

D
2H = Div | ——n |, (2.4)
I+ [Dup

donde Du denota el gradiente euclideo de u.
Demostracion. Tomamos la parametrizacion siguiente
X:QCR?* —R?

(z,y) — (z,y,u(z,y))

Entonces se tiene
X, =(1,0,u,) X, =(0,1,u,)

KXoz = (0,0,uz2)  Xay = (0,0,uyy)  Xyy = (0,0,uy,).
Calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental, Definicién [2.15]
» B =(X,,X,)={(1,0,u,),(1,0,u,)) =1+ u2
((1,0,uy),(0,1,uy)) = uzuy

((0,1,uy), (0,1, uy)) =1 +u;

» F= <X17Xy>

» G=(X,,X,)
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Por tanto EG — F? = (1+u})(1+u;) — (uzu,) = 1+uj +u; y el normal unitario

es
= = =
€1 €2 €3
1 0 wu,
N — Xo N X, _ 0 1 _ (—ux,—uy,l).
| Xa A Xy | Xe A Xy \/1+u§:+u§
Calculamos ahora los coeficientes de la segunda forma fundamental, véase la
Definicién 2.200
1 0 wu,
0 1 wy
0 0 ug,

N X (Xo A Xy, Xo)  det(Xy, Xy, Xog)
e = s Tx = = = =
VEG — F? VIt ud 4+l V1+ul+

umc
V1t U+
1 0 wy,
0 1 wuy
0 0 gy

= (VXL = (Xo A Xy, X)) det(Xy, Xy, X)) _
e JEG - F? St 2t JITEra

Ugy

VIl 4+l
1 0 wu,

0 1 wuy
0 0 1wy

(Xo N Xy, Xyy) det(X,, Xy, Xyy)
[ ] g —= <N7ny> = —= e e
VEG — F? V1w +ul V1wl +

Uyy

V1t Ui+

Usando la ecuacién ([2.2)), tenemos que la curvatura media es

oF G +gb—2fF _ Uag (14 1) + tyy (1 + u2) — 2ugyuzuy
RN R e

EG — F?
Ahora desarrollamos el lado derecho de la igualdad del enunciado, ecuacién ([2.4)).
0z, 0Z
Si Z = (Z1, Z3) es un campo de vectores, tenemos que Div(Z) = 8_1 + (9_2
T Y
1 1
(Uas uy),

1
Tomando Z = ————=Du = ————= (s, uy) =
1+ |Dul? \/1+]Du\2( v) L+ui +u
calculamos cuanto vale la Div(Z7).
D x
Div(Z) =Div | 2% |9 ( % ), 9 (__w |_
V/1+ |Dul? Or \ J1+uZ+u2 ) Oy \ /T4 u+u
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u
Uger/1 + U2 + u2 — ad QU Uy + 20y Uy
v 2‘/1+u§+u§( vitvr)

(14 u2 +u§)

+

Uy

Uyyr/ 1+ u2 +u2 —
Wy W wnr-rar

(2ugtgy + 2uyuy,)

(14 u2 + ug)
U (1 + 13 + uz) — WPl — Uy Uy + Uy (1 + U + “32,) = UgUyUgy — uiuyy
VIFuZ+ul(l4u +u)
Uz (1 + “12;) + Uy (1 4+ u2) — 2ugyuquy,

V1w 4+ w1+ u2 + u)

Y por tanto tenemos lo que buscabamos,

oH — Div [ 2% .
V' 1+ [Dul?

Mostramos ahora una propiedad que satisfacen todos los grafos.

Proposicién 2.29. Sea ¥ un grafo contenido en R3. Su imagen esférica estd con-
tenida en una semiesfera abierta de R3.

Demostracion. Sea N la aplicacion de Gauss de X, que viene dada por

R ——— T
7y 1+|Du|2 ag:? ay? )

de donde se tiene que || N(x,y) ||= 1y que N3(z,y) > 0, por lo tanto N(z,y) €
S% ={(z,y,2) € S*: z > 0} como querfamos probar. O

Ahora mostramos un teorema interesante, que dice que si un grafo es entero y
su curvatura media es constante, entonces ha de ser necesariamente minimal. Para
dar este resultado es necesario un lema previo.

Lema 2.30. Sea Q2 € R? un dominio acotado y u € C* () que define un grafo de

curvatura media constante (CMC, es decir, H = cte) sobre Q. Entonces
1H| < M
2Area(Q2)

Demostracion. Sea M un grafo entero con C'MC', queremos ver que entonces la
curvatura media tiene que valer 0 ( es decir, H = 0).
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Sea u : {2 — R una solucién de la ecuacion en derivadas parciales

Div(Z) =2H (2.5)
Calculando la integral de (2.5) en € tenemos

/Q Div(Z) = /Q 2H = 2H Area(Q)

Si definimos v como el conormal unitario de la frontera de 2 y usando el teorema
de la divergencia

Div(Z)dxdy = 7{ (Z,v)ds (2.6)

2H Area(Q) = /

Q

tomando normas en el interior de la segunda integral y usando que | (z,y) |* <
|z [*[y[*

Dul v

Du 1 1
Z)| = —— v )| L ———|(Du, )| £ ———
(2] ‘<\/1+\Dul2 >‘ \/1+]Du\2|< 4 \/1+]Du\2‘
Como |v| = 1 por ser unitario obtenemos
1
1+ |Dul?

y llevando esta desigualdad a ([2.6)) tenemos

[ (Zv)] < | Dul

| Dyl &Long(ﬁﬁ) < Long(09)

| (Z,v) |ds < —— s =
]{z 1+ |Dul? Jo /14 |Dul?
y

]{2 (Z,v) ds

usando que | ¢, (Z,v)ds| < §,|(Z,v)|ds tenemos

= |2H Area(Q))| = 2|H|Area(Q2)

< Long(052)

Como queriamos probar.
O

Teorema 2.31. Los grafos enteros de curvatura media constante en R® son nece-
sariamente minimales, H = 0.

Demostracion. Sea M un grafo entero con CMC, queremos ver que entonces la
curvatura media tiene que valer 0 ( es decir, H = 0). Para ello usamos el lema
previo. Tomamos 2 = R? y Qr C € una bola de radio R.
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Por el lema tenemos que

Long(0Qg)  27R
2Area(Qr) 27R2

|H| <

Luego si R — 400 se cumple que

lim [H| < lim 1/R=0
R—+00 R—+o00

Por tanto se tiene que H = 0.

1

R
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Capitulo 3

Superficies Minimales.

3.1. Definicion.

La Geometria Diferencial se desarrolla en el siglo XVIII, época dorada para las
matematicas con Newton, Leibnitz, Fuler y Lagrange. En esta época existia una
tendencia por parte de los cientificos en general a creer que las leyes mas importantes
eran aquellas que optimizaban alguna magnitud. En este marco aparece la primera
definicién de superficie minimal.

Definicién 3.1. (I) Una superficie reqular S es minimal si, para cada punto de
la misma, existe un entorno €2 de modo que éste es la superficie de menor drea entre
todas aquellas que tienen como frontera la frontera de 2.

Esta definicion la cumple el plano, pues si la curva de la frontera esta en un plano,
la superficie de minima area es el propio plano. En 1740, Euler demuestra que el
catenoide, figura [3.1, es la inica superficie de revolucién minimal.

Figura 3.1: Catenoide.

Hacia 1760 Lagrange, que esta trabajando en el Célculo Variacional, establece una
nueva definicién de superficie minimal. Esta nueva definicion de superficie minimal
estd pensada principalmente para los grafos.
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Definicién 3.2. (II) Se denomina superficie minimal aquella cuya funcion di-
ferenciable f que determina su grifica (siempre existe de forma local) verifica la
ecuacion

Joo (L4 13) = 2fayfofy + oy L+ f2) =0 (3.1)

La ecuacion (3.1) de la deficién anterior, es una ecuacién en derivadas parciales,
no lineal, que recibe el nombre de FEcuacion de Euler-Lagrange. En 1770, Meusnier
da una nueva definicién.

Definicién 3.3. (III) Una superficie es minimal si su curvatura media se anula
en todo punto, esto es, st H = 0.

Meusnier aparte de dar esta nueva deficion, descubre que existe otra superficie
minimal distinta del plano y del catenoide que es el helicoide, figura [3.2] Por el
momento solo se conocian estas tres superficies. Hubo que esperar hasta 1935 para
que Scherk descubriera dos nuevos ejemplos: la primera superficie de Scherk, figura
B.5] v la sequnda superficie de Scherk, figura[3.3] En 1863, Christoffel da una nueva
definicion.

Figura 3.2: Helicoide.

Definicién 3.4. (IV) Se llama superficie minimal a aquella cuya aplicacion de
Gauss es conforme y no es una esfera.

En esta definicion utilizamos el concepto de aplicacion conforme que atin no he-
mos definido; lo haremos mas adelante, en la Definicion 4.4] Poco tiempo después
y apoyandose en las parametrizaciones isotermas, aparece una nueva definicién de
superficie minimal. Para ello primero definimos lo que es una parametrizacién iso-
terma.

Definicién 3.5. Sea X (u,v) = (z (u,v),y (u,v), 2z (u,v)) una parametrizacion de
una superficie reqular S. Se dice que X es una parametrizacion isoterma si F = G
y F=0.
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Figura 3.3: Segunda superficie de Scherk.

Por tanto la nueva definicion de superficie minimal es:

Definicién 3.6. (V) Sea S una superficie reqular y (X,U) una parametrizacion
1soterma. La superficie determinada por X es minimal si las funciones coordenadas
de la parametrizacion son armonicas, esto es, si Ax = Ay = Az = 0.

Esta ultima definicién unié los caminos de las superficies minimales con el Analisis
Complejo. Esta definicién es quiza la mas llamativa y fue debida al fisico Plateau
en 1847. Quién observé que las superficies minimales con frontera se podian repro-
ducir con alambre y una membrana jabonosa. De ahi nace la siguiente definicion de
superficie minimal.

Definicién 3.7. (VI) Se denomina superficie minimal aquella que se puede repro-
ducir mediante una membrana jabonosa.

Platau, fisico de profesién, no supo argumentar matematicamente su definicién
de superficie minimal. Los primeros intentos de formulacién son debidos a Schwarz,
Riemann y Weiertrass, pero finalmente fueron Douglas y Radé quienes lo formularon
de forma correcta en 1931, vedse [Doll, [Do2l [Ral]. Estas seis definiciones de superficie
minimal son las mas conocidas, aunque en un articulo publicado recientemente,
vease , nos muestran ocho definiciones equivalentes, varias de ellas distintas a
las aqui dadas. Existen varias proposiciones que demuestran la equivalencia de todas
estas definiciones, pero las omitimos por no ser el objetivo de este trabajo. Debido
a la definicién (IIT) obtenemos el siguiente colorario.

Corolario 3.8. Sea S una superficie minimal que viene dada como el grafo de una
funcion diferenciable u. Entonces se tiene que

Div (2 ) _g (3.2)
V1+[DuP ) '

Demostracion. Por la Proposicion tenemos que

oH — Div [ 2%
1+ |Dul?
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y como la superficie es minimal, usando la definicién (III) de superficie minimal, se
tiene que H = 0 y por tanto

OH — 0 — Div | —2%
/14 |Dul?

SO
N

%

[177
':'

G

"1”',
17

Figura 3.4: Superficie de Enneper, descubierta por Enneper.

3.2. Grafos minimales no enteros.

El grafo més sencillo es el plano, cuya funcién diferenciable es del tipo u(z,y) =
ax + by + ¢, pero resulta que el plano si es una superficie entera. Como anuncia
el teorema de Bernstein es la unica superficie entera que se puede expresar como
el grafo de una funcién. En este apartado vamos a construir o ver algunos grafos
minimales que no son enteros.

Para ello vamos a buscar soluciones a la ecuacién (3.2). La primera solucién que
obtenemos es la superficie de Scherk, figura [3.5, que se obtiene al buscar soluciones
del tipo u(z,y) = f(x) + g(y), donde f,g € C*(R). Estas soluciones verifican que:

uy(v,y) = f'(x)  uy(z,y) = gv)

Une(2,y) = f'(2)  uyy(2,y) = ¢"(2)  Usy(x,y) =0

Como es minimal, por el Colorario [3.8| se tiene que

OH = 0= Div [ 2%
V' 1+ [Dul?
o lo que es equivalente

Uga (1 4+ 12) 4 tyy (1 + u3) — 2ugyuzu, =0, (3.3)
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es decir,

(L+ ")) ") + (L + g"(y)*) f"(z) = 0.
Esta ecuacién es una ecuacién diferencial ordinaria de variables separadas que
podemos resolver. Para ello separamos variables y obtenemos la siguiente expresion:

g'v) )

L+g'(y)? 1+ f(2)*
Como x e y son variables independientes entre si, cada lado de la igualdad es
constante respecto a la variable del otro lado. Por tanto se tiene que

Sw @
1+g'(y)? 1+ f(x)*
_ . dw
para un a € R. Luego tomando w = f'(z),w = ¢'(y), se tiene que f"(z) = i
x

w
J"(y) = T Sustituyendo en la ecuacién de arriba se nos queda
Y
dw p dw
—_— ady = ——.
T+uw? YTt
Estas ecuaciones diferenciales se pueden integrar y se obtiene que

adx = —

ar = —arctan(w) y ay = arctan(w),
despejando llegamos a
w = —tan(ax) y w = tan(ay).

Como hemos utilizado un cambio de variable, integrando de nuevo las ecuaciones
anteriores recuperamos f y g,

f) = Tinfeos(az)) y g(y) =~ In (cos(az)

Por lo tanto, juntando ambos términos tenemos la solucién que buscdbamos.

u(e,y) = () + 9(y) = F(x) = - In (cos(ar)) — - I (cos(a))

W@ y) = “n (COS(‘””)) |

a cos(ay)

Esta es la representacién de u de la primera superficie de Scherk, pero j por qué no

es entera esta superficie? Esta superficie no es entera pues esta funcién u(z,y) solo
cos(ax)
cos(ay)

esta definida para los puntos (x,y) que cumplen que > (. Por ejemplo, para

los puntos (z,y) que cumplen que

T 2k w 2km 7 2km 37 2kw
rel——+"— —4+ T ) eye [ —+— T+

2a a ' 2a a 2a a ' 2a a
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Figura 3.5: Primera superficie de Scherk.

la funcién u(z,y) no estd definida ya que cos(azx) > 0y cos(ay) < 0.

Siguiendo la misma idea de antes, vamos a construir un nuevo grafo minimal no
entero, figura Para ello ahora suponemos que la solucién es del tipo u(z,y) =
f(z)g(y), donde f,g € C*(R) y f”(z) = 0. Luego se tiene que f'(x) = cte y que
f(z) =ax+b, a,be R. Para esta superficie vamos a suponer que a = 1y b = 0,
por tanto f(z) = x, ahora solo nos queda encontrar cuanto vale g(y).

Tenemos que

us(z,y) = g(y)  uy(z,y) = zg'(y)
Uoo (T, 9) =0 uyy(2,y) = g" ()2 uay(z,y) = g'(y)

y la ecuacién diferencial , se nos queda como:

9"(y) + 9 ()g"(y) — 29"(y)g(y) = 0
que es una ecuacion de segundo orden no lineal. Haciendo uso de una herramienta

computacional de célculo simbélico obtenemos que la solucion es

arctan(g)
ks

En nuestro caso tomamos las constantes ¢ = 1 y d = 0. Luego la solucién de la
ecuaciéon diferencial y la funcién diferenciable del grafo es

=y + ks = g(y) = tan(cy + k) donde ¢,d € R.

u(x,y) = rtan(y),

que no es entero pues solo esta definido en 2 = {(a:, y):y# (2n+1) g, n e Z} .
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Figura 3.6: Superficie u(x,y) = z tan(y).
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Capitulo 4

Teorema de Bernstein analitico.

En este capitulo, damos la primera demostracién del teorema de Bernstein. Fue
dada por el propio Bernstein y la recuperamos del libro A Comprehensive Intro-
duction to Differential Geometry, Vol. 4 de Spivak, [Sp, Capitulo 7, pag. 267]. Esta
demostracion esta basada en el uso de herramientas de la teoria de ecuaciones di-
ferenciales y por tanto utilizamos esta notacién. Sea ¢ : R?> — R una funcién,
tenemos:

d¢ _ 99
oz q = 8_y
_ P 9% 9%

e t_ _—
ar2 ° Oxdy’ oy?

4.1. Preliminares. Teorema de Jorgens.

Comenzamos la seccién con un par de lemas previos del analisis de varias varia-
bles y tras ellos enunciamos y demostramos el teorema de Jorgens, [Jo], herramienta
necesaria para la demostracién del teorema de Bernstein.

Lema 4.1. Sea F : U C R" — R"™ una aplicacion diferenciable. F es un difeomor-
fismo local si, y solo si Vp € R", dF}, es una biyeccion.

Lema 4.2. Si T : R? — R? es un homeomorfismo local entonces es abierta.

Demostracién. Como T : R? — R? es un homeomorfismo local se tiene que Vp € R?
existen U y V entornos de p y de T'(p), respectivamente, tal que T': U — V es un
homeomorfismo.

Veamos que T ha de ser abierta. Sea A C R? un abierto. ; es T(A) un abierto?.
Tomemos y € T(A) se tiene que existe un x € A tal que T'(z) = y. Luego como T
es un homeomorfismo local se tiene que existen U y V entornos de x y de T'(xz) =y
respectivamente, y con T': U — V homeomorfismo. Luego 7' (U N A) es abierto en
V y este en R? con y € T(UN A) C T(A) luego T(A) es abierto. Y por tanto T es
abierta.

O
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Teorema 4.3. (Teorema de Jérgens). Si ¢ : R* — R es una funcién en todo
el plano que satisface

0?p 0% 0?¢ B
2 02 (0388@/) =1 (4.1)

entonces ¢ es un polinomio cuadrdtico en x e y.

Demostracion. Usando la notacion clésica de la teoria de ecuaciones diferenciales la
ecuacion (4.1)) se abrevia en
rt—s?>=1

Podemos ver que rt > 1, y mas en particular que rt > 0, lo que implica que r
y t han de tener el mismo signo. En lo que sigue suponemos que r,t > 0, en caso
contrario, bastaria con remplazar ¢ por —¢.

Fijamos dos puntos de R?, (xg,%0) v (%1,%1), y consideramos la funcién

h(7) = ¢(xo + 7(71 — 20), Y0 + T(¥1 — %)),
tal que h(0) = ¢(xo,v0) v h(1) = ¢(x1,y1), y cuya derivada primera y segunda valen

0 0
(r) = 5o —m0) + G0 — ) = plos — ) + 0l — o)

L o2 o2
B(7) = g o1 = ao)? o+ 25 o1 = o), o) + 5 (0 0) =

=r(z1 — 20)* + 25(x1 — 20) (y1 — Yo) + t(y1 — yo)

Aqui las funciones p, ¢, r, s y t son evaluadas en los puntos (x¢+7(z1 — o), Yo +
T(y1 — o). Si o1 # xg, se tiene que

2
h'(7) = (z1 - x0)2 [7“ -2 <y1 yo) s+ (yl yo) t]
T — Zo I — To
El término entre corchetes es un polinomio cuadratico en la variable (y; —
Yo0)/(z1 — 1), y cuyo discriminante vale 4s? — 4rt = (—4)(rt — s?) < 0, por (4.1)), ya
que es siempre positivo. Entonces siempre se tiene que h”(7) > 0. Esto implica que

h'(7T) es mondtona creciente y h'(1) > h/(0), y por tanto si denotamos py = p(zo, %),
p1=p(x1,91), 9 = q(zo.y0) Y @@ = q(21,1), tenemos

W (1) — K (0) = po(x1 — xo) + qo(y1 — o) + p1(@1 — x0) + @1 (Y1 — o) =

= (21 — 20)(p1 — o) + (¥1 — ¥0) (@1 — qo) > 0. (4.2)

Ahora consideramos la Transformacion de Lewy siguiente, T : R? — R2, que
fue dada por H. Lewy en [Le], tal que

T(z,y) = (e(z,y),n(z,y)) = (z +p(z,y),y + q(z,9)) .
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Si al igual que antes, ahora denotamos

g0 =&(To, %), €1 =¢e(xn,y1), M =n(To, %), m =n(x1,y1)
entonces la ecuacién (4.2)) implica que

(€1 —€0)” + (m —m0)?) > (x1 = 20)* + (11 — %0)*
pues sustituyendo en el lado izquierdo tenemos
(61 —€0)” + (m —m0)%) = (21 +p1) — (20 +p0))* + (11 +@1) — (o +@1))* =

(z1—20)* +2(z1—20) (P1 — Do) + (P1 —P0)* + (¥1—¥0)*+2(y1 —¥0) (61 — @) + (61 — @0)* >
(z1 — 20)* + (Y1 — %0)* (4.3
Por (4.3) tenemos que T aumenta distancias, pues

T(x)—T(y)| > |x—y| ¥x,y

~—

El Jacobiano de T es

Oe  Oe
oz oy| _(1+r s
= on o —( 5 1+t)
or Oy

cuyo determinante vale 1 +7 +t+rt — s> =2+ 7+t > 2 por (4.1).

Luego el determinante de su jacobiano es mayor que cero, y por el Lema te-
nemos que es un difeomorfismo local y por lo tanto T es abierta. Ahora tenemos
que ver que T es cerrada. Y una vez visto que es cerrada, T(R?) = R? luego es
sobreyectiva e inyectiva, por tanto es un difeomorfismo global y como consecuencia
tiene inversa.

Sea F un cerrado en R?, veamos que T'(F) es cerrado. Tomamos ¢ € W, por
tanto existe una sucesiéon z,, C F' que cumple que T'(z,,) converge a g. Queremos ver
que ¢ = T'(p) para un cierto p € F.

Se tiene que T'(z,) es convergente y por tanto es una sucesién de Cauchy. Co-
mo T aumentaba distancias, se tiene que z, también es de Cauchy y estd con-
tenida en F' que es cerrado, luego x, converge a un cierto p € F' y se tiene
T(p) =T(lim z,) =lm T(z,) = q.

Denotamos la aplicacién inversa de T por T~ que nos lleva un punto (g,n) al
(z(e,m), y(e,n)), es decir, T~ (e,n) = (x(e,n), y(e,n)). Su jacobiano es

Oxr Ox
T 9 On _ (1471 s _1: 1 1+t -—s
T dy Oy s 1+t 2+r+t\ —s l+r)’
Je  On

de donde podemos obtener las derivas parciales de x e y.
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Definimos ahora una nueva funcién F : R? — R? dada por
F(e,n)=(U(e,n), V(em) =(x—p,—y+q) =

(z(e;m) —p(x(e,m),y(em),—y(e,n) +q(x(e,n),y(en))).

Entonces derivando respecto a € y n las funciones U y V tenemos.

ou oz Opdx Opdy 1 B oy t=r
l4+t—r(l+t)—s( S)]_2+r—|—t’

Oz O0s Orde Oyde 2+4r+t

oV _ Oy 0q0x 0Oqdy 25
ds Os Ox0c Oyde 2471+t
ou 9dx Odpox Opdy —2s

on  On Oz on 8y37):2+r+t’
ovV. 0y 0qdx 0q0y  t—r

oy On Oxon Oyon 24r+t
Luego se tiene que U y V| cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (pég
171,[HCP])
ou  t—r 0V
de 2471+t On
ov. 25  -0U
de  2+4r+t Oy
Dado que (U, V) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, la aplicacién
F : C — C definida de la siguiente forma

F(e +in) = (Ule,n) +iV (e,n) = (x — p+ (—y + )i),
es una funcién analitica compleja, luego calculando su derivada compleja tene-
mos,

m=—4+f—=—.
" Oe Oe 2+r+t

Al calcular la norma al cuadrado tenemos,

(4.4)

s  (t—r)?+4s°
24412
Como 4s? = 4rt — 4, por (4.1)) sustituyendo

(e + in)|

t—r)?+4rt—4 > -2t 24 drt —4
|F'(5+i77)|2:( r)? + 4r _ r+r?44r _
(247r+1t)? (24 r+1t)?

(t2+2tr+1r*)—4  (t+7r)*—4

247 +1)? Q+r+t)?
(t+r—2)(t+r+2) 247+t

(2+7+1)2 24r+t
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—2 t
Luego 1 — |[F'(e +in)|> =1 — %, y usando 1} se tiene que

1—|F'(e+in)* = (4.5)

— >0
2+r+t

Entonces F’ esta acotada, y consecuentemente es constante por el teorema de
Liouville (péag. 548, [Ap]). Usando las ecuaciones (4.4) y (4.5)) calculamos r,s,t en
términos de F’.

2 b+t Im(F")
De " S = TIH’I(F/) = 1——|:F/|2

_ 4Re(F) poL(ARe(®) 4 )
TR 2\ PR I FP
t~|—r:L—2 T‘:l L_g_%)
1—|F']? 2 \1—|F'|? 1 — |F/|?
Luego si F/ es constante, también lo son r,s,t. Como r,s y t son constantes ¢
ha de ser un polinomio cuadratico en x,y. O

4.2. Teorema de Bernstein.

En esta seccién damos la primera demostracion del teorema. Para ello introdu-
cimos las tltimas definiciones y propiedades necesarias.

Definicién 4.4. Se dice que un difeomorfismo local ¢ : S — S entre superficies es
una aplicacion conforme si existe una funcion diferenciable A : S — R, que no
se anula en ningin punto, tal que Vp € S y v, w € T,S,

(A, (V). dy(W)) = A(p)® (¥, W)

Veamos ahora que si tenemos una superficie minimal sin puntos umbilicales en-
tonces su aplicacion de Gauss es conforme.

Proposicién 4.5. Sea S una superficie reqular en R® sin puntos umbilicales con
aplicacion de Gauss N : S — S%. Entonces S es minimal si, y solo si, la aplicacion
de Gauss N es conforme.

Demostracion. La demostracién ha sido extraida de [HCP]. Usando la definicién de
aplicacion conforme tenemos que probar que

(AN, (%), dN,(W)) = \(p)? (¥, W) Vpe M yv,weT,S

Sean p € S y {€1,€;3}1a base (ortonormal) de direcciones principales en 7,,S. Si
H(p) = 0, entonces k;(p) = —ka(p), y por tanto tenemos k;(p)? = ko(p)?. Sean ahora
v y w dos vectores cualesquiera de T},S, por tanto existen (vq,v2) y (wy, ws) tales que
V = 11€] + 1262 ¥ W = w1€1 + w€,. Calculamos dN,(V), como dN,(€;) = —k;(p)€;
donde 7 = 1,2 se tiene que:

de(\_;) = de(Ulél -+ Ugég) = —Ulklél - nggég
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y para el vector w,
AN, (W) = dNy(w1€1 + we€y) = —w1 k1€ — waks€s
luego
(AN,(V), dN,(W)) = (—v1k1€1 — v2ka€s, —w1k1€1 — Woks€y) =

vlwlkl (p)2 + UgU]Qk‘Q(p)z = (v1w1 + vng)kl(p)Q =
kl (p)2 <U161 + Uzég, wlél + w262> = kl (p)2 <\_/), \X;>
Es claro que si A(p) = ki(p), es una funcién diferenciable y no nula, pues si

k1(p) = 0, entonces ks(p) = 0 lo que implicaria que K (p) = 0 y entonces el punto p
seria plano y por lo tanto umbilical, y en S no hay puntos umbilicales.

Veamos ahora el reciproco, supongamos que existe una funcién diferenciable no
nula A : S — R tal que cumpla (dN,(V),dN,(w)) = X(p)? (V, w)para cualesquiera
v,w € T),S. En particular, si V=€; y W = €; con i = 1, 2, se tiene que

A(p)? = A(p)® (€1,61) = (dN,(€1),dN,(€1)) = (—k1(p)&1, —k1(p)€1) = ki1 (p)?

A(p)? = A(p)? (€, 82) = (AN,(E,), AN, (€s)) = (—ka(p)&2, —ka(p)€2) = ka(p)?

Luego se tiene ki (p)? = A\(p)? = kao(p)?, si quitamos los cuadrados tenemos que
k1(p) = £k2(p). Como S no tiene puntos umbicales, no puede ocurrir que k;(p) =
k2(p), luego se tiene que ki(p) = —ko(p), lo que implica que H(p) = k1(p) + kao(p) =
—ko(p) + ka(p) = 0. Luego S es minimal. O

Proposicion 4.6. Podemos tomar una parametrizacion isoterma alrededor de cual-
quier punto de una superficie minimal S C R3.

Demostracion. Como el resultado es local, podemos asumir que S es el grafo de una
funcién h : U — R, para un cierto abierto U C R2 Luego S es la imagen de la

aplicacion f(z,y) = (z,y, h(z,y)).
Usando la expresion de la curvatura media para un grafo y como la superficie es
minimal tenemos:

H=0= (1+¢*)r—2pgs+ (1+p)t =0 (4.6)
Denotamos W = /1 + p? + ¢2, con un pequenio calculo tenemos:

2
g ()~ () -

1 1 ) 1 pq _
e <2qu ~ o (2pr +2gs) (1 +¢ )) e ((qs + pt)W — Y (2ps + 2qt)) =

1
773 (205W° = (pr +qs)(1 +¢°) = (g5 + p)W” + (ps + qt)pq) =



CAPITULO 4. TEOREMA DE BERNSTEIN ANALITICO. 42

I;/_];’ ((1 +¢*)r — 2pgs + (1 +p2)t) = 0 por (4.6]).

De forma similar se prueba también que

2
L) 4(5)-

Por el lema de Poincaré podemos encontrar funciones o y 3 localmente con

da 14p*  da _ pq
ox W dy W
9 _pa 08 _1+¢
ox W oy W

Ahora consideramos la Transformacion de Lewy

T(z,y)=(r+a(z,y),y+5(xy)).

1 2
RS A
Su Jacobiano es Jr = W W
P g 1ta
w W

Con determinante 2 + % > 2, luego T es un difeomorfismo local y por tanto
tiene inversa localmente, y se tiene que

1+ ¢ pq
2W 1+ —
2+ 2W + p? + ¢2 g 1+1+p
w w
2 W41+ ¢? —pq
24+ 2W + p? + ¢? —pq W+14p°

Ahora calculamos Jyor-1(T(x,y)) = Jy(z,y)Jr-1(T(z,y)) =

10
2 01| (WH1+d —pq _
242W P+, —pqg  WH1+p?
5 W+1+ ¢ —pq
— W +1+p?
24 2W 4 p? + ¢ =

p+pW q+qW
Como podemos observar, los dos vectores columnas tienen la misma norma y son
ortogonales, pues
22((W+1+4¢° —pg,p+pW), (—pg. W+ 1+ p*, ¢ + qWW)))
(24 2W + p2 + ¢2)°

4 (=pq — pgW — pg® — pg — pgW — p*q + pq + pgW + pgW + pgW?)
(24 2W +p* + ¢2)°
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2 2
(2+2W+p2+q2) (=pg —pad* = p*a+pa(l +p* +¢) =0

Entonces foT 1 es conforme su inversa es la parametrizacién isoterma deseada.
)
]

Teorema 4.7. (Teorema de Bernstein) Los planos son las tnicas superficies
minimales en R3 tales que son grafos enteros de una funcién u : R? — R.

Demostracién. Supongamos que tenemos una funcién u : R? — R cuyo grafo es
minimal, es decir, la funcién u satisface la ecuacién de Euler-Lagrange:

ou®\ 0%u ou ou 0*u ou?\ 0%u

ox ) Oy? B

Razonando como en la demostracién anterior podemos encontrar funciones « y
B que estén definidas en todo R?, ya que R? es simplemente conexo, tales que si

_ du? u? : .
W=/1+%+ oy 5S¢ tiene que :
du?

o 1+%, o8 _ 1oy (4.8)
ox %4 oy %4

ou Ou Oou du
0o Gzoy % oz dy (4.9)

oy W or W

De las ecuaciones (4.9) vemos que hay una funcién ¢ : R — R con

be =a Yy be = B 5
y junto con las ecuaciones (4.8)), tenemos que

u?2 Ou Ou du
¢ _ 1+g—m ¢ _ Oz Oy 1+
rx W zy W

lo que implica que

¢zz¢yy - (gbxy)Q =1

Aplicando ahora el teorema de Jorgens tenemos que
u 2 Ou du ou?
L+5 oy 115
W W’ w7
Ju Ou

son constantes. Luego tenemos que — y — han de ser constantes y por tanto,

oxr ~ Jy

u ha de ser un polinomio de grado 1 en las variables x e y, y por tanto su grafo, un
plano.

O



Capitulo 5

Teorema de Bernstein geométrico.

Para esta segunda demostracién necesitamos introducir mas términos y resul-
tados de la geometria diferencial. Concretamente del andlisis geométrico. Por ello
introducimos términos y resultados propios de la Geometria Riemanniana.

5.1. Calculo intrinseco en una superficie.

5.1.1. Meétrica.

Definicién 5.1. Un campo de vectores tangente sobre S es una aplicacion
X S — 1,5 que a cada punto p € S le hace corresponder un vector tangente
X(p) € T,S.

Todos los campos tangentes con los que trabajaremos los consideraremos di-

ferenciables, en el sentido de ser diferenciable como aplicaciéon de la superficie en
R3.

Definicién 5.2. Al conjunto de campos de vectores tangentes a S los denotaremos

por X (S).

Definicién 5.3. Una métrica en S C R? es una aplicacion que asocia a cadap € S
una aplicacion g, : 1,5 x T, — R, tal que g, es una forma bilineal, simétrica,
definida positiva y es diferenciable en el sentido siguiente:

VX, Y € X(S) = g(X,Y) € C™(9),
donde g(X,Y) = g, (X (p),Y (p))-

Cuando no hay confusién en cuanto a la métrica que se esta usando en la super-
ficie, es frecuente y habitual hacer uso de la notacion:

<X>Y> ZZQ(X,Y)

Si en una misma superficie trabajamos de forma consecutiva con dos métricas,
haremos uso de la notaciéon dada por la definicion con el objetivo de diferenciarlas
de forma correcta. Veamos unos primeros ejemplos de métricas.

44
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Ejemplo 5.4. En el primer capitulo vimos la definicion y los coeficientes de la
primera forma fundamental. Esta primera forma nos define una métrica, tomando

9p = Ip.
Ejemplo 5.5. Sea A(p) una funcion positiva y diferenciable sobre S. Podemos tomar
como métrica aquella en la que g, = \1p, ya que g(X,Y) = AI(X,Y) € C*(S5).

Como podemos observar, entre los ejemplos anteriores de métrica existe una
relacién en su definicién. Puesto que una se define a partir de la otra. Dadas dos
métricas podemos dar una relacién entre ellas, el ser conformes que definimos a
continuacion.

Definicién 5.6. Diremos que una métrica g es un métrica conforme a g, si esta
es del tipo g = e2“g, con u una funcién diferenciable sobre S.

Luego diremos que la métrica I, vista en el Ejemplo[5.5} es una métrica conforme
a la métrica A\pIy, del Ejemplo [5.4]

5.1.2. Derivada covariante.

En el apartado definimos la diferencial de una funcién diferenciable me-
diante el uso de curvas parametrizadas en la superficie, notacién: V(f) = df, (V).
Nuestro objetivo en este apartado es extender esa definicién a campos de vectores
tangentes y campos de tensores. Para ello antes hemos de dar las definiciones y
conceptos previos correspondientes.

Definicién 5.7. Sea X € X (S) un campo tangente, definimos la derivada usual
del campo respecto a un vector v € T,S en un punto p € S como

d

t=0

X (a(t)),

donde o : [ — S es una curva parametrizada en S con a(0) =p y o/ (0) = V.

En esta definicion se deriva algo tangente, pero eso no implica que su derivada
sea tangente. De forma general dX, (V) no es tangente a S. Luego nosotros nos
quedaremos con la parte tangente obteniendo asi la siguiente definicion.

Definicién 5.8. Sea X € X (5) se define la derivada covariante ( VX ) del
campo tangente X respecto al vector v € T,S, como la parte tangente de la derivada
usual de este campo, es decir,

VX = dX,(¥) — (dX,(9), N(p)) N(p) € T,5.

A partir de esta nueva derivada obtenemos unos destacados resultados y propie-
dades. El primer resultado que mostramos es la famosa formula de Gauss de una
superficie.

Proposicién 5.9. Sea X € X (S) un campo de vectores tangente a S, sea p € S un
punto de la superficie y Vv € T,S un vector tangente a la superficie en p. Se tiene la
formula de Gauss:

dX,(V) = Ve X + (4,(V), X (p)) N(p)-
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Demostracion. Como X es tangente a S, se tiene que h(p) = (X(p), N(p)) = 0 para
todo punto de la superficie. Sea p € S y V € T,,S derivando h respecto V, se tiene

que
V((X(p), N(p))) = (¥(X(p)), N(p)) + (X(p), V(N (p))) =0,

por tanto (dX,(V), N(p)) + (X(p),dN,(¥)) = 0. Ahora si despejamos el primer
término, tenemos

(dX,(V), N(p)) = = (X(p),dN,(V)) = + (X(p), Ap(¥)) ,
sustituyendo en la férmula de la Definicién 5.8 tenemos que
VX = dX,(¥) - (X(p), A,(¥).
Por lo que despejando dX,(V) tenemos lo que queriamos probar,
dX,(V) = VX + (4,(V), X (p)) N(p).
m
Ahora mostramos cinco de las propiedades que cumple la derivada covariante.

Proposicién 5.10. Sean X, Y € X(5), V,w € T,5, A€ Ry f € C*(5) se cumple
que :

(1) VeraX = VoX + Vg X,
(1) Vg X = A\VgX,
(1) Vg (X +Y) =VeX 4+ ViY,
(v) Ve (fX) =v(f)X(p) + f(p)VeX,
(V) V((X,Y)) = (VaX,Y(p)) + (X(p), V5Y).

Demostracion. Para demostrar esta serie de propiedades vamos a hacer uso de la
definicién de derivada covariante y de las propiedades de la diferencial, vease la
Definicién [5.8] y la Proposicién [2.9]

(1) VorwX = dX,(V + W) — (dX,(V + W), N(p)) N(p) =
dX, (V) + dXp(W) — (dX,(V) + dX, (W), N(p)) N(p) =
dX,(V) — (dX,(V), N(p)) + dX,(W) — (dX,(W), N(p)) = VgX + Vg X.
() Vg X = dX,(AV) = (dX,(AV), N(p)) N(p) =
AdXy(V) = AMdXp(V), N(p)) N(p) =

A(dXp(V) = (dX,(V), N(p)) N(p)) = AV X.
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() Vg (X +Y) =d(X +Y), (¥) = {d(X +Y), (%), N(p) ) N(p) =
dX,(V) + dY, (V) = (dX, (V) + dY,(V), N(p)) N(p) =
dX,(V) = {dXp(V), N(p)) + dY, (V) = {dY,(V), N(p)) = Ve X + VY.

(1v) Vg (fX) = d(fX),(V) = (d(fX),(¥), N(p)) N(p) =

V()X (p) + f(p)dX,(V) — (V(f) X (p) + f(p)dX,(V), N(p)) N(p) =
V()X (p) + f(p)dXp(V) — (f(p)dX,(V), N(p)) N(p) =
V()X (p) + f(p)dX,(¥) — f(p) (dX,(¥), N(p)) N(p) =

V() X(p) + [(p) (dX,(V) = (dX,(V), N(p)) N(p)) = V()X (p) + f(p) Ve X,

(v) Para demostrar este ultimo apartado de las propiedades, vamos a ver primero
cuanto vale (VgX, Y (p)).

(VeX, Y (p)) = (dX,(V) = (dX,(V), N(p)) N(p), Y (p)) =
(dX,(V), Y (p)) — (dXp(V), N(p)) (N (p), Y (p)) ,

como X € X (95), se tiene que (N(p),Y (p)) = 0 y por tanto se nos queda que
(VeX,Y(p)) = (dX,(v),Y(p))
Luego el lado derecho de la igualdad vale,

(VeX,Y(p)) + (X(p), VoY) = (dX,(¥), Y (p)) + (X(p), dY,(¥)) .

Veamos ahora cuanto vale el lado izquierdo,
V((X,Y)) =d((X,Y)), (V) =

(dXp (), Y (p)) + (X(p), dY,(V)) .
Como queriamos probar.
O

La primera vez que hemos hablado de derivadas, derivabamos una funcion f €
C> (S) respecto a un vector v € T,S. Ahora damos un paso adelante y vamos a
derivar respecto a campos, para ello definimos lo siguiente.

Definicién 5.11. Sea X € X (S) un campo de vectores tangente y f € C* (S) una
funcion diferenciable se define la derivada de f respecto al campo X como:

X(f)p) = X(p)(f) =dfp(X(p)) Vp € S

Es fécil ver que de las propiedades de la derivada usual, se extienden las siguien-
tes:
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Proposicién 5.12. Sean X, Y € X (S), y f,g € C*(S) se cumple que :
(a) (X+Y)(f)=X(/)+Y(f),

(b) (fX)(9) =fX(g),

(¢) X (f+g9)=X(f)+X(9),

(d) X (fg)=X(f)g+[X(9),

Demostracion. Demostracién directa de las propiedades de la derivada usual, pues
al derivar campos, lo tinico que realizamos es fijar un punto y realizar la derivada
usual del campo en ese punto. ]

A lo largo de este capitulo hemos dado la derivada usual y covariante de un
campo y hemos derivado funciones respecto a campos. Parece existir una sucesion
natural y faltaria dar la definicion de la derivada de un campo respecto a otro,
aqui directamente daremos la derivada covariante.

Definicién 5.13. Sean X,Y € X (S) dos campos tangentes, se define la derivada
covariante de Y respecto a X como el campo V xY dado por

(ny) (p) = VX(p)Y S TpS.
Esta derivada cumple las siguientes propiedades.

Proposicién 5.14. Sean X,Y,Z € X (5), y f € C>*(5) se cumple que :
(1) Vx.vZ =VxZ+VyZ,
(1) VixY = fVxY,

(1) Vx (Y +2)=VxY +VxZ,

(v) Vy (fX) =Y (/)X () + f(p) Vv X,
(V) Z({X,Y)) =(VzX,Y(p)) + (X (p), VZY),

Demostracion. La demostracion de estas propiedades se basa en las propiedades de
la derivada covariante, en la Proposicién [5.10] O

En un contexto mucho méas abstracto, la Geometria de Riemman, las cuatro
primeras propiedades definen el concepto de una conexion afin sobre S. La quin-
ta propiedad nos indica que tal conexion afin es compatible con la primera forma
fundamental.

Ahora damos un ultimo paso para derivar campos de tensores. Las demostracio-
nes se escapan del objetivo de este trabajo y las podemos encontrar en el libro B.O’
Neill, Semi-Riemannian geomety. With applications to relativity, [Onl.

Definicién 5.15. Un campo de endomorfismos sobre una superficie reqular S,
es una aplicacion T que asigna a cada punto p € S un endomorfismo T, : T,S —
T,S. Es decir,
T: S — End(1,S)
p — T1,: T, —T,5.
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Diremos que el campo de tensores T' es diferenciable sobre S, si para cada campo
de endomorfismos X € X (5) el campo T'X definido por:

(TX)(p) =T,(X(p) € T,S5, peS,

es diferenciable. De esta forma se define una aplicaciéon T : X (S) — X (5) que
cumple las siguientes propiedades:

(1) T(X+Y)=TX +1TY,
() T(fX) = fT(X),
para todos X,Y € X (5)y f€C®(9).

Ejemplo 5.16. El endomorfismo de Weingarten A (u operador forma) de S, es un
campo de tensores diferenciable sobre S.

Ahora introducimos la derivada covariante de un campo de endomorfismos dife-
renciable T', con el objetivo de aplicarla al operador forma y asi demostrar el teorema
de Bernstein.

Definicién 5.17. Sea X € X (S) un campo de vectores diferenciable, y sea T :
X(S) — X(S) un campo de endomorfismos diferenciable sobre S. Se define la
derivada covariante de T respecto a X como el campo de endomorfismos
diferenciable VxT : T,S — T,S dado por

(VxT)(Y) = Vx(TY) - T(VxY) VY € X(5)

(VxT) cumple las propiedades (I) Y (II) anteriores, de manera que es una buena
definicién. Ahora vemos una propiedad fundamental.

Proposicion 5.18. Sea T : X (S) — X (S) un campo de endomorfismos diferen-
ciable sobre una superficie S. Entonces, para cadap € S y v € T,,S se tiene

tr (VoT) = ¥(tr T) = (%, V(tr T)(p)),

donde tr T' € C™ (S) es la funcion dada por tr T'(p) = tr (1,). Equivalentemente
para cada X € X (S) campo de vectores diferenciable sobre S, se tiene

tr (VxT)=X(tr T)

Ahora damos una formulacion sencilla de las ecuaciones clésicas de Codazzi-
Mainardi.

Teorema 5.19. Sea S C R3 una superficie reqular. Las ecuaciones de Codazzi-
Mainardi de S son equivalente a la siguiente propiedad: Para todos X,Y € X (95)
se verifica que

(VxA)(Y) = (VyA)(X)
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5.1.3. Gradiente, divergencia y laplaciano.

En esta seccion realizamos un cédlculo intrinseco, es decir, propio de la superficie.
Comenzamos con la primera de las herramientas que usaremos, el gradiente.

Definicién 5.20. Sea f € C>*(S) una funcion diferenciable sobre la superficie S.
Para cada punto p € S se define el gradiente de f en el punto p como el vector
Vf(p) € T,S determinado por

(Vf(p). V) = dfp(V) = ¥(f),
para todo Vv € T,S.

Este gradiente hereda todas las propiedades del gradiente euclideo que son las
siguientes.

Proposicién 5.21. Sean f,g € C*(S) y ¢ : R — R una funcién diferenciable,
entonces se tiene que:

1.V(f+9)=V(f)+VIg),
2. V(fg) =gV (f)+ fVig),

5. No(f)=¢()V(]),
4. Vf(p) =0 para todo p € S si y solo si f es constante en S.

Demostracion. 1. Para todo v € 1,5, el gradiente de f + g cumple que
(V(f+9),v)=d(f+9),¥),
usando las propiedades de la diferencial se tiene que
= dfpy(V) + dgp(V) = (Vf,¥) +(Vg,V) = (V[ + Vg, V),

luego tenemos que (V(f + g),v) = (Vf + Vg, V) para todo v, por tanto se tiene
V(f+9)=Vf+Vy

2. Procediendo igual que en el primer apartado, tenemos
(Vfg,v)=d(fg), (V)= gp)df(V) + f(p)dg,(V) =

9(p) (V. V) + f(p) (Vg,¥) = (g(p)V [ + f(p)Vg, V)
de donde se tiene que Vfg =gV f+ fVg.

3. Ahora en este apartado usaremos la regla de la cadena para diferenciales. Sea
v € T,S tenemos

<
-
=
S~—
S

Il

Q.
<
=

e}

I
S
=
)

Q.
=

<\
S~—

I
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luego se tiene que Vo (f) = ¢' (f) V (f).

4. Hacemos primero la implicaciéon hacia la izquierda, si f = cte se tiene que
df,(v) = 0 para todo v € T,,S. Y por tanto

(Vf(p),V) =df,(V) =0=V[f(p)=0.

El reciproco es inmediato, si Vf(p) = 0 entonces

(Vf(p), V) = (0,V) =0 =df(¥).
Y como df,(V) = 0, se tiene que f ha de ser constante. O
Una forma interesante de ver el gradiente de una funcién sobre una superficie es

realizar el gradiente usual de R?® y quedarnos con su parte tangente. Lo podemos
ver de forma correcta en la siguiente proposicion.

Proposicion 5.22. Sea ' una funcion diferenciable definida sobre un abierto W C
R3 y sea S C W wuna superficie reqular. Si f = F|s, entonces f € C*(S) y su
gradiente es la parte tangente del gradiente euclideo de F'. Es decir,

Vf(p) = GradF(p) — (GradF(p), N(p)) N(p).

Introducimos ahora los conceptos de divergencia de un campo de vectores tan-
gente a una superficie S C R? y el laplaciano de una funcién diferenciable sobre

S.

Definicién 5.23. Sea X € X (S) un campo de vectores tangente sobre la superficie
S. Para cada punto p € S se define la divergencia de X en p como la traza de la
aplicacion lineal

(VX), : T,S — T,S,
donde (VX),(V) = VgX. Es decir, divX(p) = tr(v — VgX)

Proposicién 5.24. Propiedades de la divergencia. Sean X,Y € X (S) dos
campos tangentes cualesquiera y f € C®(S) se tiene que:

1. div(X +Y) =divX + divY,
2. div (fX) = (Vf, X)+ fdivX,

Demostracion. Para demostrar estas propiedades tomamos {€;,€;} una base orto-
normal de 7},S. Luego calculando en un punto p tenemos

2

div(X +Y) =tr (V= Vg (X +Y)) =) (Vs (X +Y),&) =

2 2 2
Y Ve X +VeY,8) =) (Ve X&)+ (VaV. &)=
=1 i=

tr (V= VgX) +tr (V= VgY) =divX + divY.
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Obteniendo asi la primera propiedad. De igual forma demostramos la segunda
propiedad.

M-

div(fX)=tr (Vv Vg (fX) =Y (Vs (fX),&) =

=1

2

> UVS,E) X + Ve X &) =
=1
2

D (V&) (X,&) + [ (Ve X, &) = (Vf X) + fdivX,

i=1
concluyendo de esta forma la demostracion de las propiedades de la divergencia.
O

Al igual que el gradiente, para el calculo de la divergencia podemos realizar la
divergencia usual en R? y luego quedarnos con la parte tangente. Por lo tanto ob-
tenemos una proposicion parecida a la del gradiente, pero ahora para la divergencia
que es la siguiente.

Proposicién 5.25. Sea X € X (S) un campo de vectores tangente sobre la superficie
Sy sea {€1,€x} una base ortonormal del T,,S. Para cada punto p € S verifica que la
divergencia de X viene dada por

divX(p) = (dX,(€1),€1) + (dXp(€2), €2) .

Un caso particular de la divergencia es cuando el campo X es el gradiente de
una funcién diferenciable f € C*(5). De aqui parte la definicién de laplaciano.

Definicién 5.26. Sea f € C*(S) una funcion diferenciable se define el laplaciano
de f en S como,

Af(p) = div(V[(p)).

Proposicién 5.27. Propiedades del Laplaciano. Sean f,g € C*(S) dos fun-
ciones diferenciables, A € R y ¢ : R — R wuna funcion diferenciable, entonces el
laplactano cumple que:

LA(f+9)=A(f)+A(g),

2. AN) = AA(f),

3. MG (f) = (N)A(f)+¢" (N IV
4. A(fg) =gAf + fAg+2(Vf Vg).

Demostracion. Para demostrar estas propiedades utilizamos la definicion de lapla-
ciano y las propiedades de gradiente y divergencia.
Comenzamos demostrando 1.

A(f+g)=div(V(f+g) =div(Vf+Vg) =divVf +divVg = Af 4+ Ag.
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2. A(\f) = div (VAf) = div(AVf) = AdivVf = AAT.

3. Vo (f) =div(A¢(f)) =div (¢ (f) V) = (V& (f), V) + ¢ (p)div(Vf) =
(@ (V) VH+d (p)div(V) =¢" (/) IV())I*+ (p)AS

4. A(fg) =divV (fg) =div (fVg+ gV [f) =div(fVyg) + div (¢Vf)
(V£ g)+ fdiv(Vg) + (Vg, f) + gdiv(V[) = 2(V [, g) + fAg + gAf.

Y con esta tultima propiedad finaliza la demostracion.
O

A continuaciéon vemos la relaciéon que hay en los conceptos anteriores entre dos
métricas conformes. Hasta ahora, para una superficie S hemos utilizado la métrica
dada por la primera forma fundamental y por lo cual no habia lugar de confusion.
A partir de ahora denotaremos una superficie como un par dado por la superficie
euclidea junto con su métrica, notacién (S, g). Comenzamos con la divergencia, que
omitimos su demostracién, y en la proposicion siguiente veremos la relacién entre el
gradiente y el laplaciano.

Lema 5.28. Sea (S, g) una superficie reqular, y sea g una métrica conforme a g, se
tiene que e
div = div + 2du.

La demostracion de este resultado excede el objetivo de esta memoria y la omi-
timos.

Proposicién 5.29. Sea (5, g) una superficie reqular, y sea g una métrica conforme

a g, se tiene que R
Vf=e"Vf. (5.1)

Af = e Af, (5.2)
Demostracion. Por la definicion de gradiente sabemos que
VX €X(S) (VI X):=X(f)=3(VI.X), (5.3)
luego han de ser iguales y como § = e*“¢ tenemos que
9(V$.X) =G(V}.X) = g(V}.X) = g(e*V . X).

Esto es cierto para todo X € X(S5), por lo tanto se ha de cumplir que Vf =

24V f, como querfamos probar.
Veamos ahora la otra igualdad. Sabemos que A f = div(V f), luego usando la igual-
dad para el gradiente tenemos que

Af = div(Vf) = div(e®V f),

usando las propiedades de la divergencia, Proposicién [5.24] se sigue

Af = g(V@Zu, ﬁf) + 62“div(§f) = g(262“Vu, 672qu) + eQudiV(ﬁf) =
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= 29(Vu, V f) + e*div(V f). (5.4)

Por el momento, dejamos esa ecuacion ahi y desarrollamos div(@ f). Usando el Lema
0.28] tenemos

div(Vf) = dv(Vf) = 2u(V ) = Af ~2(V]) (u),
que usando la definicién de gradiente se nos queda
div(Vf) = Af — 25(V [, V).
Dado lo visto en , podemos cambiar g por g de forma que
div(Vf) = Af — 29(Vf, V).

Luego tenemos, div(@ f) = Af — 2g(§ f, Vu), sustituyendo esto en (5.4), tenemos
lo que queriamos probar. Pues

Af = 2g(Vu, V) + e (ﬁf —29(VF, vu)) -

g(Vu, Vf) +e* (ﬁf) —29(Vf,Vu) = eQuﬁf.

Luego Af = v f como queriamos probar.
m

Una vez vista la relacion de estos conceptos entre dos métricas, damos un teorema
que nos da la relacion que existe entre dos métricas para la curvatura de Gauss. La
demostracion se omite por la complejidad en su demostracion.

Teorema 5.30. Sea g una métrica conforme a g. La curvatura de Gauss de g
esta dada por K = e 2" (K — Au) donde u es la funcién diferenciable que cumple

g = e?g.

5.2. Parabolicidad y completitud.

En esta seccién se introduce un nuevo concepto llamado parabolicidad. Nosotros
nos ocuparemos de estudiar la parabolicidad en el caso n = 2 (donde n es la di-
mension de la superficie) que es el caso que nos ocupa para demostrar el teorema.
La parabolicidad es un concepto muy complejo que cambia drasticamente a par-
tir de dimensién 3. Empezamos definiendo los conceptos de funciones arménicas,
subarménicas y superarmonicas.

Definicién 5.31. Se dice que una funcion f € C>®(S) es armdnica si Af =
0. Andlogamente se dice que la funcion es subarmonica si verifica Af > 0. Y
respectivamente se dice que la funcion es superarmonica si verifica Af < 0.

A partir de esta definicién podemos dar ya la definicién de superficie parabdlica.
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Definicién 5.32. Sea S una superficie reqular, decimos que la superficie es pa-
rabdlica si las unicas funciones subarmonicas (Af > 0) y acotadas superiormente
(f < f* < +o0) son las funciones constantes. Equivalentemente, si las unicas fun-
ciones superarmonicas (Af < 0) y acotadas inferiormente (f > f* > —o0) son las
constantes.

Probamos ahora que la parabolicidad es un invariante conforme en dimensién
n=2.

Proposicién 5.33. Sea (S, g) una superficie reqular y g = e*g una métrica con-
forme a g, donde uw € C*™ (S). Entonces (S,g) es parabdlica si y sdlo si (S,q) es
parabolica.

Demostracion. Es claro que si g es conforme a ¢ por la funcién u, g también es
conforme a g mediante la funcién —u. Por lo tanto, solo es necesario demostrar una
implicacion.

Sea f € C*(S) una funcién subarmoénica para g, luego A f > 0 y supongamos
que f esta acotada superiormente, f < f* < 4+00. Se tiene que Af = eguﬁf >0y
por tanto f es subarménica también para la métrica g. Como (S, g) es parabdlica
se tiene que f ha de ser constante. Luego toda f subarmonica por g y acotada
superiormente ha de ser constante, luego (S,g) es parabdlica por definicién. O

Ahora presentamos el concepto de superficie completa y algunos resultados. Para
ello daremos las definiciones de distancia intrinseca, superficie completa y curva
divergente.

Definicién 5.34. Sea (S,g) una superficie reqular. Dados p,q € S, se define la
distancia intrinseca entre p y q como

d(p,q) = mf{L(a) : @ € Qp, q)},

donde Q(p,q) denota al conjunto de curvas diferenciables a trozos en S que unen p
con q, y L(a) denota la longitud de la curva o.

Definicién 5.35. Sea S una superficie reqular. Se dice que S es métricamente
completa, si es completa como espacio métrico con la distancia intrinseca d.

Definicién 5.36. Una curva divergente en una superficie diferenciable S es una
curva o : [0,00) — S que se sale de los compactos de S, es decir, tal que para cada
conjunto compacto A C S existe un to para el cual a(t) ¢ A sit > tg. Se define
entonces la longitud de o como

a—00

L(a) = h’m/ o/ (8)|dt < o,
0

En esta definicién hay que tener en cuenta que la norma de « no es la norma
comun, sino que es la norma respecto a la métrica g y por tanto se tiene que

0/ (5)] = /o) (0 (), @/ (1),

Las curvas divergentes nos proporcionan un criterio mas geométrico del con-
cepto de completitud. Este teorema que presentamos fue la definicién original de
completitud que dieron Hopf y Rinow en 1931.
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Teorema 5.37. Una superficie reqular (S,g) es completa si y solo si toda curva
divergente en S tiene longitud infinita.

La demostracién de este teorema se omite, pero se puede ver en [HCP]. En la
siguiente proposicion daremos uso de este criterio.

Proposicién 5.38. Sea (S, g) una superficie reqular completa. Supongamos que exis-
te una métrica g sobre S que satisface g > cg, para una constante ¢ > 0, entonces
la superficie (S,g) es completa.

Demostracion. Sea « : [0,00) — S una curva divergente sobre S. Por el teorema
anterior, como (.S, g) es completa se tiene que la longitud de a ha de ser infinita,

L@ = [ o (@ (O, 0)d =

Como g es una métrica que cumple que g > cg, se tiene que

E(oz) = h Ga) (a/(t), o/ (t))dt > Ve h Gaw (a/(t), o/ (t))dt = VeL(a) = oo
I I

Luego la curva « tiene longitud infinita para la métrica g y por tanto la superficie
(S,9) es completa.
0

A continuacién presentamos un criterio dado por Ahlfors, véase [AL], que nos
permite determinar si una superficie es parabdlica.

Teorema 5.39. Criterio de Ahlfors. Si S es una superficie completa con K > 0
entonces S es parabdlica.

5.3. Teorema de Bernstein.

Una vez hemos visto todas las herramientas necesarias ya estamos casi a punto
de poder alcanzar nuestro objetivo, dar una demostracién geométrica del teorema.
Solo nos queda enunciar y demostrar una proposicion que contiene unos céalculos
necesarios para el desarrollo de la demostracion.

Proposicién 5.40. Sea S C R? una superficie minimal y orientable con aplicacion
de Gauss N. Para todo a € R? se tiene

1. |[V(N,a)? = K ( (N,a)’—1),
2. A(N,a) =2K (N,a).

Demostracion. Comenzamos demostrando 1. Como S es orientable consideramos la
aplicacién de Gauss N : S — S%. Sin pérdida de generalidad podemos tomar un
a € R3 que |a| = 1. Luego definimos la siguiente aplicacion.

u: S — R
p — u(p)=(N(p),a).
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La aplicacién u cumple que —1 < u < 1 ya que u(p) = cos (£ (N(p),a)). Veamos
cuanto vale el gradiente de u, Vu(p).

Por la definicién de gradiente sabemos que Vu(p) ha de cumplir (Vu(p), V) =
V(u) = du,(V) para todos los vectores Vv € T,,S. Luego si a : (—¢,e) — S es una
curva diferenciable con «(0) = p y o/ (0) = V se tiene

d

(Vu(p), ¥) = duy (V) = —

u(a(t)), (5.5)

t=0

donde u (e (t)) = (N (a (1)) ,a) y por tanto de la ecuacién (5.5)) se sigue

)
a),
t=0

Nia0).a)+ (M) g

d

dt

¥ = (5

t=0 t=0

Y como a es una constante fija, %‘tzoa =0y (N (), %‘t:o a) = 0. Luego la
igualdad anterior se nos queda usando la definicién del operador forma

_ /4
N\ dt

Es decir,

N (e (1)) ,a> = (dN, (o' (0)) ;@) = (AN, (¥), a) = (=A,(V), a).

t=0

- (N(a(t),a) = (dN,(V), a) = (- 4,(V),a). (5.6)

t=0

Como a € R3 se puede expresar como combinacién de un vector tangente y un
vector normal, es decir,

VpeS, a=a'(p)+Ap)N(p),

donde a'(p) € T,S y AMp) = (N(p),a) = u(p). Por tanto, de la ecuacién (5.6)) se
tiene lo siguiente.

(—A4,(V),a) = — (A,(V),a) = — (A4,(¥),a’ (p) + u(p)N(p)) =
—(A(¥),a' () = (4,(¥),up) N (p)) = — (4,(¥),a’ (p)) .

Como el operador forma es autoadjunto, se tiene que Vv € T,,S

(Vu(p), V) = — (A,(v),a’ (p)) = — (Ay(a" (p)). V),

lo que implica que Vu(p) = A,(a’(p)) donde a' es un campo tangente a S con
a' =a—(N,a) N. Una vez conocemos lo que vale el gradiente de u, vamos a calcular

su norma. Para ello utilizaremos el teorema de Cayley-Hamilton que nos dice que
A2 =2HA, — KI donde I denota la identidad.

[Vul* = (Vu, Vu) = (=4,(a’(p)), —4y(a’ (p))) = (A,(a’ (p), Ap(a’ (p))) =

(Aj(@’(p),a’ (p)) = (2HA,(a") — Ka',a'(p))
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= (2HA,(a"),a’(p)) - (Ka'(p),a"(p)).

Luego se tiene
[Vul> = 2H (Ay(a’),a’ (p)) — Kla' (p)]? (5.7)
Ya casi tenemos lo que buscdbamos. Solo queda calcular el término |a'(p)|2.
Como |al> =1 = |a' (p)|* + (IV,a)” se tiene que
a"(p)] =1 (N,a),
y por tanto la ecuacién (5.7)) se queda de la siguiente forma:
\Vul* = 2H (A, (a"),a’ (p)) — K (1 — (N,a)?).

Como la superficie S es minimal, por la Definicion H =0, entonces

IV (N,a) = -K (1—(N,a)®) = K (N,a)* - 1)

que es lo que queriamos probar.

Ahora demostramos 2. Utilizamos las misma funciéon u anteriormente definida.
Nuestro objetivo para esta segunda demostracién va a ser calcular cuanto vale Au.
Sabemos

Ay = div (Vu) = tr (Vv — VgVu),

o si lo evaluamos en un p € S, donde {€;,€>} es una base ortonormal del 7,5
tenemos

2
Au(p) = div (Vu) = tr (¥ € T,5 = VeVu € T,8) = Y (Ve Vu, &)
=1

Ya tenemos algo mas de informacién sobre su valor. Ahora debemos desarrollar
esa suma. Para ello vemos cuanto vale VgVu con v € T,S.

En la demostracién anterior hemos visto que Vu = —A(a') de donde obtenemos
que

— VsVu = Vg (A(a")) (5.8)
aplicando la regla de la cadena para derivaciones de endomorfismos, se tiene que

Vs (A(aT)) = (VgA) (aT) + A (Vc, (aT)) . (5.9)

Ahora vamos a calcular el valor de la derivada Vg (aT).

Vi(al) = <% . al (a(t))) T 7

donde a: (—&,e) — S es una curva diferencible con a(0) =p y o/(0) = V.
Como a € R es una constante y se puede escribir como combinacion de la parte
tangente y la normal a = a' + u(p)N(p), se tiene que

a=a' (a(t)) +u(alt) N (at)).
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Derivando respecto a t,ent =0

0= G| @)+ G| ua@)N @) +ua) G| Na@)
0= 4 a0+ < (el N () = u(p)A,(9).

Si nos quedamos con la parte tangente de la ecuacién tenemos

d
- (1

Por lo cual, despejando

a' (a(t))> —u(p)A4,(V) = Vya' — (N(p),a) 4,(V),

t=0

Vea| = (N(p),a) A,(V), V€T,

Estas derivaciones estan realizadas respecto a un vector, pero también las podemos
hacer respecto a un campo

Vya = (N(p),a)A(X), X eX(9).

Reescribiendo la ecuacién (5.9) en términos de los campos y sustituyendo la
anterior tenemos

Vx (A@@")) = (VxA) (a") + A(Vx (a")) = (VxA4) (a") + (N,a) A% (X) (5.10)

Sean { £y, E»} una base ortonormal de campos de X(.5), usando la ecuacién (5.8)

—Au=— i <VEZ,VU, Ez> = i <VEi (4a") ’Ei>

i=1 i=1

y ahora sustituyendo por la igualdad de ([5.10))

2

Ay — Z <(VE) (a") + (N, a) A%E}, :-> —

=1

2

(V5A) (@), Ei) + (N,a>il<A2E, ).

=1 =

O lo que es lo mismo

2

NNED <(VE~iA) (a”) E> 4 (N, a) tr(A2). (5.11)

i=1
Utilizando las Ecuaciones de Codazzi, 5.19, (VxA)Y = (VyA) X y la Proposi-

cion 5.18] vamos a desarrollar el primer sumatorio.

2

> ((Vs4) (a7) Ei) = 22: ((Vard) (B:) B} = tr (Var 4) = Ve (10(4)) =

i=1 i=
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=Va.r (2H) =2V,r (H)=2(VH,a")

dado a que VH es tangente podemos poner
2(VH,a')=2(VH,a).
Por tanto, la ecuacién (5.11)) se nos queda

—Au =2(VH, a) +tr(A%) (N, a).

Ahora solo nos queda ver cuanto vale tr(A?). Sabemos que A?> = 2HA — KI
luego
tr(A%) = tr(QHA — KI) = 2Htr(A) — Ktr(I) = 4H* — 2K.

Por lo que,
~V{(N,a) = —Au =2(VH, a) + (4H* — 2K) (N, a)
Y como por hipotesis nuestra superficie es minimal, H = 0 tenemos que
V(N,a) = 2K (N, a)

que es lo que queriamos demostrar.

O

Una vez la proposicion anterior estd demostrada, ya tenemos todas las herra-
mientas para alcanzar nuestro objetivo.

Teorema 5.41. Las unicas superficies minimales en R®, orientables y completas
cuya imagen esférica estd contenida en una semiesfera abierta son los planos.

Demostracion. Sea S una superficie minimal, orientable y completa. Y consideremos
la funcién (N, a) > 0y que por la Proposicién se tiene A (N,a) = 2K (N,a) <
0. Puesto que por ser S minimal se tiene que ki(p) = —k2(p) lo que implica que
K(p) < 0. Si pudiésemos ver que S es parabdlica, tendriamos que (NN, a) ha de ser
constante y por tanto A (N,a) = 2K (N,a) = 0, lo que implicaria que K = 0,
por lo tanto sus puntos serian umbilicales, y por la caracterizacién de superficies
umbilicales, Proposicién [2.26] la superficie es un plano.

Para ello vamos a probar que (S, g), donde g es la métrica de S, es una superficie
parabdlica. Pero como hemos visto anteriormente la parabolicidad es un invariante
conforme, luego probar que (S, ¢g) es parabdlica es lo mismo que probar que (S,9)
es parabdlica siendo g una métrica conforme a g.
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Consideramos la métrica conforme dada por g = (1 + (N, a>)2 g. Donde u =

~

log (14 (N,a))”. Luego la curvatura para esta nueva métrica K, viene dada por
K = e 2" (K — Au) por lo tanto

L 5 (K—Alog(1+(N,a>)2),

Fo_ 1
(1+ (N,a))

usando las propiedades del laplaciano respecto a una funcién tenemos que

_ A(Na)  [V(Na)P
I+ (Na) (14 (N.a)

Alog (1 + (N, a>)2
usando la Proposicion [5.40

2K (N,a) K ((N,a)*—1)

1+ (N, a) (14 (N,a))?

Lo que implica que

Ty K Al (V) =0

7—

Por tanto (S,9) es una superficie llana pues su curvatura vale 0. Dado que 1 +
(N,a) > 0 se tiene que g > g, y como g es completa, también lo es g. En definitiva,
(S,9) es una superficie llana y completa, por el criterio de Ahlfors es parabdlica que
es lo que queriamos probar. O

Ahora mostramos un corolario del Teorema haciendo uso del teorema de
Bernstein.

Teorema 5.42. Los tinicos grafos enteros de curvatura media constante en R® son
los planos.

Demostracion. Por el Teorema [2.31], tenemos que el grafo ha de ser minimal, luego
haciendo uso del teorema de Bernstein tenemos que es un plano. O]
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