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Notacion y terminologia

La notacién especifica que hemos utilizado en este texto ha sido la siguiente:

(X,d)

espacio métrico (completo) con una distancia d(-, -)

espacio de los reales n-dimensionales con la distancia euclidea

didmetro del conjunto A

medida s-dimensional de Hausdorff del conjunto A

dimension de Hausdorff del conjunto A

espacio cuyos elementos son los conjuntos compactos no vacios del espacio X
distancia de Hausdorff entre dos conjuntos

conjunto de los y € X tales que d(x,y) < € para algiinx € S

conjunto de contracciones {fi,..., fn}

sistema de funciones iteradas donde (X, d) es un sistema métrico completo
conjunto de todas las posibles combinaciones de la forma f; o...o f; donde
i1,...,in €{1,...,m}

conjunto de todas las posibles combinaciones de funciones de .

punto fijo de la funcién f

conjunto de enteros N tales que si f € .y entonces f tiene constante de contractivi-

dad menor o igual que €






Abstract

T HIS dissertation deals with the notion of fractal and how to obtain them. So the first question

that we must answer is: what is a fractal? Unfortunately there is no commonly accepted
answer to this question. To understand what fractals are we will go over the history of how they
emerged and the reasons why we study them, that is, their characteristics or properties.

I N chapter one we review the historical context that led Mandelbrot to use the term fractal.

Perhaps the first important event was the presentation by Weierstrass showing a real-valued
function on the real line which was continuous everywhere but differentiable nowhere. A lot of
curves and functions with this property followed and they were considered “pathological” cases

and called “monsters” in the literature. Two common properties of them are:

(1) they were constructed iteratively from curves, with a certain length (one dimension), but in
the limit they have infinite length or they filled the space (two dimensions) and

(2) they were self-similar, i.e. parts of the curve looks like the entire curve.

This led to new concepts of dimension (some of them would be called fractal dimensions).
Years later, Benoit Mandelbrot studied these sets and functions again (calling them fractals, from
Latin “fractus” that means “broken” or “fractured”), and he connected them with physics, medi-
cine, biology and economy. Fractal geometry became a natural way to describe the real world.
Nowadays, we understand fractal (see [Fal]) as set with some of these properties:

= it is too irregular to be described in term of euclidean geometry,
= it has an structure, someways, self-similar (exactly or approximately),
= it has non-entire dimension,

= or it is constructed iteratively.

I N chapter two we introduce the idea of fractal dimension. Although there are several different
important definitions of dimension, like Minkowski-Bouligand or box-counting dimension

(see [Bar] or [Fal]), we focus on two of them: topological dimension and Hausdorff-Besicovitch
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dimension (known as Hausdorff dimension). Intuitively, topological dimension is the expected
concept: a curve has dimension one, a surface has dimensions two, etc.; even though its forma-
lization was not easy. Due to its importance (Mandelbrot used it) we will present the Lebesgue
definition for topological dimension. In the second part of this chapter we introduce the Haus-
dorff dimension (even if it is difficult to calculate than others) which is based on a measure (see
[WhZyg]).

Definition. The s-dimensional Hausdorff measure of a set A is defined as

H°(A) = lim fnf{io(diam(A,-))s :{Ai}is a 8-cover ofA}

00+ =

It could be shown that .77 is a metric outer measure and that for a set A there is a critical value
s at which J7*(A) “jumps” from o to 0. This value is called Hausdorff dimension of A and written

Definition. The Hausdorff dimension of A it is defined as
dimg(A) = sup{s : H#°(A) = +oo} =inf{r: 7" (A) =0}.
In the rest of the chapter we offer the proofs for some results and properties dimension (taken
from [Fal]), which will be useful later.

I N chapter three we formalize a specific type of fractal: the limits of certain iterative process.
With this goal we divide the chapter in four sections. In the first section (based on chapter two
of [Bar]) we introduce a metric space (# (X),h) where .# (X) represent the not empty compact

sets of a metric space (X,d) and A(-,-) is a metric (called Hausdorff metric).

Definition. Ler (X,d) a complete metric space and let A,B € J (X) compacts of X. We define
Hausdorff metric between A and B as

h(A,B) = sup{d(A,B),d(B,A)} = sup{sup{d(x,B) : x € A},sup{d(A,y) :y € B}}

We will show that if (X,d) is a complete metric space so (#(X),h) is. In the second section
we will remember the definition of contractive function in a space X and we will see how it is
extended to 7 (X).

Proposition. Letr f: X — X a contractive application in a metric space (X,d), that is, there is a
constant 0 < ¢ < 1 such that

d(f(x),f(y)) Scd(x,y)  forallx,y€X.



Then, the function f : ¥ (X) — # (X) defined as
f(B):={f(x):x€B}, forall Be ¥ (X)
is a contractive application in (. (X),h).

The fractals we study are defined by a family of contractive applications, denominated iterated

function system (or IFS).

Definition. An iterated function system or IFS is a set of contractive applications . ={fi,..., fm}
fi : X = X, in a complete metric space (X ,d). It is denoted {X ;.7 }.

Because of that, we will demonstrate application
m
F(B):= | fi(B)
i=1
for all B € 7 (X) is a contractive application (see chapter three of [Bar]). In section three, we

apply Banach fixed-point theorem when the space is (.# (X ),h) and the application is F'.

Theorem (Banach fixed-point theorem). Let (X,d) a complete metric space and let f : X — X
a contractive application with contraction constant c. Then, the equation f(x) = x have a unique
solution X € X, that is, a unique fixed-point.

This solution is the limit of succession
%= lim /" (xo)
n

for arbitrary xo and where f"(xo) = f o "' (xo). Moreover; error en each step is bounded by

n

en =d(xp,x) < lc

d(x1,x0)

Theorem (Banach fixed-point theorem (case IFS)). Let an IFS {X; fy,n =1,2,...,m} there is a
unique set A € (X)) for which F(A) = U, fi(A) = A. This set A is also called the attractor of
the IFS.
Moreover, this set is given by
A= h’lgn F"(A)

for any initial set Ay € # (X).

This theorem allows us to conclude that fractals generated by IFS are the fixed point of certain

contractive applications in the space (.# (X),h). In the last section, following the book [Fal], we
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will prove the Hausdorff dimension for these kind of one of those fractals in R” is equal to s, where

s obeys

and A; are the constants of f; such that

d(fi(0), () = hd(x,y)  forall x,y € R".

For the above we will need some results and previous conditions like the open set condition or
the mass distribution principle.

I N chapter four, once finished the formalization of IFS we study two alternatives to draw frac-
tals: L-systems and an approximation points algorithm.

Although L-systems were born to describe the growth of certain plants, they can be used to
generate fractals. This approach do not require deep programming knowledge and thanks to the
packages Tikz and PGF of IKTEX it can be easily done. Actually, the pictures for all fractals in
chapters 1-3 have been produced by this way.

The approximation points algorithm, although, will allow us to have control on the errors. To
use this method we only have to know what transformations define the IFS and the acceptable

error. The algorithm is based on the next proposition (taken from [EdA]).

Proposition. Let two reals 0 < 8 < 1 and 0 < € < 1. Let N € A(.,0) and we consider the set
IN = {h1,ha,...,h,}. We denote for x; € X the fixed point of the contractive application h; for
eachi=1,...,u, and let B| the set of those points x;.

If we take M € A(.7,€) and we define the set B as

B={g(x):g€ Su,x€ B}
then, if A is the attractor of ., we have

h(A,B) < gddiam(A).



Algorithm Approximation points algorithm
Input: Set of contractive applications . = {fi,..., fix} with contractive constants {cy,...,Cpn}

and precision according €, § y diam(A) (we estimate).
Output: A finite set of points B such that #(A,B) < precision, where A is the fractal defined by

.
1: From & we calculate N € A(.”,8) (Lemma 4.2.1).
: From transformations .y = {hj,...,h,} and its fixed-points x;.

: From ¢ (like 8) we calculate M € A(.¥, €) and the transformations .%);.

A~ WL

: Set B is obtained applying the functions from .#); to the points x;.

F INALLY, we include three appendices. In the first two we collect the main results and defini-
tions about metric spaces and measure theory (that we have seen in some previous subjects in
the Mathematics Degree) that we use in chapters two and three. And in the last appendix we attach

the Java code that we have prepared of the approximation points algorithm from chapter four.






Resumen

E STE trabajo, como indica su titulo, trata sobre fractales y como se obtienen. Asi, la primera
pregunta que debemos responder es: ;qué es un fractal? Lamentablemente no hay una res-
puesta cominmente aceptada a esta. Para entender qué son los fractales repasaremos un poco la
historia de cémo surgieron y las razones de por qué los estudiamos, esto es, sus caracteristicas o

propiedades.

E N el capitulo uno repasamos el contexto histérico que llevé a Mandelbrot a utilizar el término
fractal. Quizds el primer hecho importante fue la presentacién por parte de Weierstrass de
una funcién real continua que no era diferenciable en ningtin punto. Muchas otras funciones y
curvas de este estilo le siguieron, siendo catalogadas como “patoldgicas” y llamadas “monstruos”

en la literatura. Dos propiedades comunes entre ellas son:

(1) estdn construidas de manera iterada a partir de curvas, con determinada longitud (dimensién
1), pero que en el limite tenian longitud infinita o rellenaban el plano (dimensién 2) y

(2) son autosimilares, es decir, las partes de la curva se parecen a la curva entera.

Esto llevé a definir nuevos conceptos de dimensiones (algunas serian denominadas dimensio-
nes fractales). Afios mds tarde, Benoit Mandelbrot estudia estos conjuntos y funciones de nuevo
(llaméndolos fractales, del latin “fractus” que significa “roto” o “fracturado”), y consigue conec-
tarlos con la fisica, la medicina, la biologia o la economia. La geometria fractal se convierte en la
manera natural de describir el mundo real. Hoy dia se considera fractal (ver [Fal]) a los conjuntos

que cumplen algunas de las propiedades siguientes:

= es demasiado irregular para ser descrito en términos de la geometria euclidea,
= tiene una estructura, de algiin modo, autosimilar (exacta o aproximadamente),
= tiene dimension no entera,

= or se construye de manera iterada.

I E N el capitulo dos introducimos la nocién de dimensién fractal. Aunque existen varias defini-

ciones importantes, como la de Minkowski-Bouligand o la de recuento de cajas (ver [Bar]
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o [Fal]), nos centraremos en dos de ellas: la dimensién topoldgica y la dimension de Hausdorff-
Besicovitch (conocida simplemente como dimensién de Hausdorff). Intuitivamente, la dimensién
topoldgica es la que estamos acostumbrados a manejar: una curva tiene dimensién uno, una super-
ficie dimension dos, etc; aunque su formalizacion no fue facil. Debido a su importancia (es la que
usa Mandelbrot) veremos la definicién de Lebesgue de dimensién topoldgica. En la segunda parte
de este capitulo introducimos la dimensién de Hausdorff (aunque sea mds dificil de calcular que

otras) que estd basada en una medida (véase [WhZyg]).

Definicion. La medida s-dimensional de Hausdorff de un conjunto A se define como

o0

H°(A) = lim inf Z(diam(Ai))S :{A;}es un 8-cubrimiento de A
5—0* =1

Se puede demostrar que 7#”° es una medida exterior métrica y que para cada conjunto A hay

un valor critico s para el cual .7#*(A) “salta” desde oo a 0. Este valor se denomina dimensién de

Hausdorff de conjunto A y se denota dimg(A).

Definicion. La dimension de Hausdorff de A se define como
dimg(A) = sup{s : H#°(A) = +oo} = inf{r: 7" (A) =0}.

En el resto del capitulo se demuestran algunos resultados y propiedades sobre esta dimensién
(tomados de [Fal]), que serdn utiles mds tarde.

E N el capitulo tres formalizamos un tipo especifico de fractal: los que resultan como limite de
un determinado proceso iterativo. Con este objetivo dividimos el capitulo en cuatro seccio-
nes. En la primera seccién (basada en el capitulo dos de [Bar]) introducimos un espacio métrico
(A (X),h) donde % (X) representa los conjuntos compactos no vacios de un espacio métrico

(X,d) y h(-,-) es una distancia (denominada distancia de Hausdorff).

Definicion. Dados (X,d) un espacio métrico completoy A,B € ¢ (X) dos subconjuntos compac-
tos de X definimos la distancia de Hausdorff entre A y B como

h(A,B) = sup{d(A,B),d(B,A)} = sup{sup{d(x,B) : x € A},sup{d(A,y) :y € B}}

Mostraremos que si (X,d) es un espacio métrico completo entonces (# (X),h) también lo es.
En la segunda seccién recordaremos la definicién de aplicacién contractiva sobre un espacio X y

veremos c6mo se extiende a % (X).
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Proposicion. Sea f : X — X una aplicacion contractiva en un espacio métrico (X,d), esto es,

existe una constante 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(x), f(y) <cd(x,y) para todo x,y € X.
Entonces, la funcion [ : # (X) — # (X) definida como
f(B):={f(x):x€B}, para todo B € % (X)
es una aplicacion contractiva en (. (X),h).

Los fractales que estudiaremos estdn definidos por una familia de aplicaciones contractivas,
denominada sistema de funciones iteradas (o IFS, por sus siglas en inglés).

Definicién. Denominaremos sistema de funciones iteradas o IFS a un conjunto de aplicaciones
contractivas . ={fn:n=1,2,...,m}, f, : X — X, con constantes de contractividad {c,} sobre

un espacio métrico completo (X,d). Lo denotaremos por {X;.%}.

Debido a esto, demostraremos que la aplicacién
m

F(B) =] fi(B)
i=1

para cada B € ¥ (X) es una aplicacion contractiva (véase el capitulo tres de [Bar]). En la seccién
tres, aplicamos el Teorema del punto fijo de Banach cuando el espacio es (.# (X), h) y la aplicacion
es F.

Teorema (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completoy f: X —
X una aplicacion contractiva con constante de contractividad c. Entonces la ecuacion f(x) = x
tiene una solucion tinica X € X, esto es, un tinico punto fijo .

Esta solucion se encuentra como el limite de la sucesion de iteradas
* = 1im f" (xo)
n

para un xo arbitrario y donde hemos utilizado la notacion f"(xo) = fo f"'(xo). Ademds, el error

en cada etapa estd acotado por

1

c
e =d(xn,%) < Ed(xl,xo)
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Teorema (Teorema del punto fijo de Banach (caso IFS)). Dado un IFS {X; f,,n =1,2,...,m}
existe un tinico conjunto A € ¥ (X) tal que F(A) = U, fi(A) = A. Este conjunto A también se
denomina atractor del IFS.

Ademds, este conjunto se obtiene como
A =1imF"(Ao)
n
para cualquier conjunto inicial Ay € ¥ (X).

Este teorema nos permite concluir que los fractales generados por IFS son los puntos fijos de
ciertas aplicaciones contractivas en el espacio (# (X),h). En la dltima seccion, siguiendo el libro
[Fal], probaremos que la dimensién de Hausdorff para esta clase de fractales en R” es igual a s,

donde s cumple
m

Y a=1

i=1

y A; son las constantes f; tales que

d(fi(x), fi(¥) = Ad(x.y)  paratodox,y € R".

Para probar esto necesitaremos de resultados y condiciones previas como la condicién del

conjunto abierto o el principio de distribucién de masa.

E N el capitulo cuatro, terminada la formalizacion de los IFS estudiamos dos alternativas para
dibujar fractales: los sistemas-L y un algoritmo de aproximacion por puntos.

Aunque los sistemas-L nacieron para describir el crecimiento de determinadas plantas, se pue-
den usar para generar fractales. Esta manera no requiere de grandes conocimientos de programa-
cién y gracias a los paquetes TikZ y PGF de I£IEX se pueden dibujar desde este. De hecho, las
imdgenes de todos los fractales de los capitulos 1-3 han sido realizados de este modo.

El algoritmo de aproximacién por puntos, sin embargo, nos permitira tener control sobre los
errores. Para utilizar este método solo tendremos que saber qué transformaciones afines definen el
IFS y el error que queremos cometer. Este algoritmo se basa en el siguiente teorema (tomado de
[EdA]).

Proposicion. Sean dos reales 0 < 8 < 1y 0 < € < 1 dados. Sea N € A(,0) y consideramos el
conjunto Sy = {hy,ha,...,h,}. Denotamos por x; € X el punto fijo de la aplicacion contractiva
h; para cada i=1,...,u, y sea B} el conjunto finito formado por todos los x;.

Si tomamos M € A(Z, €) y definimos el conjunto B como

B={g(x): g€ Su,x€ B}



entonces, si A es el atractor de ., se cumple que

h(A,B) < eddiam(A).

Algoritmo Aproximacién por puntos de fractales
Entrada: Conjunto de aplicaciones contractivas . = {fi,..., fi»} con constantes de contractivi-

dad {c1,...,cn} y precision en funcién de €, § y diam(A) (una estimacion).
Salida: Un conjunto finito de puntos B tal que h(A, B) < precision, donde A es el fractal definido
por ..
1: A partir de § se calcula N € A(.,5) (Lema 4.2.1).
Se calculan todas las transformaciones .y = {hy,...,h,} y sus puntos fijos x;.

A partir de € (e igual que con ) se calculan M € A(¥, €) y las transformaciones .%).

sow

El conjunto B se obtiene aplicando las funciones de .#), a los puntos x;.

F INALMENTE, incluimos tres apéndices. En los dos primeros se recogen los principales re-

sultados y definiciones sobre espacios métricos y teoria de la medida (vistos en asignaturas
previas del Grado de Matematicas) que usamos en los capitulos dos y tres. Y en el dltimo apéndi-
ce adjuntamos la implementacién que hemos realizado en Java del algoritmo de aproximacion por

puntos del capitulo cuatro.
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Introduccion a los fractales

0
=
Q
Y
9

En este primer capitulo vamos a repasar brevemente los hechos y descubrimientos que llevaron
a Benoit Mandelbrot, en 1975, a utilizar una nueva palabra, fractal, para referirse a cierta clase de
conjuntos. Los datos histéricos y fechas estdn tomados de [Man], [Fal] y [Bin], en los que se
puede encontrar mucha mds informacion sobre el tema, junto con la pagina The MacTutor History
of Mathematics'.

Muchos autores, al introducir lo que hoy conocemos como fractales suelen comenzar hablando
de Karl Weierstrass. La razon es la publicacion que realizé en el afio 1872 de una funcién, conocida
como funcién de Weierstrass, que tenia la peculiaridad de ser continua pero no diferenciable en
ninglin punto. Hasta el siglo XIX las matemadticas solo se habian centrado en estudiar funciones
continuas y diferenciables, lo que provoco que este tipo de funciones fueran catalogadas como

“patoldgicas” o “monstruos” e ignoradas por la mayoria.

0.5

Figura 1.1: Funcion de Weierstrass: f(t) = Y,»_,b" cos(a"nt),cona =5y b = %

"http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/fractals.html


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/fractals.html

Q Introduccion a los fractales

En los afios siguientes autores como Helge von Koch, que buscaba otras formas de ver que
estas “patologias” no eran tan extrafias, presentaron diferentes funciones y curvas de este estilo.
Una de ellas fue introducida en 1883 por Georg Cantor (bautizada como funcién de Cantor) junto
con el conjunto que también llevaria su nombre. Este conjunto es lo hoy reconocemos como un
fractal. Su construccion es sencilla: partiendo de un segmento (lo habitual es comenzar con el
[0,1]), se divide en tres partes iguales y se elimina el tercio central; luego, con cada uno de los
dos segmentos resultantes (en este caso, [0, %} y [%, 1]) se repite el mismo procedimiento. Si este

proceso se itera indefinidamente, en el limite obtenemos el conjunto de Cantor. Una de las pro-

conjunto inicial

iteracion 1

iteracién 2

_ _ __ iteracién 3
I __ __ iteracién 4

iteracion 5

Figura 1.2: Primeras iteraciones del conjunto de Cantor

piedades de este conjunto es que tiene longitud nula (en cada iteracién k la longitud es (%)k veces
la longitud inicial), y en cambio, consta de una cantidad no numerable de puntos?, esto es, tantos
como el segmento inicial desde el que se construye.

En 1904, von Koch presenta otro ejemplo, una curva continua y sin tangentes con una propie-
dad similar: tiene longitud infinita y drea nula. Igual que el conjunto de Cantor, para construirla
se parte de un segmento que se divide en tres partes iguales; pero en lugar de eliminar el tercio
central, este se reemplaza por otros dos de igual longitud formando un dngulo de 60° (en forma de
tridngulo equilatero). El 1imite de este proceso es la curva de von Koch (ver figura 1.3). Partiendo
de un tridngulo equildtero e iterando en cada uno de los tres segmentos obtenemos el famoso copo
de nieve de Koch (ver figura 1.6, pagina 4). Efectivamente, la curva de Koch tiene longitud infinita.
En cada iteracién la longitud aumenta en un factor de %, luego en la iteracién k su longitud serd
l- (%)k donde [ es la del segmento inicial. Es claro entonces, que tomando limite cuando k — oo

la longitud diverge a infinito. Con este conjunto, ademads, se empieza a reconocer otra propiedad

2Una prueba de este hecho se basa en tomar la representacién numérica en base 3 y se puede encontrar en http:
//en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set#Cardinality o en http://cosmos.ucdavis.edu/archives/2011/
cluster6/Cannon_Casey.pdf


http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set#Cardinality
http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set#Cardinality
http://cosmos.ucdavis.edu/archives/2011/cluster6/Cannon_Casey.pdf
http://cosmos.ucdavis.edu/archives/2011/cluster6/Cannon_Casey.pdf

que caracteriza a los fractales: la autosimilitud, el hecho de que una parte sea similar al conjunto

entero.

conjunto inicial

iteracion 1

iteracién 2

i

iteracién 3
iteracién 4

iteracién 5
Figura 1.3: Primeras iteraciones de la curva de von Koch
La aparicién de conjuntos con estas propiedades destacd la necesidad de revisar y formalizar

la nocién que se tenia de dimension. Sobre todo después de la aparicion de curvas (dimensién

1) que lograban rellenar el plano (dimensién 2), como las de Giuseppe Peano (en 1890) o David

Hilbert (en 1891).

Figura 1.4: Construccion de la curva de Hilbert

En 1918, Félix Hausdorff presenta su concepto de dimension (revisado después por Besi-
covitch). Con esta nueva definicién aparece la posibilidad de que un conjunto pueda tener una

dimensién no entera. Son los casos del conjunto de Cantor o la curva de Koch como veremos mas
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en profundidad en el capitulo 2. Por otro lado, Paul Lévy aborda el tema de la autosimilitud y
presenta otra curva conocida como curva de Lévy.

Fue entonces cuando Benoit Mandelbrot (un alumno de Lévy) se in-
teresa por estas “patologias”. En 1967 publica un ensayo en la revis-
ta “Science” titulado “;Cudnto mide la costa de Gran Bretafia?”’, donde
empieza a exponer sus ideas sobre los fractales. En 1975 publica el libro
“Fractales: forma, azar y dimension” y en 1982 “La geometria fractal
de la naturaleza” (ver [Man]). Mandelbrot lo que hace es conectar to-

dos estos conjuntos considerados extrafios con el mundo real. Propone el

término “fractal” para referirse a ellos (del latin “fractus”, que significa

Figura 1.5: B. Mandelbrot  roto, fracturado o irregular) y los vuelve ttiles para representar fenéme-
nos naturales como costas, nubes, drboles o grietas. Consigue relacionar esta nueva geometria
con la fisica, la medicina (drea de pulmones o cerebro), los estudios de poblacién o la economia

(movimiento browniano). Como él mismo comenta:

“Las nubes no son esferas, las montaiias no son conos, las costas no son circulos, y

las cortezas de los drboles no son lisas, ni los reldmpagos viajan en una linea recta.”

Aunque muchos autores han tratado de precisar la definicion de fractal (incluso Mandelbrot
propone una en [Man]) ninguna ha resultado totalmente satisfactoria. Cada intento deja sin con-
siderar conjuntos que por sus propiedades deberian serlo. Asi, como se comenta en [Fal] nos
referimos como fractal a un conjunto que cumple algunas de las propiedades descritas anterior-
mente:

= es demasiado irregular para ser descrita en términos de la geometria convencional (euclidea),

= tiene una estructura, de algin modo, autosimilar (exacta o aproximada),

= tiene dimensién no entera o su dimensién de Hausdorff es distinta de la topoldgica (ver

capitulo 2),

= 0 bien, se obtiene mediante el paso al limite de procesos iterativos (no constantes).

Figura 1.6: Copo de nieve de Koch



En este texto nos centraremos en los fractales denominados sistema de funciones iteradas (o
IFS, por las siglas en inglés) que se desarrollardn en el capitulo 3. Estos vienen a ser los conjuntos
que se obtienen como puntos fijos de determinados procesos iterativos. Para ello, nos basaremos
principalmente en los libros [Fal] y [Bar] (que estdn, en parte, basados en [Hut]).

No hablaremos, en cambio, de los fractales tipo Julia (que juegan un papel importante en el
estudio de Mandelbrot) o del propio conjunto de Mandelbrot. Los interesados en estos pueden

consultar el capitulo 7 de [Bar] o el capitulo 13 de [Fal].






Dimension fractal

Capitulo

«CONTENIDOS»
= Introduccién

= Dimensién topolégica

= Dimension de Hausdorff-Besicovitch

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, la aparicion de curvas que de alguna manera
rellenan el plano (como la curva de Hilbert o la de Peano) hace replantear a los matematicos la
nocién de dimension de un conjunto.

Formalizar el concepto de dimensién no fue tarea facil, asi, a lo largo del tiempo fueron apa-
reciendo diferentes “tipos” de dimensiones: dimensién topolégica, de Hausdorff (o de Hausdorft-
Besicovitch), autosemejante, de Minkowski (o Minkowski-Bouligard), de empaquetado, etc. Mu-
chas de estas coinciden en los casos habituales, pero en general, solo se cumplen ciertas desigual-
dades entre ellas (como la de Szpilrajn, que afirma que la dimensién topoldgica es menor o igual
que la de Hausdorff ).

Uno de los intentos de dar una definicién concreta al término fractal fue la propuesta por

Mandelbrot en [Man], basdndose en las dimensiones topoldgica y de Hausdorff:

“Un fractal es un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch es estrictamente

mayor que su dimension topologica.”

Con tal de entender esta propuesta de definicion en la primera seccién de este capitulo repa-
saremos brevemente el concepto de dimension topoldgica, que es la que intuitivamente solemos

utilizar, y en la segunda seccidn nos centraremos en la de Hausdorff.

'En [Man] se da la referencia: W. Hurewicz & H. Wallman, Dimension Theory, 1941, capitulo 4
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La ventaja que tiene la dimensién de Hausdorff y la razén por la que la estudiamos mas en
profundidad se debe a que estd definida para cualquier conjunto en un espacio métrico y que
su definicién se basa en una medida (interesante desde el punto de vista teérico). Como mayor
desventaja tiene que en muchos casos no es tan facil de calcular como otras, sin embargo, para
los fractales que mds nos interesan (los sistemas de funciones iteradas o IFS, que estudiaremos en
profundidad en el préximo capitulo) tendremos resultados que nos facilitardn esta tarea.

Para la redaccién de este capitulo nos basamos principalmente en los libros [Rog], [Fal] (ca-
pitulo 2) y en menor medida [WhZyg]. Para mas informacién sobre las restantes dimensiones
remitimos a [Fal] (capitulos 3 y 4) o [Bar] (capitulo 5).

2.1. Dimension topolégica

La dimensidén topoldgica serd, a fin de cuentas, la dimensién con la que estamos acostumbrados

a trabajar. El concepto de dimensién nace con Euclides y sus “Elementos”, en los que afirma:

“Se dice que una figura es unidimensional si su frontera estd compuesta de puntos;
bidimensional, si estd compuesta de curvas; y tridimensional, si estd compuesta de
supertficies.”

Esta definicion la intentaron precisar Poincaré (que la bautiza como dimensién topolégica),
Brouwer (en 1913), Urysohn o Lebesgue. Remarcamos aqui tres de estas definiciones: la inductiva
de Urysohn (y Menger), la inductiva de Brouwer (y Cech) y la de recubrimiento de Lebesgue (ver
[Man], capitulo 41, pagina 409).

Para nosotros la nocién de dimensién topoldgica serd la dimensién de recubrimiento de Lebes-
gue. Para definirla necesitamos antes un par de definiciones sobre recubrimientos (ver definicién
A.2.1, pagina 50).

Definicion 2.1.1. Sea </ un recubrimiento de un conjunto de un espacio métrico X. Un refina-
miento de <f es otro recubrimiento % del conjunto tal que si B € % entonces existe un A € of
con B C A.

Definicion 2.1.2. Sea n > —1 un entero. El orden de una coleccion de conjuntos </ es menor o
igual que n si cada coleccion de n+ 2 conjuntos de esta tiene interseccion vacia.
Para n > 0, decimos que <f tiene orden n si tiene orden menor o igual que n pero no tiene

orden menor o igual que n — 1.

Con estas definiciones ya estamos en condiciones de definir la dimensién topolégica dada por

Lebesgue.
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Definicién 2.1.3 (Dimension de recubrimiento de Lebesgue). Sea X un espacio métricoyn > —1
un entero. Decimos que X tiene dimension topologica menor o igual que n si cada recubrimiento
abierto finito admite un refinamiento de orden menor o igual que n. La dimension topologica serd
n si es menor o igual que n pero no menor o igual que n — 1.

Si X es vacio su dimension serd —1.

La dimensién topoldgica, por tanto, siempre toma valores enteros (por la propia definicién).
No es dificil demostrar que un intervalo de la recta real (o una curva regular sobre R) tienen

dimensién 12.

2.2. Dimension de Hausdorff-Besicovitch

Pasamos ahora a estudiar la dimension de Hausdorff, también conocida como dimensién de
Hausdorff-Besicovitch (debido a que este ultimo la dejé en la forma en la que se estudia actual-
mente). En esta seccién trabajaremos sobre un espacio métrico (X,d). Recordemos que el didmetro
de un conjunto no vacio A C X se define como

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}

Definicion 2.2.1. Si {A;} es una sucesion de conjuntos que recubren A, esto es, que cumplen
AC U;;"i’ A;, y cuyos didmetros no superan un valor real dado 6 > 0, entonces diremos que {A;}

es un 8-recubrimiento de A.

Definicion 2.2.2. Sea A es un subconjunto de X, dados dos valores reales s > 0y & > 0 se define

o0
5 (A) :=inf Z(diam(A,-))s : {A;}es un &-recubrimiento de A
i=1
donde suponemos que inf O = +oo (en el caso de no existir tal recubrimiento).

3 (A) serd un valor comprendido entre cero e infinito, pudiendo darse ambas posibilidades.

Es importante destacar que tal y como se ha definido un d-recubrimiento, si tomamos un € tal
que 0 < € < 0 < +oo se tendrd que un e-recubrimiento serd también un 8-recubrimiento (si los

didmetros de los conjuntos que lo forman son menores que €, entonces serdan menores que 8).

2Un posible razonamiento para demostrar esto seria tomar intervalos diddicos convenientemente, ya que son una

base de entornos, y ver que el orden es 1.
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Asi tenemos que si 6 decrece entonces el infimo 7 (A) crecerd (se reducen los posibles
recubrimientos de A) y existe el limite

lim 5 (A) = sup 75 (A) € [0, +oo]
6—07 §>0

Esto nos lleva a la definicién siguiente.

Definicion 2.2.3. Se denomina medida s-dimensional de Hausdorff del conjunto A al valor

H5(A) = lim A (A)

60t

De acuerdo a las definiciones B.1.5 y B.1.10 (pagina 53) del apéndice tenemos que:

Proposicion 2.2.4. La medida s-dimensional de Hausdorff, 7¢°, es una medida exterior métrica

sobre los subconjuntos de X.

Demostracion. Hacemos la demostracion en dos pasos.

Paso 1: Veamos que cumple las condiciones de medida exterior

(i) Esclaro que 7 > 0 por ser el didmetro no negativo y que 57 (0) = 0, ya que, todo conjunto
contiene al conjunto vacio.
(ii) Si A; C Aj son conjuntos de X entonces todo recubrimiento de A; lo serd de A; y se tendra
que S5 (A1) < A (Az). Asi, basta tomar limites cuando 6 — 0 para obtener J7*(A;) <
5 (Az).
(iii) Sean {A,} conjuntos de X. Si probamos que 75 (U, A,) < ¥,/ 75 (A,), entonces to-
mando limites cuando 6 — 0 se obtendria

+o0 o0
A (| JA) < ;%S(Ai)
i=1 1=

que es lo que buscamos.

Veamos por tanto que se cumple la desigualdad 3 (U5 A,) < ¥, S5 (A).
Supongamos que 75 (A,) < oo para cada n (en caso contrario la desigualdad es clara) y
sea {A;,} un d-recubrimiento de A,. La unién de los recubrimientos de todos los A, serd

también un recubrimiento de U/~ A,

n ieN n ieN

%S(UAH) < Z Z(diam(A,-n))s = Z <Z(diam(A,-n))S>

y por ser infimo

A (UA) < ¥ 5 4,)
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Paso 2: Queda ver la condicion adicional de medida exterior métrica, esto es, que si A 'y B son dos
conjuntos tales que d(A,B) > 0 entonces 7*(AUB) = J¢*(A) + 7°(B) °.

Por ser medida exterior tenemos la desigualdad J#*(AUB) < J#*(A) + 7°(B). Para la de-
sigualdad contraria supongamos que d(A,B) = & > 0 y veamos que si 6 < § entonces los §-
recubrimientos de A y B no se cortan (su interseccion es vacia).

Sean {A;} y {B;} dos S-recubrimientos de A y B respectivamente. Si existiera un elemento

o € A;N Bj para algunos i, j se tendria que d(A, @) < 8 y d(B, o) < 0 y entonces
d(A,B) = inf{d(x,y):x €A,y € B} (por definicién)

< mf{d(x,o)+d(at,y):x€A,ye B} <d(A,a)+d(o,B) < €

lo que es una contradiccién con la suposicién d(A,B) = €.

Asi, si tenemos {C;} un d-recubrimiento de AU B y denotamos por
IA:{i:C,ﬂA:(Z)} e IBZ{i:CiﬂBZQ}
hemos probado que Iy NIg = 0, luego

Z(diam(Ci))s > Z(diam(Ci))s + Z(diam(Ci))s
i Iy Ip
y de aqui obtenemos
HF(AUB) > A (A) + A3 (B)
Por tanto, tomando & — 0 conseguimos la desigualdad. O

La o-dlgebra de Borel de un espacio métrico es la minima o-algebra que contiene a todos los

abiertos. El Teorema B.1.11 (pédgina 54) y su corolario B.1.12 nos permiten afirmar

Corolario 2.2.5. Los subconjuntos de la 6-dlgebra de Borel de X son 7¢°-medibles y 7¢° es una

medida en esta o-dlgebra.

Una propiedad basica de esta medida que nos permitira definir el concepto de dimensién de

Hausdorff es la siguiente (ver teorema 11.13 de [WhZyg]).

Teorema 2.2.6. Para un subconjunto A C X cualquiera se cumple:
(i) Si 7°(A) < 4o entonces 7" (A) =0 parar > s.
(ii) Si H*(A) > 0 entonces " (A) = +oo para r < s.

3Donde d(A, B) es la distancia usual entre dos conjuntos, definida como d(A, B) = inf{d(x,y) : x €A,y € B}
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Demostracion. Negando una y teniendo en cuenta que #°(A) > 0 es claro que ambas afirmacio-
nes son equivalentes. Supongamos entonces que r > s y fijemos & > 0.

Si {A;} es un d-recubrimiento de A entonces tenemos que
oo +oo Foo
Z(diam(Ai))’ = Z(diam(Ai))‘Y(diam(Ai)r_s <o Z(diam(Ai))S

i=1 i=1 i=1

y tomando infimos 775 (A) < 8"5.75 (A).
Y como por hipétesis se tiene r —s > 0y que 7*(A) < +oo basta hacer 6 — 0 en la desigualdad

anterior para finalmente obtener que ¢ (A) = 0. O

Con este teorema en mente, para cada A C X tendremos un punto critico s donde #*(A) pasa
de ser nulo a ser infinito. Este valor critico s es el que se denomina dimension de Hausdorff del

conjunto A y lo denotaremos por dimg(A).
Definicion 2.2.7. La dimension de Hausdorff se define como
dimg(A) = sup{s : #*(A) = oo} = inf{r: " (A) = 0}
es decir, como el tinico niimero d = dimy(A) para el que 0 < S (A) < +oo.
Adelantamos unas observaciones sobre esta medida para el caso en que X = R”.

Observacion 2.2.8. SiA =, _An param = 1,2,... entonces la dimension de A es el supremo
s de las dimensiones de los A, (véase el Teorema 2.2.6). Por ser medida exterior la dimension de
la union serd mayor o igual que s (ver apartado (i) de 2.2.13), y por otro lado, si r es un valor tal
que r > s entonces 7" (A;) = 0 para cada i y por tanto 7" (A) = 0 luego dimg(A) <s.

Observacion 2.2.9. Sea X = R" (0 X un abierto en R") con la distancia euclidea usual.

1. J° en R" es una medida invariante por traslaciones (como se generalizard en la proposi-
cion 2.2.10).

2. #"(B(0,1)) < 2" < Hoo, por ser el didmetro de la bola unidad igual a dos.

3. La medida de Lebesgue* A, en los borelianos de R" es la vinica medida invariante por

traslaciones salvo homotecias, es decir, existe un c, € [0,4oo) tal que
H(A) = cpAy(A)

para cada boreliano A de R".

“Para m4s informacién sobre la medida de Lebesgue ver el capitulo 3 de [WhZyg].
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4. Usando un lema de simetrizacion de Steiner que asegura que
diam(A)
Mn(4) < 2 (B (0,5

para cada boreliano A, se puede calcular ¢, = A,(B(0,3)) ™!, en particular, 0 < #"(B(0,1)) <

~o0 y la dimension de R" es igual a n (véase la seccion 19 de [Bil]).

Recordemos que la dimensién topolégica siempre toma valores enteros. Esta dimension, al
contrario, puede tomar valores reales. Mas adelante veremos, por ejemplo, que la dimensién de

Hausdorff del conjunto de Cantor (ver figura 1.2) es igual a

log(2)
log(3)

~ 0,6309

o que la de la curva de von Koch (ver figura 1.3) es igual a

log(4
log(3)

~—

~1,2619

(véanse los ejemplos 2.2.15 y 3.4.7).

Propiedades

Pasamos a ver algunas propiedades titiles a la hora de calcular (o acotar) la dimensién de
Hausdorff de un conjunto sobre un espacio métrico (X, d). Estos resultados pueden encontrarse en
el capitulo 2 de [Fal].

Proposicion 2.2.10. Sea (X,d) un espacio métricoy A > 0. Si f : X — X es una funcion tal que

d(f(x),f(y)) = Ad(x,y)  paratodox,y € A

(se dice que f es una similitud), entonces para cada A C X se tiene
H°(f(A) =1 A7(A)
Demostracion. Se cumple la cadena de igualdades

diam(f(A)) = sup{d(x,y):xy € f(A)} =sup{d(f(x),f(y)) :x,y € A}
= sup{Ad(x,y) :x,y € A} = Asup{d(x,y) : x,y,€ A} = Adiam(A)
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Asi, si {A;} es un §-recubrimiento de A, entonces {f(A;)} serd un Ad-recubrimiento de f(A)

y tendremos que

H5(f(A) = fnf{Z(diam(Bi))s : B; es un A §-recubrimiento de f(A)}
= fnf{Z(diam(f(Ai)))s : f(A;) es un A d-recubrimiento de f(A)}
= inf{A*) (diam(4;))’ : A; es un §-recubrimiento de A}
= W)
luego tomando 6 — 0 obtenemos lo que queriamos. O

Proposicion 2.2.11. Sean A C X y f : A — X una funcion tal que d(f(x),f(y)) < cd(x,y)* para

ciertas constantes ¢, > 0. Entonces para cada s se cumple
HI(A) < A (A)
(se dice que f cumple la condicion de Holder con ese pardmetros).

Demostracion. SiA; es un d-recubrimiento de A, entonces

diam(F(ANA)) = supld(v.y) i x.y € FANA)} = sup{d(f(x). /() s x.y €ANA)
< sup{ed(x,y)* 1 x,y € A;} = c(diam(4;))*

luego f(ANA;) es un c6%-recubrimiento de f(A). Asi tenemos

Y (diam(f(ANA)))Y* < ¥/ Y (diam(4;))*

i
que tomando infimos se convierte en
3L (F(A)) < 3 ()
y haciendo por dltimo & — 0 nos da la desigualdad
A (f(A)) < 05 (A)
lo que termina la prueba. O
De las anteriores proposiciones podemos deducir facilmente el corolario siguiente.

Corolario 2.2.12. Sea A C X un subconjuntoy f : A — X una funcion.
(i) Si f es de Lipschitz, d(f(x), f(y)) < cd(x,y) entonces 7°(f(A)) < . H*(A)
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(ii) Si f es unaisometria, d(f(x), f(y)) = d(x,y) entonces 7°(f(A)) = H#*(A)

Demostracion. (i) Se deduce directamente de la proposicion anterior tomando o = 1.
(ii) Por la proposicién 2.2.10 tomando A = 1.
O

Con estas propiedades sobre la medida de Hausdorff obtenemos finalmente propiedades sobre

la dimensién de Hausdorff de un conjunto.

Proposicién 2.2.13 (Propiedades de la dimensién). Sea f : A — X una funcion. Se tiene que:
(i) si A C B entonces dimp(A) < dimy(B)
(ii) si f es de Holder entonces dimy(f(A)) < édimH(A).
(iii) si f es de Lipschitz entonces dimy (f(A)) < dimg(A).
(iv) si f cumple
cid(x,y) <d(f(x), f(¥)) < c2d(x,y)

para cada x,y € A, donde 0 < ¢ < ¢y < oo (se dice que f es bi-Lipschitz)
entonces dimy (f(A)) = dimgA.

Demostracion. (i) Es inmediato a partir de las propiedades de la medida: .77*(A) < .#*(B)
para cada s.

(ii) Por la proposicién 2.2.11 se tiene que:
A (f(A) < TOA(f(A) =0

ya que s > dimg(A). Por tanto, dimy(f(A)) < 2 para todo s > dimy(A).

s

[0

(iii) Es el caso anterior tomando o = 1.

(iv) f es un isomorfismo entre A y f(A), ya que, si d(f(x),f(y)) = 0 entonces d(x,y) = 0.
Aplicando el caso (iii) a f y ala funcién f~!: f(A) — A obtenemos ambas desigualdades.

O]

Ejemplo 2.2.14. Por el caso (i) de la proposicion 2.2.13, cualquier conjunto acotado A C R" que
contenga un abierto tiene dimension de Hausdorff n, dimy(A) = n, ya que, por la observacion

2.2.9 el abierto tiene dimension n..

Ejemplo 2.2.15 (Dimensién del conjunto de Cantor). Sea A el conjunto de Cantor (ver figura
1.2, pdagina 2). Por ser autosimilar podemos escribir este conjunto como A = Ap UAg, donde
AL =AN|0, %] yAR= [%, 1]. Asi definidas, Ay representa el conjunto de Cantor; A, al que le hemos
aplicado una homotecia de radio %, vy Ag el conjunto A al que le hemos aplicado esta homotecia y
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una translacion de % Esta union ademds es disjunta, por lo que aplicando las propiedades de la

medida de Hausdorff'y la proposicion 2.2.10 tenemos que
H(A) =77 (A (A —1%”SA 1%SA—2<%”SA
(4) = A5 (Ar) + 0 (Ax) = 5.7 (A) + 3 () = - (4)
Si la dimension de Hausdorff de A es igual a un cierto valor s, si suponemos® que se cumple

0 < H*(A) < eo. Dividiendo en la ecuacion anterior por 7°(A) nos queda

2

1:§

de donde podemos despejar s tomando logaritmos

B log(2)
~ log(3)

s ~0,6309

SEsta suposicion se justificard m4s adelante en el teorema 3.4.6
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= Dimensién de Hausdorff de los IFS (caso R"™).
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En el ejemplo 2.2.15 del capitulo anterior hemos visto cémo el conjunto de Cantor, debido
a la autosimilitud, puede ser descrito mediante la utilizacién de dos funciones (una homotecia y
una homotecia con una traslacion). En este capitulo vamos a centrarnos en los denominados sis-
temas de funciones iteradas (o IFS, por el inglés “iterated function system’), que serdn conjuntos
de transformaciones que al aplicarlas sucesivamente dan lugar, en el limite, a ciertos conjuntos
fractales (como el conjunto de Cantor o la curva de von Koch).

El objetivo central de este capitulo consiste en establecer las condiciones necesarias para poder
aplicar el Teorema del punto fijo de Banach (que recordaremos en 3.3.2) para describir fractales.
Esto nos daré existencia y unicidad de un conjunto fractal a partir de un IFS, definido como el
punto fijo de una familia de aplicaciones.

En la seccién 3.1 se presenta un espacio métrico, denotado por %', que consiste en los sub-
conjuntos compactos no vacios de un determinado espacio métrico. Por otro lado, se define una
distancia (denominada de Hausdorff) entre dos conjuntos de este espacio. El resultado central de
esta seccion prueba que % junto con la distancia de Hausdorff es un espacio métrico completo.
Nuestros fractales, al ser limites de ciertas transformaciones, serdn por tanto puntos fijos en este
espacio. Hemos seguido el capitulo 2 de [Bar].

En la seccién 3.2 formalizaremos las transformaciones que dan lugar a estos fractales. Recor-

daremos la definicidén de aplicacidén contractiva (3.2.2) y veremos como se definen sobre el espacio
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( (X),h). Con estas condiciones estaremos en disposicion de utilizar el Teorema del punto fijo
de Banach sobre este espacio, que recordaremos en la seccién 3.3.
Por tltimo, en la seccion 3.4, veremos una férmula que nos facilitard el cdlculo de la dimensién

de Hausdorff en el caso de los sistemas de funciones iteradas.

3.1. Espacio métrico (.7 (X),h)

En esta seccién haremos uso de las definiciones y resultados dados en el apéndice A referente

a espacios métricos (pagina 49). Empezamos definiendo nuestro espacio .%".

Definicion 3.1.1. Dado (X,d) un espacio métrico completo (definicion A.3.3) denotamos por
H (X) el espacio cuyos elementos son los subconjuntos compactos (ver definicion A.2.2) no vacios
de X.

Como (X,d) es un espacio métrico, por el teorema A.2.8 que un subconjunto B sea compac-
to es equivalente a que sea secuencialmente compacto (definicién A.2.6). Por esta razén, toda
sucesion en subconjunto compacto posee una subsucesion que converge a un punto de B.

Sobre este espacio vamos a definir una distancia (definicién A.1.1), que denominaremos dis-
tancia de Hausdorff y denotaremos por 4. Esta estd basada en otras dos que vemos a continuacion,

la primera de las cuales es la conocida distancia entre punto y conjunto.

Definicion 3.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, x € X un punto del espacio y B €

A (X) un subconjunto compacto. Definimos la distancia entre x y B como
d(x,B) = inf{d(x,y) : y € B}

En la definicién anterior, en lugar de poner infimo, podemos escribir minimo. Esto se debe a la
compacidad (compacidad secuencial) del conjunto B. Considerando la funcién continua f: B — R

definida como

f(y)=d(x,y) paratodoy € B

podemos afirmar que existe un punto y € B que cumple d(x,y) = p := inf{f(y) : y € B}. Por ser
p infimo podemos encontrar una sucesién {y, : n=1,2,...} C B tal que d(f(ya),p) < +. Usando
que B es compacto, esta sucesién posee una subsucesion con limite y € B y por continuidad (ver
definicién A.2.10) tenemos que, efectivamente, d(x,7) = p.

Los mismos argumentos pueden aplicarse a la siguiente definicién donde escribimos supremo

en lugar de méximo.
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Definiciéon 3.1.3. Dados (X,d) un espacio métrico completo y A,B € # (X) dos subconjuntos
compactos de X definimos d(A,B) como

d(A,B) = sup{d(x,B) :x € A}

Observacion 3.1.4. Asi definida, d(-,-) no es una distancia (en el sentido de la definicion A.1.1),
ya que, en general d(A,B) # d(B,A). Si tomamos como A la circunferencia de radio 3 centrada en
el origen y como B el circulo de radio 1 centrado en el origen sobre R?, se puede ver fdcilmente
que d(A,B) = 2 mientras que d(B,A) =3 (ver figura 3.1).

d(A B) .

; /’ Xd(ﬂ A) ‘
t,‘.‘ \ _/ 5 /

Figura 3.1: d(A,B) # d(B,A) (ejemplo e imagen tomados de [Bra])

Nota: Observar que si A se reemplaza por el circulo de radio 3 entonces d(A,B) =2y
d(B,A) =0, ya que, B C A. Esta observacion nos lleva finalmente a definir la distancia de Haus-

dorff entre dos conjuntos.

Definiciéon 3.1.5. Dados (X,d) un espacio métrico completo y A,B € # (X) dos subconjuntos

compactos de X definimos la distancia de Hausdorff entre A y B como
h(A,B) = sup{d(A,B),d(B,A)}

Para ver que, efectivamente, es una distancia en el sentido de la definicién necesitaremos de

un lema previo.

Lema 3.1.6. Si A,B,C € #(X) donde (X,d) es un espacio métrico, entonces se cumple que
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)
Demostracion. Sea a € A un punto de cualquiera de A, entonces para todo ¢ € C se cumple que

d(a,B) = inf{d(a,b) : b € B} < inf{d(a,c)+d(c,b) :b € B} =d(a,c)+d(c,B)
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por tanto, como esto es cierto para cada c € C
d(a,B) < inf{d(a,c):c € C}+sup{d(c,B):c€C}=d(a,C)+d(C,B)
y al haber tomado a € A un punto cualquiera de A se tiene que
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)
O

Proposicion 3.1.7. La distancia de Hausdorff es un distancia (en el sentido la definicion A.1.1)
en X (X).

Demostracion. Veamos que se cumplen las condiciones que definen una distancia: Sean A,B,C €

(X)) tres elementos cualesquiera del espacio.

(i) Usando la compacidad sabemos que los supremos e infimos se alcanzan, luego
h(A,B) =d(a,b)

para algiin a € A y algln b € B. Por tanto, h(A,B) > 0 para todo A,B € . (X).

(ii) Claramente h(A,A) =sup{d(A,A),d(A,A)} =d(A,A) =sup{d(x,A) :x € A} = 0. Por otro
lado, si A # B entonces podemos suponer que existe un a € A tal que a ¢ B. Asi, h(A,B) >
d(a,B) > 0.

(iii) h(A,B) =sup{d(A,B),d(B,A)} = h(B,A).

(iv) Veamos que se cumple la desigualdad triangular. Por el lema anterior tenemos que
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)
d(B,A) <d(B,C)+d(C,A)
luego

h(A,B) = sup{d(A,B),d(B,A)} <sup{d(B,C),d(C,B)}+sup{d(A,C),d(C,A)}
= h(B,C)+h(A,C)

lo que finaliza la prueba.
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3.1.1. Completitud de (% (X),h)

Veamos ahora que este espacio métrico, es ademds completo en el sentido de la definicién
A.3.3. Para probar la completitud de este espacio (. (X),h) necesitaremos unos resultados pre-
vios. Todos estos se pueden encontrar en la seccion 2.7 de [Bar], en la que estd basada esta seccion.

Volvemos a recordar que en espacios métricos, la compacidad secuencial es equivalente a la
compacidad (por el teorema A.2.8). El siguiente teorema muestra que cuando trabajamos en espa-
cios métricos completos, estas dos equivalen a su vez a que el conjunto sea cerrado y totalmente
acotado (definicion A.2.7).

Teorema 3.1.8 (Teorema 4.1 de [Bar]). Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea S C X.

Entonces S es secuencialmente compacto si, y solo si, es cerrado y totalmente acotado.

Demostracion. “<" Supongamos que S es cerrado y totalmente acotado. Sea {x; € S} una suce-
sién cualquiera de puntos en S. Construyamos a continuacién una subsucesion de Cauchy (defini-
cién A.3.1).

Como S es totalmente acotado podemos encontrar un nimero finito de bolas cerradas de radio
1 que recubran S (S contenido en la unién). Por el principio de Dirichlet (o del palomar) una de
estas bolas, llamémosle B}, contendrd un nimero infinito de puntos de la sucesién {x, }. Conside-
ramos ahora B; N S. Este conjunto es también totalmente acotado (estd contenido en S) por lo que
podemos repetir el argumento anterior con bolas de radio % Llamemos B; a la bola que contiene
infinitos puntos de la sucesion {x, }. Asi sucesivamente, podemos encontrar una sucesion de bolas
cerradas

BiDB,DB3D>...D0B,D...

1
on—1

Sea n; un entero cualquiera tal que x,,, € B;. Como en B, hay infinitos términos de {x, } existe

donde cada B, tiene radio .Pasamos a construir la subsucesion de Cauchy.
un ny > n; tal que x,, € By. Procediendo de esta manera construimos una subsucesion {x,, }; con
Xp, € Bi. Si p,q son dos enteros positivos tales que p < g, como B, NB, es no vacio siy € B, N B,

se cumple

1 1 1 1 1
d(xn,,%n,) < d(xn,,y) +d(y,xn,) < 27*@ < 27+ % = o1

Es claro que la subsucesion es de Cauchy, luego por completitud es convergente. Como S es
cerrado, este limite pertenece a S. Por tanto, S es secuencialmente compacto.

“=" Supongamos que S es secuencialmente compacto, y por tanto, compacto. Por el teorema
A.2.4 § es cerrado. Y por el teorema A.2.9 también es totalmente acotado. O

Para probar la completitud del espacio (. (X), k) necesitamos, ademds del anterior teorema,

los siguientes lemas.
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Definicion 3.1.9. Sea S C X un subconjunto de X y € > 0. Entonces se define
S+e:={yeX:d(x,y) <¢€paraalgiinx € S}
La notacién anterior estd motivada por la suma de Minkowski
S+e=S+B[0,e]={s+y:s€8,y€cB[0,¢]}
en R" o un espacio vectorial.

Lema 3.1.10. Sean A,B € ¢ (X) donde (X,d) es un espacio métrico y € > 0 un real. Entonces
h(A,B) < € si, y solo si, se cumple A C B+ €y B C A+ €. En particular,

h(A,B) =inf{e >0:ACB+¢€,BCA+¢}.

Demostracion. Probamos que se verifica d(A,B) < € si, y solosi, A C B+ ¢€:
“=" Partimos de que sup{d(a,b) : a € A} < € luego para todo a € A se cumple d(a,B) < &
Por tanto, para cada a € A tenemos que a € B + €, lo que finalmente nos da que A C B+ €.
“«<"Seaa € A.Como A C B+ € existird un b € B tal que d(a,b) < €. Luego,

inf{d(a,b) :be B} =d(a,B) <€

y como esto es cierto para cada a € A tendremos que d(A,B) < €.
Anélogamente se cumplird que d(B,A) < € si, y solo si, B C A+ €. Por tanto, juntando ambas

equivalencias habremos probado lo que queriamos. O

Lema 3.1.11 (Lema de extensién). Sea (X,d) un espacio métrico 'y {A, :n =1,2,3...} una

sucesion de Cauchy en ( (X),h). Sea una sucesion de enteros {n;}7_; conn=1,2,3... tal que
O<ni<m<ny<...

Supongamos que {x,; € A,; : j =1,2,3...} es una sucesion de Cauchy en (X,d), entonces

hay una sucesién de Cauchy {x, € A, :n=1,2,3...} tal que X,; = x,; para j =1,2,3...

Demostracion. Para cadan € {1,2,...,n;} elegimos X, € {x € A, : d(x,x,,) = d(xn,,An)}, esto
es, tomamos X, de entre los puntos mds cercanos a x,, que pertenecen a A,, que existira debido a
la compacidad de A,,.

Por otro lado, para cada j € {2,3,...} ycadan € {n;+1,...,n;1} elegimos

Xn € {x €Ay 1 d(x,Xn;) = d(xn;,An)}
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y asi construido, veamos que X,, es la sucesién que buscdbamos (es de Cauchy y extensién de la
inicial). Claramente X, =X Y X ; € Ay (por construccion).
Para ver que es una sucesion de Cauchy sea € > 0. Por ser {x,,} de Cauchy existe un entero

positivo Nj tal que para cada ni,n; > Nj se tiene que
d(Xp %n;) < €/3.

Por otro lado, al ser {A,} de Cauchy existe un entero positivo N, tal que para cada m,n > N, se
tiene que
h(An,Ay) <€/3

y tomando N = max{N;, N, }, para cada m,n > N se tiene
d(Xpm, %) < d(fmaxnj) +d(xnjaxnk) +d(xnku5€n)

dondeme {nj_1+1,...,nj} yne {m_1+1,...,m}.

Por un lado, se tendrd que d(xy;,x,,) < €/3, y por otro lado h(A,,A,; < €/3, luego exis-
tird algin y € A, N ({x,, +€/3}) y tenemos que d(X,,X,,) < €/3. Andlogamente obtenemos
d(xn,, %) < €/3.

Finalmente, juntando las desigualdades anteriores nos queda
d(Xm, %) <€/3+€/3+€/3=¢
y la sucesion es de Cauchy. O

Utilizando estos lemas previos pasamos a probar la completitud del espacio (. (X),h). Este

teorema se corresponde con el 2.7.1 de [Bar], de donde hemos sacado esta demostracion.

Teorema 3.1.12. Sea (X,d) un espacio métrico completo, entonces (% (X),h) es también un
espacio métrico completo.

Ademds, si {A, € # (X)}y_, es una sucesion de Cauchy entonces
A=lima, € X (X)
estd caracterizado como
A={x€X: hay una sucesion de Cauchy {x, € A,} que converge a x}

Demostracion. Sean {A,} una sucesién de Cauchy en .7 (X), y A el conjunto definido como en

la dltima parte del enunciado. Dividimos la demostracién en cinco partes
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(a) A es no vacio;
(b) A es cerrado;
(c) para cada € > 0 existe un entero positivo N tal que si n > N entonces A C A, + €;
(d) A es totalmente acotado, que junto con (b) por el teorema 3.1.8 es compacto, A € % (X);
(e) lim, A, =A.
Si demostramos estos apartados obtenemos que la sucesion de Cauchy {A,} converge a A €
(X)), luego tendremos completitud (definicién A.3.3).
(a) Como {A,} es de Cauchy sobre .# (X ) entonces existe un entero Nj tal que para m,n > N
se cumple
1
h(Am,Ap) < 3
y en general, existird una sucesion de enteros N; < N, < N3 < ... tales que
1
h(An,Ay) < 5

Elegimos un xy, € Ay, cualquiera. Como h(Ay,,An,) < % podemos encontrar un xy, € Ay,

para m,n > N;

tal que d(xy,,xn,) < % Repitiendo el argumento, podemos suponer que tenemos xy, € Ay, para

1
5T~

Ap,,, tal que d(xn,,xy,,,) < zik Por tanto, por induccién existird una sucesion {xy, € Ay, } tal que
1
d('xNi7xNi+l) < %
Para ver que esta sucesion es de Cauchy sea € > 0y un entero N tal que Y. . % < €, entonces

i=1,2,... ktales que d(xy, ,,xn,) < Como h(Ay,,An,.,) < % y xn, € Ay, habrd un xy,,, €

para m > n > N se cumple
=
d(me7an) S d(me7'me+l ) + d(xlvm-H 7x1vm+2) + e + d(an—l "an) < Z E < €
i=Ne

Por tltimo, aplicando el lema de extensién 3.1.11 existe una sucesion de Cauchy {a; € A;} con
ay, = xn;, y como (X,d) es completo serd convergente. Luego lim; a; existe y por definicién de A,
lim; a; € A.

(b) Para ver que A es cerrado supongamos una sucesion {a; € A} que converge a un punto a y
veamos que a € A.

Para cada entero i, como a; € A, por definicién de A existe una sucesién {x; € A,} tal que
lim, x;, = a;. Como {a;} converge a a existe una sucesion creciente de enteros positivos {N;}7

tal que

d(an;,a) < %
y de igual manera, como {x; } converge a a; para cada i hay una sucesion de enteros positivos
{m;}3, tal que |

d(xthHaNi) =7
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. Por tanto, para cada i se cumple que

1 1 2
d(xth[’a) < d(xNhni?aNi) +d(aNna) < ; + ; = ;

Tomando ahora y,,, := xy, », para cada i tendremos una sucesion {y,,, € A, } con lim;y,,, = a.
Luego por el lema de extension 3.1.11 esta se puede extender a otra sucesion {z; € A;} convergente
al punto a y, por tanto, a pertenecerd a A.

(c¢) Como {A, € #(X)} es una sucesion de Cauchy para cada € > 0 existe un entero N > 0
tal que

h(An,Ap) <€ param,n > N

Tomamos n > N, luego para m > n se cumple que A,, C A, + €. Para probar que A C A, + € sea
a € A un punto cualquiera y veamos que a € A, + €. Por definicién de A existe una sucesion {a; €
A;} tal que lim; a; = a. Podemos suponer N suficientemente grande tal que se cumpla d(a,,,a) < €
paracadam > N. Como a,, €A, y Ay, C A, + € se cumple que a,, € A, + €. Por el teorema A.2.4
sabemos que A,, es cerrado (por ser compacto) y, por tanto, A, + € también es cerrado. Entonces,
como a,, € A, + € param > N y lim;a; = a tenemos que a € A, + €.

(d) Supongamos que A no es totalmente acotado, entonces para algin € > 0 podemos encon-
trar una sucesion {x;}>, en A tal que d(x;,x;) > € si i # j. Veamos que esto nos lleva a una
contradiccidn.

Por (c) existe un n suficientemente grande para el que A C A, + %, luego para cada x; hay un
correspondiente y; € A, para el que d(x;,y;) < §. Como A, es compacto alguna subsucesion {y,, }
de {y;} converge. Entonces podemos encontrar y,; € y,, tales que d(y,;,y,,) < 5. Por tanto, se

cumple

€ ) €
d(xnjaxnk) < d(xnj7ynj) +d(ynj7ynk) +d(ynkaxnk) < g + g =+ g =E&

que contradice la forma en que se ha tomado x,,.

(e) Por (d) A € # (X). Por (c) para cada € > 0 existe un entero N tal que paran > N se cumple
A C A, + €. Por tanto, si demostramos que para cada € > 0 también existe un entero M tal que
si n > M se cumpla A, C A + €, entonces tomando n > max{N,M} y aplicando el lema 3.1.10
h(A,,A) < € y habremos terminado.

Para probar esto sea € > 0 arbitrario. Como {A, € .# (X)} es de Cauchy sea N tal que para
m,n > N se cumple h(A;,A,) < % Entonces A, CA,,+€param,n>N.Sean>Neyec A, De
igual modo, podemos encontrar una sucesion de enteros n < Ny < N, < ... tales que

€

Am CAk+2j+1

para cada m,k > N;
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Como A, C Ay, + % ey €A, existexy, €Ay, tal que d(y,xy,) < % En general, podemos encontrar
una sucesion {xy, € Ay, } con d(x;,xn;,,) < 5777 Por tanto, se cumple

d(yvaj) < d(y7xN1 ) +d(xN1 7xN2) +... +d(xNj—] 7xNj)

< £ + ¢ + £ < todo j >0
5 22+... 51 <& para todo j

y, ademds, la sucesion {xy,} es de Cauchy. Por completitud {xy,} converge a un punto x que
entonces pertenece a A. Por otra parte, d(y,xy,) < € implica que d(y,x) < €. Por tanto, A, CA+¢
para n > N como queriamos ver.

O]

3.2. Aplicaciones contractivas
Recordemos ahora las definiciones de punto fijo y aplicacién contractiva sobre un espacio
métrico (X,d).

Definicion 3.2.1. Sea f : X — X una funcion sobre un espacio métrico (X,d). Un punto X € X

que cumple f(X) = X se denomina punto fijo de f.

Definicion 3.2.2. Una funcion f : X — X sobre un espacio métrico (X,d) se dice contractiva

cuando existe una constante ¢, 0 < ¢ < 1, verificando

d(f(x),f(y)) <cd(x,y)  paracadax,y€X
Esta constante ¢ se denomina constante de contractividad.

En el siguiente lema vemos cémo trasladar una aplicacién contractiva sobre (X,d) al espacio

(A (X),h).

Lema 3.2.3. Sea f : X — X una aplicacion contractiva sobre un espacio métrico (X,d) con
constante de contractividad c. Entonces la aplicacion f : ¥ (X) — ¢ (X) definida como

f(B):={f(x):x€B}, para cada B € # (X)
es contractiva en (J (X ),h) con constante de contractividad c.

Demostracion. Por el teorema A.2.11 la aplicacién f estd bien definida, ya que, lleva compactos
a compactos. Sean B,C € .# (X ), entonces

d(f(B),f(C)) = sup{inf{d(f(x),f(y)):y€C}:x€B}
< sup{inf{cd(x,y):y€C}:x€ B} =cd(B,C)
d(f(C),f(B)) = (andlogamente) < cd(C,B)
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y por tanto, juntando ambas desigualdades

h(f(B),f(C)) sup{d(f(B),f(C)),d(f(C),f(B))}
csup{d(B,C),d(C,B)} = ch(B,C)

IN

O]

Habitualmente, un conjunto fractal (pensemos en el conjunto de Cantor) vendré definido por
mds de una aplicacién (en ese caso, una homotecia y una homotecia con una traslacion). Los
siguientes lemas muestran cémo al combinar varias aplicaciones contractivas obtenemos otra apli-

cacion contractiva.

Lema 3.2.4. Para cada A,B,C,D € ¥ (X) se cumple
h(AUB,CUD) < sup{h(A,C),h(B,D)}
donde h es la distancia de Hausdorff.

Demostracion. Vamos a probarlo usando el lema 3.1.10. Sea € > sup{h(A,C),h(B,D)}. Entonces
por un lado se cumple que C CA+¢€y D C B+¢€, luego CUD C (AUB) + €; y por otro lado
A CC+¢€yBC D+ ¢ que implica que AUB C (CUD) + €. Con ambas inclusiones deducimos
que

h(AUB,CUD) <€

y por tanto, tomando infimos para € N\, sup{%(A,C),h(B,D)}, obtenemos lo que queriamos.  []
Lema 3.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico completo y . = {f, :n=1,2,...,m} un conjunto

de aplicaciones contractivas en (J (X),h) con constantes de contractividad c, para cada f,. La
aplicacion F : ¥ (X) — # (X) definida como

m
B) = Uﬁ'(B), para cada B € K(X)
es contractiva con constante de contractividad ¢ = max{c, : n =1,2,...,m}. Observar ademds

que la union finita de compactos es compacto y cada f;(B) lo es.

Demostracion. Vedmoslo para el caso m = 2y, por induccidn, lo tendremos para cualquier .
Sean B,C € # (X). Se cumple que

h(f1(B)U f2(B), fi(C) U f2(C))
< sup{h(fi(B), £1(©)),h(f2(B), S(C)} (por 324
< sup{ci1h(B,C),c2h(B,C)} < ch(B,C)

h(F(B),F(C))
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y, por tanto, F' es contractiva con constante de contractividad c.
O

Con este resultado podemos considerar un fractal como el punto fijo de una sola funcién
contractiva sobre el espacio (% (X),h). Esto nos lo asegurara el Teorema del punto fijo de Banach
(3.3.2) que veremos en la seccién siguiente. Volviendo una vez més sobre el conjunto de Cantor

(ver ejemplo 2.2.15), este estard definido por la aplicacidn contractiva
F(A) = fi(A)U f£2(A) siendo A el conjunto de Cantor

donde f;(x) = %x y fa(x) = %x + % Muchos fractales en R?, como la curva de von Koch, estardn
definidas a partir de transformaciones afines (homotecias, rotaciones, reflexiones y traslaciones)

en el plano.

Observacién 3.2.6. En R? recordemos que una aplicacion afin f : R*> — R? es aquella que se

puede escribir en forma matricial como

X1 rcos@ —rsinf X e
A =(0 +
X2 rsin@ rcos6 X f
donde (e, f) € R? es una traslacion; r € R es el factor de homotecia; y 0 < 6 < 27 es el dngulo

de rotacion.

Ejemplo 3.2.7. La curva de von Koch (ver figura 1.3) estd definida por cuatro aplicaciones afi-
nes sobre R%. Combinando homotecias de razén 1/3, rotaciones de dngulos /3 o —1/3 y las

respectivas traslaciones en cada caso.
X1 . 1/3 0 X1
o) = (000
x| 1/6  —/3/6\ (xi 1/3
. () (ﬁ/ﬁ 1/6 ><>+< 0)
f xa\ 1/6  V/3/6\ [x N 1/2
Nw)  \ovare 16 ) \)  \V3se
x\  (1/3 0 X1 2/3
(o) = (000

Que un fractal quede determinado por un espacio métrico y unas aplicaciones contractivas nos

lleva, finalmente, a definir lo que es un sistema de funciones iteradas.
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Definicion 3.2.8. Denominaremos sistema de funciones iteradas o IFS (del inglés Iterated fun-
ction system) a un conjunto de aplicaciones contractivas . ={ f,:n=1,2,...,m} con constantes

de contractividad {c,} sobre un espacio métrico completo (X,d). Lo denotaremos por
{X;fo,n=12,....m} ={X;.}
y diremos que tiene constante de contractividad ¢ = max{c, :n=1,2,...,m}.

Ejemplo 3.2.9. A partir del ejemplo 3.2.7 anterior podemos afirmar que el IFS {R?; f1, f», f3, f+}

genera o determina la curva de von Koch (como nos asegurard el teorema 3.3.2)

3.3. Teorema del punto fijo de Banach

Comenzamos esta seccién recordando el Teorema del punto fijo de Banach, también conocido

como Teorema de la aplicacién contractiva, en su versién general (ver Teorema 6.1 de [Bar]).

Teorema 3.3.1 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo y
f X — X una aplicacion contractiva con constante de contractividad c. Entonces la ecuacion
f(x) = x tiene una solucion unica % € X, esto es, un tinico punto fijo .

Esta solucion se encuentra como el limite de la sucesion de iteradas
* = lim " (xo)
n

para un xo arbitrario y donde hemos utilizado la notacién f"(xo) = fo f" '(xo). Ademds, el error
en cada etapa estd acotado por
n

en =d(xp,%x) < lc—d(xl,xo)

Demostracion. La unicidad del punto fijo (en caso de existencia) se obtiene por la contractividad
de f. En efecto, si f(x) =xy f(y)=y

d(x,y) =d(f(x),f(y)) < cd(x,y)

y como 0 < ¢ < 1 esto solo es posible cuando d(x,y) = 0, es decir, x = y (por definicién A.1.1).
Como f es contractiva claramente es continua. Sea la sucesion x, = f(x,—1) = f™(xo). Si la

sucesion (x,) converge, su limite es el punto fijo de f

f(%) = lfm f(x,) = limx,| = limx, = %
n n n
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Veamos que por contractividad de f la sucesion x,, es de Cauchy (definicién A.3.1), y por tanto,
al ser el espacio métrico completo (definicién A.3.3), convergente. Se cumplen las desigualdades

siguientes

d<xn7xn—l) < Cd(xn—l 7xn—2) < Czd(xn—%xn—3) < ! d(xl ,X())

d(xn+p,xn) < d(xn+p7xn+pfl) +d(xn+p717xn) <...
< d(xnwLp,anrpfl)+--'+d(xn+l>xn)
< (TP e P2 Y d (xg,x0)
ct— P
= d
o db,x0)

luego, tomando limites para n vemos que el dltimo término converge a 0 y la sucesién es cla-
ramente de Cauchy (dado un € > 0 podemos encontrar términos n y p para los que la distancia
d(x,1p,X,) es menor que €). La cota para el error se deduce de la dltima desigualdad.

O

En las secciones anteriores hemos probado que (¢ (X),h) es un espacio métrico completo
(teorema 3.1.12) y que la “unién” de un conjunto de aplicaciones contractivas es contractiva (lema
3.2.5), por tanto, podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Banach al caso particular de un IFS
(definicién 3.2.8).

Teorema 3.3.2. Dado un IFS {X; fy,n=1,2,...,m} existe un tinico conjunto A € # (X) tal que
F(A) = U, fi(A) = A. Este conjunto A también se denomina atractor del IFS.

Ademds, este conjunto se obtiene como
A=1mF"(Ay)
n
para cualquier conjunto inicial Ay € ¥ (X).

Destacamos el hecho el fractal que genera (atractor) un determinado IFS se puede obtener
partiendo de cualquier conjunto. Por ejemplo, dado el IFS {R; fi = %x, = %x—l— %} podemos
partir de un segmento o de un cuadrado y en ambos casos obtendremos el conjunto de Cantor (por

los comentarios de la pagina 28).

3.4. Dimension de los IFS

Una vez formalizados los IFS y en relacion con el capitulo 2, pasamos a ver una férmula para

calcular la dimension de Hausdorff de estos fractales (los atractores de los IFS). Trabajamos ahora
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sobre (R",d) donde d es la distancia euclidea por ser el espacio habitual donde los definiremos.
Esta parte se corresponde con la seccién 9.2 de [Fal].
Sea {R"; f;;i=1,2,...,m} un IFS. Supongamos que las contracciones f; son similitudes con

radios (o constantes) de similitud A; tales que 0 < A; < 1, esto es,

d(fi(x), fi(y)) = Aid(x,y) para cada x,y € R".

El fractal (atractor) viene determinado por
m
A=JAA)
i=1

En el caso particular de que esta unién sea disjunta podemos calcular la dimensién de Haus-

dorff de este conjunto. Utilizando la proposicion 2.2.10 tenemos que
m m m

A (A) =2 | U filA) | = Yo" (fiA) = Y A7 (A)
i=1 i=1 i=1

y si suponemos que 0 < 7#*(A) < oo, la dimension del conjunto A, s = dimgA, viene dada por la
ecuacién
m
Z A =1 (3.1
i=1
Con el teorema 3.4.6 vamos a establecer que la férmula 3.1 define la dimensién de Hausdorff
de A (no importa que las uniones no sean disjuntas) y que 0 < J#*(A) < oo. Para demostrar esto
necesitaremos una condicién adicional sobre las contracciones, ademads de unos lemas y resultados

previos.

Definicion 3.4.1. Sea {R"; fi,i = 1,2,...,m} un IFS. Decimos que el IFS (o el conjunto de con-
tracciones) cumple la condicion del conjunto abierto si existe un conjunto no vacio, acotado y

abierto U C R" tal que
m
Urw)cu
i=1

con dicha union disjunta.

Lema 3.4.2. En (R",d) sean 0 < a; < az < ooy 0 < r < eo. Supongamos {U; C R"} una coleccion
de subconjuntos abiertos disjuntos dos a dos tales que, cada U; contiene una bola de radio ary
estd contenido en una bola de radio ayr. Entonces, cualquier bola B de radio r corta como mucho

a (1+2ay)"a;" de las clausuras U,.
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Demostracion. Si algtin U; corta a la bola B(0,r), como U; esta contenido en una bola de radio
ayr, entonces U; estd contenida en la bola B(0, (1 + 2a;)r). Supongamos que k de estas clausuras
cortan a B(0,r). Como los U; son disjuntos y cada uno contiene una bola de radio a;r, sumando

los vélumenes obtenemos k(a;r)" < (1+ 2a)"r" de donde se obtiene el resultado. O

Definimos las nociones de distribucion de masa en R" y de soporte de una medida exterior.
Intuitivamente hablando el soporte de una medida exterior es el conjunto en el que la medida estd

concentrada.

Definicion 3.4.3. Formalmente, se llama soporte de una medida exterior W al complementario del
mayor abierto U que es W-nulo en R", esto es, u(U) = 0. El soporte de una medida es siempre
cerrado y decir que x € R" pertenece al soporte de L significa que L(B(x,r)) > 0 para todo radio
r>0.

Decimos que U es una medida exterior en un conjunto A, si este contiene al soporte de [L.
Una medida exterior en un subconjunto acotado de R" para el cual 0 < u(R") < oo se dice una

distribucion de masa.

Proposicion 3.4.4 (Principio de distribucion de masa). Sea U una distribucion de masa en A C R"

y supongamos que para s > 0 existen A >0y 0 > 0 tales que
u(B) < A(diam(B))* (32)
para cada subconjunto B € R" con diam(B) < 8. Entonces se tiene que

A (A) = ”5{4) Yy s < dimg(A).

Demostracion. Sea {A;} un §-recubrimiento de A, entonces
0.< u(4) = p(Ui(A) < Y n(4) < A Y. (diam(4,))

donde la tltima desigualdad se obtiene de la férmula 3.2. Tomando infimos queda A.775'(A) >
U(A), luego 5 (A) > %A). Y tomando limites cuando & — 0 obtenemos

JO(A) > “;A) >0

de donde, por la caracterizacién de la dimensién de Hausdorff (pagina 12), deducimos que s <
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Proposicion 3.4.5. Sea % = {fi,...,fm} un conjunto de similitudes con radios {ry,...,rm} y
sea ./, el conjunto de todas las posibles combinaciones de la forma f; o...o f; dondeiy,...,i, €
{1, .. ,m}. Si A es el atractor del conjunto de similitudes .7, entonces para todo N > 1, A también

es el atractor de .

Demostracion. Hacemos induccién sobre N. Para N = 1 se cumple por ser A atractor de ..
Supongamos que se cumple para Sy _1, esto es,
A= U = U fio...ofi,(4)
fESN-1 i15esiN—1
con la union sobre todas las posibles combinaciones iy, ...,iy—1 € {1,...,m}.

Por tanto, aplicando la hipétesis de induccién tenemos

m

A:Ufj(A): U fjoﬁlo"’ofiN—l(A): U f(A)
j=1

Joilyeensin—1 fen

O]

Finalmente, pasamos a probar el resultado principal de esta seccion, del cual obtendremos la
férmula para calcular la dimension de Hausdorff. Nos basamos en el teorema 9.3 de [Fal], pagina

119 del mismo.

Teorema 3.4.6. Supongamos que se cumple la condicion del conjunto abierto (3.4.1) para un
conjunto de similitudes . = { f1,..., fn} en R" con radios A; para cada iy, ... ,m. Sea A el atractor
de .7, esto es,

A=) f)
i=1

entonces dimy(A) = s, donde el valor de s viene determinado por la formula 3.1, es decir,

i)tlr‘: 1

i=1

Ademds, para este valor de s, 0 < F*(A) < oo.

Demostracion. Sea s el valor que viene dado por la formula 3.1 y veamos que asi definido se
cumple s = dimg(A).

“>”: Denotemos por f;, i = fi,o...o f; la funcién composicién y recordemos que .y es
el conjunto de todas las posibles combinaciones de la forma f;, _; donde i,...,i, € {1,...,m}.

Por la proposicién 3.4.5 se cumple

a= U rw= U fial

feENN I1yeeyIN
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Como cada f; es una similitud de radio A; entonces f;, _;, es una similitud de radio 4;, --- A;,, por
tanto

Y, (diam(f(4)))" = ) (diam(f;..;ix(4)'= Y (A -+4;)" (diam(A))’

feNN i1y i1y

Como para cualquier § > 0 podemos elegir N tal que
diam(f;,. iy (A)) < (mdx ;)" - diam(A) < &
1

entonces {fi, . i(A):ii,...,ix € {l,...,m}} es un O-recubrimiento de A. Por tanto, tomando

infimos nos queda 73’ (A) < (diam(A))®, y tomando limites cuando § — 0
H*(A) < (diam(A))* < 40

En consecuencia, s > dimgA.
“<”: Para ver esta desigualdad dividimos la prueba en dos partes. En la parte (a) definiremos
una funcién de distribucién fi sobre A y en la parte (b) vemos que esta cumple las condiciones del

principio de distribucién de masa (proposicién 3.4.4).

(a) Sea el conjunto de sucesiones I = {(iy,i2,...): 1 <i; <m} y seael subconjunto de  con los
k primeros elementos (i1, ..., i) fijos I;, i, = {(i1,.. ., ik, Gk+1,--.) : 1 <gq; <m}.Podemos
poner una distribucién de masa' u en I definiendo

H(Iil-,-»-ik) = )l’lsl v lli

Para ver que, en efecto, es una distribucién de masa basta tener en cuenta que ;. i, C
I, ...i, y que para cada 1 <i, < m se cumple 4;, < 1, ya que, aplicando la férmula 3.1 se da

la igualdad

m

Wl i) =Xy A = Y (A A A) =

i=1

on

Il
_

WLy i)

'Extendiendo la definicién a cualquier J C I como

.u*(‘]) _fnf{ Z “(Ii1,~--7ik) Je U Iil~,~~~~ik}
)eB

(i1,--ix)EB (i1 5+myik

u* es una medida exterior métrica en I = [];_; C (espacio métrico con la distancia producto de las distribuciones

discretas) donde Cy, son copias de C = {1,...,m} (ver seccién 1.3 de [Fal]).
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(b)

con lo que tenemos (1) = 1. A partir de esta y definimos nuestra distribucién de masa fi

en A de manera natural como

A(B) = u({(ir,i,.-.) : firn...(A) € B})
para cada subconjunto B C A, ya que, asi definida fi(A) = u({(i1,...) : fi,..(A) € A}) =
u(I) = 1.
Veamos ahora que fi cumple las condiciones del principio de distribucion de masa (propo-
sicién 3.4.4). Sea U el conjunto que se obtiene de la condicién del conjunto abierto 3.4.1,

entonces

m
UJAWU)CU  (unién disjunta)
=1

Asi, F(U) = U™, f;(U) C U y como por el teorema del punto fijo de Banach (3.3.2) la

sucesion F¥(U) converge a A y se cumple (induccién en k)

m
FNU)=F'oFU)=F“" ' (JAO) cF*'(U)cU
i=1
entonces A C Uy f;, i, (A) C fi,...;,(U) para cada secuencia finita (i, ..., ).
Sea B una bola cualquiera de radio r < 1 y veamos cémo podemos estimar fi(B). Como
AL,y A, r < 1, para cada sucesion (i, ip,...) € I existe un primer término i, que cumple

(m_fnki)k r <A A, <r (3.3)

y sea Q el conjunto de todas las posibles secuencias (i1,...,i) obtenidas de esta manera.
Asi, para cada sucesion (i, iy, ...) € I habrd un tnico entero k tal que (i1,...,i) € Q. Como
fi(U),...,fm(U) son disjuntos, también lo son fi, i 1(U),..., fi. i 1m( ) para cada
(i1,...,ix—1), por tanto la coleccién de abiertos {f;, . ; (U) : (i1,...,ix) € O} es disjunta.
Ademds, A C Ugfi, ... (A) CUgfi ... (T)).

Sean ahora a; y a tales que el abierto U contiene una bola de radio @; y estd contenida en
una de radio a,. Entonces por las desigualdades 3.3 para cada (iy,...,i) € Q el conjunto
fir....i, (U) contiene una bola de radio A;, - - - A;, - a1, y por tanto una de radio (min; A)k-ay-r,
y estd contenida en una bola de radio A;, --- A - az, y por tanto en una de radio az - r. Si Q)

denota las secuencias (iy,...,ix) € Q tales que B corta a f;, . ; (U), entonces por el lema

.....

3.4.2 en Q; hay como maximo ¢ = (1 +a;)"-a;" - (min; A;) " elementos. Por tanto,

B(B) = FANB)=u({(inis,..): firi. (A) €ANBY)
< .u({UQIih»---,ik})
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ya que, como f;, (A) € ANB C Uy, fi,....i,(U) por definicion de Q;, entonces existe un
entero k tal que (iy,...,i) € Q1. Luego

f(B) < ;#(Iil,‘..,ik)ZZ(li o Ai)

01
< Yr<ryg
[

Finalmente, como cualquier conjunto C estd contenido en una bola de radio diam(C) tene-

mos que

A(C) < diam(C)' ¢

y, por tanto, estamos en condiciones de aplicar el principio de distribucion de masa 3.4.4.
Aplicando dicha proposicién concluimos que se cumple

1
=->0

JC(A) > .

=
< @

y, por tanto, s < dimpgA.
]

Ejemplo 3.4.7 (Curva de von Koch). Para generar la curva de von Koch (ver figura 1.3) en cada
iteracion un segmento se sustituye por otros cuatro de longitud un tercio del anterior. Esto es
equivalente (como hemos visto en el ejemplo 3.2.7) a aplicar cuatro funciones contractivas con

factor de homotecia % en cada paso. Su dimension de Hausdorff s, por el teorema 3.4.6, vendrd

ORORORORIOR

B log(4)
~ log(3)

dada por la ecuacion

y por tanto

s ~ 1,26186

Ejemplo 3.4.8 (Curva cuadratica de von Koch tipo 1). Esta curva es una modificacion de la curva
de von Koch con un dngulo recto. Partiendo de un segmento en cada iteracion se sustituye el tercio
central por otros tres formando un cuadrado como muestra la figura 3.2. Es el atractor del IFS

{R2; f1, f>, 3, f4, f5 } donde las aplicaciones vienen dadas por:
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conjunto inicial

iteracion 1

iteracion 2

iteracién 5

Figura 3.2: Curva cuadratica de von Koch tipo 1
2 - ()
X2 0 1/3) \xy
2(0) - (s ) 0)(9)
X2 /3 0 X2 0
A - (5 ) )G
X 0 1/3) \x2 1/3
+() - (s D)6
X2 -1/3 0 X 1/3
o) - (3 ) ) ()
X2 0 1/3 X2 0
Su dimension de Hausdorff s cumple (por el teorema 3.4.6)
1 N 1 S 1 N l S 1 S 1 N
(5)+(5) +(3) () +(5) = (5) =

_ log(5)
~ log(3

Y por tanto

S

~ 1,46497

~—
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Ejemplo 3.4.9 (Curva cuadritica de von Koch tipo 2). Este ejemplo es otra modificacion de la
curva de von Koch (ver la figura 3.3). Su construccion se advierte con la figura. La dimension de

Hausdorff s de este conjunto cumple

y por tanto

conjunto inicial

iteracion 1

iteracién 2

iteracion 6

Figura 3.3: Curva cuadratica de von Koch (tipo 2)
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Capitulo

«CONTENIDOS»
= Sistemas-L

= Algoritmo de aproximacién por puntos

Una vez terminado el marco teérico donde formalizamos los IFS pasamos a estudiar dos alter-
nativas (algoritmos) con los que dibujar o aproximar los fractales que generan. Con este objetivo
dividimos el capitulo en dos secciones. En la primera seccién veremos una manera sencilla e intui-
tiva que no requiere de grandes conocimientos de programacion. Estd basada en los denominados
sistemas-L (o sistemas de Lindenmayer) que gracias a los paquetes TikZ y PGF de IKIEX (ver
[Tan]) es posible generar desde este. Esto nos va a permitir, entre otras cosas, dibujar distintas
iteraciones en forma de tabla muy facilmente.

En la segunda parte de este capitulo se presenta un algoritmo de aproximacién por puntos
tomado de [EdA] con un buen control sobre el error cometido en la aproximacion. Con este método
solo hay que conocer las aplicaciones que definen un IFS y el error que podemos admitir para llegar
a dibujarlo de una manera répida.

Los interesados en estudiar otros algoritmos distintos a este pueden ir a la seccién 3.8 de
[Bar] donde se pueden encontrar dos de ellos o al articulo [Dub] en el que se comparan varios en

términos de tiempo de ejecucién, puntos distintos calculados, etc.

4.1. Sistemas-L

Los sistemas-L o sistemas de Lindenmayer son un conjunto de reglas y simbolos que se usan
habitualmente para describir el crecimiento de ciertas plantas y que resultan utiles para generar

algunos fractales basados en IFS. Vamos a ver cémo se puede hacer esto dltimo desde IATEX
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utilizando los paquetes TikZ y PGF (capitulo 37 del manual [Tan]). De hecho, todos los fractales
que aparecen en los capitulos anteriores han sido realizados con estos.

La idea detras de un sistema-L es muy sencilla: se fijan unos simbolos (por ejemplo, A y B), se
define una regla para modificarlos (p.e. A — AB) y se da un conjunto inicial (p.e. A) denominado
axioma; después a partir del axioma se itera el proceso mediante la regla (cada A se sustituye por
AB). Asi, las tres primeras iteracion de este sistema-L serian AB, ABB y ABBB.

Los simbolos utilizados por defecto por los paquetes TikZ y PGF de XX para definir un
sistema-L se corresponden a operaciones de dibujo:

= F para mover hacia adelante una cierta distancia, dibujando una linea,

= f para mover hacia adelante pero sin dibujar,

+ para girar a la izquierda cierto dngulo,

= — para girar a la derecha,

[ para guardar la posicion y direccién actual y
= | para recuperar la posicién y direccién anteriores.
Para generar la curva de von Koch (figura 1.3), por ejemplo, se comienza por un segmento F y

la regla que se aplicada en cada paso es F — F+F- -F+F, donde el dngulo de giro son 60°.
Ejemplo 4.1.1. Para generar la iteracion 2 de la curva de von Koch basta con escribir el codigo

\begin{tikzpicture}

\pgfdeclarelindenmayersystem{Koch curvel}{

\rule{F -> F+F--F+F}}

\draw [1l-system={Koch curve, step=15pt, angle=60, axiom=F, order=2}]
lindenmayer system;

\end{tikzpicture}

donde se determinan la longitud de paso, el dngulo de giro o el conjunto inicial. Como el axioma

es F, la primera iteracion es F+F- -F+F y la segunda
F+F--F+F+F+F- -F+F- -F+F- -F+F+F+F- -F+F.

Este codigo nos dibuja la siguiente figura

Una desventaja que podemos encontrar es que se necesita poder describir el fractal que quera-

mos dibujar con estos simbolos, lo que resulta complicado en muchas ocasiones.
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4.2. Algoritmo de aproximacion por puntos

Siguiendo el articulo [EdA] en esta seccién vamos a estudiar un algoritmo para aproximar
el fractal de un IFS. Recordando la notacién utilizada en las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 denotamos
por . a un conjunto de aplicaciones contractivas {fi,..., f,n} con constantes de contractividad
{c1,...,cm} y por .%, el conjunto de todas las posibles combinaciones de la forma f;, o...o f;
donde iy,...,i, € {1,...,m}. Sea ahora .#* el conjunto de todas las posibles combinaciones de

funciones de ., es decir,

S = U I
n=1
Si A es el atractor de . (lo serd también de ., para cada n > 1 por la Proposicion 3.4.5) entonces
se puede probar' que es igual a la clausura del conjunto [Js o« fix(f), donde fix(f) representa el
tinico punto fijo de la aplicacién f. Esto implica que fix(f) € A para cada entero n > 1 y cada
funcién f € .¥,.
Por ser las aplicaciones de . contractivas dado un € > 0 existe un entero N > 1 tal que

Cil...CiN Ss

para todas las posibles combinaciones iy, ...,iy € {1,...,m}. Denotamos por A(.¥, €) el conjunto
de todos los enteros N que cumplen esta condicién. Entonces, existe un entero Ny > 1 tal que
A(SL,e) ={No,No+1,...}.

Lema 4.2.1. A partir de .7 y € se puede estimar un entero N € A(. , €) del pdrrafo anterior como

loge

~ log (méxj<i<mci)

Demostracion. Basta considerar

N
méax{c;, ---ciy} < (1%%1100 <e

y tomar logaritmos. 0

El algoritmo que vamos a ver se basa en el siguiente resultado tomado de [EdA]. Se trabaja en

un espacio métrico completo (X,d).

'La prueba se puede encontrar en [Hut].
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Proposicion 4.2.2. Sean dos reales 0 < § < 1y0 < € < 1 dados. SeaN € A(./,8) y consideramos
el conjunto Sy = {hy,hy,...,h,}. Denotamos por x; € X el punto fijo de la aplicacion contractiva
h; para cada i =1,...,u, y sea B} el conjunto finito formado por todos los x;.

Si tomamos M € A(Z, €) y definimos el conjunto B como
B={g(x):g€ Su,xe B}
entonces, si A es el atractor de ., se cumple que
h(A,B) < gddiam(A).
Demostracion. Por la Proposicién 3.4.5 tenemos que

B=J ¢B)=F"B1) y A=F"(4)
8EIu

donde FM es una aplicacién contractiva con constante de contractividad menor o igual a €, ya que,
M € A(Z,€). Esto implica que
h(A,B) = h(FM(A),FM(B,)) < eh(A,B)).
El resto de la prueba lo dividimos en dos partes.
(a) Por definicién de B; tenemos que
d(B1,A) =sup{d(x,A) :x € B} =sup{d(x;,A) :i=1,...,u}

y como ya hemos comentado en esta seccién se cumple que x; € A (por ser puntos fijos),
luego
d(x;,A)=0 paracadai€ 1,...,u

lo que implica que d(B;,A) = 0.
(b) Veamos ahora una acotacion sobre d(A,B;) = sup{d(a,B;) : a € A}. Tomamos a € A =
FN(A) =7 hi(A),ysean 1 <i<uy z€ A tales que a = h;(z). Entonces

d(a,By) <d(a,x;) =d(hi(z),hi(x;)) < dd(z,x;) < ddiam(A)
donde la dltima igualdad se obtiene de x;,z € A.
De (a) y (b) obtenemos que
h(A,By) =sup{d(A,B;),d(B;,A)} < ddiam(A)

y por tanto
h(A,B) < eh(A,B;) < & 8 diam(A)

como querfamos probar. O
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Algoritmo Aproximacién por puntos de fractales

Entrada: Conjunto de aplicaciones contractivas . = { f1,..., fm} con constantes de contractivi-
dad {c1,...,cn} y precision en funcién de €, § y diam(A) (una estimacion).
Salida: Un conjunto finito de puntos B tal que h(A, B) < precision, donde A es el fractal definido
por ..
1: A partir de 6 se calcula N € A(,0) (Lema 4.2.1).
: Se calculan todas las transformaciones .y = {hy,...,h,} y sus puntos fijos x;.

: A partir de € (e igual que con ) se calculan M € A(.¥, €) y las transformaciones .%);.

A~ LN

: El conjunto B se obtiene aplicando las funciones de .#); a los puntos x;.

En el apéndice C adjuntamos el cédigo que hemos desarrollado en Java de este algoritmo.

Como trabajamos en R? con transformaciones afines F : R> — R? como

()L 0)
F(X)=F = + —A-X+C
X2 c d X2 f

los puntos fijos X € R? de estas son X = C(I —A)~!, donde I representa la matriz identidad.
En nuestro c6digo tomamos ademds & = € y escribimos los métodos en funcién del nimero N
de iteraciones (en este caso, N = M). Veamos un ejemplo de cémo dibujar un fractal con este

algoritmo. Las transformaciones las introducimos como matrices 2 x 3

X1

X1 a b e
F = )C2
X2 c d f :
Ejemplo 4.2.3 (Triangulo de Sierpinski). Definimos un JFrame de 800 de ancho por 700 de alto.

Este fractal estd determinado por tres transformaciones afines
X1
X1 05 0 0
f = x2
X2 0 05 0
1
X1
s X1 05 O 0,25
2 = X
% 0 05 025v3) |

X1

X 05 0 05
/3 = X2
X 0 05 0/




@ Como dibujar fractales

Si queremos que la distancia entre nuestra aproximacion B y el fractal A sea menor a un
pixel de una pantalla, estimamos que el grdfico estd en una ventana de 800x600 pixeles que
se corresponde con un rectdngulo del plano R* de dimensiones 2 unidades de ancho por 1,5
unidades de alto. Asi, un pixel equivale a un cuadrado de dimensiones reales 2/800 x 1,5/600
con didmetro +/(2/800)2 + (1,5/600)2 < 0,0036. Por otro lado, estimando que el didmetro de A

estd en el rectdngulo donde dibujamos podemos acotarlo por

diam(A) <+/22+1,52=25

tomamos
€ < 1/0,0036/2,5 < 0,038

y como el radio de contractividad de las transformaciones afines es menor o igual a 0,5 (usando,

por ejemplo, la norma matricial subordinada del supremo) entonces

loge  10g0,038
~log0,5  log0,5

Por tanto, con N = 5 se obtiene una buena aproximacion. La figura 4.1 muestra el resultado®.

Figura 4.1: Triangulo de Sierpinski (0.3 segundos)

%Los tiempos que aparecen en las figuras son los empleados en un ordenador con procesador Intel Core Duo con

sistema operativo Linux Mint 15 de 32 bits
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Veamos algunos ejemplos més a partir del nimero de iteraciones, que se calculan del mismo

modo que en el anterior ejemplo.

Ejemplo 4.2.4 (Curva dragén). La curva dragon viene determinada por dos transformaciones

afines

X
X1 05 05 0
fi = X2
X 05 05 0/ "
X
X1 05 05 1
f2 = X2
X 05 -05 0/ |

La figura 4.2 muestra el resultado con N =9 iteraciones.

Figura 4.2: Curva dragon (0.5967 segundos)



@ Como dibujar fractales

Ejemplo 4.2.5 (Hoja de arce). El fractal que denominaremos “Hoja de arce” viene determinado

por cuatro transformaciones afines

X
X 0,14 001 —0,08\ [
fl = X
X 0 051 13/
X1
X 043 052 149
ip) = x
X 045 05 075 |
X1
X 045 —049 —1,62
J3 = X2
% 047 047 —074) |
X1
X 049 0 0,02
Ja = 2
X 0 051 1,62

La figura 4.3 muestra el resultado con N = 4 iteraciones.

Figura 4.3: Hoja de arce (0.6142 segundos)
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Ejemplo 4.2.6 (Planta). El siguiente fractal con forma de planta viene definido por tres transfor-

maciones afines

X1
1 05 —0,1 0
S = X
X 05 05 0
X1
x| 05 —0,1 —05
2 = X
X 05 06 -2/
X1
N 0,7 —03 0
3 — X
% 05 05 1 12

La figura 4.2 muestra el resultado con N = 4 iteraciones.

Figura 4.4: Planta (0.5967 segundos)
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«CONTENIDOS»
= Distancia y espacio métrico.

= Compacidad y compacidad secuencial.

= Sucesiones y completitud.

En este apéndice repasamos los conceptos y resultados de Topologia que hemos utilizado
principalmente para el desarrollo del capitulo 3, referente a sistemas de funciones iteradas. Sobre
todo para la seccién 3.1 (pdgina 18). Nos basamos en los apuntes de la asignatura “Topologia
de espacios métricos” (ver [Her]), al que remitiremos para ver las demostraciones, y en menor
medida en el libro [Munk].

A.1. Distancia y espacio métrico.

Definiciéon A.1.1. Dado un conjunto X, una distancia sobre X es una aplicaciond : X x X — R

que cumple:
(i) d(x,y) > 0 para todo x,y € X
(ii) d(x,y)=0siysolosix=y
(iii) d(x,y) =d(y,x) para todo x,y € X
(iv) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) para todo x,y,z € X

Definicién A.1.2. Un espacio métrico es un par (X ,d), donde X es un conjunto y d una distancia

definida sobre este.
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A.2. Compacidad y compacidad secuencial

Pasamos ahora a repasar las nociones de compacidad y compacidad secuencial.

Definicion A.2.1. Sea X un conjunto y sea A C X. Un cubrimiento o recubrimiento de A es una
familia o7 = {A;}icr de subconjuntos de X tales que A € | J;c;A;. Un subcubrimiento o subrecubri-
miento es una subfamilia 8 C <f que es también un recubrimiento de A. Un recubrimiento se dice
que es finito si estd formado por una cantidad finita de conjuntos. Cuando (X,d) es un espacio

métrico y cada A; es un abierto de X, se dice que </ es un recubrimiento abierto de A.

Definicion A.2.2. Un espacio métrico (X,d) es compacto si todo recubrimiento abierto de X ad-
mite un subrecubrimiento finito. Un subconjunto K C X es compacto en (X ,d) si con la topologia

inducida es un espacio compacto.

Proposicion A.2.3. Sea K un subespacio de un espacio métrico (X,d). Entonces K es compacto
si, y solo si, para toda familia {A;}ici de abiertos en X tal que K C |J;c; A;, existe una subfamilia
finita {A;}!, tal que K C U, A;.

Demostracion. Ver proposicién 4.2.2 de [Her]. O
Teorema A.2.4. Todo subconjunto compacto de un espacio métrico (X,d) es cerrado y acotado.
Demostracion. Ver teorema 4.2.5 de [Her]. O

Teorema A.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico y (x,);_, C X una sucesion. Entonces (x,)5_,

converge a x € X si, y solo si, cada subsucesion (x,, )ken de (x,);r_, converge a x.
Demostracion. Ver teorema 4.5.2 de [Her]. O

Definicion A.2.6. Sea (X,d) un espacio métrico y K C X un subconjunto. Diremos que K es se-
cuencialmente compacto si cada sucesion (x,);_, en K posee una subsucesion (x,, )x convergente

a un punto de K.

Definicion A.2.7. Dado un espacio métrico (X,d) y un subconjunto T C X, diremos que T es
totalmente acotado si para cada r > 0 existe un niimero finito de puntos x1,xz,...,x, de T tales
que T C B(x1,r)U...UB(x,,r).

Teorema A.2.8 (de Heine-Borel-Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico y un subconjunto K C

X. K es compacto si, y solo si, K es secuencialmente compacto.

Demostracion. Ver teorema 4.6.2 de [Her]. O



A.3 Sucesiones y completitud Q

Teorema A.2.9. Si (X,d) es un espacio métrico y K C X es secuencialmente compacto, entonces

K es totalmente acotado.
Demostracion. Teorema 4.3.6 de [Her]. O]

Definicion A.2.10. Sean (X,d) e (Y,d') dos espacios métricos. Una aplicacién f : X — Y dire-

mos que es continua en a € X si para cada € > 0 existe un 8 > 0 tal que d(x,a) < & implica que

d'(f(x),f(a)) <e.

Teorema A.2.11. Si f: X — Y es una aplicacion continua entre espacios métricos y K C X es

compacto en X, entonces f(K) es compacto enY.

Demostracion. Teorema 4.7.1 de [Her]. ]

A.3. Sucesiones y completitud

Definicion A.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que una sucesion (x,);_, en X es una

sucesion de Cauchy si dado € > 0 existe ng € N tal que, si n,m > ng, entonces d(x,,xp) < €.

Proposicion A.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Si (x,);_, es una sucesion de Cauchy que

oo

contiene una subsucesion (x»,)y_, que converge a x, entonces la sucesion (x,);_, converge a x.
Demostracion. Ver proposicion 5.1.5 de [Her]. O

Definicion A.3.3. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de Cauchy en X es

convergente.

Corolario A.3.4. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy tiene una subsu-

cesion convergente.
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En el capitulo 2 vemos lo que se denomina medida de Hausdorff asociada a un conjunto. Por
ello, en este apéndice repasamos los conceptos y resultados mds importantes que alli utilizamos
sobre teoria de la medida. Para mas detalles ver [Rog], [WhZyg] o [Edg].

En lo sucesivo Q denotard un conjunto no vacio y &?(€) la familia de los subconjuntos de Q.

Definicién B.1.5. Una medida exterior sobre Q es una funcion u* definida sobre todos los sub-

conjuntos de Q, P (Q), que toma valores sobre [0, +oo|, y que cumple:

(i) n*(0)=0
(ii) si Ay C Ay son subconjuntos de Q, entonces W (A1) < u*(Az)

(iii) si {A,} conn € N es una sucesion cualquiera de subconjuntos de ., entonces
+oo oo
w( U Ay) < Z L (An)
n=0 n=0

Definicion B.1.6. Si u* es una medida exterior sobre Q un subconjunto A C Q se dice que es

w*-medible si y solo si para cada B C Q se cumple
W (B) = (BNA)+p* (B\A)
o equivalentemente si para todo par de conjuntos B,C C Q donde BC Ay C C Q\ A se tiene
W (BUC) = ' (B) + ' (C)

Definicion B.1.7. Una o-dlgebra de partes de Q es una familia of C 22 (Q) que cumple:
(i) 0 € of
(ii) si A € of, entonces Q\ A € of
(iii) si Ay € < para cada n € N, entonces ") A, € o
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Definicion B.1.8. Una funcion U definida en una c-dlgebra <f contenida en las partes de Q sobre

[0, +o0] se dice que es una medida si cumple:

(i) 1(0)=0.

(ii) si {An} con n € N es una sucesion subconjuntos de Q disjuntos dos a dos, entonces
+o0 +o0

p(JAn) =Y u(an)

n=0

n=0

Teorema B.1.9 (Teorema de Carathéodory). Si U* es una medida exterior sobre Q entonces la
familia de los conjuntos L*-medibles es una G-dlgebra. Ademads, la restriccion de U* a esta O-

dlgebra es una medida.
Demostracion. Ver prueba en [Edg, Teorema 5.2.5]. O

Para el estudio de los fractales trabajaremos con subconjuntos de un espacio métrico. Los mds
usuales serdn los abiertos, cerrados o los construidos a partir de estos; en particular, los conjuntos
de Borel (los pertenecientes a la o-dlgebra generada por los abiertos, denominada o-dlgebra de

Borel). Seria deseable por tanto, dar condiciones para que estos conjuntos fueran medibles.

Definicién B.1.10. Una medida exterior u* en un espacio métrico (X,d) se dice que es una

medida exterior métrica si cumple que
B (AUB) = u*(A) +u*(B)
para todo par de conjuntos A 'y B tales que d(A,B) > 0.

Teorema B.1.11. Dada pu* una medida exterior métrica sobre (X ,d) espacio métrico se tiene que

todo conjunto de Borel es U*-medible.
Demostracion. Ver prueba en [Edg, Teorema 5.4.2]. O

Corolario B.1.12. La restriccion de la medida exterior métrica del teorema anterior en la ©-

dlgebra de Borel es una medida.



Codigo JAVA del algoritmo de
aproximacion por puntos

package fractalsahv;

import auxiliar.TransAfin;
import java.awt.x;
import java.util.ArrayList;

import javax.swing.x;

/%% @author alvarohv
#/

public class FractalsAHV2 extends JFrame {
// Dimensiones ventana
int ancho = 800;
int alto = 700;

public FractalsAHV2 () {
super (" Algoritmo_de_aproximacién_de_fractales IFS");
setSize (ancho, alto);
setVisible (true);
getContentPane (). setBackground (Color . WHITE);

/%% Metodo para calcular los puntos fijos de una lista de transformaciones

* afines. Las variables fa, x0 e y0 se utilizan para centrar el fractal

* en la ventana.

*/

public void puntos(Graphics g, ArrayList transformaciones, double fa,
double x0, double y0){

int n = transformaciones.size ();

for (int i = 0; 1 < n; i++) {




/%% Metodo para dibujar los puntos en pantalla.

#/

public void dibPunto(Graphics g, double[] z,double fa,6double x0, double yO)({
g.drawLine ((int) (z[O0]*fa+x0), (int) (z[l]*fa+y0),

/+«xLas siguientes funciones definen algunos fractales a partir de sus

% transformaciones afines especificando el niimero de composiciones de estas

x para
%/

// Conjunto de Cantor

public void Cantor(Graphics g, int iter){
double fa=600;
double x0=150;
double y0=200;
double [][] mTI={{1./3,0,0},{0,0,0}};
TransAfin Tl=new TransAfin(mT1l);
double[][] mT2={{1./3,0,2./3},{0,0,0}};
TransAfin T2=new TransAfin(mT2);
TransAfin[] generadores={T1,T2};
ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(T1);
transformaciones .add(T2);

for (int i = 0; i < iter; i++) {

Cédigo JAVA del algoritmo de aproximacion por puntos

TransAfin TA = (TransAfin) transformaciones.get(i);

double[] punto = TA.puntoFijo;

dibPunto (g, punto,fa,x0,y0);

for (int j = 0; j < i; j++) {
TA = (TransAfin) transformaciones.get(j);
dibPunto (g, TA.eval(punto),fa,x0,y0);

}

for (int j =i + 1; j < n; j++) {
TA = (TransAfin) transformaciones.get(j);
dibPunto (g, TA.eval (punto),fa,x0,y0);

(int) (z[O]xfa+x0), (int) (z[1l]+fa+y0));

tener una buena aproximacion.

TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);




puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);

// Trianglo de Sierpinski

public void Sierpinski(Graphics g, int iter){
double fa=600;
double x0=130;
double y0=130;
double [][] mT1={{1./2,0,0},{0,1./2,0}};
TransAfin Tl = new TransAfin (mTl);
double [J[] mT2={{1./2,0,1./4},{0,1./2,Math.sqrt(3)/4}};
TransAfin T2 = new TransAfin(mT2);
double [][] mT3={{1./2,0,1./2},{0,1./2,0}};
TransAfin T3 = new TransAfin(mT3);
TransAfin[] generadores = {T1, T2, T3};
ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(T1);
transformaciones .add(T2);
transformaciones .add(T3);

for (int i = 0; i < iter; i++) {
TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);

}

puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);

// Curva dragon
public void Dragon(Graphics g, int iter){
double fa=400;
double x0=250;
double y0=410;
double [][] mT1={{1./2,1./2,0},{—-1./2,1./2,0}};
TransAfin Tl=new TransAfin (mT1l);
double [][] mT2={{—-1./2,1./2,1},{—-1./2,—-1./2,0}};
TransAfin T2=new TransAfin(mT2);
TransAfin[] generadores={T1,T2};
ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(T1);
transformaciones .add(T2);

for (int i = 0; i < iter; i++) {

TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);
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puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);

//Helecho de Barnsley
public void Fern(Graphics g, int iter){

double fa=-065;

double x0=350;

double y0=680;

double[][] mTl = {{0., 0., 0.}, {0., 0.16, 0.}};
TransAfin Tl = new TransAfin (mTl);

double[][] mT2 = {{0.85, —0.04, 0.}, {0.04, 0.85, 1.6}};
TransAfin T2 = new TransAfin(mT2);

double[][] mT3 = {{0.2, 0.26, 0.}, {—0.23, 0.22, 1.6}};
TransAfin T3 = new TransAfin(mT3);

double[][] mT4 = {{—-0.15, —0.28, 0.}, {—0.26, 0.24, 0.44}};
TransAfin T4 = new TransAfin(mT4);

TransAfin[] generadores = {T1, T2, T3,T4};

ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(Tl);

transformaciones .add(T2);

transformaciones .add(T3);

transformaciones .add(T4);

for (int i = 0; i < iter; i++) {
TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);
}
puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);
}
// Planta

public void Plant(Graphics g, int iter){

double fa=78;

double x0=350;

double y0=450;

double[][] mT1 = {{0.5, —-0.1, 0.}, {0.5, 0.5, 0.}};
TransAfin Tl = new TransAfin (mTIl);

double[][] mT2 = {{-0.5, —-0.1, —-0.5}, {—=0.5, 0.6, —2.}};
TransAfin T2 = new TransAfin(mT2);

double[][] mT3 = {{-0.7, —-0.3, 0.}, {—=0.5, 0.5, 1.}};
TransAfin T3 = new TransAfin(mT3);

TransAfin[] generadores = {Tl, T2, T3};

ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(Tl);




transformaciones .add(T2);

transformaciones .add(T3);

for (int i = 0; 1 < iter; i++) {
TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);

}

puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);

//Hoja de arce

public void Leaf(Graphics g, int iter){
double fa=-78;
double x0=350;
double y0=400;
double[][] mT1 = {{0.14, 0.01, —-0.08}, {0., 0.51, —1.3}};
TransAfin Tl = new TransAfin (mT1);
double [][] mT2 = {{0.43, 0.52, 1.49}, {—-0.45, 0.5, —0.75}};
TransAfin T2 = new TransAfin(mT2);
double [][] mT3 = {{0.45, —-0.49, —1.62}, {0.47, 0.47, —-0.74}};
TransAfin T3 = new TransAfin(mT3);
double [][] mT4 = {{0.49, 0., 0.02}, {0., 0.51, 1.62}};
TransAfin T4 = new TransAfin(mT4);
TransAfin[] generadores = {T1, T2, T3,T4};
ArrayList transformaciones = new ArrayList();
transformaciones .add(T1);
transformaciones .add(T2);
transformaciones .add(T3);

transformaciones .add(T4);

for (int i = 0; i < iter; i++) {
TransAfin.listacompuestas (transformaciones , generadores);

}

puntos (g, transformaciones ,fa,x0,y0);

@Override //Metodo para dibujar

public void paint(Graphics g) {
// Variable para estimar el tiempo de calculo
long startTime = System.nanoTime ();
g.setColor (Color .BLACK);

// Cantor(g,6);
Sierpinski(g,5);
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// Leaf(g,5);
//Dragon(g,9);
//Fern(g,5);
// Plant(g,4);

long estimatedTime = System.nanoTime() — startTime;

System.out. println ("Tiempo_estimado_=_"+estimatedTime * 1E-9 + " _sec");

public static void main(String[] args) {

FractalsAHV2 application = new FractalsAHV2();
application.setDefaultCloseOperation (JFrame .EXIT_ON_CLOSE);

package auxiliar;

import java.awt.Color;

import java.util.ArrayList;

/xxClase de transformaciones afines .

% @author alvarohv

%/

public class TransAfin{
public double[][] TA;
public double[] puntoFijo;

public TransAfin (){

this . TA = new double[2][3];
this . puntoFijo = new double[2];

public TransAfin(double[][] TA){

this . TA = TA;

this.puntoFijo = new double[2];

this . puntoFijo[0] = (-TA[O0][2] = (TA[1][1] — 1) + TA[1][2] = TA[O][1])
/I ((TA[O][0] — 1) = (TA[L][1] — 1) — TA[1][0] = TA[O][1])

this . puntoFijo[1] = (—(TA[0][0] — 1) = TA[1][2] + TA[1][0] = TA[0][2])
I ((TA[O][O] — 1) = (TA[T][1] — 1) — TA[L][O] = TA[O][1]);




O

public double[] eval(double[] x) {
double[] eval = new double[2];
eval [0] = this . TA[0][0] = x[0] + this.TA[O]J[1] = x[1] + this.TA[O0][2];
eval[1] = this . TA[1][0] % x[0] + this.TA[1][1] % x[1] + this.TA[1][2];

return eval

public TransAfin compuesta(TransAfin TB) ({
double [][] compuesta = new double[2][3];
compuesta[0][0] = this.TA[O][0]+«+TB.TA[O][0] + this . TA[O][1]«TB.TA[1][0]]
compuesta[0][1] = this . TA[O][0]+«+TB.TA[O][1] + this . TA[O][1]«TB.TA[1][1]{
compuesta[0][2] = this .TA[O][0]*TB.TA[0][2] + this.TA[O]J[1]*TB.TA[1][2]
+ this . TA[0][2];
this .TA[1][0]+«*TB.TA[O][0] + this . TA[1][1]«*TB.TA[1][0]}
this . TA[1][0]+«TB.TA[O][1] + this . TA[1][1]«TB.TA[1][1]]}
compuesta[1][2] this .TA[1][0]+«TB.TA[O][2] + this . TA[1][1]«TB.TA[1][2]
+ this . TA[1][2];
return new TransAfin(compuesta);

compuesta[1][0]

compuesta[1][1]

public static void listacompuestas (ArrayList transformaciones,
TransAfin[] generadores) {
ArrayList transAfines = new ArrayList(transformaciones);
transformaciones.clear ();
int n = transAfines.size ();
int m = generadores.length;
for (int i = 0; i < n; i++) {
TransAfin TA = (TransAfin) transAfines.get(i);
for (int j = 0; j <m; j++) {
// TransAfin TB=(TransAfin) transAfines.get(j);

transformaciones .add (TA.compuesta(generadores[j]));
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