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Resumen

E L objetivo principal de este trabajo es generalizar el Andlisis de Fourier o Andlisis Arménico

a dmbitos més amplios de los estudiados a lo largo del Grado, en el que se han visto técni-
cas de Series de Fourier para funciones periddicas en la recta real, o funciones en el toro T. Esta
generalizacion se hace a grupos topoldgicos localmente compactos de Hausdorff, y nos permitird
extender resultados ya conocidos para la teoria cldsica del Anélisis de Fourier. El Andlisis Armo6-
nico Abstracto naci6 en los afios 30, gracias al trabajo de numerosos mateméticos, y en particular,
André Weil, fundador del grupo Bourbaki, y Lev Semenovich Pontryagin. Aunque la potencia de
la teorfa se aprecia principalmente desde la perspectiva general de los grupos localmente compac-
tos Hausdorff (e incluso en el caso de R y T), hemos incluido algunos comentarios en ejemplos de
grupos “clésicos”, y aplicaciones en grupos finitos, en los que, a pesar de de tener una construccién
mads sencilla, hemos intentado aplicar los resultados de la teoria abstracta.

En el Capitulo 1, se introducen los conceptos fundamentales para entender nuestro trabajo. Se
comienza con el estudio de algunas nociones de Teoria de la Medida como la medida exterior, me-
didas complejas y resultados de topologia y medida en espacios localmente compactos, haciendo
especial hincapié en: el concepto de medida de Radon, dos teoremas de representacion, resultados
de densidad del conjunto de las funciones continuas con soporte compacto C.(X) como subespacio
de otros espacios de funciones, asi como la construccién del producto de Radon de dos medidas
y el enunciado del Teorema de Fubini-Tonelli para medidas de Radon. A continuacién, se hace
un resumen de propiedades de redes en espacios topoldgicos, y como aplicacion, se caracteriza
la topologia débil y débil” en espacios normados, destacando dos teoremas que utilizaremos para
construir la medida de Haar en grupos compactos. A esto le sigue una introduccién a la Teoria de
Algebras de Banach, donde destaca el conjunto de los funcionales multiplicativos no nulos en un
dlgebra A, A(A), asi como la definicién de la Topologia de Gelfand, por el papel que jugardn més
adelante. Por dltimo, se introduce la nocién de grupo topoldgico, demostrando algunos resultados,
hasta definir los grupos LCA, es decir, los grupos topolégicos localmente compactos de Hausdorff,
la estructura algebraica y topoldgica fundamental en la que desarrollamos nuestro trabajo.

Para construir la Teoria del Andlisis Arménico en T, necesitamos el concepto de integral, de
medida, en particular, la medida de Lebesgue. En el caso de los grupos LCA, esta medida es la
medida de Haar. El Capitulo 2 estd dedicado a esto. Demostraremos la existencia de la medida de
Haar por la izquierda en grupos LCA no conmutativos, una medida de Radon positiva e invariante
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por traslaciones por la izquierda, esto es (t(xA) = p(A) para todo conjunto medible Borel A y todo
x elemento del grupo. Es evidente que si el grupo es conmutativo, i es también una medida de
Haar por la derecha, y por tanto una medida de Haar. Probaremos que en este caso la medida de
Haar es tnica salvo multiplicacién por una constante ¢ > 0, restringiéndonos al caso conmutativo
por la simplificacién que supone respecto al caso no conmutativo, ya que desarrollaremos la teoria
en grupos LCA. Ademads, se tratan algunas propiedades de la medida de Haar y funciones conti-
nuas en grupos topoldgicos localmente compactos, y se hace una breve mencién a la aplicabilidad
del Teorema de Fubini-Tonelli para funciones de C.(G) y L'(G), pues este teorema exige que las
medidas sean o —finitas, y la medida de Haar no lo es en general.

La prueba incluida de la existencia de la medida de Haar por la izquierda se basa en un argu-
mento que trata de comparar el “tamaino” de los conjuntos compactos respecto a otro compacto
fijo con interior no vacio, para luego construir una medida exterior que, restringida a la c—algebra
de Borel, es una medida de Radon. Debido a esta construccién un tanto técnica de la medida
de Haar, hemos decidido incluirla en un apéndice, y en su lugar, afiadir dos construcciones para
grupos compactos bajo distintas hipétesis. La primera se basa en el articulo [9] y es vélida para
grupos compactos metrizables (no conmutativos). Por otro lado, la segunda es un resultado propio,
y se hace en grupos compactos abelianos. Ya que toda medida de Radon es finita en un compacto,
podemos buscar una medida de Haar en el conjunto de las medidas de probabilidad

P(G) = {1 e M(G): ||l = u(1) = 1}.

En estas dos construcciones utilizaremos nociones de convexidad, funciones semicontinuas, y
aplicaremos lo visto sobre topologfa débil”. En particular, demostraremos que aunque P(G) sea
un subconjunto de M(G) (el conjunto de medidas de Radon complejas), es un conjunto de medidas
positivas. Aunque no hemos encontrado ninguna prueba de este hecho, si hemos leido numerosas
referencias a este resultado que seria usado en el capitulo siguiente, por lo que se ha incluido una
prueba de elaboracién propia.

El Capitulo 3 constituye el nicleo del trabajo. Comenzamos definiendo la operacién convo-
lucién, ya conocida debido al estudio de las Series de Fourier a lo largo del Grado, y demostra-
mos algunas de sus propiedades. En particular, tenemos especial cuidado con la convolucién de
dos funciones de L!(G), pues demostrar que converge absolutamente para casi todo punto, y que
pertenece a L'(G) necesita del Teorema de Fubini-Tonelli para la medida de Haar, para lo que de-
bemos tener en cuenta la observacién sobre el uso de este resultado para funciones de L!(G). Esta
propiedad nos permite ver L' (G) como un dlgebra de Banach conmutativa que supondremos no
unitaria, hecho que probaremos mas adelante. Acto seguido, introducimos el concepto de grupo
dual. Dado un grupo G LCA, consideramos aquellas funciones y: G — C tales que

Y(x1 +x2) = y(x1)y(x2) 'y |y(x)| =1 paracada xi, x2, x € G.

Llamaremos caracter a una funcién que cumpla dichas condiciones. El grupo dual es precisamente
el grupo formado por los caracteres continuos definidos en G, y nos referiremos a él como I' o



G. Estas funciones nos permiten definir la Transformada de Fourier en L'(G). Si f € L'(G), la
Transformada de Fourier de f es

7= [ 6.7

donde (x,y) = y(x). Estos dos conceptos (grupo dual y Transformada de Fourier) estdn fuerte-
mente relacionados, ya que, como demostraremos, existe una biyeccién entre I' y el conjunto de
aplicaciones f — f(7). Este conjunto de aplicaciones no es sino A(L'(G)), por lo que, utilizando
resultados de Teorfa de Algebras de Banach conmutativas, podemos deducir que I es localmen-
te compacto y de Hausdorff. Esta es la aplicacién mds importante de las dlgebras de Banach en
este trabajo, y la principal razén por la que hemos usado esta teoria. Esto supone el primer paso
significativo en el estudio las propiedades del grupo dual. Después de esto, estudiamos los grupos
duales de grupos compactos y grupos discretos, y a continuacién, damos una caracterizacion de la
topologia de I" que nos permite demostrar que la aplicacién (¥',y") — ¥ — ¥’ es continua, y que
por tanto I" es un grupo LCA. Como aplicacién, estudiamos los grupos duales de R, Z y T.

Antes de dedicarnos a los teoremas principales de este capitulo, introducimos algunas he-
rramientas: extendemos la convolucion y la Transformada de Fourier a M(G), también conocida
como la Transformada de Fourier-Stieltjes, y estudiamos en profundidad las funciones definidas
positivas, dando una caracterizacion a través del Teorema de Bochner, que nos permite concluir
que las funciones que se pueden representar a través de la férmula

70 = [ nau),

son combinaciones C—lineales de funciones continuas definidas positivas. Nos referiremos a
este conjunto de funciones como B(G). Este conjunto es esencial en lo posterior, pues si f €
L'(G) NB(G), existe una medida de Haar en " convenientemente normalizada tal que se verifica
la igualdad

10 = [ Fear.

Este resultado se conoce como Teorema de Inversion, y es fundamental porque permite recuperar
el valor de una funcioén a partir de su Transformada de Fourier. Aquella medida de Haar de I para
la que se cumple esta formula es la medida dual de T", y calcularemos cudl es en algunos casos
concretos.

En lo que resta de capitulo, extendemos la Transformada de Fourier a L?(G) mediante el Teo-
rema de Plancherel, y obtenemos la conocida identidad de Parseval. La estructura de espacio de
Hilbert de L?(G) permite demostrar, entre otras cosas, que en un grupo LCA los caracteres con-
tinuos son una base hilbertiana de L?(G). Por tltimo, demostramos el Teorema de dualidad de
Pontryagin que, informalmente, establece que el dual del dual de un grupo LCA es él mismo. Esto
permite caracterizar los grupos topolégicos compactos y los discretos, e implica que los caracteres
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continuos aproximan a la totalidad de los caracteres (compactificacién de Bohr).

Estos teoremas tienen una traduccién clara para grupos finitos, y nos permiten considerar
algunas aplicaciones. En particular, en el Capitulo 4 demostraremos el Teorema de Dirichlet (1837)
que afirma que

Si g y [ son dos enteros positivos primos entre si, entonces hay infinitos primos de la
forma [/ + kq con k € Z.

y que supone histéricamente el primer resultado en Teoria Analitica de Numeros, asi como una
increible aplicacion del Andlisis de Fourier. La demostracion de este resultado ha supuesto un es-
fuerzo considerable, pues aunque se puede encontrar una demostracién completa en [23], hemos
considerado que esta prueba no es del todo satisfactoria en el sentido de que para evitar utilizar
herramientas de Andlisis Complejo, se vuelve innecesariamente artificiosa. Esto nos ha llevado
a utilizar el articulo [26], y estudiar algunas nociones de Series de Dirichlet. Por ello, incluimos
algunos resultados de Andlisis Complejo en un apéndice.

En el Capitulo 5 estudiamos algunas propiedades del Andlisis de Fourier de funciones boolea-
nas, es decir, funciones definidas en el cubo booleano que toman dos posibles valores, y demos-
traremos un resultado de property testing, un drea de Ciencias de la Computacion cuya filosofia es
verificar que cierta propiedad se cumple con probabilidad alta mediante métodos mds eficientes.
En nuestro caso, la propiedad que queremos verificar para una funcién f : Z5 — Z es “ser lineal”.
El estudio de funciones booleanas es un tema de investigacién actual de relevancia y cuenta con
numerosas aplicaciones en diversas areas (Teorfa de la eleccion social, teoria de grafos, procesa-
miento de sefales, etc.) que, aunque no hemos podido incluir en este trabajo, pueden usarse para
un futuro proyecto.

Por tltimo, debemos destacar que en el presente trabajo, ademas de consultar y recopilar re-
sultados de diversas referencias bibliograficas, hemos incluido algunos articulos de investigacion,
y afiadido un resultado propio y algunas demostraciones de elaboracién propia. Creemos que esta
memoria nos ha servido como introduccién al Andlisis Harménico Abstracto, asi como un primer
contacto con otras dreas y herramientas como la Teoria de la Medida, dlgebras de Banach, topo-
logia débil, Teoria Analitica de Nimeros, y Ciencias de la Computacién. Esperamos continuar
estudiando Anélisis Armoénico y todas estas dreas en el futuro, y en particular, en los estudios de
posgrado, por lo que enumeramos algunas posibles lineas de trabajo en el Capitulo 6.



Abstract

HE main objective of this project is to generalize Fourier Analysis or Harmonic Analysis to
wider scopes than those studied along the degree, in which we studied Fourier Series tech-
niques for periodic functions on the real line, or functions on the torus T. We develop this gene-
ralization on locally compact Hausdorff topological groups, and it will allow us to extend some
well-known Fourier Analysis classical theory results. Abstract Harmonic Analysis appeared for
the first time in the 30’s, due to many some mathematicians’ work, and in particular, André Weil,
founder of Bourbaki group, and Lev Semenovich Pontryagin. Although the power of the theory is
mainly valued from the general perspective of locally compact Hausdorff groups (and even in R
and T), we have included some comments about “classic” examples, and some applications to fi-
nite groups in which, despite having a simpler construction, we have tried to apply abstract results.

In Chapter 1, we introduce some fundamental concepts which are necessary in order to unders-
tand our work. We start by studying some Measure Theory notions as exterior measures, complex
measures and some topology and measure results on locally compact spaces, specially: Radon
measures, two representation theorems, density results for the space of compact supported conti-
nuous functions C.(X) as a subspace of another functions spaces, as well as the construction of
the Radon product and the Fubini-Tonelli’s Theorem. Then, a brief abstract of nets in topological
spaces is included, with an application to weak and weak™ topologies in normed spaces, which will
be useful to set up Haar measure in compact groups. In the next place, an introduction to Banach
Algebras Theory can be found, highlighting the set of nonzero multiplicative linear functionals on
the algebra A, A(A), as well as the Gelfand Topology definition, which will play an important role
later. Finally, the notion of topological group is introduced, proving some results, and we define
LCA groups, i.e. locally compact Hausdorff topological groups, the fundamental topological and
algebraic structure in which we’ll develop our work.

In order to set up Harmonic Analysis theory on T, we need the concept of integral, of mea-
sure, in particular, Lebesgue measure. In the LCA groups case, this measure is the Haar measure.
Chapter 2 is dedicated to it. We will show the existence of left Haar measure in nonconmmutative
locally compact groups, a positive Radon measure which is invariant under left translations, that
is, (xA) = u(A) for every Borel measurable set A and every element x of the group. It is clear
that if the group is commutative, U is also invariant under right translations, and therefore, a Haar
measure. We will prove, that the Haar measure is unique up to multiplication by a constant ¢ > 0,
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but we will only do it in the commutative case, since it results a simplification with respect to the
noncommutative case and because we will develop Harmonic Analysis on LCA groups. Moreo-
ver, in this chapter some properties related to Haar measure and spaces of continuous functions
on locally compact groups are treated, and a note about the Fubini-Tonelli’s Theorem applicabi-
lity for functions in C.(G) and L' (G) is included, since this theorem requires the 6—finiteness of
measures involved, and Haar measure isn’t o—finite in general.

The proof of existence of the left Haar measure is based on an argument that pretends to
compare the size of compact sets with respect to another fixed compact set with nonempty interior.
Then, an exterior measure is obtained, and restricting its domain to the Borel o—algebra, it turns
out to be a Radon measure. Due to this construction is a bit technical, we have decided to include
it in a appendix, and add two smart proofs for compact groups under different hypothesis. The
first is based on the article [9] and it is valid for metrizable compact groups (not necessarily
commutative). On the other hand, the second one is an own result, which works for compact
abelian groups. Since every Radon measure is finite on compact sets, it is enough to search for a
measure in the probability measures set

P(G) = {1 € M(G) : ||l = n(1) = 1}.

For these two constructions, we will use convexity and semicontinuous functions notions, and we
will apply some facts about weak”™ topology. In particular, we will show that P(G) is a set of po-
sitive measures, although we define it as a subset of M(G). Even though we have not found any
proof of this fact, we have read many allusions to this result which is used in the next chapter, so
that an own proof is included.

Chapter 3 constitutes the core of the project. We begin by defining the convolution operation,
already known due to the study of Fourier Series along the degree, and we prove some of its pro-
perties. In particular, we take care about convolution of two functions from L!(G), since proving
the absolute convergence almost everywhere of this convolution, and that it is an element of L! (G)
requires the Fubini-Tonelli’s Theorem for the Haar measure, so we consider the observation about
the use of this theorem for L!(G). This property allows us to interpret L!(G) as a commutative
Banach algebra which we suppose nonunital, fact that we will prove later. Next, we introduce the
concept of dual group. Given a LCA group G, we consider those functions ¥ : G — C such that

Y(x1 +x2) = y(x1)y(x2) and |y(x)| =1 for all x, x, x € G.

A character is a function satisfying these conditions. The dual group is precisely the group of the
continuous characters defined on G, and we will refer to it as I" or G. These functions allow us to
define the Fourier Transform on L'(G). If f € L'(G), the Fourier Transform of f is

7= [ f(-x

where (x,7y) = y(x). The dual group is strongly related to the Fourier Transform, since there exists
a bijection between I" and the set of maps f — f(7). This set is A(L'(G)), so that, using some



results from commutative Banach algebras, we can conclude that I" is locally compact and Haus-
dorff. This is the most important application of Banach algebras in this project, and the main
reason why we have used this theory. This turns out to be the first meaningful step in order to
study the dual group properties. After this, we study dual groups of compact and discrete groups
respectively, and give a characterization of the topology of I" which allows us to show that the map
(7,7") — ¥ — ¥ is continuous, so I" is a LCA group. As an application, we study the dual group
of R,Z and T.

Before dedicating ourselves to the principal theorems of this chapter, we introduce some tools:
we extend convolution and Fourier Transform to M(G), also known as Fourier-Stieltjes Transform,
and we deeply study definite positive functions, giving a characterization through Bochner’s Theo-
rem, which allows us to conclude that the functions that can be represented as

10 = [ ndu),

are C—linear combinations of definite positive functions. We denote the set of these functions as
B(G). This set is essential in the later, since if f € L'(G) N B(G), there exists ¢ Haar measure
conveniently normalized so that the following equality is verified

10 = [ Fnenay

This result is known as the Inversion Theorem, and is a fundamental one because enables to re-
cover the value of a function from its Fourier Transform. That Haar measure in I" for which the
inversion formula is satisfied is the dual measure of ', and we will calculate it in some concrete
cases.

In the final part of the chapter, we extend the Fourier Transfrom to L?>(G) by Plancherel’s
Theorem, and we obtain the famous Parseval identity. L?(G)’s Hilbert space structure enables to
show that the continuous characters on a LCA group constitutes a Hilbert basis of L2(G). Lastly,
we prove Pontryagin’s Duality Theorem which, informally, claims that the dual of the dual of a
LCA group is itself. This enables to characterize compact topological groups and discrete topo-
logical groups, and implies that continuous characters approximate the set of all characters (Bohr
compactification).

These theorems have a clear translation for finite groups, and allow us to consider some appli-
cations. In particular, in Chapter 4 we will prove Dirichlet’s Theorem (1837) which states that

If ¢ and [ are relatively prime positive integers, then there are infinitely many primes
of the form / 4 kq with k € Z.

and historically supposes the first result on Analytic Number Theory, as well as an amazing Fourier
Analysis application. The proof of this result has supposed an important effort, since, although a
complete proof can be found at [17], we have considered that this proof in not satisfactory enough



@ Abstract

in the sense that in order to avoid using Complex Analysis tools, it gets unnecessarily obscure.
For that reason, we have followed [26] and we have studied something about Dirichlet Series. We
have added an appendix about Complex Analysis for that purpose.

In Chapter 5 we study some Fourier Analysis properties for boolean functions, i.e. functions
defined on the boolean cube that have two possible values, and we will prove a result related to
property testing, a Computer Sciences area whose philosophy is to verify that some property is
satisfied with high probability through more efficient methods. In our case, we want to verify if a
given function f : Z — Z, “is linear”. The study of boolean functions is a current research topic
and has many applications to different areas (Social choice theory, Graph theory, signal proces-
sing, etc.) which, although we have not included here, they could be used in future projects.

Finally, we have to highlight that in this project, in addition to reading and collecting results
from many bibliographic references, we have included some research articles, and an own result
and some own elaboration proofs. We believe that this project has been useful as an introduction
to Abstract Harmonic Analysis, as well as a first contact with other areas and tools like Measure
Theory, Banach algebras, weak topology, Analytic Number Theory and Computer Science. We
hope to continue studying Harmonic Analysis and all of these areas in the future, and in particular,
during postgraduate studies, so we enumerate some possible future projects in Chapter 6.
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Preliminares
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Este capitulo constituye una revision de algunos conceptos, a la vez que se introducen otros
nuevos. Entre estos destacamos el estudio de medidas en espacios localmente compactos, redes en
espacios topoldgicos, dlgebras de Banach, y grupos topolégicos.

1.1. Medida

Para esta seccion, se ha consultado mayoritariamente [3] y [8]. El objetivo principal es estudiar
las medidas en espacios localmente compactos, herramienta principal para el Andlisis de Fourier
en grupos.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto. Una coleccidon X de subconjuntos de X es una o-dlgebra en X
Si:

(1) XeX.
(i) Ae = A€
(i) {An}uen CE= U A, €L

neN
Diremos que el par (X,X) es un espacio medible, y sus elementos, los conjuntos medibles respecto
Y. Dada una familia de conjuntos <7, llamaremos o-dlgebra generada por <7, 6(</), a la menor
o-dlgebra que contiene a 7. Si X es un espacio topoldgico, la c—dlgebra de Borel de X, (X)), es
la o—dlgebra generada por la topologia de X. A los elementos de #(X) los llamaremos conjuntos
de Borelen X.

Definicién 1.2. Llamaremos espacio de medida a la terna (X,X, 1), donde X es un conjunto, X
una o-dlgebra y 1 una medida, es decir, una funcién p : £ — [0, 4-oo] que cumple:

(i) p(0)=0.
(ii) Es numerablemente aditiva, es decir, si {A, },en es una familia de conjuntos medibles dis-
juntos dos a dos, entonces

n <6An> - il.u(An)
n=1 n=
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Diremos que U es finita si (X) < 0, 0 6 — finita si X es unién numerable de conjuntos medibles
con medida finita.

Ahora podemos considerar el conocido concepto de funcién medible.

Definicion 1.3. Sean (X,X,) y (Y,Xy) dos espacios de medida. Una funcién f : X — Y es medible
con respecto a Xx y Ly si f~'(B) € Iy siempre que B € Xy.

Ejemplos 1.4. Algunos ejemplos conocidos de funciones medibles son:

» Una funcién continua f : X — Y es medible respecto de las o—élgebras #(X) y A(Y).

= La funcidn caracteristica de un conjunto medible A, Y4.

= Una funcién simple f : X — [—eo, 4], esto es una funcién de la forma f(x) = Y7 | a;xa,
donde {A;}; es una particién de X formada por conjuntos medibles.

Observacion 1.5. Si f: X — Y es una funcién medible respecto #A(X) y #A(Y), diremos que
es una funcién medible Borel, si estd implicito qué espacios topoldgicos son X e Y. El caso més
comun a lo largo de esta memoria es el de una funcién f : G — C medible respecto B(G) y #(C),
donde G es un grupo topoldgico.

Un espacio normado X es un espacio vectorial provisto de una norma. Si con la topologia
asociada a la norma es completo (toda sucesion de Cauchy es convergente), diremos que X es un
espacio de Banach. Un funcional lineal (o simplemente funcional) sobre un espacio normado X es
una aplicacion lineal continua f : X — K donde K = R, C. El espacio normado de los funcionales
lineales sobre X es el espacio dual de X, X*, con la norma ||f|| = sup{|f(x)| : x € Bx}, donde By
es la bola cerrada unidad de X. Con estas definiciones, podemos construir los espacios L” ().

Si u es una medida positiva, y 1 < p < +oo, definimos el espacio .Z”(X,Z,u,C) como el
conjunto de funciones medibles f : X — C tales que [ |f|’du < +oo. El caso p = 1 representa
el espacio de las funciones u-integrables. Podemos considerar en .£7(X,X, u,C) la relacién de
equivalencia segun la cual dos funciones son equivalentes si coinciden en todo X salvo en un
conjunto de medida u nula. Este espacio cociente lo denotaremos por L” (1) o L?(X), que es un
espacio vectorial sobre C, y de hecho, un espacio de Banach con la norma || f||, = ([ \f|1’d,u)l/p.

1.1.1. Medida exterior

Si en la definicion de medida sustituimos la condicién de aditividad numerable por la de
subaditividad numerable, podemos obtener nuevas aplicaciones definidas en las partes de X, & (X):
las medidas exteriores. Por otro lado, restringir el dominio de una medida exterior de cierta forma
constituye una herramienta para construir una medida.

Definicion 1.6. Sea X un conjunto, y Z(X) el conjunto de las partes de X. Una medida exterior
en X es una aplicacion u* : Z(X) — [0, 40| que satisface

(i) u*(0) =0.
(ii) SiA C B C X, entonces u*(A) < u*(B).
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(iii) Si(A,);_; € Z(X), entonces u*(Ur_An) < Yo W(Ay).

Por tanto una medida exterior i* en X es una aplicacion de & (X) en [0, 40| que es monétona,
numerablemente subaditiva y vale 0 en (.

Ya que definimos la medida exterior en las partes de X, podriamos preguntarnos si se cumplen
las condiciones de medida en una familia mas pequefia de subconjuntos de X. Esto nos lleva al
concepto de conjunto u*—medible, que nos permite dar una respuesta satisfactoria a través del
teorema posterior, cuya demostracion se puede consultar en [3, p. 15-17].

Definicion 1.7. Sea X un conjunto, y 4* una medida exterior en X. Diremos que B C X es
u*—medible si u*(A) = u*(ANB)+ u*(ANB°) paratodo A C X.

Observacion 1.8. Por la subaditividad de pu* es suficiente comprobar que u*(A) > u*(ANB) +
U*(ANB) paratodo A C X tal que p*(A) < +oo.

Teorema 1.9. Sea X un conjunto, u* una medida exterior en X y denotemos por .#,+ a la colec-
cion de subconjuntos u*—medibles de X. Entonces

(i) Ay~ esuna c—dlgebra.
(ii) La restriccion de u* a .#;+ es una medida en .2+

1.1.2. Medidas complejas

Atendiendo a la Definicién 1.1, tiene sentido ampliar el &mbito en el que una medida toma
valores si en él se pueden considerar series convergentes, por ejemplo, medidas con valores en
C, o en espacios normados. .. En nuestro caso, nos referiremos al caso de medidas con valores
complejos.

Definicion 1.10. Sea (X,X) un espacio medible. Diremos que p : ¥ — [—oo, +-o0] es una medida
con signo si es numerablemente aditiva y ©(0) = 0. Del mismo modo, u : £ — C es una medida
compleja si es numerablemente aditivay u(0) = 0.

Se puede demostrar (Teorema de descomposicion de Hahn) que dado un espacio de medi-
da (X,X) y una medida con signo u, existen dos conjuntos disjuntos, cuya unién es X, tales
que todo subconjunto medible de uno tiene medida positiva (conjunto P), y todo subconjunto
medible del segundo tiene medida negativa (conjunto N). De esta forma, pueden definirse dos
medidas positivas 4", g~ (siendo al menos una de ellas finitas) tales que u*(A) = u(ANP)y
1 (A) = —u(ANN) para todo conjunto medible A. La prueba de este resultado y de la siguiente
consecuencia se puede consultar en [3, p. 116-117].

Teorema 1.11 (Teorema de descomposicién de Jordan). Toda medida con signo es diferencia de
dos medidas positivas, siendo alguna de ellas finita.

Toda medida compleja se puede escribir como pt = ' +iu”, donde u’ y " son medidas con
signo (necesariamente finitas). Por tanto, por el Teorema 1.11,

=y — o+ i3 — ifla,
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donde 1, o, U3 y s son medidas positivas finitas.

Definicion 1.12. Sea y una medida compleja. La variacion de u, ||, es la medida positiva tal que,
para todo A medible, |u|(A) = sup {Z?ZI |1(Aj)| - {A;}_ es una particién deA}. Llamaremos
variacion total de p a ||u|| = |u|(X).

Si g =pu" —pu~ esunamedida con signo, definimos L' (1) = L' (ut)NL (u~), ysi f € L' (),
[fdu = [ fdu" — [ fdu~. Del mismo modo, si g = u' +iu” =y — U + itz — illy, definimos
L'(p)=L"(u")NL (1") de formaque [ fdu = [ fdp'+i[ddp" = [ fdu — [ fduo+i [ fdps—
i] fdps.

Ademais se puede consultar en [3, p. 118-121], que:

= Si u es una medida compleja, |i| es finita.

= Si A es un conjunto medible, [u(A)| < |u|(A), y |u| es la medida positiva més pequeiia que
cumple la desigualdad.

» Si u es una medida complejay f € L' (u),

Jfdul < J17ld|ul.

1.1.3. Medida en espacios localmente compactos

Decimos que un espacio topolégico X es de Hausdorff si dados x,y € X, x # y, existen dos
abiertos U y V talesquex € U,y € V y UNV = 0. Por otro lado, X es localmente compacto si para
cada x € X existe un entorno de x con clausura compacta. El principal objetivo de este trabajo, el
Andlisis de Fourier en grupos, necesita de espacios con estas dos propiedades. A continuacidn,
enunciamos algunos resultados puramente topolégicos. Sus demostraciones se pueden encontrar
en [3, cap. 7].

Proposicion 1.13. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. Entonces se cumplen las siguientes
propiedades.

(i) Sean K y L dos compactos disjuntos de X. Entonces existen dos abiertos disjuntos de X, U

yVitaesque KCUyLCV.

(i1) Si X es localmente compacto y x € X, entonces, dado U un entorno de x, existe un entorno
de x con clausura compacta contenida en U.

(iii) Si X es localmente compacto, K es un compacto de X, y U un abierto de X tal que K C U,
entonces existe un abierto V en X con clausura compacta tal que K CV C VCU.

(iv) Si K es un compacto de X, y U; y U, son dos abiertos de X tales que K C U; UU,, entonces
existen dos compactos K; y K, tales que K = K| UK, K] CU, y K, C Us.

Si X es un espacio localmente compacto Hausdorff, podemos considerar los siguientes espa-
cios de funciones: el conjunto de las funciones continuas que se anulan en el infinito

Co(X)={f:X — C continua : Ve > 0 existe un compacto K C X tal que |f(x)| <esix€ X \K},
y el conjunto de funciones continuas de soporte compacto,

C.(X)={f:X — Ccontinua : existe un compacto K tal que supp(f) =K}.



1.1 Medida e

Estos espacios son espacios normados con la norma del infinito definida por || f||. = sup{|f(x)|:
x € X}, de hecho, Cy(X) es un espacio de Banach, mientras que C.(X) no lo es [8, p. 217].

Proposicion 1.14. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, entonces C.(X) es un subes-
pacio denso de Cy(X).

Es espacios localmente compactos, ciertas medidas que guardan relacién con estos espacios
de funciones continuas.

Definiciéon 1.15. Sea X es un espacio localmente compacto Hausdorff, y Z(X) es la c—algebra
de Borel. Una medida u : Z(X) — [0,4o0| es una medida de Radon si cumple las siguientes
condiciones:

(i) u(K) < oo para todo K compacto de X.
(i) u(A) =inf{u(U):A CU yU es abierto} para todo A € A(X) (es regular exterior),
(iil) u(U)=sup{u(K): K CU y K es compacto} para todo abierto U (es regular interior).

Asfmismo, diremos que U es una medida de Radon con signo si es una medida de Borel con signo
que es diferencia de dos medidas de Radon positivas; y que es una medida de Radon compleja si es
una medida de Borel compleja cuya parte real y parte imaginaria son medidas de Radon con signo
finitas. Diremos que U es regular si ademds (iii) se cumple para todo conjunto medible Borel.

Observacion 1.16. Ya que toda medida compleja es o —finita (de hecho, finita), se puede demos-
trar que toda medida compleja de Radon es regular (ver [8, p. 216]).

El primer de los teoremas que nos permite relacionar espacios de funciones y medidas es el
siguiente.

Teorema 1.17 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea X un espacio localmente compacto
Hausdorff. Si 7 es un funcional lineal positivo (/(f) > 0 siempre que f > 0) definido en C,(X),
existe una tnica medida de Radon p en X tal que I(f) = [ fdu para toda f € C.(X).

Denotaremos por M(X) al conjunto de las medidas de Radon complejas definidas en X. Se
puede demostrar que es un espacio de Banach con la norma de la variacion total, y que u € M(X)
siy solosi|u| € M(X) [8, p. 222]. Este conjunto es de especial relevancia por el siguiente resultado
(8, p. 223].

Teorema 1.18 (Teorema de Representacidon de Riesz, versiéon compleja). Sea X un espacio lo-
calmente compacto Hausdorff, u € M(X), f € Cy(X) y definamos el funcional I, (f) = [ fdpu.
Entonces la aplicacién p — I;; es un isomorfismo isométrico de M(X) en Co(X)*.

Es decir, podemos identificar los funcionales de Cy(G) con los elementos de M(X). Que la
aplicacién del enunciado sea una isometria significa que ||p|| = ||4||, donde ||, || = sup{|I.(x)|:

X e BCO(X)}-

Si py v son dos medidas positivas en (X,X), decimos que Vv es absolutamente continua
respecto a [l (v << W) si para todo A € X para el que 1 (A) = 0, entonces se cumple v(A) = 0. Si
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v es una medida compleja, decimos que Vv es absolutamente continua respecto a i si |[v| << .
A continuacién enunciamos dos resultados relacionados con este concepto. La demostracién de
estos resultados se puede encontrar en [3, p. 126] y [3, p. 205] respectivamente.

Proposicién 1.19. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, f una funcién perteneciente a L' (i) y sea
v una medida con signo finita o compleja tal que v(A) = [, fdu. Entonces |v|(A) = [, | f|du para
todoA €X.

Proposicion 1.20. Sea X un espacio localmente compacto, y se { una medida de Radon en X.
Dada f € L'(u), definimos la medida compleja v a través de la férmula v¢(A) = [, fdu para
todo A € %(X). Entonces la aplicacién induce una isometria lineal entre L' (1) y el subespacio de
M(X) formado por las medidas absolutamente continuas respecto a U.

El espacio de funciones C.(X) también se puede ver como subespacio de LP(u) para p €
[1,+eo).

Teorema 1.21. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff, y ¢ una medida de Radon.
Entonces C.(X) es denso en L” (1) donde 1 < p < oo,

Demostracion. La demostracién de este resultado se puede consultar en [8, p.217]. O

Dados dos espacios localmente compactos de Hausdorff X e ¥ con dos medidas de Radon u
y V respectivamente, podriamos considerar el producto de estas medidas y X v. Sin embargo, si
X o Y no cumplieran el segunda axioma de numerabilidad (tener una base de la topologia nu-
merable), podria ocurrir que Z(X) x B(Y) C A(X xY), y ya que el producto estd definido en
B(X)x B(Y), u x Vv no seria una medida de Borel, y por tanto, no seria de Radon.

Sin embargo, por el Teorema 1.17, el funcional I(f) = [ fd(uxv)= [ [ fdudv = [ [ fdvdu
definido en C.(X x Y) (se puede demostrar que, efectivamente, estd bien definido) determina una
medida, el producto de Radon de 1 'y v, cuyo dominio es (X x Y). De ahora en adelante, escri-
biremos p x v para referirnos a esta medida. Con esta definicién, podemos establecer un resultado
similar al Teorema de Fubini. Para ello, dada una funcién f : X x Y — C definimos f*y f” las
aplicaciones determinadas por f*(y) = f(x,y) y f7(x) = f(x,y) respectivamente.

Teorema 1.22 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sean it y v dos medidas de Radon o —finitas en X e
Y respectivamente, y sea f una funcién medible Borel en X x Y.

(i) Entonces las aplicaciones f*y f” son medibles Borel para cada x e y.
(ii) Si f > 0, entonces las aplicaciones x — [ f*dv y y+> [ f’du son medibles Borelen X e ¥
respectivamente.

(iii) Si f € L'(u x v), entonces f* € L'(v) salvo en un conjunto de medida y nula, f* € L'(u)
salvo en un conjunto de medida v nula, y x — [ f*dvy y— fdu estdnen L' (u) y L'(v)
respectivamente.

(iv) Si se cumplen las hipétesis del apartado (ii) o del (iii), entonces

/fd(uxv)://fdudv://fdvdu.
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1.2. Redes y topologia débil y débil”

Por los conocimientos adquiridos a lo largo del Grado, sabemos que podemos caracterizar
la topologia a través de sucesiones en espacios normados, espacios métricos, etc., en general,
espacios topoldgicos en los que todo punto tiene una base de entornos numerable. Sin embargo, en
otros casos, podemos estudiar la topologia a través de redes, una generalizacién de las sucesiones.
En particular, caracterizaremos la topologia débil y débil” en espacios normados.

Definicion 1.23. Un conjunto dirigido I es un conjunto no vacio con un orden parcial < que
satisface que para cada o, € I, existe ye I talque o < yy < 7.

Sea X un conjunto no vacio y / un conjunto dirigido, una red en X es una aplicacién ¢ : [ — X.
En lugar de ¢ (), escribiremos xq, y denotaremos a la red por {xq}ues. Sea J otro conjunto
dirigido y v : J — I una aplicacion que satisface que para todo o € I, existe By € J tal que
ap < ¢(B) siempre que By < 3. Diremos entonces que {xy(g)} g €s una subred de {xq} qcr-

Si X es un espacio topoldgico, diremos que la red {xy } ger converge a x € X (x4 — x) si para
cada entorno U de x existe 0 € I tal que si 0y < o entonces xy € U. En este caso, diremos que x
es un limite de {xq }acr, y Xa — X.

Diremos que x es un punto de aglomeracion de {xq } qcr si para cada entorno U (x) de x y cada
op €1, existe a € [talque op < Ay xo € U(x).

A continuacién, enunciamos algunas propiedades de redes en espacios topoldgicos, cuya de-
mostracién se puede consultar en [11, p. 143-152].

Proposicion 1.24. Sea X un espacio topoldgico. Entonces se cumple:

(i) X es Hausdorff si y sélo si toda red convergente en X tiene un Unico limite.
(i) Un punto x € X es un punto de aglomeracién de una red si y sélo si esa red posee una subred
convergente a x.
(iii)) Un subconjunto S de X es cerrado si y sélo si para cada red contenida en S convergente, su
limite pertenece a S.
(iv) Un subconjunto S de X es compacto si y sélo si cada red de S tiene un punto de aglomeracion
en S.

Para el estudio de la topologia débil, se ha seguido [6].

Definiciéon 1.25. Sea X un espacio normado. La fopologia débil (denotada por w) en X es la
topologia generada por los conjuntos

U(xo, fiy. s fn,€) ={xeX:|filx—x0)| < €parai=1,...,n}

para cualesquiera xo € X, f1,...,fn € X* y € > 0. Del mismo modo, la fopogia débil* (denotada
por w*) en X* es la topologia generada por los conjuntos

U(fo,x1,..,xn, &) ={f X" |(f—fo)(x;))| < eparai=1,...,n}

para cualesquiera fo € X*, x1,...,x, € Xy € > 0.
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Proposicion 1.26. Sea X un espacio normado.

(i) Si{fu}acsesunareden X*, fq N fosiysolosi fo(x) = fo(x) para todo x € X.
(i) Si{xq}qer esunareden X, xq 5 xg si y s6lo si f(xq) = f(xo) para todo f € X*.

Demostracion. (i) Supongamos que fq(x) — fo(x) para todo x € X. Si U es un entorno de fj en

la topologia w*, entonces existe un abierto U (fo,X1,...,x,,€) C U. Como fu(x;) — fo(x;) para
cadai=1,...,n, existe un @; tal que para todo 8 > q; se tiene | fy(x;) — fo(x;)| < €. Por induccion
y la definicién de red, podemos encontrar un oy > o,..., o,. De este forma, para todo B > o,

|fa(xi) — fo(xi)| < e parai=1,...,n, es decir, si B > & fo € U(fo,X1,...,%,€) CU. Como U
era arbitrario, esto demuestra que fo — fp.
Reciprocamente, supongamos que fo — fo y fijemos x € X. Dado € > 0, U(fo,x,€) es un

entorno de fy de la topologia w*. Ya que f, — fo, existe un o tal que si B > a entonces

fo € U(fo,x,€), es decir, | fu(x) — fo(x)| < €,y por tanto, fu(x) — fo(x).
La prueba de (ii) es similar a la de (i), pero usando los w-abiertos U (xo, f1,- - -, fn, €)- ]

Por dltimo, enunciamos dos resultados que utilizaremos en las demostraciones de la medi-
da de Haar en grupos compactos [6, p.71-72]. Para introducir estos resultados, recordamos dos
conceptos. Decimos que un espacio topologico X es separable si tiene un subconjunto denso y
numerable, es decir, existe Y C X numerable tal que Y = X. Por otro lado, diremos que un espacio
topoldgico es metrizable si su topologia puede ser inducida por una métrica.

Teorema 1.27 (Alaoglu). Sea X un espacio de Banach. Entonces By~ es w*—compacto.

Proposicion 1.28. Sea K un espacio métrico compacto. El espacio de Banach C(K) es separable
si y s6lo si K es metrizable.

1.3. Algebras de Banach

Esta seccion estd dedicada al estudio de las dlgebras de Banach sobre C. Suponer que las
dlgebras son complejas en lugar de ser reales constituye un importante beneficio, pues la teoria
sobre C es mds rica: podemos aplicar la teoria de funciones holomorfas, y nos aseguramos que el
espectro es no vacio.

Definicion 1.29. Un digebra A sobre C es un espacio vectorial sobre C en el que se define un
producto que cumple para todos x,y,z€ Ay & € C:
@ x-(yz)=(xy)-z

(i) x-(y+2)=x-y+x-z.

(i) (x+y)-z=x-z+y-z

(iv) o(x-y) = (ox)-y=x-(ay).
Six-y=y-xparatodo x,y € A, diremos que A es conmutativa. Por otro lado, si A contiene un
elemento unidad e tal que xe = ex = x para todo x € A, diremos que es unitaria. Diremos que A
es un dlgebra normada si esta provista de una norma tal que ||x-y|| < ||x||||y|| para todo x,y € A.
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Si con esta norma, (A,||-||) es un espacio de Banach, entonces diremos que A es un dlgebra de
Banach.

Si A es un dlgebra sobre C, podemos considerar un tipo especial de aplicaciéon que, aunque
serd referida pocas veces a lo largo de este trabajo, nos sera util mas adelante. Una involucion
sobre A es una aplicacion * : A — A, x — x* que cumple

1) (x+y) =x"+y"y (ax)" =ax*.
(i) ()" =yx"y (x")" =x.
Una subdlgebra de A es autoadjunta si es cerrada para la involucién.

Generalmente, en el estudio de dlgebras de Banach, se supone la existencia de un elemento
unidad [18], y luego se pueden extender los resultados al caso no unitario [8]. Sin embargo, no-
sotros seguiremos la linea méas general de [10], para lo que tendremos que relacionar cualquier
dlgebra no unitaria con otra que si lo sea. Si A es un algebra de Banach, entonces A, = A x C es
un dlgebra conmutativa con unidad e = (0,1) con las operaciones suma definida componente a
componente y el producto

(6, 4) (v, ) = (xy+ Ay + px, A )

para todo x,y € Ay A,u € C. Ademds, si A es un dlgebra normada, podemos definir una norma
dada por ||(x,A)|| = ||x|| + |A|. Es facil comprobar que con esta norma, A, es de Banach si A lo
es. Ahora, podemos introducir los conceptos bésicos.

Definicién 1.30. Sea A un dlgebra sobre C con elemento unidad e. Un elemento x € A se dice
invertible si existe y € A tal que xy = yx = e. En este caso diremos que y es el inverso de x, y lo
denotaremos por x~!. De este modo, podemos considerar el espectro de x en A:

oa(x) = {A € C: Ae—xno es invertible}.

Si A es no unitaria, definimos o4 (x) = o4, (x). Por otro lado, si A es un dlgebra normada, definimos
el radio espectral de x € A como

ra(x) = inf{||x"]|"/" : n € N}.

Esta definicién de radio espectral es la dada por [10], y no coincide con la de [18] y [8],
que lo definen como el maximo del médulo de los elementos del espectro. El siguiente resultado
establece que son equivalentes.

Teorema 1.31. Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A. Entonces el espectro o (x) de x es un
subconjunto no vacio compacto de C, y r(x) = lim, .. |[x"||"/" = max{|A] : A € o(x)}.

Definicion 1.32. Dada una dlgebra de Banach conmutativa A, definimos el conjunto A(A) como
el conjunto de los funcionales multiplicativos no idénticamente nulos.

Si ¢ € A(A), donde A es un dlgebra con unidad e es facil comprobar que ¢ (x) # 0 para todo x
invertible y ¢ (e) = 1. Por esta razon, si A es un dlgebra no unitaria, cada ¢ € A(A) tiene una tnica
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extension a un elemento ¢ € A(A,). Si ademds consideramos el homomorfismo ¢.. : A, — C dado
por ¢ (x+ Ae) = A, e identificamos cada elemento ¢ € A(A) con su extension, podemos escribir

A(Ae) = A(A) U{¢w}.
A continuacién, enunciamos un resultado que nos serd util mds adelante.

Lema 1.33. Sea A un édlgebra de Banach. Todo ¢ € A(A) es un funcional lineal acotado en A, y
|9 (x)| < ra(x) para todo x € A. Por tanto, ||¢|| < 1y ||@|| =1 si A es unitaria.

Por ultimo, demostraremos el teorema fundamental de esta seccion.

Definicion 1.34. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. La férmula

() =9(x)

asigna a cada x € A la funcién £ : A(A) — C, que llamaremos la Transformada de Gelfand de x.

La topologia de Gelfand de A(A) es la topologia mds fina para la que cada £ es continuo. A
veces nos referiremos a la Transformada de Gelfand como la aplicacién x — £. Diremos que A es
semisimple si x # 0 implica £ # 0.

Observacion 1.35. La topologia de Gelfand coincide con la topologia relativa que tiene A(A)
como subconjunto de A* con la topologia w*.

Teorema 1.36. Sea A un algebra de Banach conmutativa. Entonces

(i) A(A) es Hausdorff.
(ii) A(A) es compacto si A es unitaria.
(iii)) A(A) es un espacio localmente compacto.
(iv) A(A;) =A(A)U{¢} es la compactificacion de Alexandrov de A(A).

Dado un espacio topoldgico X, una compactificacion es un par (Y,c) donde Y es un compacto,
¢ : X — Y es una embebimiento, es decir, una funcién continua de forma que ¢’ : X — ¢(X), donde
¢’(x) = ¢(x) para todo x € X, es un homeomorfismo, y ¢(X) es denso en Y. Una compactificacién
relevante es la de Alexandrov, o compactificacién por un punto: si X es un espacio localmente
compacto de Hausdorff, existe una compactificacién (Y,c) tal que ¢(X) \ ¢(X) es un conjunto
unipuntual {eo}. Por construccion, los entornos de o son de la forma {eo} U (X \ F), donde F es
un compacto de X. Los detalles de estos hechos no entran dentro de este trabajo, pero se pueden
consultar en [5]. Ahora que hemos resuelto esta cuestion, continuamos con la prueba del teorema.

Demostracion. Utilizaremos la notacion de los entornos de la topologia w* (ver Definicién 1.25).
(i) Veamos primero que A(A) es un espacio Hausdorff. Si ¢, ¢, € A(A), ¢, # ¢, entonces para
alginx € A, 6 = %\(7)1 (x) = ¢2(x)| > 0, por lo que U(¢y,x,8) NU(¢2,x,0) = 0.

(i1) Por el Lema 1.33, el Teorema 1.27 y la Observacién 1.35, es suficiente con demostrar que
A(A) es un w*—cerrado. Sea ¢ un elemento de la clausura (con la topologia w* de A(A)). Fijados
x,y €Ay € >0, tomamos el entorno U := U (@, e, x,y,xy, €) que debe cumplir U NA(A) # 0 (por
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estar @ en la clausura). Sea w € UNA(A). Entonces |1 — @(e)| = |y(e) — @(e)| < &,y como € >0
es arbitrario, debe cumplirse ¢ (e) = 1. Por otro lado, se tiene

P(xy) —@(x)o(y) = (p(xy) — y(xy)) + (¥(¥) — e() ¥ (x) + (Y (x) — 9(x)) P (),

que implica que [@(xy) — @(x)@(y)| < (14 |[[x[|+ @ (y)[)€, es decir, (xy) = @(x)@(y). En defi-
nitiva, @ € A(A).
(iii) Dado ¢ € A(A), € > 0y F C A finito, los entornos bésicos de A(A,) son

U0, Fe)Ufga} silo(x)|<e VxeF
U(9,F,¢) en otro caso.

U.(¢,F,¢) —{

Es evidente que entonces la topologia relativa en A(A) coincide con la topologia de Gelfand en
A(A). Ademads, { @, } es cerrado en A(A,), por lo que A(A) es abierto en A(A,) y A(A) es localmente
compacto.

(iv)Dadox € Ay € > 0, entonces U, (@0, X, €) = {9 fU{P EA(A) : |9 (x)| < €} =A(Ac) \ {9 €
A(A,) : |9 (x)| > €}. Por tanto, un entorno bdsico de .. es el complementario de la unién finita de
conjuntos compactos, por lo que A(A,) es la compactificacién de Alexandrov de A(A). O

Lema 1.37. Sea A un algebra de Banach conmutativa. Entonces, para cada x € A,
04 (x)\ {0} € £(A(A)) € o4(x).
Ademds, si A es unitaria, £(A(A)) = o4(x).

El Teorema 1.36 implica un resultado que resultard de gran importancia para determinar al-
gunas cuestiones topolégicas en el Capitulo 3. Sin embargo, antes incluimos una definicién para
entender su enunciado.

Definicién 1.38. Sea A un conjunto y B un conjunto de funciones sobre A. Diremos que B separa
puntos de A si dados x,y € A, x # y, existe f € B tal que f(x) # f(y). Si B es un conjunto de
funciones complejas, diremos que B separa fuertemente puntos de A si separa puntos de A y
ademds, si dado x € A, existe una funcién f € B tal que f(x) # 0.

Teorema 1.39. Sea A un 4lgebra de Banach conmutativa. Entonces se cumple:

(i) La Transformada de Gelfand es una aplicacion de A en Cp(A(A)) tal que |[£]]e < ||x]].
(ii) Laimagen de A por la Transformada de Gelfand separa fuertemente puntos de A(A).

Demostracion. (i) Por el Teorema 1.36, A(A,) es la compactificacién de Alexandrov de A(A), y
£(¢e) = 0 para todo x € A, por lo que £ € Co(A(A)). Por el Lema 1.37, para todo x € A,

1] [eo = ra () < [l[]-

(ii) Si £(¢) = ¢(x) = 0 para todo x € A, entonces ¢ =0y ¢ & A(A). Si @1, € Co(A(A)),
01 # ¢, existe x € A tal que £(¢9;) # £(¢2), pues sino, ¢; y ¢, serian iguales. O
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1.4. Grupos topologicos

Definicion 1.40. Un grupo es un un conjunto no vacio G con una operacioén - que cumple las
siguientes condiciones:
(i) a-(b-c)=(a-b)-csia,b,c €G.

(i1) Existe un elemento e € Gtalque e-a=a-e =a paratodoa € G.

(iii) Para cada a € G existe unelementoa™! € Gtalquea-a™' =a '-a=e.
Ademads, diremos que G es un grupo abeliano o conmutativosia-b=>b-asia,b € G. Un subgrupo
de un grupo G es un subonjunto de G que contiene a e y es cerrado para la operacién - y para
inversos.

Definicién 1.41. Un grupo topoldgico es un grupo G en el que las aplicaciones (x,y) — xy y
(x,y) — x~! son continuas.

Observacion 1.42. Aunque hemos enunciado las propiedas de grupo con notacién multiplicativa,
usaremos la notacidn aditiva si el grupo es abeliano. En este caso, el inverso de a € G se denotara
por —a, y la condicién de que un grupo sea un grupo topoldgico, serd inicamente que la aplicacién
(x,y) — x —y sea continua.

A continuacién, demostramos algunos resultados que nos serdn utiles mas adelante. Recorda-
mos que si X es un espacio topoldgico y x € X, una familia de abiertos es un base de entornos de
x sicada U € % es un entorno de x, y si V es un entorno de x, existe U € % talque U CV.Si G
es un grupo topoldgico y x € G, diremos que un entorno U de x es simétrico siU = U~!.

Proposiciéon 1.43. Sea G un grupo topolégico y a un elemento de G. Entonces:

(i) Las aplicaciones x — ax, x — xa, y x — x| son homeomorfismos de G en G.

(ii) Si % es una base de entornos de e, entonces {aU : U € %} y {Ua : U € % } son bases de
entornos de a.

(iii) Si K y L son subconjuntos compactos de G, entonces aK, Ka, KL y K~' son subconjuntos
compactos de G.

Demostracion. (i) Por continuidad de las aplicaciones x — (x,a) y x — (a,x), las aplicaciones
del enunciado son continuas. Las funciones inversas son respectivamente x — a~'x, x — xa~ ' y
x+— x~! que son continuas, por lo que son homeomorfismos. (ii) Es consecuencia de la continuidad
de las traslaciones x — ax y x > xa. (iii) akK, Ka y K~! son compactos de G por la continuidad de

las aplicaciones de (i), y KL es compacto por el Teorema A.1. O

Proposicion 1.44. Sea G un grupo topoldgico, y sea U un entorno de e. Entonces:

(i) Existe un entorno de V de etal que VV C U.
(i1) Existe un entorno simétrico de e contenido en U'.

Demostracion. (i) La aplicacién (x,y) — xy es continua, por lo que W = {(x,y) : xy € U} es un
entorno de (e,e) en G x G. Por tanto, existen dos entornos V; y V, de e tales que Vi x Vo, C W (los
conjuntos de esa forma son una base de la topologia). Si definimos V =V; NV,, V es un entorno de
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e en G que cumple VV C U. (ii) Ya que U es un entorno de e y la aplicacién x — x~! es continua,

U~ es un entorno de e. De esta forma, U NU~! es un entorno simétrico de e y est4 contenido en
U. O

Proposicion 1.45. Sea G un grupo topolégico, K un compacto de G y U un abierto de G que
contiene a K. Entonces existen dos entornos Vg y V. de e tales que KVx CU y Vi K C U.

Demostracion. Dado x € K, existe un entorno W, de e tal que xW, C U (por la Proposicién 1.43),
y un entorno V, de e tal que V,V, C W, (por la Proposicién 1.44). Por tanto, {xV,}.cx es un
recubrimiento de K, y por compacidad existe {x;} ; C K tal que V,,...,V,, cubren K. Si de-
finimos Vg = N’_,V,,, y x € K, sabemos que existe un indice i tal que x € x;V,,, por lo que
xVr Cx;iVy, Vi, € x;W,, C U. En definitiva, KVg C U. El argumento para V; es similar. OJ

Nosotros trabajaremos con una clase particular de grupos topolégicos, que por sus propieda-
des, nos permitirdn definir una medida invariante por traslaciones cuyo dominio es el oc—algebra
de Borel.

Definicion 1.46. Un grupo topolégico localmente compacto es un grupo topoldgico que es local-
mente compacto y Hausdorff. Asimismo, diremos que un grupo topoldégico es un grupo topologico
compacto si es compacto y Hausdorff. Si un grupo topolégico localmente compacto es conmuta-
tivo, diremos que es un grupo LCA (locally compact abelian).

Decimos que una funcién f : G — C es uniformemente continua por la izquierda si dado € > 0,
existe un entorno U de e tal que si y € xU entonces |f(x) — f(y)| < €. De forma andloga se define
que una funcién sea uniformemente continua por la derecha.

Proposicion 1.47. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces, si f € C.(G), f es uniforme-
mente continua por la izquierda y por la derecha.

Demostracion. Demostraremos la continuidad uniforme por la izquierda, pues la demostracién
de la continuidad uniforme por la derecha es andloga. Sea f € C.(G) con soporte compacto K, y
€ > 0. Para cada x € K existe un entorno U, de e tal que |f(x) — f(y)| < €/2 siy € xUy, y existe
un entorno V, de e tal que V,V, C U, por la Proposicion 1.44 (i). Por compacidad, K C U, x;V,,.
Ademas por la Proposicion 1.44 (ii), existe un entorno simétrico V de e tal que V C N7, V,,. Ahora,
distinguimos varios casos. Si x,y € K, se cumple trivialmente |f(x) — f(y)| < €. Por otro lado, si
x € KyyéexV,entonces y € x;V; C x;U; para cierto i y x € x;V,, C x;U,.. Por tanto | f(x) — f(y)| <
|f(x) = f(x)|+|f(x) — f(y)] < . El dltimo caso es el de y € K e y € xV, pero por ser simétrico
V,esteeselcasoenel que y € Ky x € yV, es decir, el caso anterior. O
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El propésito principal de este capitulo es estudiar la medida de Haar en grupos localmente
compactos. La existencia de una medida con estas propiedades fue probada por primera vez por
Haar en 1933 para grupos con base numerable de la topologia, y la unicidad fue probada por
Von Neumann. Mis tarde, el matemadtico francés André Weil probé que no es necasario suponer
el segundo axioma de numerabilidad [27]. Debido a que la demostraciéon de la existencia de la
medida de Haar en grupos topolégicos localmente compactos es un poco técnica, incluimos esta
prueba en el Apéndice A. Sin embargo, en este capitulo demostramos la unicidad de la medida de
Haar en grupos LCA, damos algunas propiedades, y desarrollaremos dos construcciones en grupos
compactos bajo ciertas hipdtesis.

Definicién 2.1. Sea G un grupo localmente compacto, y ¢t una medida de Radon. Diremos que u
es una medida de Haar por la izquierda si es invariante por traslaciones por la izquierda, es decir,
U(xA) = u(A) paratodo x € Gy A € Z(G). Del mismo modo, u es una medida de Haar por la
derecha si L(Ax) = (A) paratodox € Gy A € A(G).

Observacion 2.2. Tiene sentido considerar (1 (Ax) y p(xA) por la Proposicién 1.43 y porque la
continuidad implica ser medible Borel.

Sea f: G — C, y x € G, entonces definimos la trasladada por la izquierda de f por x, .f : G —
C dada por ,f(t) = f(x~'t), y la trasladada por la derecha de f por x dada por f,(t) = f(tx~").
Es fdcil comprobar que si x,y € g entonces y, f = (,f) ¥ fiy = (fr)y-

Proposicion 2.3. Si G es un grupo localmente compacto, i es una medida de Haar por la izquierda
en G,y f:G — [0,+00] y u—integrable, entonces [, fdu = [ fdu. De la misma forma, si i es
una medida de Haar por la derecha, entonces [ fidu = [ fdp. Por tanto, || fi||, = ||<f]l, = || f]],-

Demostracion. Es evidente que [, xadpi = 1(xA) = u(A) = [ xadp si A es un conjunto medible
Borel. Por el Teorema de la Convergencia Mondétona, esta igualdad se tiene para toda funcion f
del enunciado. O
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2.1. Unicidad y propiedades

Ahora probamos la unicidad de la medida de Haar salvo producto por una constante positiva.
Vemos el resultado para el caso conmutativo (por lo que adoptamos notacién aditiva), pues el
estudio del Andlisis de Fourier que desarrollaremos es sobre grupos conmutativos, y la prueba en
este caso es mucho mds simple.

Observacion 2.4. En las hipétesis del Teorema 1.22 se exige que las medidas en cuestion sean
o—finitas, condicién que no se cumple en general para la medida de Haar. Una condicién sufi-
ciente seria que G fuera 6—compacto, es decir, unién numerable de compactos. En general, esto
no es asi, pero podemos aplicar el Teorema 1.22 a la integral [; [, f(x,y)dxdy si f se anula fuera
de un 6 — compacto. Un caso particular es el de las funciones de C.(G), y L'(G) [3, p. 299].

Teorema 2.5. Sea G un grupo localmente compacto conmutativo, y sean it y v dos medidas de
Haar en G. Entonces existe ¢ > 0 tal que v = cl.

Demostracion. Sean f,g € C.(G), entonces

[tau- [eav = [ [ r@s0iduave) = [ [ ratnsoiduavo)
- //f(y)g(y—x)dvdu(x)z//f(y)g(—X)d#(X)dV(Y)
= [10)ave)- [e(=0du)

Si ademds g > 0 y no es idénticamente nula, podemos definir ¢ = [ g(y)dv(y)/ [ g(—x)du(x), y
entonces | fdv =c [ fdv,porloque v =c- L. O

Corolario 2.6. Sea m una medida de Haar en G, y E € #(G). Entonces m(E) = m(—E).

Demostracion. Si tomamos m'(E) = m(E~'), m’ es una medida de Haar en G, por lo que existe
una constante ¢ tal que m(E~') = ¢-m(E) para todo conjunto de Borel E. Tomando E un conjunto
de Borel simétrico, tenemos que ¢ = 1. O

Por tdltimo, demostramos algunos resultados que utilizaremos en el siguiente capitulo, y que
justifica el razonamiento del Teorema anterior.

Proposicion 2.7. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar por la izquier-
da en G. Entonces u(U) > 0 para todo abierto de G, y para toda f € C.(G) no negativa y no
idénticamente nula se cumple [ fdu > 0.

Demostracion. Por construccion de la medida de Haar, existe un compacto K tal que p(K) > 0.
Dado una abierto no vacio U, K C Ui x;U para ciertos x; € G por compacidad. Por tanto, U(K) <
Y, uxU) =nu(U), es decir, u(U) > pu(K)/n > 0.

Sea f como en el enunciado. Por continuidad de f existe € > 0 y un abierto no vacio tal que
f>¢€xu,porloque [ fdu>eu(U) > 0. O]
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Corolario 2.8. Sean G un grupo localmente compacto, f,g : G — C funciones continuas, y [l una
medida de Haar por la izquierda en u. Si f = g salvo en un conjunto de medida u nula, entonces

f=g

Demostracion. Por continuidad de f y g, el conjunto U := {x € G : f(x) # g(x)} es abierto. Si
U = 0, entonces f(x) = g(x) para todo x € G, y en otro caso f(x) # g(x) para todo x € U, pero por
la Proposicién 2.7, u(U) > 0, en contradiccién con el enunciado. U

2.2. Dos construcciones de la medida de Haar en grupos compactos

Debido a la construccién un tanto tediosa de la medida de Haar en grupos localmente com-
pactos, en esta seccién daremos dos elegantes demostraciones de la medida de Haar en grupos
compactos bajo ciertas hipétesis, cada una de las cuales puede resolverse en poco més de una pa-
gina.

Como veremos mds adelante, podemos suponer que la medida de Haar en un compacto es
una medida de probabilidad. Necesitaremos algunas nociones de convexidad [21] y funciones
semicontinuas [1], para extraer propiedades del conjunto

P(G) = {u e M(G) : [|u]| = p(1) = 1},

y ademds debemos introducir alguna notacién. Dada u € M(G), f: G — Cy g € G, consideramos
la medida 7, dada por 7o (f) = U(gf). Asimismo, definimos la medida p17, determinada por
la expresion (u7T,)(f) = u(fy). Antes de estudiar el conjunto P(G), introducimos los conceptos
necesarios.

Definicién 2.9. Sea X un espacio vectorial, y C C X. Diremos que C es convexo si para cuales-
quierax,y € C, si 8 € [0, 1], entonces Ox+ (1 —0)y € C.

Definicion 2.10. Sea X un espacio vectorial, y C C X. Una funcién f : C — R se dice convexa si
para todo x,y € C'y 6 € [0,1] se cumple

f(8x+(1-0)y) <O0f(x)+(1—-6)f(y). 2.

Diremos que f : C — R es estrictamente convexa si la desigualdad (2.1) es estricta siempre que
x#yy6e(0,1).
Definicion 2.11. Sea X un espacio topoldgico. Una funcion f : X — [—co, 4] es:

(i) inferiormente semicontinua (1.s.c., lower semicontinuous function) si para cada ¢ € R el
conjunto {x € X : f(x) < c} es cerrado.

(ii) superiormente continua (u.s.c., upper semicontinuous functions) si para cada ¢ € R el con-
junto {x € X : f(x) > c} es cerrado.

Es evidente que una funcién continua es l.s.c. y u.s.c.
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Proposicion 2.12. Sea {f;}ic; una familia de funciones Ls.c., f; : X — R, y sea f : X — R tal que
f(x) = sup{fi(x) : i € I'}. Entonces f es una funcion l.s.c.

Demostracién. Basta comprobar que f~!((—oo,c]) es cerrado. Observemos que

reX: f() <c}=(xeX: filx) <c}.

iel
que es una intereseccion arbitraria de cerrados, y por tanto, es cerrado. O

Proposicion 2.13. Sea K un espacio topolégico compacto, y f : K — R una funcién l.s.c.. Enton-
ces f alcanza un minimo en el compacto.

Demostracion. Definamos para cada ¢ € f(K) el conjunto F, = {x € K : f(x) < c}. Como f es
L.s.c., cada conjunto F, es cerrado, y como cada c¢ pertenece a f(K), la familia {F, : ¢ € f(K)} tiene
la propiedad de la interseccion finita (cualquier interseccién de un nimero finito de elementos en
no vacia). Por ser K compacto, N.e f(x)Fe €s un conjunto no vacio y compacto, por lo que existe
un minimo. U

Consideraremos el conjunto de medidas de probabilidad de G:

P(G) = {1 € M(G) : ||l = n(1) = 1}.

Demostraremos que este es un conjunto w* —compacto y convexo. Veamos que primero que es w*-
cerrado. Por la Proposicién 1.24, es equivalente a que toda red convergente que esté contenida en
P(G) sea convergente en P(G). Sea (g )aes una red contenida en P(G), convergente a 4 € M(G).
Por la Proposicién 1.26 (i), e (f) — p(f) para toda f € C(G). En particular, uy(1) =1 — u(1),
por lo que u(1) =1,y u € P(G). Por otro lado, ya que P(G) C By(g), por el Teorema 1.27,
P(G) es w*—compacto. La convexidad se sigue de que si u,v € P(G) y 0 < A < 1, entonces
(I=A)u(l)+Av()=(1-A)+A=1.

Por otro lado debemos comprobar que las medidas de probabilidad aqui definidas, coinciden
con las de la definicién tradicional. Esto lo asegura el siguiente lema, cuya demostracion es de
elaboracion propia.

Lema 2.14. Sea G un grupo localmente compacto, y sea u € M(G), tal que u(G) = ||u|| = 1.
Entonces u > 0.

Demostracion. Sea € > 0, y A un conjunto medible Borel. Por el Teorema 1.21, existe ¢ € Cy(G)
tal que [ |4 — ¢|d|u| < &. Entonces, [|xa—|9[ld|u| < [[xa—old|u| <e.y

[ ol < 1aa—loliul <
Llamamos y = |¢|. Entonces y € Co(G) y y > 0,y

il ([ watre) =1 ([0l = widie ) <1l = wlollal < ¥llos 2
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es decir, Im( [ wdu) > 0. Ademds, Im ([ 'y — yadp) < [|xa— wld|u| < €. Como Im ([ xadp) =
Im([xa—wdu)+Im([wdu)>Im([xa—wdu) y € es arbitrario, Im(u(A)) > 0. Si conside-
ramos la descomposicion y = U — Up + i3 — ills, lo anterior implica que u3 — uq > 0, y por la
consideracion anterior al Teorema 1.11, ps(A) = 0 para todo conjunto A medible Borel. Por hip6-
tesis, U3(G) — ua(G) = 0, por lo que u3(G) = ps(G) = 0, que implica 3 = g = 0. En resumen,
U debe ser real.

Un argumento similar a (2.2) demuestra que Re ([ wdu) > 0, y que u(A) > 0 para todo A
medible Borel. O

2.2.1. Medida de Haar en un grupo compacto metrizable

En esta subseccidn, construiremos la medida de Haar en un grupo topoldgico compacto y
metrizable, siguiendo el articulo [9], y afadiendo algunos detalles. No se asume la conmutatividad
del grupo. Debemos observar que si G es compacto, entonces Cp(G) = C.(G) = C(G).

Teorema 2.15. Sea G un grupo topoldgico compacto metrizable. Entonces existe una medida de
probabilidad en G invariante por traslaciones por la izquierda.

Demostracion. Ya que G es metrizable, por la Proposicién 1.28, C(K) es separable. Por tanto
existe una sucesion ( fi)x>1 de funciones continuas en G tal que span{f; : k > 1} = C(G). Tras un
proceso de normalizacién, podemos suponer que || fi || < 27%.

Ahora definimos la funcién ¢ : P(G) — R dada por

oo

o)=Y u(fi)?,

i=1
que estd bien definida ya que

oo

Y u()?

i=1

lo(u)| =

(o] oo 1
<Y IRIPIAIR < X g5 <
i=1 i=1

y es no negativa por el Lema 2.14, w*—continua por ser limite uniforme de funciones w*—continuas,
y estrictamente convexa. Sabemos que es convexa pues si A € [0, 1], entonces ((1—A)u+Av)(f;)* <
(1=2)u(f;)*+Av(f;)*. Ademis, la desigualdad es estricta si A € (0, 1), pues en ese caso, A2 < A.

Ahora, sean A € (0,1), u,v € P(G), y supongamos (L # v. Entonces debe existir i > 1 tal que
u(fi) # v(fi). Si no fuera asi, i y v coincidirian en todo punto de span{f; : k > 1} = C(G), es
decir, u = v. Por tanto, si A € (0, 1), existe un i > 1 tal que u(f;) # v(fi), por lo que por el parrafo
anterior, (1 —2A)u +2Av)(fi)* < (1=2)u(fi)* +Av(fi)% y o((1 =A)u+2Av) < (1 -2A)p(u) +
A@(v). Ahora, definimos la funcién ® : P(G) — R,

@ (u) = sup{@(7eu) : g € G}.

Esta funcién es w*—l.s.c. por la Proposicién 2.12, y convexa por ser el supremo de funciones
convexas. De hecho, veamos que es estrictamente convexa. Sea A € (0,1),y i, vy, v» € P(G) tales
que t =(1=A)Vi+Ava y () = (1—=2)P(v1) + AD(Wy).
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Ya que la aplicacion g — T,u es continua de G a (P(G),w"), y ¢ es w*—continua, existe por
compacidad un 4 € G tal que ®(u) = @ (7,1 ). Por la condicion de supremo de P, se tiene

@(tait) > (1= 2A)o(Thv1) + A@(T,V2).

Como ¢ es estrictamente convexa, debe tenerse la igualdad y T, = 7,V) = 1T,V2, y por tanto,
U = vi = v,. En definitiva, ® es estrictamente convexa.

La funcién ® alcanza un minimo m € P(G) por la Proposicién 2.13, y este es unico por ser
estrictamente convexa. Si alcanzara el minimo en m,m’ € P(G) y m # m/, entonces se tendria
P((1—=A)m+Am') < (1 —A)D(m)+ AP(m') = P(m) = min(P) para todo A € (0,1), pero esto
entra en contradiccion con la condiciéon de minimo. Como ademads,

B(T) = (1)

para todo g € Gy u € P(G), pues la composicion de dos traslaciones es una traslacion, se debe
cumplir T,m = m para todo g € G por la unicidad del minimo. 0

2.2.2. Medida de Haar en un grupo abeliano compacto

Ahora, presentamos una prueba de la existencia de la medida de Haar en grupos topoldgicos
abelianos compactos. Esta demostracién es de elaboracién propia, y depende fuertemente de la
compacidad del grupo.

Teorema 2.16. Sea G un grupo abeliano compacto. Entonces existe una medida de probabilidad
invariante por traslaciones.

Demostracion. Dado S C G, consideramos el conjunto

1(S)=({u € P(G) : Tout = u}.
seS
Veamos que {u € P(G) : T, = u} es w*—cerrado. Por la Proposicién 1.26, es equivalente a
demostrar que si Uy (f) — p(f) para todo f € C(G), entonces u(fs) = u(f) para todo f € C(G).
Pero esto es evidente ya que

(fs) = lim b (fs) = limpo () = 1 (f)-

Ademis, ya que I(S) C P(G), es w*—compacto. Si I(S) # 0, es convexo, pues si i, v € I(S), para
todo s € S, todo A € [0,1] y toda f € C(G), se cumple ((1 —A)u+Av)(fs) = (1 —=A)u(fs) +
AV(fy) = (1= () + Av(f) = (1 = A+ Av)(f).

Ahora, consideramos el conjunto A = {S C G : I(S) # 0}. Este conjunto es no vacio, pues
{0} € A. Sea {S;} jcs una cadena (subconjunto totalmente ordenado por cierta relacién de orden,
en este caso, C) contenida en A. Entonces U;c;S; € A, pues

1 <U Sj> = (1)),

jer jer
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y este conjunto es no vacio por el Teorema A.2 y la compacidad de P(G), pues si elegimos
S1,...,8, € {Si}jes, podemos suponer que que S; C ... C S, entonces I(S,) C ... CI(S;) y
N1 (S ) =1(S,) # 0. Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximal G’. Si G’ # G, entonces
existiria b € G\ G'. Vamos a demostrar que (G’ U{b}) # 0.

Por ser I(G') no vacio, existe u € I(G’), y por convexidad de I(G’), las medidas {u,}nen
definidas por

1 n—1
Ha(f) =~ Y. u(fw) paratoda f € C(G),
k=0

pertenecen a I(G’). Por compa01dad y la Proposicién 1.24 (iv) y (ii), la sucesién (U, ),cn posee

una subred (U, )q tal que Uy, Mve I(G"). Vamos a ver que v € I(GU {b}) también. Por la
Proposicién 1.26 (1),

oV (/) = v(fp) =1ty (fp)-
Desarrollando, obtenemos

ng—1 ng—1

v(fy) = lim— Z K (fer1)p )—hmi ( Y, u(fis)— (f)+li(f(na)b))

a ng /=
= lfgl“na(f)_u(f)+“(na)h(f) B

Ngy Ny

En definitiva, v € I(G' U{b}), por lo que G’ no es maximal, que es una contradiccién con lo
supuesto. G debe ser el elemento maximal, y existe una medida p € 1(G), la medida que estdbamos
buscando. O
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A partir de los afios 30, se empezé a extender en la comunidad matematica la idea de que el
contexto mds adecuado para el desarrollo del Anélisis de Fourier eran los grupos localmente com-
pactos. Se considera que la primera obra en la que se desarrolla la teoria abstracta es L’Integration
dans les Groupes Topologiques et ses Applications [27] de André Weil, de 1940, aunque el Teo-
rema de Dualidad de Pontryagin (anterior a esta obra), es reconocido como un hito de las ma-
temdticas del siglo XX, y un logro excepcional en Algebra Topoldgica [13]. Este resultado fue
demostrado por el matemético soviético Lev Pontryagin en 1934 para grupos compactos con base
numerable [16], y un afio mas tarde por Egbert Rudolf van Kampen [25] para el caso general, y
constituye un resultado fundamental de esta teorfa.

En este capitulo, seguiremos la linea principal de [17] complementada con [7] y [10, p. 89-93].
Los resultados aqui presentados se han extraido de estas referencias aunque hemos completado
algunos detalles. Estudiaremos el grupo dual y la Transformada de Fourier, estableceremos resul-
tados conocidos en la teoria clésica, para terminar con el Teorema de dualidad de Pontryagin y
una aplicacion. Finalmente, se incluye un resumen de varios teoremas para grupos finitos. En todo
el capitulo, supondremos que G es un grupo LCA (ver Definicién 1.46).

3.1. La operacion convolucion

Antes de definir la convolucién, demostraremos un resultado auxiliar.

Teorema 3.1. Sean p, 1 < p <oy f € LP(G). La aplicacion x — f; es uniformemente continua
de Gen L?(G).

Demostracion. Sea € > 0. Por el Teorema 1.21, existe g € C.(G) con soporte compacto K tal que
llg — fll, < €/3. Ademds, por la Proposicion 1.47 g es uniformemente continua, asi que existe
un entorno V del origen en G tal que ||g — gx||- < (€/3)m(K)~'/? para todo x € V. Por tanto, si
xeV,

le—sull = ([ 1s0) s —aar) " < (mik)-tmo (£)") = &
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Y IIf = fillp < 11 = gllp+ g = 8ellp +1lgx = fillp <& Como fe = fy = (f = fys) - |lf = illp =
Hf_fy—pr<851y—X€V. 0

Definicién 3.2. Dadas dos funciones f,g € L'(G). Definimos la convolucion de f y g, f * g, por

(f*g)x /fxy

Teorema 3.3. Las siguientes propiedades para la convolucién son ciertas.

(i) Si f,g € C.(G) con soporte compacto A y B respectivamente, entonces f* g € C.(G), y su
soporte estd contenido en A + B.
(i) Sil<p<eo,1/p+1/g=1, f€L(G)y g € L1G), entonces f * g € Cy(G).
(iii) Si f,g € L'(G), [|f(x—y)g(y)|dx converge para casi todo x € G, f*g € L'(G), y se tiene
L8l < I1f1hllglh-
(iv) Si f,g,h € L'(G), entonces fxg=g*fy (f*g)xh=fx(gxh).

Demostracion. (i) f(x—y)g(y) #0sblosiy € By x—y € A, es decir, sélo si x € A+ B. Por tanto,
fxg=0fuerade A+ B.

(ii) Tomamos dos sucesiones (fy)n,(gn)n € C.(G) que aproximen a f y g respectivamente,
estoes, ||fu —fll, =0, ||gn —gl|, = 0. Por la desigualdad de Holder, y la Proposicién 2.3, para
todo x € G se cumple

|(fu*gn)(x) = (fxg)(x)] < /Ifn(x—y)gn(y)—f(x—y)g(y)ldy

= [ Ualr=) = =) (a0 — 8y
= (= (8=l < 1fa = Fllllgn =gl

por lo que f,, g, — f * g uniformemente. Por el apartado anterior, f, * g, € C.(G), por lo que
f*g € Co(G) (ver la Proposicion 1.14).

(iii) Primero, demostramos que el integrando f(x —y)g(y) es una funcién medible Borel en
G x G. Fijemos un abierto V de G x G y definimos E = f~1(V), E' = Ex G, y E" = {(x,y) €
Gx G:x—y€ E}. E' es un conjunto de Borel en G x G porque es el producto cartesiano de dos
conjuntos de Borel en G. Ademas, el homeomorfismo de G x G en si mismo dado por (x,y) —
(x+y,y) transforma E’ en E”, por lo que E” es también un conjunto de Borel. Como f(x—y) € V
si y s6lo si (x,y) € E”, f(x—y) es una funcién medible Borel definida en G x G, y por tanto
el producto f(x —y)g(y) lo es. Ademds, por la Observacién 2.4, f y g se anulan fuera de un
o —compacto, digamos A y B respectivamente. Entonces f(x—y)g(y) se anula fuera de (A+B) X B
que es o0 —compacto. Por tanto, podemos aplicar el Teorema 1.22, obteniendo:

L[ 1re=y)g0)ldxay = 1711 gl

Por tanto, ¢(x) = [;|f(x—y)g(y)|dy € L' (G) y es finita para casi todo x en G. Por tltimo,
8)(x)| < ¢(x), lo que implica que |[f+g|[1 < || f]]1][g]]1-

(f
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(iv) Para demostrar la conmutatividad, basta hacer el cambio de y por y + x y tener en cuenta
la Corolario 2.6

(F+9)) = [ H(=)sl+x)dy= [ F0)slr+x)dy = (g2 /)

Para la asociatividad, aplicamos el Teorema 1.22:

Frlesn) = [6-aem@d= [ 62 ( [ o)

- /G</Gf(x—z)g(z—y)dz> h(y)dy—/G< ;f(x—z—y)g(Z)dZ> h(y)dy
= [ e=nh0)dy = () =h)(x)
O

Gracias a la asociatividad, la conmutatividad de la convolucién y la desigualdad del apartado
(iii) del Teorema 3.3 en el espacio L' (G), podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Dado un grupo LCA G, L'(G) es un dlgebra de Banach conmutativa con la opera-
cién convolucién. Ademds, si G es discreto, L' (G) tiene un elemento neutro para esta operacin.

Demostracion. La distributividad es evidente por la linealidad de la integral. Ahora, si G es dis-
creto y consideramos la medida de Haar normalizada de forma que cada conjunto unipuntual tiene
medida 1, (f*g)(x) = Y,eq f(x—y)g(y), y si consideramos la funcién e : G — C dada por e(0) = 1
y e(x) = 0 para todo x # 0 entonces f*xe =ex f = f. O

3.2. El grupo dual y la Transformada de Fourier

Definicién 3.5. Sea G un grupo LCA. Decimos que una funcién y: G — C es un caracter de G si
|7(x)| = 1 para todo x € G y cumple

Y(x+y) = y(x)¥7(y)

para todo x,y € G, es decir, si es un homomorfismo de grupos de G en T. El conjunto de todos
los caracteres continuos forman un grupo I" o G, que llamaremos grupo dual de G, con la suma
definida por

(11 + 7)) = n)nkx)

parax € G, 1,7, €I cualesquiera. Es evidente que I" es conmutativo si G lo es. El elemento neutro
para la suma, que denotaremos por 0, es el caracter contantemente 1.

Debido a la dualidad existente entre G y I" que demostraremos mds adelante, establecemos la
notacién

(%, 7) = v(%)-
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Asi, las propiedades de los caracteres se traducen en (x+y,7) = (x,7)(»Y) y (x,71+ %) =
(x,71)(x, 7). Ademas, es ficil ver que (0,y) = (x,0) = 1. De esto y del hecho de que |y(x)| =1
deducimos las igualdades

(*xv Y) = (x’*Y) = (xv Y)il = (x7 '}’)

Teorema 3.6. Si y € ' y definimos para todo f € L!(G)
7= [ 167,

la aplicacién f — f(7) es un funcional multiplicativo no nulo de L' (G). Reciprocamente, cualquier
funcional multiplicativo no nulo de L'(G) es de esta forma, y los distintos caracteres inducen
distintos funcionales.

Antes de comenzar la demostracion, definimos el espacio L*(u), en el sentido de [3]. Dire-
mos que E C X es localmente de medida nula si para todo F € ¥ tal que u(F) < oo, entonces
UW(ENF)=0. Ademds, diremos que una propiedad se cumple localmente en casi todo punto,
si se cumple en todo X salvo en un conjunto localmente de medida nula. Ahora, definimos el
espacio .Z”(X,X,u,C) como el conjunto de funciones complejas acotadas y medibles respec-
to X, y a partir de esto, definimos L*(it) como el espacio cociente que resulta de identificar en
Z=(X,X,u,C) dos funciones si y sélo si coinciden localmente en casi todo punto. Con la nor-
ma ||f]|e = inf{c : {x € X : |f(x)| > M} es localmente de medida nula}, L*(u) es un espacio
de Banach. Esta definicién permite demostrar que la aplicacién 7 : L= (u) — L'(u)* dada por
f+ [ fgdx, es un isomorfismo (de espacios de Banach) isométrico, es decir, L™ (i) = L' (u)*
[3, p. 303-304]. En particular, esto se cumple para la medida de Haar.

Demostracion. Por la linealidad de la integral, la aplicacion es lineal, y es continua ya que Y es

continuo y f € L'(G). Ademds, la aplicacién es multiplicativa. Sean f,g € L!(G), y definamos
k = fx g, entonces

W0 =[x nde= [ ( [ 16-ne0ar) (-xas

~

- ( [ ey y)dx) <) (—wr)dy = F(NE).

La aplicacién f — f(y) es no nula ya que si f € C.(G) y f es no negativa y no idénticamente nula,
entonces [, f(x)|(x,)|*dx > 0 por la Proposicién 2.7.
Veamos el reciproco. Sea i un funcional multiplicativo no nulo de L'(G). Entonces

W) = [ F@odx
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para cierto ¢ € L*(G) y ||¢||. = ||h||1 < 1 por el Lema 1.33 . Si f,g € L' (G),
L Hnememdy = (h(g)=h(fxe) = [ (Fx0)x)9(x)dx
=[50 ( [rte=noma)as= [ coms)ar

por lo que
h(f)(y) = h(fy) (3.1)

se cumple para casi todo y € G. Por el Teorema 3.1 y la continuidad de A, h(fy) es una funcién
continua definida en G para cualquier f € L'(G). Tomando f tal que A(f) # 0, deducimos que ¢
es una funcién continua en casi todo punto, y podemos asumir que es continua, pues redefinirla en
un conjunto de medida nula no altera la definicién de A(f). Por tanto, (3.1) se cumple en todo G.

Aplicando la igualdad, tenemos i £)9 (x-+y) = h(fesy) = h((fi)y) = h(£)9 () =h()9(X)d (),
porlo que ¢ (x+y) = ¢ (x)¢ (y) para todo x,y € G. De esto tiltimo deducimos que ¢ (—x) = ¢ (x) ',
por lo que ¢(nx) = ¢(x)" y ¢(—nx) = ¢(x)™" para todo n € N, y como ¢ es acotado, se cumple
necesariamente que |@(x)| = 1 para todo x € G. En definitiva, ¢ € T

Por dltimo, queda ver que distintos caracteres inducen funcionales distintos. Si f (n) = f ()
para toda f € L'(G) entonces, (—x,7%) = (—x,7») para casi todo x, pero al ser los caracteres
continuos y ya que L*(G) = L' (G)*, y1 = % (ver Proposicién 2.7). O

Dada f € L'(G), llamaremos Transformada de Fourier de f ala funcién f : T — C dada por
7 = [ rt(=x. .

EL conjunto de todas las funciones f se denota por A(I'). El Teorema 3.6 establece una biyeccién
entre A(L'(G)) y T, por lo que identificando estos dos conjuntos, f es la Transformada de Gelfand
de f. Por el Teorema 1.36 (iii), A(L'(G)) es localmente compacto y de Hausdorff, y por tanto
I" también lo es con la topologia débil inducida por A(T") en I', cuyos entornos basicos son de
la forma {y € I": |fi(y— )| < e parai = 1,...,n}. En cierto modo, trasladamos la Topologia
de Gelfand de A(L'(G)) a T. La teorfa de 4lgebras de Banach conmutativas permite establecer
algunas importantes consecuencias. Pero antes, enunciamos un resultado crucial.

Teorema 3.7 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio localmente compacto de Haus-
dorff. Sea A una subdlgebra de Cy(X) que separa fuertemente puntos de X y es autoadjunta. En-
tonces A es denso en Cp(X).

Demostracion. Su demostracion se puede encontrar en [20, p.167]. Aunque el enunciado difiere
del considerado en esta referencia, es facil ver que el de [20] implica el nuestro. O

Teorema 3.8. Se cumplen las siguientes propiedades sobre la Transformada de Fourier.

(i) A(T') es un subélgebra de Cy(I") autoadjunta y que separa fuertemente elementos de I
Ademds, A(T) es denso en Cy(T").
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(ii) La transformada de Fourier de fx g es f3.

(iii) A(T") es invariante por traslaciones y por multiplicacién por (x,y) para cualquier x € G.

(iv) La transformada de Fourier, vista como aplicacién L!'(G) — Co(T), es continua ya que
Al < 1IA1 - A

(v) Paratoda f € L'(G)y y €T, (f+7)(x) = (x, 7)./ (1).

Demostracién. (i) Definamos, para toda f € L'(G), la funcién f dada por f(x) = f(—x). Es f4cil
comprobar que la aplicacién f +— f es una involucién. Entonces

7= [ 7 xdx= [ pnxndx= [ =0 nde= )

A(T) = A(L'(G)) separa fuertemente puntos por el Teorema 1.39 (ii), y es una subdlgebra con la
suma y el producto usuales. Por el Teorema 3.7, A(I") es denso en Cy(T").

(i1) Se demuestra en la prueba del Teorema 3.6.

(iii) Si definimos g(x) = (x,%)f(x) para un cierto ¥ € I, §(y) = [ f(x)(x,%0)(—x,7)dx =
Jo PO (=, —30) (= V)x = f F(6) (—x,7— 1) = Fy— ) € A().

Por otro lado, si definimos g = f;, entonces g(y) = [ f(y —x)(—y,V)dy = (—x,7) Jo f(y —
x)(x =y, 7)dy = (—x, ’Y)f(}/)

(iv) es consecuencia de Teorema 1.39 (i). El apartado (v) es trivial y nos permite interpretar la
transformada de Fourier como la convolucién f(y) = (f *7)(0). O

En algunos casos, puede decirse mas sobre la topologia de I', ademds de que es localmente
compacto y de Hausdorff.

Teorema 3.9. Si G es discreto, I" es compacto. Y si G es compacto, I es discreto.

Demostracién. Por el Teorema 3.4, sabemos que si G es discreto entonces L' (G) tiene unidad,
por lo que A(L'(G)) es compacto (por el Teorema 1.36 (ii)), y I" es compacto.

Si G es compacto y consideramos su medida de Haar normalizada (m(G) = 1), se tienen las
siguientes relaciones de ortogonalidad

1 siy=0
d =

El primer caso es obvio. Pero si y # 0, entonces (xp,y) debe ser distinto de 1 para algiin xo € G,
Y Jo(x,7)dx = (x0,7) Jg(x — X0,Y)dx = (x0,7) [5(x,7)dx, por lo que la integral debe valer 1. Si
tomamos la funcién f constante igual a 1, podemos deducir de las relaciones de ortogonalidad que
£(0) =1y f(y) =0 para todo y # 0. Ahora, como f : ' — C es continua, {0} es un abierto en I,
asi que todo conjunto unipuntual es abierto, por lo que I es discreto. O

Hemos demostrado que I" es un grupo y es un espacio Hausdorff localmente compacto. Aho-
ra demostraremos que esas dos condiciones implican que es también un grupo LCA. Para ello,
empleamos otra descripcion de la topologia de I'.



3.2 El grupo dual y la Transformada de Fourier @

Teorema 3.10. Sea G un grupo LCA, y I su grupo dual.

(i) (x,7):GxT — C es una funcién continua.
(ii) Dados dos conjuntos compactos K C Gy C C T, definimos U, = {z€ C: |l —z| <r},y

NK,r)={yeT:(x,y) €U, Vx €K}
N(C,r)={xeG:(x,y) €U, Vye C}.

N(K,r)y N(C,r) son dos conjuntos abiertos de I' y G respectivamente.
(iii) La familia de los conjuntos N(K,r) y sus trasladados son una base para la topologia de I'.
@iv) I"esun grupo LCA.

Demostracion. De la ecuacién (3.1) del Teorema 3.6, deducimos que si f € L'(G), f (V) (x,7) =
ﬁc( y) paratodo x € Gy y€T. Ya que f : I' — C es continua, bastard probar que fx( Y) es una
funcién continua en G X I'. Fijemos xo € G, o € 'y € > 0. Por el Teorerna 3.1, existe un entorno
V tal quel fx— fxll1 < € para todo x € V. Por la continuidad de fxO, existe un entorno W tal que
| foo (V) = fr (10)| < € para todo y € W. Ademis, por el Teorema 3.8, | fx(¥) — fr, (V)] < |1fx — fuol 1
En definitiva,

(1) = Fro 0] < 1Fx(1) = Fo D]+ 1o (V) = fio (10) | < 2¢.

Esto prueba (i).

Veamos ahora (ii). Tomamos un compacto K de G, r > 0y fijamos Y € N(K,r). Por (i), para
cada x( € K, existen entornos V de xo y W de Y tales que (x,y) € U, six €V y y € W. Por ser
K compacto, sabemos que basta un nimero finito de entornos V para cubrirlo. Es evidente que si
llamamos Wy a la interseccién de los W que se corresponden con los V del recubrimiento finito,
Wo C N(K,r), es decir, hemos encontrado un entorno Wy de ¥ contenido en N (K, r). Concluimos
que N(K,r) es abierto. Un razonamiento similar prueba que N(C,r) es abierto.

Abhora, sea V un entorno de }p. Demostraremos que existen K y r > 0 tales que Y+ N(K,r) C
V. Sin pérdidad de generalidad, podemos asumir que } = 0. Por la definicién de la topologia de
Gelfand, existen ciertas funciones fi,..., f, € L'(G) y € > 0 tales que

ﬁ{yr 1fi(y) = fi(0)] < e} CV.
i=1

Por el Teorema 1.21, podemos suponer que f7,..., f, se anulan fuera de un compacto K de G.
Si tomamos r tal que r < €/ max;{||fi||1} y Y € N(K,r), tenemos

A= FOI< [ 120 = 1IA0ldx < Al <e,

porlo que N(K,r) C V.
Por ultimo, sean ¥,y” dos caracteres. Es facil comprobar que

(Y +N(K,r/2)) = (V' +N(K,r/2)) €V =Y +N(K,r)

se cumple para todo K compacto de G y r > 0. Como la familia de abiertos N(K,r) es una base
para la topologia de I", hemos probado que la aplicacién (¥, y’) — ¥ — ¥’ es continua. O



@ Analisis de Fourier en grupos LCA

3.2.1. Ejemplos clasicos

La teoria general para grupos LCA tiene una aplicacién directa en algunos casos clasicos. Es-
tos son: R como grupo aditivo con la topologia usual y la medida de Lebesgue; el toro T =R /Z
como grupo aditivo con la topologia cociente y la medida inducida por R (aunque se puede iden-
tificar con {z € C: |z| = 1}, por lo que es compacto); y Z como grupo aditivo, con la topologia
discreta y la medida del cardinal. Empecemos con R.

Si R es el dual de R, fijamos ¥ € R. Ya que ¥ es continua y (0,7) = 1, existe a > 0 tal que
A = [§(x,7)dx # 0. Si imponemos la condicién

(x_‘_ta,}/) = (xa }/)(l‘,’}/) (3.2)

para todo x,t € R, obtenemos que

a x+6
A =) [[ana= [ voa

La dltima integral es diferenciable, por lo que ¥ es diferenciable. Derivando respecto de ¢ en
(3.2), tenemos ¥'(x+1) = y(x)¥(¢). Haciendo # = 0, tenemos una ecuacién diferencial ordinaria
¥ (x) = ¥(0)y(x) que junto con la condicién inicial y(0) = 1 nos da la solucién y(x) = e¥ (0%, pero
como |y(x)| = 1 debe cumplirse que y(x) = ¢/>* para algin & € R.

Una pregunta natural es si la topologia que R tiene como grupo dual coincide con la topologia
usual. Si r > 0y n € N, definimos V(n,r) = {£ € R : |1 —*| < r siempre que |x| < n}. Por
el Teorema 3.10 y el hecho de que R cumpla el Primer Axioma de Numerabilidad, implica que
V(n,r) es una base de entornos de la topologia de Gelfand. Sin embargo, y € V (n, r) es equivalente
aque |1 —e®*| < r siempre que |x| <7y

11— %] < r = |el59)/2(£(Z180)/2 _ o(=i60)/2)) < p sy ’sin (%) ’ < %,

y esto sucede si y solo si

2
sin (%) < %, sin (—%) < % = % <aresin(r/2), _y?x <aresin(r/2) <= |y| < marcsin(r/2),

y como |x| < n, también se cumple |y| < 2 arcsin(r/2). Esta es la expresion de una bola de la topo-
logfa dual. Recfprocamente, si |x| < n, entonces |y| < 2arcsin(r/2) < ﬁ arcsin(r/2) y se pueden
interpretar las equivalencias en el orden inverso en que estan escritas. En definitiva, la topologia de

Gelfand en R y la topologia usual coinciden. Esto implica que R y R son isomorfos como grupos
topoldgicos (isomorfos como grupos y homeomorfos).

En el caso de T, los mismos argumentos para R demuestran que los caracteres continuos
en T son de la forma y(x) = ¢** con la condicién adicional de que y(x+ 1) = y(x), es decir,
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e5% = o6 (t1) — i6x . oi8 que implica €/> = 1 que es posible solo cuando & € 27Z. Hay por tanto
un isomorfismo entre T y Z, que es un grupo discreto, como afirma el Teorema 3.9.

Por otro lado, si ¥ € Z entonces I(1,y)| =1,y (1,7) = ¥ para cierto & € R, por lo que
(n,y) = e La correspondencia entre £ y ¥ nos da un isomorfismo entre i/ y T, un grupo com-
pacto, en consonancia de nuevo con el Teorema 3.9.

Como consecuencia del Teorema 3.8 (i), obtenemos un resultado conocido.

Corolario 3.11 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(T) entonces f(n) — 0 cuando |n| — oo.
Si f € L'(R) entonces f(&) — 0 cuando |&| — 0.

Por dltimo, extenderemos el fruto de esta discusion a otros grupos.

Proposicion 3.12. Si Gy,...,G, son grupos LCA. entonces el grupo dual de G| X ...G, es (A}l X

..Gy,.
Demostracion. Cada (y1,...,%) € [TY, (A}i define un caracter continuo en [["_; G; a través de la
ecuacion ((x1,...,%,), (Y1,---, %)) = ((x1,7)s- -, (xs,%)). Ademds, cualquier caracter continuo
en [T | G; es de esta forma, definiendo (x,y;) = ((1,...,L,x;,1,...,1),7). O

Por tanto, el dual de R" es él mismo, el de Z" es T", y el de T" es Z".

3.3. Transformada de medidas

Dado un grupo G LCA, consideramos el conjunto M(G) de las medidas de Radon complejas.
En este espacio podemos definir también la operacién convolucién para dotarlo de una estructura
de dlgebra de Banach. Sean u,v € M(G). Definimos un funcional lineal / : Cy(G) — C dado por

1(f) = J ] ¢(x+y)du(x)dv(y), que satisface [I(f)| <
Por el Teorema 1.18, este funcional define una medida u * v que llamaremos la convolucion de 1

y v,y satistace ||+ V]| < [|uf[||[V]]

Teorema 3.13. (i) Siu € M(G)y v € M(G), entonces uxA € M(G).
(i) La convolucién es asociativa y conmutativa.
i) [ v < |[pl]-[IV]]-

Demostracion. (1) Es consecuencia de la discusién anterior.
(i1) Por definicién, la convolucién de u * v es la medida que satisface

[ [ rawev)= [ [ s+ yanmave (3.3)

para toda f € Co(G). Sean u,v,A € M(G) y f € C.(G), entonces
/fd (v¥d)) = //f(x+y)du(x d(v ) ///fx+y+z dp(x)dv(y)dA(2)
= //fy+z (Lxv)(y)dA(z /fd U*V)*A).
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Aqui hemos utilizado el Teorema 1.22. Ademads, por el Teorema 1.14, se tiene la igualdad para
cada f € Cy(G). Como G es conmutativo, f(x+y) = f(y+x), por lo que la conmutatividad se
sigue de (3.3). ]

Esta definicion de la convolucion de medidas se puede encontrar en [7]. Otra definicion alter-
nativa, aunque menos elegante, se puede encontrar en [17] y [3]: (u*V)(E) = [ V(E —x)du(x) =
J u(E —y)dv(y) paratodo E € A(G). Sin embargo, [24] demuestra que estas dos definiciones son
equivalentes, lo que permite extender la férmula (3.3) para funciones medibles Borel acotadas.

Corolario 3.14. M(G) es un algebra de Banach conmutativa con unidad con la operacién convo-
lucién.

Demostracion. Del Teorema 3.13, se deduce la distributividad de la convolucién respecto de la
suma. Si &y es la medida concentrada en x = 0 tal que 6(E) =1si 0 € E y &(E) = 0 si no.
Entonces

8o* U = W Go(E /xEdu*éo //xEx+y)du (x)d o (y /xE x)dp(x) = p(E)

para toda u € M(G). O

De la misma forma que extendemos la convolucién para medidas de Radon complejas, pode-
mos considerar la Transfromada de Fourier de elementos de M(G).

Definicion 3.15. Dada u € M(G), definimos la Transformada de , i : y — C, dada por

A = [ (~xVdu(x)
Denotaremos por B(I") al conjunto de todas estas funciones f1.

Teorema 3.16. Si u € M(G), entonces:

(i) Toda i € B(I') es acotada y uniformemente continua.
(i) Si o =pu*A, 6 =[1-A. Por tanto, la aplicacién y — [i(y) es un funcional multiplicativo
no nulo de M(G) para todo y € T".
(iii) B(T") es invariante por traslaciones, por producto por (x,7y) para todo x € G, y por conjuga-
cién compleja.

Demostracion. (i) Se puede comprobar facilmente que |f1(y)| < ||u|| paratodo y € I'. Dado € > 0,
existe un compacto K de G tal que |u|(G\ K) < €. Para cualesquiera 71,» € I :

B0 = 208) < [ [(=xm =il = [ 1= (en = wldlulw).

Siyi—1 €N(K,¢e),entonces [ [1—(x,n —1)|d|u|(x) <e-|[u]].y Jo\x [1— (6,11 —1)ld|p](x) <
Jo\x 2d|1|(x) =2[u[(G\ K) < 2€. Por tanto [ (1) — (12)] < (2+[u|[)€, y @ es uniformemente
continua.
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(ii) Sea 0 = U * A,

_ (iii) Dada una medida u, si tomamos otra medida A tal que dA(x) = (x,%)du(x), entonces
A(y) = fi(y— 1) (invariancia por traslaciones), ya que

A0 = [ (~enda = [ (—xnmdut) = [ (=xr=m0)=Ar—n).

Si A(E) = u(E — x) para todo conjunto medible E,

A

A = [(30ah0) = [ (y+x0dut) = &AW

Por dltimo, para la medida i definida por fi(E) = u(—E),

| =endne = [ (—xndax = [ xpdie) = [ (=xndae)
O

A continuacién, demostramos un resultado que resultard fundamental mds adelante, que esta-
blece la relacién univoca entre la Transformada de una medida y la medida.

Teorema 3.17. Si u € M(T') satisface [i-(x,y)du(y) = 0 para todo x € G, entonces necesariamente
u=0.

Demostracion. Dada una funcién f € L'(G),

/F fau(y) = /G /G Jx)(—x,7)dxdu(y) = /G f(x) ( /r (—x,y)du(y)) dx=0.

Por el Teorema 3.8 A(I") es denso en Cy(I"), por lo que [-¢dp =0 para todo ¢ € Co(I') y p =
0. O

3.4. Funciones definidas positivas

Ahora, introducimos una familia de funciones que nos ser4 til para demostrar el Teorema de
Bochner, herramienta necesaria para probar algunos teoremas fundamentales, como el Teorema
de Inversién y el Teorema de Plancherel.

Definicién 3.18. Una funcién ¢ : G — C se dice definida positiva si para cualesquiera xi, ... ,x, €
Gycy,...,cy € Csecumple

N
Z CnCm® (xn _xm) > 0. (3.4)

n,m=1
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Vemos algunas de sus propiedades.

Proposiciéon 3.19. Si ¢ : G — C es definida positiva, entonces cumple las siguientes propiedades:
(D) ¢(—x) = ¢ (x).
(i) |¢(x)| < ¢(0).
(iii) |9 (x) —9(y)]> <20 (0)Re(9(0) — ¢ (x—)).
Ademds, (ii) implica que ¢(0) > 0y ¢ es acotada; y por (iii), ¢ es uniformemente continua si es
continua en 0.

Demostracion. (i) En la férmula (3.4) tomamos N =2, x; = 0,x; = x,c; = 1,¢c2 = ¢, que implica
que
(1+1el*)#(0) +co(x) +29(—x) = 0 (3.5)

Abhora, elegimos ¢ = 1. Si x =0, 4¢(0) > 0, es decir, ¢(0) > 0. Como ¢(0) € R, entonces @ (x) +
¢(—x) € R para todo x. Si ¢ = i, entonces 2¢(0) + i¢(x) —i¢p(—x) > 0, y como ¢(0) es real,
i(¢(x) — ¢(—x)) tiene que serlo también. Ademas,

P(x)+¢(—x) = (x) + 9 (—x) = ¢ (x) + ¢(—x) (3.6)

i(9(x) = ¢(—x)) = i(¢(x) —9(—x)) = —i(¢(x) — 9(—x))

por lo que ¢(—x) — ¢ (x) = ¢ (x) — ¢(—x), que sumada a (3.6) nos da la igualdad buscada.

(ii) Tomamos ¢ tal que e/ ¢ (x) = —|¢(x)|. Si ¢ = €'* en la ecuacién (3.5), entonces 2¢ (0) —
190)|+ €9 (x) = 20(0) 2|6 (x)] > 0.

(iii) La ecuacién (3.4)con N =3,x; =0,xp =x,x3 =y,c1 = 1,co = (Ao (x) — 9o (¥)|) /(¢ (x) —
¢(y)) paracierto A € R,y ¢3 = —c; resulta

0(0) 430 (—3) T30 (—3) + 0 (x) + |e2 9 (0) — 226 (x—3) — 20 () ~ |20 (y )+ |22 (0) =
= (14+22%)9(0) ~ 22°Re(d (x — y)) + 22[0(x) — $(»)| > 0.

Esta expresion se puede interpretar como una ecuacién de segundo grado con incégnita A con una
o ninguna solucién, es decir, con discriminante negativo o cero: 4|¢ (x) — ¢ (y)|*> —4-2Re(¢(0) —

9 (x—y)) 9(0) <0, es decir, [§(x) — 9 (y)* <2-$(0) - Re(9(0) — ¢ (x —y)). 0

Ejemplo 3.20. Sea f € L?(G), f la funcién definida como f(x) = f(—x),y ¢ = f * f. Entonces
¢ es continua (por el Teorema 3.3 (ii)) y definitiva positiva pues

ilcncmq)(xn—m) = i CnCm (/Gf(xn—xm—y)f(—y)dy> —

n,m= n,m=1

= § o ([ st To0) = |

2

N
Z Cnf(xn—y) dy > 0.

n,m=1
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Ejemplo 3.21. Los caracteres son funciones definidas positivas ya que

N
Y, cntm(en—xm,v) = Z CnCn (X, ¥) (s V) —!ch (% V)? >0

nm=1 nm=1 =1

Por tanto, toda combinacién lineal de caracteres con coeficientes positivos es definida positiva.
Podemos considerar una generalizacién de este resultado. Dada una medida p € M(G), u > 0,
entonces la funcion ¢ : G — C definida por la expresion ¢(x) = [p(x,y)du(y) es continua y
definida positiva. En primer lugar, es definida positiva porque

N
Z Cn@d)( —Xm —/ Z Cncm n Xm,}’dli /|ch xn7Y|du )

Como los conjuntos N(C,r) del Teorema 3.9 son abiertos en G, imitando la prueba del Teore-
ma 3.16(i), podemos demostrar que ¢ es continua.

Este ejemplo constituye la parte mds directa del siguiente teorema, a través del cual caracte-
rizaremos las funciones definidas positivas. Este resultado lleva el nombre del matematico ameri-
cano Solomon Bochner, que lo probé en el caso G = R, aunque fue probado en el caso general por
André Weil [27].

Teorema 3.22 (Bochner). Una funcidén continua ¢ : G — C es definida positiva si y s6lo si existe
una medida positiva (finita) 4 € M(T') tal que

o(x) = /F(x, y)du(y) paratodo x € G. (3.7)

Demostracion. Por el Teorema 3.17, la representacién del enunciado es dnica. Si ¢(0) =0, es
trivial por la Proposicién 3.19. Pero si ¢(0) > 0, entonces sabemos que ¢(0)~'¢ es una funcién
continua y definida positiva, por lo que podemos suponer que ¢ (0) = 1.

Sea f € C.(G) con soporte compacto K. Entonces la funcién que a cada par (x,y) € K x K
le asigna f(x)f(y)¢(x—y) es uniformemente continua. Podemos encontrar un particién de K
tal que la suma Y/, f(x;) f(x;) 9 (x; — x;)m(E;)m(E;) > 0 con x; € E; aproxima a la integral

Jo fx)f(»)¢(x — y)dxdy > 0. La no negatividad se debe a que ¢ es definida positiva, e implica
que la integral es no negativa para toda funcién f € C.(G), y por densidad, para toda f € L'(G).
Abhora, definimos el funcional Tj : L'(G) — C dado por la expresién

— [ fwoax (3.8)
G

y definimos también [f,g] = Ty (f*§) = [; [ f(x)g(y) ¢ (x — y)dxdy para f,g € L' (G). Se puede
comprobar ficilmente que [f, g| es lineal en la variable f, [g, f] = [f, g] (usando la Proposicién 3.19
(1)), y por el parrafo anterior, [f, f] > 0. Con todo esto, [f,g] es un producto escalar hermitiano
por lo que podemos probar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

f.8l* < [f. f]-[8.8]- (3.9)
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Sig= fv) donde V es un entorno simétrico del origen, entonces

ma—muragmlgm<ﬁwu—w—wm@)w

(g,8] — // O (x—y)—1)dxdy.

Por la Proposicién 3.19, [f,g] — ¢(f) y [g,g] — 1 tienden a 0 cuando m(V) — 0, por lo que,
sustituyendo en la igualdad (3.9), obtenemos:

y ademds

Ty ()P < Tp(f* ).

Definimos por comodidad & = f x f, y h®) = A"~ « h para n > 2. Se puede comprobar que
h = h. Por la Proposicién 3.19 (i), ||¢||. = ¢(0) = 1, por lo que aplicando sucesivamente (3.9),
obtenemos

T ()P < |T(W)] < [Ty (hP)]'2 < < Ty (W) P < W17

El dltimo miembro de la desigualdad tiende a ||2]]. cuando n — eo. En resumen, para toda f €
LYG). [Ty ()1 WAl = |If - Flleo = [/ Pl = [I7]]2. y por tanto [Ty ()] <[ /]|»- Esta desigual-
dad implica que el funcional Ty (f) induce un funcional f — Ty (f) en A(T"), que por densidad, se
puede extender a un funcional lineal de norma no mayor que 1 en Co(I"). Por el Teorema 1.18,
existe una medida M(T') tal que ||u|| <1y

:/rf(—y /f (/ x ydu(y)) (3.10)

Comparando (3.8) y (3.10), y por continuidad, ¢ (x) = [i-(x,7)du(y). Tomando x = 0, obtenemos
que 1 = ¢(0) = Jrdu(y) = u(I') < [[u][ < 1. Por tanto, u(I') = |[u][ y por el Lema 2.14, u >
0. O

De este modo, el Teorema 3.22 da una representacién de las funciones definidas positivas
continuas como una especie de combinacién lineal positiva de caracteres continuos.

3.5. Teorema de Inversion

Denotamos por B(G) al conjunto de funciones f : G — C que se pueden representar por la
formula

70 = [ nau) 1D

para alguna medida yu € M(G). Por el Teorema 3.22 y el Teorema 1.11, B(G) es el conjunto de
combinaciones C—lineales finitas de funciones G — C continuas y definidas positivas.
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Lema 3.23. Si K C I' es un compacto, existe una funcién f € C.(G)NB(G) talque f >0en Ty
f>0enk.

Demostracion. Por la Proposicién 1.21, existe una funcién i € C.(G) y h(0) # 0. Si tomamos
g =hxh € C.(G) (por el Teorema 3.3 (i), sabemos que g = |A|?, por lo que § > 0y ¢(0) > 0, por
lo que existe un entorno V de 0 en I" tal que § > 0 en V. Por compacidad, K se puede cubrir con

un nimero finito de estos abiertos, por lo que existen funciones uy,...,u, € C.(G) tales que f =
uy x1iy + ...+ u, 1, cumple f >0en Ky f > 0en todo I'. Como f € C.(G), por el Ejemplo 3.20,
f€B(G)NL'(G). O

Teorema 3.24 (Teorema de Inversién). Si f € L'(G) N B(G) entonces:
(i) feL(D).

(i) Fijada la medida de Haar de G, se puede normalizar la medida de Haar de I" de forma que
se cumpla la férmula de inversién

- /r F)(x,1)dy. (3.12)

Demostracion. Dada f € L'(G) N B(G), denotaremos por i a la medida correspondiente tal que
se cumple la férmula (3.11). Si & € L!(G), entonces

(h £)(0 /h 0 f dx—/ </h (x ydx) dpy( ):/riz(y)duf(y). (3.13)

Si g € B(G) NL'(G), aplicando (3.13) tenemos

[ hduy = (x) < 1)(0) = () +8)(0) = [ hfdu

Por el Teorema 3.8 (i) se cumple
gduy = fdug
para cualesquiera f, g € B(G) NL'(G).
Sea y € C,(I') con soporte compacto K C I'". Por el Lema 3.23, existe una funcién g € B(G) N
L'(G) tal que ¢ > 0 en K. De este modo, podemos definir el siguiente operador en C,(T'),

T‘l/:/l’;dﬂg'
rg

Comprobemos algunas propiedades de T:

= Esté bien definido. Si sustituimos g por otra funcién f € B! tal que f # 0 en K, no cambia

el valor de Ty pues
v

rfg

= T es lineal por la linealidad de la integral.

d.ug—/ lIjé’dlif
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= Yaque g € B(G)NL'(G), por el Teorema 3.22 p, > 0. Por tanto, si y > 0, el Teorema 1.17,
entonces Ty > 0.
= T no es idénticamente nulo. Existe una funcion y y una medida piy tales que [ wduy # 0,

y por tanto, T(y'f) = [ W?fdﬂg = Jrydus #0.

= T es invariante por traslaciones. Sean y € C.(I") y 1o € I'. Podemos construir como se ha he-
cho antes una funcién g tal que ¢ > 0 en el compacto KU (9 + K). Ahora, definimos la fun-
cién f dada por la expresion f(x) := (—x, %)g(x). Sabemos por la demostracién del Teore-
ma 3.8 que f() = &(y+%). Ademés, de la definicién de f es evidente que d ity (x, %) = di,
por lo que por el Teorema 3.16, tr(E) = Uy (E — 10). Si definimos yo(y) := w(Y— ),

T = /wy ), / }’)df _ Ty
f)
La invarianza por traslaciones implica que Ty = [-y/(y)dy donde dy es una medida de

Haar de I
Si tomamos f € B(G)NLY(G) y v € C.(T), sabemos que se tiene la igualdad

/rwdusz(wf)=/rwfd%

Como esto se cumple para todo y € C,(T'), deducimos que fdy = dpis para toda f € B(G) N
L'(G). Ya que u; es una medida finita, [i-|f|dy = |is|(T') < 4o (por la Proposicién 1.19), es
decir, f € L'(T"). Finalmente, podemos concluir la férmula del enunciado

flx) = /xvduf /f Y)(x,7)d
O

Ademads de una féormula para expresar una funcién G — C con ciertas propiedades en términos
de su transformada, este teorema tiene importantes consecuencias sobre el comportamiento de los
caracteres y la topologia de G.

Corolario 3.25. Los conjuntos N(C,r) y su trasladados del Teorema 3.9 son una base de la topo-
logia de G.

Demostracion Por ser G un grupo topoldgico, existe un entorno W de 0 tal que W —W C V. Si
f= 1 A, festden L*(G) y por el Ejemplo 3.20, g = f * f es continua y definida positiva, y por

su forma integral, vale O fuera de W — W. Por tanto, podemos aplicar el Teorema 3.24 a g.

JLatnar=s0)= [ 1r-Pay= [ 1Py = [ say=1.

Debe existir un compacto C en I tal que [-g(y)dy > % Supongamos que x € N(C, 1/3) y distin-
gamos dos casos:
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= Siy€C,entonces |1 — (x,y)| < 1/3 = Re(l —(x,7)) <2/3 = Re(x,y) > 2/3. Por tanto,
Je8(Nx1)dy > Jc8(VRe(x,)dy > 5 [c&(V)dy> 5.
= Siyey\C,ycomog=|f|*>0,entonces ‘fr\cg(w (VY| < JrclgMldy = Jrc&(r)dy=
1= Je&(n)dy < 3.
En definitiva, si x € N(C,1/3), g(x) > 3 — 2 = §, y ya que g se anula fuerade W —W,x €V, es
decir, N(C,1/3) C V, lo que concluye la prueba. O

Como resultado de esto dltimo, obtenemos una propiedad importante de los caracteres.
Corolario 3.26. I" separa puntos de G.

Demostracion. Sea xg € G, xg # 0. Podemos tomar un entorno de 0, V, como el del Corolario 3.25
tal que xo & V. Es decir, para cierto y € I" se cumple |1 — (xo,7)| > 1/3, por lo que (xq,y) # 0. El
enunciado resulta de sustituir x —y por xg. O

3.5.1. Normalizacion de la medida de Haar

Dada una medida de Haar m o dx en G, el Teorema de Inversidon nos da una medida de Haar en
I para la que la férmula de inversion (3.12) se cumple, que llamaremos la medida dual de T', dy
o mr. Al hacer Andlisis de Fourier en un grupo concreto, es importante conocer la normalizacién
de la medida de Haar dual, para poder aplicar el Teorema de Inversién. Primero establecemos un
resultado general, y luego, algunos casos particulares.

Proposicion 3.27. Si G es compacto y tomamos la medida de Haar en G de forma que m(G) = 1,
la medida dual en 7y es la medida del cardinal. Si G es discreto y elegimos la medida del cardinal,
entonces la medida de I satisface mr (") = 1.

Demostracion. Sea G compacto, m(G) = 1 y tomemos la funcion f = 1. Por la demostracién del
Teorema 3.9, f = Z{o0) siempre que y # 0. Evidentemente, f € L'(G),y f € B(G), pues f(x) =
(x,0). Suponiendo que mr sea la medida dual de m, por el Teorema de Inversion,

1= 70 = [ F(r)ay=me({o}).

La invarianza por traslaciones implica que todo conjunto unipuntual de I" tiene medida 1.
Reciprocamente, si G es discreto y cada conjunto unipuntual tiene medida 1, tomemos

X{0» entonces F(¥) = Lieg(x,7)f(x) = £(0) = 1. Ademds, f € L'(G) y f € B(G) pues f(x) =
Jr(x,y)dmr si mr cumple mr(I") = 1 (ver demostracién Teorema 3.9). O

Ya vimos en la subseccion 3.2.1 que Z y T son duales el uno de lo otro. La medida natural
en Z es la medida del cardinal por lo que la medida en T debe cumplir m(T) = 1. Por tanto, si
f € L'(G), la Transformada de Fourier de f es

A 1 .
fn) = [ s(o)e 2 ap,
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y si ademds f € B(T), del Teorema 3.24 obtenemos que

n—=-+oo

f6)="Y, fln)e ™.

n—-—oo

Por otro lado, si f € L'(Z)NB(Z),

fO)= X e 0y g = [ f@)en.

nez

Observacion 3.28. Si identificamos T con el intervalo [0,27), se puede calcular como hicimos en
la subseccién 3.2.1, que los caracteres son la familia son {e™®},c7z, por lo que, suponiendo que se
tomara la medida del cardinal en Z, se deberia cumplir que m(T) = 1. Por tanto se deberia elegir
la medida de Lebesgue normalizada, %, y en ese caso las formulas anteriores quedarian:

fo= [ poyemod®

0 2n

y f(8)=Y f(n)e".

nez

Si identificamos R con R a través de los caracteres eZﬂiéx’ la medida dual es la medida de
. ., W) .,
Lebesgue de R. Para ver esto, consideramos la funcién g(x) = e~ ™. Esta funcién pertenece a
L'(R), pues [p e ™ dx = 1. Como g(7) = Jr e ™ ¢~ 2mi8x gy derivando respecto de & tenemos
que

g”()’) _ / eiﬂxzeizﬂixx(—Zﬂl‘X)dx _ i/ (efmﬁ)/e—zm.ﬁxdx
R R

= if[e™2mEe T T /R e~ e PN (2mi )dx] = —2mE§(Y).
Teniendo en cuenta que §(0) = [p g(x)dx =1,y que (8(7)e™’) = & (y)e™ — g(y)2mEe™” =0,
deducimos que g(}/)e”‘sz = g(O)e”Oz =1, por lo que g(y) = e~ es decir, la Transformada de
Fourier de g es ella misma. Como g es par, g(x) = Jp iS4 e decir, g € B(R). Aplicando
el Teorema 3.24, deducimos que la férmula (3.12) se cumple cuando dx y d& son ambas la medida
de Lebesgue. Por tanto, si f € L'(R) N B(R),

&)= [ rwear, 0 = [ fE)emde.

Si hubieramos considerado los caracteres ¢**, la medida dual seria d& /2m. Esta funcién g(x) =
2 . . . P . . .
e~ ™ tiene una relevancia especial en Andlsiis de Fourier sobre R, pues la familia de funciones

2 .
x+— e “ cona € R, es la clave para demostrar el Teorema 3.24 en el caso particular de la recta
real.

Observacion 3.29. En lo que queda de capitulo supondremos que la medida del grupo dual esta
normalizada de forma que se cumpla (3.12).
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3.6. Teorema de Plancherel e identidad de Parseval

El espacio L?(G), que es un espacio de Hilbert dotado del producto escalar

(r.8)= [ )8

es estudiado en la teoria clasica de Andlisis de Fourier pues permite deducir ttiles férmulas que
relacionan una funcién con sus coeficientes de Fourier. Hasta ahora, hemos estudiado la Trans-
formada de Fourier en el dlgebra de Banach L (G), sin embargo, el Teorema 3.24 nos permite
extender la Transformada de Fourier a L*(G).

Teorema 3.30 (Teorema de Plancherel). La transformada de Fourier en L!(G) NL?(G) se extiende
de manera tnica a una isometria entre L*(G) y L*(T).

Demostracién. Sea f € (L' NL?)(G) y definamos g = f * f. Entonces g € L'(G), y por el Ejem-
plo 3.20 es continua y definida positiva, § = | f|?, y es una isometria por el Teorema 3.24:

1B= [ 170Pdx= [ rf(-xdr=g0) = [ gnar= [ [FmPar=I1713

Consideramos el conjunto ® = {f € A(T') : f € (L' N L?)(G)}. Por un argumento similar al
de la demostracion del Teorema 3.8, la invarianza por traslaciones de (L' N L?)(G) implica la
invarianza por producto por (x,y) para cualquier x € G de ®.

Sea v € L*(G) y supongamos que [ ¢Wdy = 0 para todo ¢ € ®. Reemplazando y(y) por
V- (x,7) para cualquier x € G, comprobamos que se cumple

/¢ w(7)(x,7)dy=0

parﬁto\da ¢ € ®y para todo x € G. Existe f € L' (G)NL*(G) tal que f = ¢, f+ f € L'(G) N B(G)
y (f*f) =|¢|> € L'(T") por el Teorema 3.24. Por tanto, ¢,y € L*(T") y ¢ € L'(T'), por lo que
¢oydy € M(T) por la Proposicion 1.20. El Teorema 3.17 implica que ¢ = 0 en casi todo punto
para toda ¢ € ®. Por el Lema 3.23, y = 0 por lo que ® = 0 es denso en L*(T").

La dltima afirmacién sigue del hecho que L' (G) NL?(G) es denso en L*(G), de que ® es denso
en L2(T'), y de la unicidad de la extensi6én continua. O

Esta extension de la Transformada de Fourier a L?>(G) es conocida como la Transformada
de Plancherel, y se denotard también con el simbolo f. Como consecuencia de este teorema,
obtenemos que cualquier funcién de L?(I) es la transformada de Plancherel de algtin elemento de
L?*(G). Si f,g € L*(G), por la identidad de polarizacién, tenemos

= |f+g*—|f —gl*+ilf+igl —ilf —igl,

que junto con el hecho de que la Transformada de Plancherel es una isometria nos da la siguiente

férmula:
/ f(x)g(x)dx = / fly (3.14)

Por otro lado, como consecuencia directa del Teorema 3.30 obtenemos una célebre féormula.
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Teorema 3.31 (Identidad de Parseval). Si f € L?(G), entonces

LirePar= [ 1fPar

El Teorema 3.30 describe expicitamente la imagen de L?>(G) por la Transformada de Plan-
cherel. Ademds, también permite dar una descripcién de A(T"), el conjunto de Transformadas de
Fourier de elementos de L' (G).

Corolario 3.32. A(T") es el conjunto de convoluciones F| x F, donde Fy,F, € LZ(F).

Demostracién. Supongamos que f,g € L>(G). Sustituyendo en (3.14) g en lugar de g, obtenemos

| r@gdx= [ fna-nay. (315)
G r
Por otro lado, sustituyendo (—x,%)g(x) en lugar de g en (3.15), obtenemos

|0 (=x0)dx= [ FMetn—ndr=(7+8)(m). (316

Cada funcién & € L'(G) se puede expresar como i = fg donde f,g € L*(G) (f = Vhy g(x) =

x)/+/|h(x)] si h(x) =0y g(x) = 1 en otro caso), y por (3.16), h = fg y f,8 € L*(T') por el
Teorema 3.30.

Reciprocamente, si f, g € L*(T'), de nuevo por (3.16), f * g € A(T') pues fg € L'(G). O

Corolario 3.33. Sea E un abierto no vacio de I'. Entonces existe f € A(I") no nula tal que f(y) =0
fuera de E.

Demostracion. Sea K un compacto de E con medida no nula, y sea V un entorno de 0 con clausura
compacta tal que K +V C E (Proposicién 1.45 y Proposicién 1.13 (ii)). Definimos f := g/ donde
g =Xk 'y h = Xy. Eneste caso,

flw) = (g+h)(p) = /g % —¥)h(y)dy,

por lo que si ¥ ¢ K 4V entonces f(y) = 0. Por otro lado, f € A(T") por el Corolario 3.32, y
(

)
Jrfdy= Jx v f()dy= Jx.v Jr xx (Y — 0)xv(0)dody = m(K)m(V) > 0, por lo que f no es
idénticamente nula. O

En el Andlisis de Fourier clésico, se demuestra que si T se identifica con [0, 1), entonces el
conjunto {e?™™}, 7 es una base ortonormal de L%([0, 1)). El siguiente resultado es una generali-
zacion.

Corolario 3.34. Si G es compacto y m(G) = 1, I es una base ortonormal de L?(G).
Demostracion. Por la demostracion del Teorema 3.9, sabemos que I es un conjunto ortonormal de
L%*(G). Si f € L*(G) es un elemento ortogonal a T, es decir, cumple que (f,7) = [ f(x)(x,7)dx =

0 para todo 7 € ', entonces f (7) = 0 para todo y € I, y por el Teorema 3.30, f = 0. Por tanto, I"
es denso en L?(G), y por tanto, una base (hilbertiana) de L*(G). O
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3.7. Teorema de Dualidad de Pontryagin

Hemos demostrado que si G es un grupo LCA, entonces su dual I" también es LCA. Del mismo
modo, I' tiene un grupo dual, que denotaremos por I. Por tanto, todo 1o que hemos probado para G
y[esvalidoparal'y I. De la misma forma que hemos considerado la notacién (x, y), utilizaremos
(7,7) para denotar §(y) donde ¥ € 'y y € T. Por otro lado, por el Teorema 3.10 (i), cada x € G se
puede interpretar como un caracter en I, por lo que induce una aplicaciéon « : G — T determinada
por la ecuacién

(x,7) = (7,(x)) paratodox e Gy y€T.

Antes de estudiar el teorema que da nombre a la seccién, demostramos dos resultados auxiliares.

Proposicion 3.35. Si X es un espacio Hausdorff e Y es un subconjunto denso de X que es local-
mente compacto con la topologia relativa, entonces y es abierto en G.

Demostracion. Que Y sea localmente compacto con la topologia relativa, significa que para cada
punto de Y exista un entorno suyo V tal que la clausurade V NY en Y sea compacta. Es decir, que
K =YN(VNY) sea un compacto.

Si definimos W :=V \ K, se cumple WNY C VNY C K. Por definicion de W, WNV = 0.
Ademads, como Y es denso y W es un abierto, necesariamente W = @. Es decir, V C K C Y, lo que
implica que Y es abierto. O

Lema 3.36. Si H es un subgrupo de un grupo topolégico G y H es localmente compacto con la
topologia relativa, entonces H es cerrado en G.

Demostracion. Tomando Y = H y X = H (la clausura de un subgrupo es un subgrupo por la
continuidad de la operacién) en la Proposicién 3.35, se demuestra que H es un subgrupo abierto
de H. Sélo falta ver que H es cerrado.

Si Hy es un subgrupo abierto de G, entonces x + Hy es un abierto por lo que C = Uy (x+ Hp)
es abierto, y como Hy = C \ Uy {0}, Ho es cerrado. O

Teorema 3.37 (Teorema de Dualidad de Pontryagin). Esta aplicacion & es un isomorfismo de
grupos topoldgicos (isomorfismo de grupos y homeomorfismo) entre G y .

Demostracion. Primero demostraremos que es un homomorfismo inyectivo. Seanx,y € Gy Yy €T,
entonces

(valx+y) = (x+37)=00E10Y) =
= o) ay) = (v, alx+y)).

Por tanto, a es un homomorfismo. Si (¥, a(x)) = (y,o(y)) para todo 7, entonces (x,y) = (,7)
para todo 7, y por el Corolario 3.26, o es inyectiva, por lo que es un homomorfismo inyectivo.
Para probar que es un isomorfismo, seguiremos tres pasos:

(a) aesun homeomorﬁAsmo de G con la imagen.
(b) a(G)escerradoenT.
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() o(G)esdensoenT.

(a) Sean C un compacto de I', r > 0, y definamos

V, == {x€G:|1—(x,7)| <rparatodoyeC}
W, = {fel:|1—(y,9)| <rparatodoye C}.

Por el Teorema 3.10 (iii) y el Corolario 3.25, los conjuntos V, constituyen una base de entornos
del 0 de G, y los W, del origen de I". Es evidente, que por definicién de o,

o(V,) =W,.Nna(G).

De esto se deduce que o y a~! son continuas en 0, y como ¢ es un isomorfismo de grupos, son

continuas en todo punto de G y de ¢t (G) respectivamente.

(b) Por (a), &(G) es localmente compacto con la topologia relativa de . Sea Yo un elemento de
la clausura de a(G), y sea U un entorno de 9 con clausura compacta. Por el Lema 3.36, o(G) es
cerrado, por lo que a(G)NU también lo es. Ademds, como a(G)NU C U, a(G)NU es compacto
porque U es compacto. Por eleccién de U, 7 estd en la clausura de o(G) NU, y por ser compacto,
1o € o(G), es decir, a es cerrado.

(¢) Si &(G) no fuera denso en T, existirfa un abierto E no vacio de I tal que ENat(G) =0, y
por el Teorema 3.33, existiria F € A(["), F # 0 tal que F(y) = 0 fuera de E, en particular, F = 0
en 0(G). Como F € A(T), debe existir ¢ € L (I") tal que

F(§) = /F¢(7)(—% 7)dy para todo 7 € T,

Como F(a(x)) = 0 para todo x € G,

J o (=xndr= [6()(=r.a(x)dy =0 paratodox € G.
r r

y por el Teorema 3.17 y la Proposicién 1.20, ¢ =0, y F = 0, en contradiccién con lo supuesto.
En resumen, & es un homomorfismo inyectivo, y es un homeomorfismo entre G y @(G), que
por ser denso y cerrado, coincide con I'. 0

La interpretacion informal de este resultado es: dado un grupo LCA, el grupo dual de su grupo
dual coincide con el original. Este resultado es muy valioso, pues tiene numerosas consecuencias:

= Podemos establecer los reciprocos del Teorema 3.9: todo grupo conmutativo compacto es
el dual de un grupo conmutativo discreto, y todo grupo conmutativo discreto es el dual de
un grupo conmutativo compacto.

» Por dualidad entre G y T, se cumple el dual del Teorema 3.17: si u € M(G) y fi(y) = 0 para
todo y €T, entonces 1 = 0.

» M(G) es un dlgebra de Banach semisimple. Esto se sigue del punto anterior.

= Si G no es discreto entonces L' (G) no tiene una unidad: hemos demostrado que I no puede
ser compacto, y como A(I") C Cy(T"), A(T") no contiene constantes no nulas, en particular,
no tiene unidad, y por ser isomorfa como 4lgebra a L!(G), esta tampoco tiene unidad.
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3.8. La compactificacion de Bohr

Sea I' el grupo dual de un grupo LCA G, y sea I'; el grupo I" provisto con la topologia dis-
creta, y G el dual de este tltimo. Por el Teorema 3.9, sabemos que G debe ser un grupo abeliano
compacto, y por ello, lo llamamos la compactificacién de Bohr de G. De una forma andloga a la
que definimos & : G — I, consideramos la aplicacién B : G — G determinada por la ecuacién

(x,7) = (7,B(x)) paratodo x € G,y €T

Esta aplicacién nos proporciona una importante relacién entre un grupo y su compactificacion
de Bohr. Debemos observar que 3 nos es una compactificacién en el sentido usual, pues G no
es un homeomorfo con la imagen. El nombre de esta “compactificaciéon” se debe al matematico
danés Harald Bohr. hermano del reconocido fisico Niels Bohr, por la relacién que guarda con las
funciones casi periodicas.

Teorema 3.38. La compactificacién 8 : G — G es un isomorfismo de grupos continuo entre G y
un subgrupo denso B(G) de G.

Demostracion. Se puede demostrar que 3 es un homomorfismo inyectivo de la misma forma que
en la demostracion del Teorema 3.37.

Veamos ahora que 8 es continua. Sea W un entorno del origen de G. Entonces, por el Teo-
rema 3.10, contiene un entorno del origen de la forma {x € G : |1 — (7,X)| < r paratodo y € C}
donde r > 0y C es un compacto de I'y. Como I'; es discreto, C tiene que ser un conjunto finito,
es decir, existe r > 0y 7,...,% € I tales que

{x€G:|1—(y,%)| <rparai=1,...,n} CW.

Definamos V = {x € G : |l — (x,%;)| < rparai=1,...,n}. Evidentemente, V es un entorno del
origen de G, y ademds si x € V entonces 3(x) € W, por la definicién de . Esto implica que 3 es
continua en el 0, y por traslacién, en todo punto de G.

Por tltimo, probamos que B(G) es un subconjunto denso de G. Sea H = B(G), la clausura
de B(G) en G. Si H # G, G/H es un grupo no trivial y compacto, por la compacidad de G y la
continuidad de la proyeccién canénica. Por ser no trivial, existe un caracter ¢ de G/H no trivial.

La aplicacién @ : G — C dada por X — ¢ (¥+ H) es un caracter continuo en G (de nuevo, por
la continuidad de la proyeccion candnica) no trivial tal que ®(x) = 1 siempre que X € H. Por tanto,
existe 9 € I, % no trivial, tal que 1 = (%,B(x)) = (x,) para todo x € G (esto sucede por que
B(x) € H), es decir, Y es trivial, lo cual es una contradiccion. O]

Dados G y I'', sabemos que G es el grupo de los caracteres continuos de I'. Este teorema nos
dice que G es el grupo de todos los caracteres de ' (todos los caracteres definidos en I'y son
continuos, por ser un grupo discreto) ya que la imagen de G a través de 3 es un conjunto denso de
G. Esto implica el siguiente teorema.

Teorema 3.39. Sean 7;,...,% €' y € > 0. Dado un caracter ¢ definido en I', existe un caracter
continuo ¥ definido en I" tal que

lW(7)—9(n)| <eparai=1,...,n. (3.17)
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Demostracion. Por la observacién anterior, ¢ € G, y las condiciones (3.17) determinan un abierto
no vacio de G, que por tanto interseca a $(G) (que se identifica con G). O

3.9. Analisis de Fourier en grupos finitos

Sea G un grupo finito. En primer lugar, todo grupo finito es un grupo discreto y compacto:
todo subconjunto es un abierto, por lo que la o—4lgebra de Borel coincide con las partes de G,
Z(G). Por tanto, la medida de Haar u de G es la medida de la cardinal, salvo producto por una
constante, por lo que podemos suponer que p estd normalizada de forma que u(G), es decir, si

E C Gentonces U(E) = 4.

De este modo, podemos definir la integral en este grupo. Si f: G — C y E C G, entonces
Jp fdu = ﬁ Y f(x). Por esta razén, cualquier funcién f : G — C es integrable en G.
x€E

Podemos definir un producto escalar hermitiano en L?(G), que en el caso finito coincide con
el espacio vectorial V de todas las funciones complejas definidas en G, de la forma siguiente: si

f,g €V, entonces
w5/

acG

(f.8) =

El Corolario 3.34 implica que I es una base ortonormal de V.

Por otro lado, si G =Z; y y € T, y(0) = y(kZ) = 1, por lo que (1,y) = >*/k para cierto
n e Zy,y (m,y) = ek donde m € Zy. Es decir, Zy es su propio dual. Por tanto, como con-
secuencia de la Proposicién 3.12 y la descomposicion de los grupos finitos en grupos ciclicos, el
dual de un grupo finito es él mismo, y en consecuencia |G| = |I|.

Debido a la normalizacién de la medida de Haar, si f € V, la Transformada de Fourier de f

estd dada por la expresion
fla [0
" L

Por otro lado, para toda f € V, por ser los caracteres una base ortonormal de V, se debe cumplir la
férmula (3.12) del Teorema 3.24. Ademds, se cumple una especie de reciproco. Toda funcién f € V
pertenece a L'(G) pues la medida es finita, y también a B(G), pues la aplicacién v : 2(T") — C
dada por V(E) = Y yer f(y) es una medida compleja (es obvio, pues es una suma finita y v(0) = 0),

y f(x) = Jp(x,7)dV = Yyer f(7)(x,7) paratodox € Gy f €T

Por tdltimo, como consecuencia del Teorema 3.30, y por el Teorema 3.31, para todo f,g €V

se cumple,
_ 20N (2

xeG vell xeG vell



Teorema de Dirichlet

Capitulo

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) [14] desarrollé desde temprana edad una
profunda pasién por las matemaéticas. Con 16 afios, decidid viajar a Paris para realizar sus estudios
universitarios, debido al nivel insuficiente de las universidades alemanas de la época, lo que le
permitié estar en contacto con grandes matemdticos como Fourier, Laplace, Poisson o Legendre.
Ya durante este periodo, mostré interés por la Teorfa de Niimeros, y en particular, una ferviente
admiracién por el Disquitisiones arithmeticae de Gauss. De hecho, su primera publicacion (1825)
fue el estudio de un caso particular del Ultimo Teorema de Fermat, lo que le reportaria fama ins-
tantanea. A finales de ese mismo afio, se vio obligado a volver a Alemania, donde se le exigia una
habilitacion para ensefar en la universidad. Sin embargo, Dirichlet no podia optar a realizar una
tesis de habilitacién pues ni poseia un doctorado, ni era capaz de hablar latin, requisito de la época.
Afortunadamente, le fue concedido un doctorado honorifico en la Universidad de Colonia, y se le
permitié hacer su tesis de habilitacion en la Universidad de Breslau. Mds tarde, en 1828, publicaria
su trabajo sobre Series de Fourier, y conseguiria trasladarse a Berlin, donde contrajo matrimonio
con Rebeca Mendelssohn, hermana del compositor, y realizaria importantes aportaciones a las
matemdticas (por orden cronoldgico): definicion el concepto moderno de funcidn, demostracion
de la infinitud de ndmeros primos en progresiones aritméticas,

Teorema 4.1 (1837, Dirichlet). Si g y [ son dos enteros positivos primos entre si, entonces hay
infinitos primos de la forma / + kg con k € Z.

y el desarrollo de las Series de Dirichlet. En 1855, aceptaria una plaza en la Universidad de
Gotinga, que quedé desierta tras la muerte de Gauss, donde trabajarfa hasta el final de su vida.

Este capitulo estd dedicado a demostrar el Teorema 4.1. Ha supuesto un esfuerzo importante
elaborar una prueba de este resultado, porque aunque se puede encontrar una demostraciéon com-
pleta en [23], consideramos que las técnicas utilizadas para demostrar que L(1,) # 0 si x es un
caracter de Dirichlet real no trivial son demasiado artificiosas para evitar utilizar Anélisis Comple-
jo. En su lugar, para ese apartado hemos seguido [26], que si usa variable compleja, y constituye
una prueba mds natural, e incluso, mds elegante.
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Por ello, aunque el comienzo de la prueba estd inspirado en la linea de [23], la hemos modifi-
cado combinandola con [19]. La Seccion 4.1 es enteramente de [23], para el estudio de las Series
de Dirichlet hemos seguido [2], mientras que para la funcién { de Riemann y las L-funciones
hemos utilizado mayoritariamente de [19] salvo en la holomorfia de las L-funciones, que se puede
encontrar en [4]. La Subseccién 4.3.1 es de [23] mientras que las Subseccion 4.3.2 es del articulo
[26]. El final de la prueba estd basada en [19].

Para probar este teorema, Dirichlet se inspiré en la demostracién del teorema de la infinitud
de los nimeros primos dada por Euler, que prueba que la serie de los inversos de los primos,
Y., 1/p. diverge. Utiliz6 Andlisis de Fourier para reducir el problema a estudiar los ceros de las
L-funciones, y finalmente probar que la serie
Z 1

p=l mod q p

diverge, lo que implica el enunciado del Teorema 4.1. En todo este capitulo trabajaremos con el
grupo G = Zy cuyo orden es la funcién de Euler evaluada en g, ?(q), y que se identifica con los
elementos de Z comprimos con q.

Para dar el primer paso en la prueba del teorema, consideramos la funcién caracteristica de /,
0 : Zy; — {0,1} dada por

1 sin=I[modg
) -
1) { 0 en otro caso

Podemos extender esta funcién &; a todo Z tomando §;(m) = 0 si m y ¢ no son coprimos. De
la misma forma, podemos extender los caracteres de Z, lo que nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 4.2. Llamaremos caracteres de Dirichlet (mddulo g), a las extensiones a todo Z de los
caracteres ¥ € I' determinados por la siguiente expresion

Y(m) simy g son coprimos
Xm) = { o
en otro caso

La extension del caracter trivial se denotard por ¥p.

La extensién de los caracteres junto con el desarrollo de la funcién &; nos permite demostrar
el siguiente resultado.

Lema 4.3. Los caracteres de Dirichlet son multiplicativos, y para todo m € Z,

1 _
0 (m) = W;X(l)l(m)'



)

Demostracion. Teniendo en cuenta que g es coprimo con mn si 'y sélo si lo es con m yn, se
deduce la primera aﬁrmacmn Ahora, calculamos la Transformada de Fourier de §;: 51(7)

‘G‘ Y e 8 (m)y(m) = & o] ¥(I). Por tanto, por el Teorema 3.24, & (n) = - 1G] Lyer y()y(n). Ademis,
ya que hemos extendido §; a todo Z, &;(m) = ﬁ Y, x(1)x(m) param € Z. O

Utilizando este lema deducimos que

&(p) _ —v X)) 1 vl 1 —v X(P)

,,Z,p “L, <q>§"(”§ i@ o i XL,
_ byt 1 —— x(p)
“s@ Ly el 2 L5,

- . 1 : 1
Mas e.ldelante demostrarem(?s que la serie Y, p €8 d1V'ergente, y ya que Yolg > cuando s — 1
es esa serie salvo un nimero finito de términos, también diverge cuando s tiende a 1. Para ello serd
necesario estudiar la funcién ¢ de Riemann. Una vez comprobado esto, para probar el Teorema de

Dirichlet, sera suficiente demostrar que la serie Zp ) estd acotada cuando s — 1.

Deberemos estudiar una determinada familia de funciones: las L-funciones definidas para
Re(s) > 1 por L(s,x) = Z X . Dirichlet observé una férmula en forma de producto para s > 1,

aunque nosotros la estableceremos para variable compleja con parte real mayor que 1:

LA =TI

Suponiendo esta igualdad cierta, podemos tomar logaritmos formalmente

1
x(p)p~

n
log (s,2) = Elog T 0r- 72 ATON AT @.1)
ps "3, npns
y demostraremos que logL(s,x)y ¥ Xn ;”nln permanecen acotados cuando s — 1, de lo que dedu-
n>2,p

ciremos que Z x ) también.

Para poder hacer este razonamiento, debemos resolver antes varios problemas.

= Necesitamos cierta rama del logaritmo, que llamaremos log,, para establecer la igualdad
4.1).

= Debemos obtener ciertas propiedades de la funcién & y las funciones L(s, ): continuidad,
expresion en forma de producto. .. Para ello, estudiaremos algunas propiedades de las cono-
cidas Series de Dirichlet.

= Debemos probar que si y es un caracter no trivial, entonces log L(s, ) estd acotado cuando
s — 1. Veremos que es suficiente probar que L(1,x) # 0.
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4.1. Logaritmos

Definimos la rama del logaritmo tal que si |z| < 1 entonces

1 >z~
logi | — ) =) —
51 (1 —z) k; k
Proposicion 4.4. El logaritmo log; cumple las siguientes propiedades:
() Silz] <1, elall/U=2) = 1/(1 —7).
(i) Si|z| <1, entonces log(1/(1—z)) = z+Ei(z) donde |Ey(2)] < [z|* si |z] <1/2.
(iii) Si|z| < 1/2, entonces |log,(1/(1—72))| < 2lz].
Demostracion. (i) Sea z = re!®, 0 < r < 1. Queremos demostrar que (1 — z)eloa11/0=2) — (1 —
reie)ezle(’ele)k/ k¥ es constante e igual a 1.
Derivamos la expresién

7ei6+(17’,81"9)(2(’_61‘9)1(/]()/ erzl(reie)k/k _ 7ei9+(17rei6)ei9(2(rei9)k—l)
k=1 k=1
. o 1
_ [*] 6y i6 —
= "+ (1—re")e el =

Por tanto, hemos comprobado que es constante, y como para r = 0 la expresién vale 1, llegamos a
la férmula buscada.
(ii) Utilizando la expresion en serie de potencias de log;(1/(1 —z)) para |z| < 1, obtenemos
que E;(x) =log,(1/(1—2)) —z= 72 + % + ..., que implica, por la desigualdad triangular, que si
2 2 2
|z] < 1/2, entonces |E}(z)] < %(1 +lz[+z?+..) < %(1 +3+m+..)< %-2 = |z|%.
Ei(2) < 10%1(1/Z(1—Z)) <1+ Ei(z) 1+ ’Z| <2, de

(iii) Si z = 0, es inmediato, y en otro caso, . .

donde sigue la desigualdad del enunciado.

4.2. Series de Dirichlet

Definicion 4.5. Una funcion aritmética es una funcién definida en N y con valores reales o com-
plejos. Diremos que una funcién aritmética f es multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) siempre que
(m,n) = 1. Diremos es completamente multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n € N.

Definicién 4.6. Llamaremos Serie de Dirichlet con coeficientes f(n) a la funcién de variable
compleja

5 4,

= ns

Observacion 4.7. Si s = Re(s)+ilm(s), entonces n’ = °102" = gRels)logn . pilm(s)logn — yRe(s) pilm(s)logn,
por lo que |n°| = nR®). Por tanto, si Re(s) > a,

F) | _ £ _ £ ()

ns nRe(s) na
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Esto implica que si la serie converge para cierto a + ib, entonces converge para todo s tal que
Re(s) > a. Esto nos conduce al concepto de abcisa de convergencia absoluta.

Teorema 4.8. Sea ) - ™) \ina serie de Dirichlet tal que Y| f(n)n~*| converge para algin s y diverge
para otro s. Entonces ex1ste un ndmero real o,, que llamaremos abcisa de convergencia absoluta,
tal que:

= si Re(s) > o, la serie converge, y
= si Re(s) < o, la serie diverge.

Demostracion. El conjunto D = {Re(s) € R : Y| f(n)n™*| diverge} es no vacio y estd acotado
superiormente por hipétesis y por la observacion anterior. Por tanto, D posee un supremo que
denotaremos o,. Por la condicién de supremo, si Re(s) < 0, entonces Re(s) € D, y si Re(s) > o,
entonces Re(s) ¢ D. O

Silaserie Y |f(n)n—*| diverge en todo C, definimos 6, = +o0, y si diverge en todo C, 0, = —co.
El concepto de abcisa de convergencia absoluta nos permite caracterizar una serie de Dirichlet por
sus coeficientes, asi como definir el producto de dos series de Dirichlet.

Teorema 4.9. Dadas dos series de Dirichlet F(s) = Z% G(s) = Zg absolutamente con-
vergentes para ¢ > O, si F(sy) = G(s¢) para una sucesioén infinita {sk} divergente, entonces
f(n) = g(n) para todo n.

Demostracion. Se puede consultar en [2]. O

Teorema 4.10. Dadas dos funciones F,G : N — C tales que

Zf )paraRe()>a y G(s ig(n para Re(s) > b,

n—=

S

entonces, si Re(s) > max{a,b}

> h(n
:n; ’(qs)

donde i = f x g es la convolucién de Dirichlet dada por h(n) = Y. f(d)g(n/d). Reciprocamente,
d|n

si F(sx)G(sx) = Y a(n)n™" para una sucesion divergente (sy), entonces a = f x g.

Demostracion. Si s es un punto del semiplano de convergencia absoluta, podemos reordenar los
términos de la series F(s5)G(s) de cualquier manera sin alterar la suma de la serie. De este modo

F(s)G(s) = 2 2 ) (mn) > =ki ( Zkf(n)g(m)) -
_ i (i 2(k/m) >k“‘ :kih(k)k‘s.

El reciproco se cumple por el Teorema 4.9. O
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A continuacién, abordamos un resultado crucial para la demostracién del Teorema de Diri-
chlet, pues de €l se deduce la férmula del producto de Dirichlet.

Teorema 4.11. Sea f una funcién aritmética multiplicativa tal que la serie Y, | f(n) es abso-
Iutamente convergente. Entonces esta serie se puede expresar como un producto convergente, es

particular,
p")) : (4.2)
1

,,;f(n)znl—f(p)'

p

Lol

Si ademas f es completamente multiplicativa,

L
Py

Demostracion. Consideramos la funcién de variable real P(x) = [1,<.(1+ f(p) + f(p*) +...).
Por la multiplicatividad de f y el Teorema Fundamental de la Aritmética, P(x) = Y ,c4 f(n) don-
de A es el subconjunto de los nimeros naturales que pueden ser factorizados como producto de
potencias de primos no mayores que x. Ademads, Y., f(n) — P(x) = ¥,cp f(n), donde B es el
subconjunto de los nimeros naturales con al menos un factor primo mayor que x. De este modo,

i fm)—P@| < Y 1Fm)l < ¥ 1f )

neB n>x
El lado derecho de la desigualdad tiende a O cuando x — oo, por la convergencia absoluta de la
serie. Por tanto P(x) — Y, f(n) cuando x — oo. Veamos que lim,_,.. P(x) estd bien definido.
Tenemos que

Y 1)+ £(p?) +. | < YA (R) +1f (P <Z|f

p<x p<x
Por la convergencia absoluta de ¥ f(n), las sumas parciales de la serie Y |f(p) + f(p?) +...]
P

estan acotadas, y por tanto converge. Ahora, por la Proposicion B.1, tenemos la convergencia del
producto (4.2). O

Este teorema, junto con la férmula de las series geométricas, implica el siguiente corolario.

Corolario 4.12. Sea f una funcién aritmética multiplicativa, y supongamos que Y, f(n)n™*

converge para o > 0,. Entonces, si 0 > o,,

] ns ps + p2s +...

n= p

y si ademds f es completamente multiplicativa
1

f
Z’ H 1—f(p)p~

Ahora que hemos establecido algunos resultados para las Series de Dirichlet, estudiamos dos
casos Utiles para nuestro propdsito, pues intervienen en la demostracién del Teorema de Dirichlet.
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4.2.1. La funcion { de Riemann y las L-funciones
En primer lugar, definimos las funciones que vamos a estudiar.

Definicion 4.13. Llamamos funcion § de Riemann a la funcién definida en el semiplano Re(s) > 1
por la expresion

Definicién 4.14. Dado un caracter de Dirichlet y, definimos la L-funcion (asociada a ) ) para
Re(s) > 1 como

Lis.x) = i%(;v).

n

Es evidente que podemos estudiar estas funciones como series de Dirichlet. La funcién (s)
de Riemann es una serie de Dirichlet que converge absolutamente si Re(s) > 1 pues
1

(e} () () 1
= < TS
y el lado derecho de la desigualdad converge siempre que & > 1. Asi, si Re(s) > 0 > 1, entonces

la serie converge absolutamente. De hecho converge uniformemente pues la serie estd acotada por
un término que no depende de s. De la misma forma,

n=1 n=1
por lo que por el argumento anterior, podemos asegurar la convergencia absoluta y uniforme de

las L-funciones en el hiperplano Re(s) > 1.
Por otro lado, por el Corolario 4.12, obtenemos las siguientes igualdades para Re(s) > 1:

1
C(S):Igl_p_sa L(S,X):Hw-

1
ns

x(n)

n

nRe(s)’

Por lo visto anteriormente, la funcién { de Riemann es limite uniforme de la sucesion (&,;)en
n

donde §,(s) = ¥ . Estas funciones son holomorfas en Re(s) > 1, por tanto, por el Lema B.3,
k=

{(s) es holomorfa, en Re(s) > 1. Por un razonamiento practicamente idéntico, L(s, x ) es holomor-

faen Re(s) > 1 para todo ¥.

Ahora, demostraremos que podemos extender la definicién de estas funciones a un semiplano
mayor. Trataremos primero el caso de la funcién ¢, y el de L(s, xo), por dltimo el de L(s,x) si
X # Xo. Pero antes, vemos un resultado auxiliar [23].

Lema 4.15. Si x es un caracter de Dirichlet no trivial, entonces ‘Zﬁ:l x(n)} < g para todo k.
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Demostraczon Llamamos Say? i 2 (n). Sea a € Z;, de forma que ¥ (a) # 1. entonces ¥ (a)S =
N x(a)x(n)=YN_ l)((an) i 1)(( ) =S, porlo que S = 0. Ahora, escribimos k = ag+b con

0< b< q, de forma que Zn 1 %( ) Zn 1 %( ) +Zaq<n§aq+b X(I’l) = Zuq<n§aq+h X(I’l) Utilizando
que |x(n)| <1y que la dltima suma tiene ¢ 0 menos términos, se deduce el resultado. O

Proposicion 4.16. La funcién { de Riemann posee las siguientes propiedades.

(i) Es holomorfa y distinta de O en el hiperplano Re(s) > 1.
(i1) Se cumple
1
Cls) = ;+¢(s), (4.3)

donde ¢ es una funcién holomorfa en Re(s) > 0.
(iii) Tiene un poloens=1.

Demostracion. (i) Ya hemos demostrado la holomorfia, y la segunda parte de la afirmacion se
deduce de la Proposicion B.1 ya que

= 1 1 N 0 pfs >° > 1
— — =TT+ y —1<)Yp°<
(i1) Utilizaremos que — =[[tdt=Y "Ht dt. Aplicando esto:

(s) =

1 o 1 n+1 > 1 > n+1 ; Y
— — tdt ) = —— U —1 7).
s—1+;<ns /n > s—1+2/ (n )

Si definimos @,,(s) = [ (n=* —1t%)dt, y @ (s) = Y2 ; ¢u(s), las funciones ¢, estn definidas
y son holomorfas en Re(s) > 0 por Lema B.4 . Por tanto, es suficiente con probar que la sucesién

de las sumas parciales converge uniformemente a ¢ en Re(s) > 0. Es evidente que

[ou(s)| < sup [ =177,
n<t<n+l1

y como la derivada (respecto de t) de n=* — ¢~ es s/t**!, deducimos que |¢,(s)| < nRe ST

Si Re(s) > o) <Y, n,% donde C es una cons-
tante que depende del compacto. Como la acotacién es uniforme, esto demuestra que la serie
Y ¢.(s) converge uniformemente a ¢ en cada compacto de Re(s) > € para cada € > 0, y por tan-
to, hay convergencia uniforme en cada compacto de Re(s) > 0. Ahora, por el Lema B.3, hemos
demostrado que ¢ es una funcién holomorfa en Re(s) > 0.

(iii) Se deduce de la expresion (4.3). ]

Con este resultado, hemos extendido la funcién { de Riemann al hiperplano Re(s) > 0, salvo
en s = 1, donde la funcidn tiene un polo simple. Ademds, podemos decir lo mismo de L(s, Xo)
gracias a la relacion existente entre ambas funciones.
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Proposicién 4.17. Sea xj el caracter de Dirichlet trivial, y g = p}" ... p% la factorizacién en primos
de g. Entonces L(s, x0) = (1 — p;*)(1 — p5°)...(1 = py*)C(s), y en consecuencia, L(s,xo) es
holomorfa en Re(s) > 0 salvo en s = 1, donde tiene un polo simple.

Demostracion. Si p es primo, entonces Xo(p) = 0 siy s6lo si p y ¢ no son coprimos, es decir, si
p estéd en la factorizacién de g. Por tanto, el factor asociado a p; (i = 1,...,N) en la férmula como
1

producto de L(s, xo) es W = 17p = 1. Sin embargo, en la férmula de {(s), si aparece el

factor (1 — p;*)~!, de lo que se deduce la igualdad. De esto y del hecho de que {(s) — o cuando
s — 1 se deduce la segunda afirmacién. O

Por dltimo, estudiamos el caso de las funciones L(s, x) cuando ) es no trivial.
Proposicion 4.18. Si x # xo, L(s, x) es holomorfa en Re(s) > 0.

Demostracion. Si Re(s) > 1,

L(s,x) =Y, X = Z —(n+1)" —s/ S(x)x~ ldx—sZ/[ H)S(n)x*“'*ldx.
n=1 n=l1 n,n

La funcién s — s [i, , 1) S(n)x~*~'dx es holomorfa en Re(s) > 0 para todo n por el Lema B.4 . La
integral impropia es absolutamente convergente ya que |S(x)| < g por el Lema 4.15 . Ademas, la
serie es uniformemente convergente sobre compactos de Re(s) > & > 0 para todo 0, por lo que
por el Lema B.3, L(s, ) es holomorfa en el semiplano Re(s) > 0. O

43. L(1,x) #0siyx # xo-

Nuestro objetivo es demostrar que la funcién L(s, ) no se anula en 1 para todo caracter de
Dirichlet no trivial. Para ello, debemos distinguir dos casos: el caracter toma valores complejos, o
es real.

4.3.1. Caso complejo

En este epigrafe, consideraremos las funciones {(s) y L(s, x) como funciones de variable real,
que hemos definido para s > 1 o s > 0. Por lo demostrado anteriormente, podemos considerar que
estas funciones de variable real, son continuas y de clase C'. Esto sera suficiente para probar el
caso complejo. Antes de ello, demostraremos dos lemas sobre las L—funciones.

Lema 4.19. Sis > 1, entonces [, L(s, x) > 1

Demostracion. Ya sabemos que L(s,)) = exp (Zlogl (W)) por lo que
P

HLsx—exp(ZZlogl( T TTIIE: ))—exp@;i ks)—exp@iz”(")

k=1 =1 p*

ke \
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Por el Lema 4.3, se tiene ¥, ¥ (p*) = ¢(¢)81(p"), por lo que

o0 k
[126.2) =exp («p(q)ZZ;fl(” >) =
x P

ks
=1% P

Lema 4.20. Sea y un caracter de Dirichlet.
(i) SiL(1,x) =0, entonces L(1,%) =0.
(ii) Siyx # xoyL(1,x) =0, entonces |L(s,x)| < C|s— 1| para s tal que 1 <5 <?2.
(i) |L(s,x0)| < ﬁ para stal que 1 <s <2.
Demostracion. (i) Se cumple porque L(1,%) = L(1,x).
(ii) Como L(s, %) es de clase C! para s > 0, podemos aplicar el Teorema del Valor Medio que
nos da la desigualdad buscada.
(iii) Por la Proposicién 4.17 , L(s,x0) = (1 — p;*)...(1 = py*)E(s), y como [{(s)] < 1+
| [Tx5 <1+ ﬁ, tenemos la desigualdad del enunciado. O

Utilizando estos lemas, demostramos que L(1,y) # 0 para todo caracter complejo no trivial.
Si no fuera asi, es decir, L(1, ) = 0, tendriamos L(1,%) = 0. Como y es un caracter complejo,
X # %>y por la tanto, hay dos 0 mds términos del producto [T, L(s, ) que tienden a 0 como |s — 1|
(por el apartado (ii) del Lema 4.20) cuando s — 1. Como tnicamente el caracter trivial aporta
un término que crece cuando s — 17, y no crece mds rapido que 1/|s — 1|, el producto tiende a 0
cuando s — 17, en contradicién con el Lema 4.19.

4.3.2. Caso real

Supongamos que L(1, ) = 0 donde y es el caracter de Dirichlet real no trivial, y definamos
F(s) = {(s)L(s, x). Sabemos que F(s) es holomorfa en Re(s) > 0 salvo, posiblemente, en s = 1.
Sin embargo el cero de L(s, ) en 1 cancela el polo simple de {(s) por las proposiciones B.10 y
B.12, por lo que F(s) es holomorfa en el semiplano Re(s) > 0. En particular, F(s) es holomorfa
en un disco centrado en 2 que contiene a 1/2, o equivalentemente, F(2 — s) es holomorfa en un
disco centrado en 0 que contiene a 3/2.

Por otro lado, multiplicando en Re(s) > 1 las funciones {(s) y L(s,x), obtenemos una serie
de Dirichlet Y c¢,n™* que representa a F(s) en Re(s) > 1 (por el Teorema 4.10). Sus coeficientes
cn son la convolucién de Dirichlet de 1y y, por lo que ¢, = ¥, X({), y por la multiplicatividad
de x, ¢, es el producto de las expresiones de la forma 1 + x(p) + ...+ x(p)* donde p es un primo
con exponente a en la factorizacion de n. Como y es un caracter no trivial, ¥ (p) toma los valores
1,—1y 0, de lo que podemos deducir:

14+a,001 siaesimpar

1+x(p)+---+x(p)“={

l14+aol sia es par
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En cualquier caso, ¢, > 0, y si ademds n es un cuadrado, todos los exponentes a son pares,
por lo que ¢, > 1. De esto se sigue que la serie ), can V2 es divergente, pues tomando n = m?,
o C ) Cn2 oo 1
tenemos que ¢,2 > 1 y por tanto, },,° | 345 > ). B D
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Aqui hemos podido cambiar el orden de los sumatorios ya que, por consideraciones anteriores,
todos los términos son positivos. La tltima expresion es una serie de potencias en s, que acabamos
de demostrar que converge a F'(2—s) para s € [0,1). Por tanto, su radio de convergencia es por
lo menos 1, por lo que define una funcién holomorfa para |s| < 1, y coincide con F(2 —s) en ese
dominio por el Teorema B.8. Esto implica que esta serie de potencias es la serie de potencias de
F(2—5) centrada en 0.

Como F (2 —s) es holomorfa en un disco centrado en 0 que contiene a 3/2, la serie de po-
tencias centrada en O converge a F(2 — s) para todo s en el disco, y en particular, para s = 3/2.
Sustituyendo s = 3/2, llegamos a que

Y =/,

n=1

pero esto es absurdo, pues la serie ¥ ¢,n /% diverge.

4.4. Final de la prueba

Volviendo al principio, ya podemos definir el logaritmo Log de L(s, x), si X # Xo:

Log(L Zlogll 1 D) Z ()"

n,p p

donde la serie es convergente por la Proposicién 4.4. Si dividimos en dos sumandos:

Log(L(s,x))zf,%(p)Jr y x(p)"

> ps "3, npns
El segundo sumando estd acotado cuando s — 1, pues
x(p)" p S
MRS NP W NS MLt NI EL R
n>2.p P n>2,p WP D n>2 - n=1"
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Por otro lado, como L(s,x) es analitica y no nula en s = 1, existe un disco de L(1,%) que
no contiene el origen, por lo que podemos elegir una rama del logaritmo tal que log(L(s,x)) esta
bien definido en la preimagen del disco, y por continuidad, en un disco centrado en s = 1. Por
tanto log(L(1, %)) estd bien definido, y Log(L(s,))) —log(L(s, x)) = 2min para cierto n € Z en
ese disco, por lo que Log(L(s, x)) permanece acotado cuando s — 1. Esto junto con el comentario
anterior, implica que )., % estd acotado cuando s — 1, lo que prueba finalmente el Teorema de
Dirichlet.
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Las funciones booleanas constituyen una herramienta poderosa en numerosas areas de las ma-
tematicas: teoria de cédigos, disefio de circuitos, teoria de grafos, etc. En este capitulo se estudiara
el Anélisis de Fourier aplicado a estas funciones, haciendo una interpretacién probabilistica que
nos permitird demostrar un resultado de una rama importante de las Ciencias de la Computacién,
el property testing. Intentaremos aplicar lo demostrado en la teoria general guidndonos por [15].
Para detalles de probabilidad, se puede consultar [29].

5.1. Analisis de funciones booleanas

Definicion 5.1. Una funcion booleana es una funcién f: {0,1}" — {0, 1}. La expresaremos como
una funcién f: {—1,1}* — {—1,1}, f:Z5 — {0,1}. Ademds, diremos que f es una funcion
booleana real si es una funcién booleana que toma valores en R.

A lo largo de capitulo, trabajaremos con los grupos: Zj como grupo aditivo, y {—1,1}" como
grupo multiplicativo. Ambos con la medida de Haar m(E) = 27"|E|.

Para relacionar la probabilidad con el Anélisis de Fourier en estos grupos, consideraremos la
variable aleatoria x con distribucién uniforme en {—1,1}" (escribiremos x ~ {—1,1}"), de forma
que la probabilidad de que la variable aleatoria x tome el valor x es Pr[x = x| = 27". La esperanza
de f(x),donde f: {—1,1}" = R, es

FI=Ef®]=5 Y [f@)

E
x~{-1L1} xe{-1,1}n

Asi, el producto escalar definido en el espacio V de todas las funciones f: {—1,1}" — R viene
dado por

F9=5 ¥ fWs=_E [fxs]

xe{—1,1}n xe{-L1y
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A continuacion, calculamos los caracteres de {—1,1}". En este grupo, podemos considerar
para cada S C {1,2,...,n} la funcién ¥ : {—1,1}" — {—1, 1} dada por

Ys(x) = Hxl- para todo x = (x1,...,x,) € {1,1}".
icS
Six,y e {—1,1}", entonces ¥s(x-y) = [T xyi = [Txi- [Tyi=¥s(x)¥s(y), y evidentemente, | y5(x)| =
icS i€S ieS
1. Por tanto ¥s es un caracter de {—1,1}". Estas 2" son todas distintas, ya que si S,7 C {1,...,n}
no vacios y S # T, y tomamos x € {—1,1}" tal que x;, = 1 sii € Sy x; = 1 para todo i € § sal-
vo un ip € S\ T, entonces Ys(x) = —1 # 1 = yr(x). Por tanto, las funciones ys forman una base
ortonormal de V, el conjunto de las funciones booleanas reales.

Observacion 5.2. Si consideramos la expresion de las funciones booleanas reales como funciones
7 — R, y hacemos la identificacién x : Z, — R determinada por ¥ (0) =1y (1) = —1, entonces
los caracteres son de la forma:

Ys(x) = I_!)C(xi) = (—])Ziesxi’
y cumple ¥s(x+y) = ¥5(x)¥5(y).

Ahora que conocemos todos los caracteres, podemos enunciar los resultados del Andlisis de
Fourier que sabemos que se cumplen en {—1,1}". Sea f: {—1,1}" > Ry g: {—-1,1}" = R,
entonces

Teorema 5.3. Sean f,g: {—1,1}" — R. Entonces se cumplen las siguientes propiedades.
(i) Dado S C{1,....n}. f(35) = (£, ) = E  [f(x)1s(x)].

x~{—1,1}
(ii) (Teorema de Inversion) f(x)= ¥ f(¥s)ys(x).
SC{l,...n}
i) (f,¢)= E [fex)]= ¥ F(15)é(rs)
x~{=1,1}" SC{1,...n}
(iv) (Identidad de Parseval) (f,f)= E [f(x)?]= Y F(%)>
x~{—11}" SC{1,...n}

Ademds, si f: {—1,1}" — {—1,1} entonces

Y fmlP=(f=2" Y fP=2"2=1

SC{l,....n} xe{-1,1}"

Dadas dos funciones f,g:{—1,1}" — {—1,1}, el producto escalar nos da informacién de

cémo de similares son [y g. Yaque f(x)g(x) =1si f(x) =gx)y f(x)g(x) = —1si f(x) # g(x),
se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.4. Si f,g: {—1,1}" — {—1,1}, entonces

(f>8) =Pr(f(x) = g(x)] = Pr[f(x) # g(x)].
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De hecho, podemos considerar una distancia en el conjunto de funciones booleanas.

Definiciéon 5.5. Si f,g: {—1,1}" — {—1, 1}, definimos la distancia de Hamming entre f y g como

dist(f,g) = Pr[f(x) # g(x)].
Corolario 5.6. Si f,g: {—1,1}" — {—1,1}, entonces (f,g) = 1 —2dist(f,g).
Demostracion. Es evidente, pues (f,g) = (1 —dist(f,g)) — dist(f,g). O

La operacién convolucién que se define en todo V se puede interpretar como una esperanza de
un producto de las dos funciones.

Definicion 5.7. Sean f, g : Z5 — R. Su convolucion f* g : Z; — R estd definida por

(f*g)(X)Z% Y f0ex—y)= E [f(y)gx—y)l= E [f(x—y)g(y)].

V' v~ v~z
De la misma forma que se demuestra para grupos en general, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.8. Sean f,g:7Z) — R. Paratodo S C {1,...,n},

—

Fg(ys) = f(¥s) - 8(%).

5.2. Funciones casi lineales y el test BLR

Una funcion f : Z — Z es lineal si satisface alguna de las condiciones equivalentes:

(1) f(x+y) = f(x)+ f(y) para todo x,y € Z5.
(2) f(x) =a-x paracierto a € Z}, es decir, f(x) = Y cqx; paraalgin S C {1,...,n}.
La implicacién (2) = (1) es evidente porque si suponemos (2) se tendria f(x+y) =a-(x+
y) =a-x+a-y= f(x)+ f(y). La implicacién opuesta no es tan sencilla. Si x,y € Z% podemos
encontrar a,b,c € Zj tales que f(x) =a-x, f(y) =b-yy f(z) = c-z Por (1), se cumpliria a - x +
a-y=>b-x+c-y,y por tanto, (a+b)-x+ (a+c)-y = 0. Si suponemos ademds que x e y son
elementos de la base de Z3, se debe cumplir a = b = c, es decir, el vector a de (2) es el mismo
para todo elemento de la base. Ahora, seaz =Y, cix donde ¢; € Z, y {xi };’:1 es una base de Z5.

Entonces
n

fe) =Y flen') = y cia-x' Za‘icixi =a-z
‘ 1 i=1

i=1 i=

lo que demuestra (1) = (2).

Esta definicion nos da una idea de qué es una funcién f : Z — Z, aproximadamente lineal,
una funcién que cumpla alguna de las siguiente condiciones:

(I’) f(x+y)=f(x)+ f(y) para casi todo par x,y € Z.
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(2°) Existe S C {1,...,n} tal que f(x) = Y;c5X; para casi todo x € 7.

Observacion 5.9. Aqui, la expresion para casi todo no tiene sentido si se interpreta como en
Teorfa de la Medida. En este caso, su significado es que la propiedad se cumple para suficientes
x € Z, y lo concretaremos mds adelante en términos probabilisticos.

Se puede probar facilmente que (2') = (1) utilizando la demostracién de (2) = (1). Sin em-
bargo, la prueba de (1) = (2) no se puede aprovechar. En esta seccién demostraremos que (1)
implica (2').

La motivacion de este problema viene del drea de las Ciencias de la Computacién conocida co-
mo property testing. En nuestro caso, imaginemos que tenemos acceso a una funcion desconocida
f 1 Z5 — Zy, y podemos pedir el valor f(x) para cada x € Z}. Se cree que f es una funcién lineal,
y queremos verificarlo. Podriamos pedir el valor de la funcién para cada x € Z}, pero este proceso
puede ser muy costoso. En lugar de esto, pedimos el valor de la funcién para unos cuantos datos
de entrada aleatorios: ganamos eficiencia (menor coste) pero perdemos precision, en el sentido de
que solo estamos aproximadamente seguros de que la funcién cumple la propiedad buscada. Esto
conduce a la siguiente definicion.

Definicién 5.10. Sean f,g : Z5 — R. Diremos que f y g estdn g-cerca si dist(f,g) < €,y que
estan €-lejos en otro caso. Si & es una propiedad (no vacia) de funciones booleanas definidas en
7%, definimos dist(f, ) = minge »(dist(f,g)). De este modo, diremos que f estd €—cerca de
P sidist(f, 7)< e.

Diremos que f estd €—cerca de ser lineal si dist(f,g) < € para alguna funcién lineal g(x) =
YiesXi-

En 1990, Blum, Luby y Rubinfield demostraron que (1") implica (2’), dando el siguiente test.

(Test BLR) Suponiendo que se tiene acceso a la funcién f : 75 — Z:

= Elegir x ~ 7 e y ~ Z5 independientes.

= Pedirel valorde fenx,yyx+y.

= ’Aceptamos’ si f(x)+ f(y) = f(x+Y).

Ahora demostraremos que si el Test BLR acepta f con probablidad alta, entonces f es casi
lineal.

Teorema 5.11. Supongamos que el Test BLR acepta f : Z — Z, con probabilidad 1 — €. Entonces
f estd e-cerca de ser lineal.

Demostracion. Codificamos los valores de f, como en la Observacion 5.2, de forma que ahora
toma valores 1 y — 1. Por tanto la condicién para aceptar f del Test BLR se convierte en f(x) f(y) =
f(x+y). De esta forma,

y)

11 Lsif(x)f(y) = f(x
y)

S R x+y) =1 si f(x)f(y) # f(x

+
2 2 +
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Por tanto,

Fly) f*fys) =

SC{1,...,n} SC{1,...,n}

por el Teorema 5.3 (iii) y la Proposicién 5.8. Simplicando la igualdad, obtenemos

1-2¢= Y f(p)’< I{néX F)- Y flw)?= . ax (f(1))-

m.
SC{1,...,n} SC{1,...n} SC{ton} SC{1,...,n}

aplicando el Teorema 5.3 (iv).
Por la Proposicién 5.6, f(ys) = (f,¥s) = 1 — 2dist(f,¥s). Por tanto, existe ' C {1,...,n} tal
que 1 —2¢ < 1—2dist(f,7s), esto es, dist(f,ys) < €. O

Ademads, demostramos que podemos obtener con una probabilidad alta el valor Yy (x) para
cada x € Z4, haciendo solo 2 evaluaciones.

Proposicion 5.12. Sea f: Zj5 — {—1,1} una funcién que estd €—cerca de la funcion lineal Y.
Entonces, para cada x € Zj el siguiente algoritmo da como salida Yy (x) con una probabilidad de
al menos 1 —2¢:

= Eligey ~ Zj.

» Evaluar fenyyx+y.

= Devolver f(y)f(x+Yy).

Demostracion. Como y y x +y estdn uniformemente distribuidas en Z3, se cumple Pr[f(y) #
Y5 (y)] < ey Pr[f(x+y) # ¥ (x+y)] < €. La probabilidad de que ocurra uno u otro suceso no
es mayor que 2¢, por lo que f(y)f(x+y) = ¥s(y)¥s(x+y) = ¥ (x) ocurre con probabilidad
1—2e. ]
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A lo largo de esta memoria, hemos intentado fundamentar el Andlisis Arménico en un marco
mds general, el de los grupos LCA, y hemos estudiado algunas aplicaciones. Sin embargo, plan-
teamos algunos resultados que no han tenido cabida en este trabajo, y que pueden ser el inicio de
un futuro proyecto.

1. Los resultados presentados en el Capitulo 3 constituyen una introduccién al Andlisis Armo6-
nico Abstracto. Destacamos dos posibles lineas para continuar este trabajo:

= Teoria de Representacién en grupos no compactos y no conmutativos [7].
= El estudio de la estructura de grupos LCA [17, cap.2], siendo un resultado principal:

Teorema 6.1. Sea G un grupo LCA. Entonces G tiene un subgrupo abierto que es
suma directa de R" y un grupo compacto H.

Ademéds, el Teorema 3.37 permite establecer una relacién de dualidad entre los subgru-
pos y los grupos cociente de un grupo LCA G. Si H es un subgrupo cerrado definimos
H'={yeTl:(x,y) =1Vx < H}.Entonces se cumple el siguiente teorema [7, p. 105]:

Teorema 6.2. Sea H un subgrupo cerrado de G. Si f € C.(G) y F € C.(G/H) de

—

forma que F(xH) = [, f(x + y)dy. Entonces ' = f [, identificando (G/H) con
H*. Siademis f [.€ L'(H"), entonces [, f(x+y)dy = [,;. f(7)(x,7)dY.
Se puede demostrar que basta suponer que f € L' (G). Por tanto, este resultado implica
la férmula de sumacién de Poisson tomando G =R, H =7y H* =7.Si f € L'(R)
entonces
oo e .
Y fam= Y fe
n=-—oo Nn=—oo
2. El Andlisis de funciones booleanas es un tema de actualidad [28]. Ademads del property
testing, algunas aplicaciones interesantes son: el procesamiento de sefiales, otras dreas de
Teoria de la Computacion, y la Teorfa de la eleccién social, destacando el Teorema de Arrow
(1950), que establece que ningtin sistema de votacién con tres o mas alternativas es “ideal”.
Este resultado le valié a Kenneth Arrow (1921 —2017) el Premio Nobel de Economia de
1972.
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Seguiremos la prueba de [3], en la que utilizaremos dos conocidos teoremas. Sus demostra-
ciones se puede encontrar en [12, p. 230-235] y [12, p.169-170] respectivamente.

Teorema A.1 (Teorema de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios compactos es compacto
en la topologia producto.

Teorema A.2. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si y solo si, para cada
coleccion de cerrados 6 de X con la propiedad de la interseccién finita (cada subcoleccion finita
tiene interseccion no vacia), la interseccion de todos los elementos de € es no vacia.

Teorema A.3. Si G es un grupo localmente compacto, existe una medida de Haar por la izquierda
en G.

Sea K un compacto de G, y V un subconjunto de G con interior V no vacio. Entonces {xV} xeG
es un recubrimiento de abiertos de K, por lo que existen sucesiones finitas {x;}! ; C G tales que
K C U x;V (pues V C V evidentemente). Definimos #(K : V) como el menor nimero natural n
tal que existe una sucesion finita de n elementos de este tipo. Es inmediato que #(K : V) =0siy
s6lo si K = 0.

Fijemos para toda la demostracion un compacto Ky con interior no vacio. Dado un compacto
K de G mediremos su “tamafio” calculando el cociente #(K : U) /#(Ko : U) para cada U entorno de
e y observando que ocurre cuando tomamos U mds pequefio, para construir una medida exterior
u* en G que restringida a #(G) es la medida que buscamos.

Sea ¢ la familia de los conjuntos compactos de G, y sea %/ la familia de entornos de e. Para
cad U € % definimos una funcién hy : € — R dada por la expresion hy (K) =#(K : U) /#(Ko : U),
que cumple las siguientes propiedades.

LemaAd. SiU € %,y K,K|,K, €€,y x € G, se cumple:
(i) 0<hy(K) <#(K: Ko).
(i) hy(0) = 0:
(iii) hy(Ko) = 1.
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(IV) hU (XK) = hU (K)
(v) SiK; C Ky, entonces hy (Kp) < hy(K>).
(Vi) hy (K1 UKy) < hy(Kp) +hy(K>).
(vii) Si KjU'NKU~! =0, entonces hy (Ky UK>) = hy (Ky) +hy (K>).

Demostracion. (i) Se deduce de la desigualdad #(K : U) <#(K: Ko)#(Ko:U). Si {x;}}"; y {y;}}_,
son dos sucesiones finitas de G tales que K C UTle,-KO y Koy C U;L]y iU, entonces K C U, U?:]
Xiy jU i

(ii) y (iii) se cumplen por definicién.

(iv) Es cierto porque si K C U, x;U entonces xK C U xx;U.

(v) Es cierto porque si K» C U x;U entonces K; € U7 x;U.

(vi) Si Ky C UL U y Ko C UG y;U, entonces Ky UK, C (UL xU) U (UG y;0).

(vii) Por (vi), s6lo falta comprobar que #(K UK, : U) > #(K; : U)+#(K, : U). Sea {x;}_, una
sucesion de G tal que n = #(K1 UK, : U) y K1 UK, C UL x;U. Por hipétesis x;U interseca como
mucho a uno de los compactos K; o K3, pues si x;U intersecara a K 1 y K3 entonces tendriamos
xi € KKU'NK,U'. Por tanto, podemos dividir la sucesién de xﬁs en dos sucesiones {y j}Tzl
Y {zk}i—, tales que Ky C U, y;U y K» € Up_ zU. Esto implica la desigualdad buscada, pues
podria existir algin elemento x € {x;}! | talque xUNK; =0y xU NK, = 0. O

Ahora, consideramos para cada K € € el intervalo Ix = [0,#(K : Ko)] € R. Como cada I es
compacto el espacio producto X = [Jxc¢ Ix €s compacto por el Teorema A.1. Por el Lema A .4(i),
hy € X para todo U € /. Si V un entorno de e, definimos S(V) = {hy : U € % ,U CV}. Para
Vi,...,V, elementos arbitrarios de %, hy € N!_,S(V;) donde V =N}_,V;. Por tanto, N}_,S(V;) # 0,
y por el Teorema A.2, Ny S(V) # 0. Este razonamiento nos permite elegir un elemento 4, de
Nyea S(V), que cumple las siguientes condiciones.

Lema A.5. Si K,K;,K> € € y x € G, entonces se cumple:
(i) 0 <he(K).
(ii) he(0)=0.
(iii) he(Kp) = 1.
(iv) he(xK) = he(K).
(V) SiKi C K, ha(K1) < he(K2).
(Vi) he(KiUK3) < he(Ky) +he(K3).
(vil) SiKiNK, =0, ]’l.(Kl UKQ) = h.(K]) +h.(K2).

Demostracion. (i) se cumple por definicion de ki, y por la Proposicion A.4(1).

Para probar cada uno de los apartados del (ii) al (vi), utilizaremos que la topologia de X (la
topologia producto) estd definida de forma que la proyeccién de X en R dada por & — h(K) es
continua. A partir de esta proyeccién podemos construir aplicaciones continuas no negativas o
idénticamente nulas para cada /. Consideramos el caso del apartado (vi). Por la continuidad de
la proyeccion, la aplicacién

h— h(K;)+h(Ky) —h(K, UK>)



)

es continua. Ya que la aplicacion es no negativa para cada iy por el Lema A.4(vi), es no negativa
en cada S(V), y en particular, en A,.

Por dltimo, veamos (vii). Por la Proposicién 1.13(i), existen dos abiertos disjuntos U; y Us
tales que K1 C U; y K, C U,. Ademas, por la Proposicién 1.45, existen entornos de e, V; y V,,
tales que K1V, C U, y K;V, C U,. Tomemos V =V NV,. Entonces K1V N K,V = 0, por lo que por
la Proposicién A.4(vii), para cada U € % tal que U C V! se tiene

hy (K] U Kz) =hy (K]) + hy (Kz).
Esto implica que la aplicacién (A) se anula S(V~!), y en particular, en #,. O

A partir de h, y sus propiedades, podremos construir la medida exterior necesaria. Definamos
u* através de las expresiones

u*(U) = sup{he(K) : K CU,K € €} para todo U abierto de G, y (A1)

U (A) =inf{u*(U):A CU,U abierto} paratodo A C G. (A.2)

Por los apartados (i), (v) y (i) del Lema A.5, u* es no negativa, monétona y u*(0) = 0.
Por (A.2), para probar que u* es contablemente aditiva es suficiente comprobar que si (U;)7; es
una sucesién de abiertos entonces pu* (U U;) < Y72 u*(U;). Sea K un subconjunto compacto de
Ui~ U;. Por compacidad, K C Ui, U; para cierto n. Por la Proposicion 1.13 (iv), existen compactos
K, CUy,...,K, C U, tales que K = U!_|K;. Por tanto, por el Lema A.5(vi) y (A.1),

s

(Ui,

h(K) < ih«&) < iu*wi) <

Il
—_

para todo K subconjunto compacto de U7 , U;, por lo que tomando supremos, se tiene pu* (U2 U;) <

ur (X Ui).

Ahora, probaremos que cada conjunto de Borel de G es u*—medible. Por la Observacién 1.8
y por (A.1), basta comprobar que si U y V son abiertos de Gy u*(V) < +oo entonces

p(V)>u (vnu)+u*(vnue). (A.3)

Sea € > 0, y tomemos un subconjunto compacto K de VN U tal que he(K) > u*(VNU) — € (se
puede por la condicién de supremo), y otro subconjunto compacto L de V N K¢ tal que he(L) >
w (VN Ke) — e (en un espacio Hausdorff, un compacto es cerrado). Por la forma en la que los
hemos elegido, K y L son disjuntos, y yaque VU CVNKC, se cumple he (L) > u*(VNU) —¢.
En definitiva, por estas desigualdades y el Lema A.5(vii) se tiene

he(KUL) = he(K)+he(L) > p*(VNU)+u*(VNU) —2e.

Teniendo en cuenta que he(KUL) < u*(V) y € es arbitrario, queda demostrado (A.3). Podemos
restringir u* a #(G), y por el Teorema 1.9, esta restriccion es una medida en %(G), que denota-
remos por .
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Veamos que pt es una medida de Radon. Si K es un compacto contenido en un abierto U,
entonces he(K) < u(U), y por (A.2),

h(K) < 1 (K). (A4)

Si ademds U fuera un abierto con clausura compacta que contiene a K (existe por la Proposi-
ci6n 1.13 (iii)), entonces hqe (L) < he(U) para todo subconjunto compacto L de U, y por tanto (por
(A.1) y la monotonia),

1(K) <u(U) < ho(U).

Como #, es finita en los compactos, se deduce que i también lo es.

Por otro lado, i es regular exterior por (A.2), y regular interior por (A.1) y (A.4). Ademads,
U es no nula pues p(Kp) > 1 por (A.4) y el Lema A.5(iii), e invariante por traslaciones. Si U es
un abierto, u(xU) = u(U) por (A.1) y el Lema A.5(iv). La invariancia por traslaciones para cada
conjunto de Borel se sigue de (A.2). En definitiva, i es una medida de Haar por la izquierda.
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Este apéndice supone un suplemento para algunas demostraciones del Capitulo 4, en las que
se hace referencia a algunos teoremas de Andlisis de variable compleja sin llegar a enunciarlos.
Las demostraciones de los siguientes resultados se pueden encontrar en [22].

Proposicién B.1. Si Y |a,| < e, entonces el producto [ (1 +a,) converge. Este producto con-
verge a 0 si y sélo si alguno de sus factores es 0.

Demostracion. Por la convergencia de Y a,, podemos suponer que |a,| < 1/2 para todo n. Defini-

mos el logaritmo log(1+2z) = ¥ (—1)"%. Sabemos que este logaritmo satisface 1 +z = el°2(1+2)
n=1
siempre que |z| < 1. Por tanto:

N N
H(l +a,) = Helog(l+an) —e N log(1+ay) _ eB",

n=1 n=1

donde By = Zﬁlvzl log(1 4 a,). Por definicién (de una forma similar a en la Proposicién 4.4),
|log(1+ay,)| < 2|ay|, por lo que, por la convergencia de la serie Y |a,|, By converge a un nu-
mero que llamamos B. Por la continuidad de la exponencial e®¥ converge a e?.

Por otro lado, si 1 4 a, # 0 para todo n, el producto tiene limite no nulo por ser de la forma
eP. La otra implicacién es evidente. O

Definiciéon B.2. Sea Q C C un abierto y f : Q — C. Diremos que f es holomorfa en zo € Q si

existe el limite L
lfmf(ZO+ )—f(Zo)'
h—0 h

3. Sea (f,)nen una sucesion de funciones holomorfas en un abierto Q de C. Supongamos
LemaB.3. S eN de fi hol f bierto Q de C. S

que la sucesion converge uniformemente a una funcién f en cada compacto de Q. Entonces, f es
holomorfa en Q y la sucesion (f;),cn converge uniformemente en cada compacto a f”.

Lema B.4. Sea f(s,7) : Q x [a,b] donde Q es un abierto de C. Supongamos que se cumple:

(i) La funcién s — f(s,7) es holomorfa para todo ¢ € [a,b].
(ii) f es continua en Q x [0, 1].
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Entonces la funcién F(s) = [, f(s,7)dt es holomorfa en Q.

Teorema B.5. Dada un serie de potencias Y, a,2", existe R € [0, +oo] tal que la serie:

(i) converge absolutamente si |z| < R.
(i) diverge si |z] > R.

En cualquier caso, 1/R = limsup |a,|'/", y R es el radio de convergencia de la serie de potencias.

Teorema B.6. La serie de potencias f(z) = Y an(z —z0)" con radio de convergencia R > 0 es
una funcién holomorfa en D(zp, R).

Teorema B.7. Sea Q un abierto de C, y f : Q — C holomorfa. Si D es un disco centrado en zg
cuya clausura estd contenida en €2, entonces f posee un desarrollo en serie de potencias en zg,

flz)= ian(z —20)"

para todo z € D donde a, = (" (z0))/n!.

Teorema B.8 (Principio de acumulacion de ceros). Sea € un abierto conexode C,y f: Q — C
una funcién holomorfa tal que sus ceros tienen un punto de acumulacién en Q. Entonces f = 0.

Corolario B.9. Sean fy g dos funciones holomorfas en un abierto conexo Q C C, y supongamos
que f(z) = g(z) en un subconjunto abierto no vacio de Q. Entonces f(z) = g(z) en Q.

Teorema B.10. Sea Q un abierto conexo de C, y f: Q — C una funcién holomorfa no idéntica-
mente nula que tiene un cero en el punto zg € . Entonces existe un entorno U C Q de zp, una
funcién holomorfa g que no se anula en U, y un tnico n € N tal que

f(z) = (z—20)"g(z) paratodo z € U.

Definicién B.11. Sea zp € C y U un entorno de zo. Una funcién f : U \ zop — C tiene un polo en z
si definiendo 1/ f para que valga 0 en zo, entonces es holomorfa en un entorno de zo.

Teorema B.12. Sea Q un abierto conexo de C, y f: Q — C una funcién holomorfa que tiene un
polo en el punto zg € Q. Entonces existe un entorno U C Q de z, una funcién holomorfa g que no
se anula en U, y un tnico n € N tal que

f(z) =(z—2z0) "g(z) paratodo z € U.

Si en las condiciones de este teorema, n = 1, diremos que zg €s un polo simple.
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