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Introduccion

En términos generales, la teoria de cddigos es el estudio de métodos para que la
transmision de informacién de un lugar a otro sea lo mas eficiente, segura y precisa po-
sible. Esta transmisién siempre se lleva a cabo a través de lo que llamaremos un canal
de comunicacién o simplemente canal (como puede ser el aire o una linea telefénica), y
la informacién esta formada “inicialmente” por mensajes, los cuales estdn formados por
palabras y éstas, a su vez, por simbolos. Al conjunto de simbolos A con el que formamos
las palabras lo llamaremos alfabeto y al conjunto de palabras con el que formamos men-
sajes lo denotaremos por Pal(A). Un ejemplo de alfabeto es el abecedario latino y un
ejemplo de un elemento de Pal(A) es cualquier palabra del diccionario o, atin méas simple,
cualquier simbolo del alfabeto. Las comillas en el término ‘inicialmente’ hacen referencia
a la codificacion que se le aplica a cualquier mensaje antes de ser enviado. Codificar un
mensaje es reescribirlo, ya sea mediante los simbolos del mismo alfabeto (como veremos
més adelante), ya sea mediante simbolos de otro alfabeto, digamos F. Siendo més con-
cretos, codificar un mensaje (finito) M C Pal(.A) es aplicar a M una funcién inyectiva
C : Pal(A) — Pal(F). Con esto ya podemos explicar mejor el motivo de las comillas: la
informacion estd formada en todo momento por mensajes, pero normalmente es solo al
inicio cuando estos mensajes estan escritos con el alfabeto A.

Dado el subconjunto finito S C Pal(A) con el cual se establecerd una comunicacion,
llamaremos cddigo a C(S). Un ejemplo de cédigo es el conocido cédigo ASCIIL. Aqui:

» El alfabeto A esta formado por el abecedario latino y una serie de caracteres como
el espacio, los signos de interrogacion, etc.

= El alfabeto F es Zs.

» El subconjunto S C Pal(.A) es el propio alfabeto A: cada simbolo a de A constituye
una palabra s de S y a cada uno de estos simbolos se le asigna por C una palabra
formada por ocho simbolos de F.

Asi, si por ejemplo
c c c c
h ~~ 01010101 o ~» 00000000 [~ 11111111 a ~> 10101010,

el mensaje hola se codificaria como 01010101000000001111111110101010.

Llamaremos palabra del cddigo o simplemente palabra a cada elemento de C(S). Debido
a las ventajas que ofrecen los cuerpos finitos, el alfabeto F en el que se codificaran las
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palabras sera siempre un cuerpo finito de ¢ elementos [F,, donde ¢ es una potencia de un
ndmero primo p.

Por “regla de tres”, uno puede pensar que decodificar una palabra es reescribirla con
los simbolos del alfabeto inicial. Sin embargo, entenderemos que decodificar una palabra
recibida es reemplazarla por aquella palabra del cédigo que creemos que ha sido enviada.
Veamos un ejemplo en el que, de paso, mencionamos el principal problema de muchos
canales de comunicacion: imaginemos que estamos estableciendo una comunicaciéon con
otra persona mediante el abecedario latino como alfabeto A y mediante el conjunto

S = {perro, gato, tortuga, liebre} C Pal(A)

y que, para enviar cualquiera de estas palabras:

(i) Se codifica la palabra como sigue:

perro gato tortuga liebre
\J \J \J \J
00 01 10 11

Es entonces F = 5.
(ii) Se envia la palabra codificada.
(iii) Se reescribe al alfabeto A la palabra recibida siguiendo la misma regla.

Si el canal de comunicacién estuviera libre de posibles interferencias (llamadas ruidos),
todos los mensajes se transmitirian correctamente:

) codificamos enviamos recibimos reescribimos .
liebre —m8mm8 11 — — 11 —— liebre

Sin embargo, el canal puede no estar exento de ruidos, pudiendo ocurrir lo siguiente:

) codiﬁcamo§ enviamos recibimos reescribimos
liebre 11 canal 01 > gato

§

ruido

El canal nos ha dado gato por liebre. Anadiendo redundancia, como veremos mas adelante,
podemos resolver el anterior problema, pero con conjuntos de palabras mucho mayores es
inevitable preguntarse qué cédigos son éptimos en el sentido de codificar y decodificar de
manera rapida ademas de:

= Permitir enviar la maxima cantidad de informacién por unidad de tiempo.
= Asegurar la privacidad de los mensajes.
= Detectar y corregir errores.

Responder a estas tres cuestiones es uno de los objetivos de la teoria de cédigos y podemos
distinguir tres tipos de codigos:
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= Codigos compresores.
» Codigos secretos.
» Codigos correctores de errores.

En este trabajo nos ocuparemos de los cédigos correctores de errores; en concreto, veremos
el trasfondo algebraico que hay detras de los algoritmos de codificacién y decodificacion
de la informacion que involucran los cédigos correctores de errores.

En el primer capitulo veremos las definiciones mas basicas y las suposiciones que hare-
mos sobre los codigos y el canal de comunicacion; las nociones de error, redundancia y
decodificacion por las que se sustentan los cddigos correctores; y el concepto de distancia
minima en el contexto de estos cddigos, por la cual quedan determinadas las capacidades
de detecciéon y correcciéon de errores de los mismos.

En el segundo capitulo comenzamos a entrar en materia introduciendo los codigos lineales,
que son aquellos que pueden identificarse con subespacios vectoriales de un espacio total
[y . De esta identificacion se derivan, como se podia intuir, los conceptos de ortogonalidad,
base y espacio cociente en cédigos lineales. También surge una nueva forma de decodificar:
la decodificacién por sindrome (o mediante una tabla de sindromes).

De entre todos los codigos lineales, en el tercer capitulo veremos los llamados cddigos
ciclicos y los asociaremos con los ideales del anillo cociente F,[z]/(z™ — 1). Estos ideales,
a su vez, los asociaremos con un polinomio que, si cumple ciertos requisitos, es unico: el
polinomio generador. A partir de este polinomio veremos una nueva (y mas réapida) forma
de calcular los sindromes, ademas de una reduccion en el tamano de la tabla de sindromes.

En el cuarto y ultimo capitulo ahondaremos en los cédigos ciclicos para ver los cddigos
BCH, donde intervienen polinomios irreducibles, raices n-ésimas primitivas de la unidad,
etc. Para la decodificacién de estos cddigos veremos el algoritmo de Sugiyama, una va-
riacién desarrollada en 1975 del algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler (1960) que usa
una modificacion del algoritmo de Euclides para polinomios.

Para terminar, en el anterior ejemplo podiamos haber codificado de la siguiente manera:

perro gato tortuga liebre
\J ! 1 !
0 1 00 01

Pero lo hicimos con elementos de F3 dado que todos los c6digos que manejaremos estardn
formados por palabras de una determinada longitud k; es decir, trabajaremos con cédigos
en bloques.






Introduction

Coding theory is the study of methods to make the transmission of information from
one place to another as efficient, secure and accurate as possible. This transmission will
be always through what we will call a communication channel or just a channel (as the
air or a telephone line) and the information is composed “initially” by messages, which
are composed by words and these words are composed by symbols. We will call alphabet
the set of symbols A from which we will make words and we will denote by Pal(.A) the
set of all words that can be made with the alphabet A. An example of alphabet is the
Latin alphabet and an example of an element of Pal(A) is any word of the dictionary
or even any symbol of the alphabet. The quotation marks on the word ‘initially’ refer to
the encoding applied to any message before it is sent. Fncoding a message is to rewrite
it either with the symbols of the same alphabet A, either with the symbols of any other
alphabet F. To be more clear, encoding a (finite) message M C Pal(A) is to apply the
injective map C : Pal(A) — Pal(F) to M. With this we can now explain better why we
put the quotation marks: the information is always composed by messages, but is usually
only at the beginning when these are written with the symbols of the alphabet A.

Given a finite subset S C Pal(.A) with which we will establish a communication, we will
call C(S) a code. A well known example of code is the ASCII code, where:

= The alphabet A is composed by the Latin alphabet and other symbols like ‘77, <!,
etc.

= The alphabet F is Z,.

» The subset S C Pal(A) is the alphabet A: every symbol a of A is a word s of S
by itself and each one of these symbols has associated by C a word made with eight
symbols of F.

For example, with
h <5 00000000 i~ 11111111

we would decode Az as 0000000011111111.

We will call codeword or just word to any element of C(S). Due to the properties that
finite fields have, the alphabet F that we will use to encode words will be always a finite
field F, with ¢ elements, where ¢ is a power of a prime number p.

Encoding a word is to rewrite it, but by decoding a word we will understand the process
of guessing which codeword was sent. Let us see an example where we include the main
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problem that many channels have. Let us suppose that we are having a communication
using the Latin alphabet as the alphabet A and the set

S = {dog, donkey, turtle, horse} C Pal(A)

The communication works as follows:

(i) The word to be sent is encoded:

dog donkey turtle horse
3 \J 3 \J
00 01 10 11
Soitis F = IFQ.

(ii) The encoded word is sent.
(iii) The received word is rewritten with the symbols of the first alphabet 4 using (i).

If the channel were noise free (i.e., the channel has no interferences), we would always
receive the sent codeword:

encode send receive rewrite
horse ———— 11 ———— > 11 horse

However, this can happen if the channel is not noise free:

encode send receive rewrite
horse ——— 11 —— 01 > donkey
noise

As we will see, adding what we will call redundancy can solve the previous problem.
However, with way bigger sets of words the question of which codes are the best codes
emerges. By “best codes” we mean those that have a fast encoding and decoding of
information and:

» Maximum transmission of information per unit time.
» Maximum privacy.
= Can detect and correct as many errors as possible.

Answering these three questions is one of the purposes of coding theory and there are
three types of codes:

= Data compression codes.
= Cryptographic codes.

» Error correcting codes (or error correction codes).
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Here we will take care of error correcting codes. To be more specific, we will see the algebra
behind the encoding and decoding algorithms that error correcting codes involve.

In the first chapter we will see the basic definitions and assumptions that we will do about
codes and the communication channel; the notions of error, redundancy and decoding by
which error correcting codes exist; and, in the context of these codes, the meaning of
minimum distance, by which their capacity to detect and correct errors are determined.

In the second chapter we will get down to business introducing linear codes, that are those
codes that can be identified with vector spaces. Therefore, we will talk about orthogonality,
basis and quotient spaces in linear codes. We will also see a new way to decode words:
the syndrome decoding.

Among all linear codes, in the third chapter we will see the cyclic codes and we will
identify them with the ideals of the residue class ring F,[z]/(z™ — 1). These ideals will be
associated with a polynomial that is unique provided that it satisfies certain conditions:
the generator polynomial. From this polynomial we will see a new (and faster) way to
compute the syndromes, as well as a size reduction of the table of syndromes.

In the fourth and last chapter we will see BCH codes, a type of cyclic codes where irreduci-
ble polynomials and primitive nth roots of unity come into play. To decode these codes we
will see the Sugiyama algorithm, a variation of the Peterson-Gorenstein-Zierler algorithm
(1960) developed in 1975 that partially uses the Euclidean Algorithm for polynomials.

To finish this introduction, in the previous example we could have encoded the words of
the set S in the following way:

dog donkey turtle horse
\J \J \J \J
0 1 00 01

But we did it with elements of F2 because we will only consider codes whose words have
the same length k; that is, we will only consider block codes.
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Capitulo 1

Deteccidon y correccion de errores

1.1. Preliminares: cuerpos finitos

A lo largo de todo este trabajo denotaremos con ¢ a cualquier potencia de un nimero
primo, digamos p.

Dado un cuerpo K, diremos que las extensiones de cuerpos K € L'y K C L' son K-
isomorfas si existe un isomorfismo o : L — L' de forma que 0|k sea la inclusién de K en
L’. Se dice en tal caso que o es un K-isomorfismo.

Dados un cuerpo K y un conjunto de polinomio P C KJz| con conjunto de raices S,
llamaremos cuerpo de descomposicion de P sobre K a una extension L de K de forma
que L = K(S); es decir, de forma que L esté generado sobre K por el conjunto de raices

S.

Las demostraciones de los siguientes tres resultados pueden encontrarse en [1].

Teorema 1.1.1 (Kronecker). Si K es un cuerpo y f € K[z] es un polinomio no constante,
entonces existe una extension L de K en la que [ tiene una raiz.

Proposicion 1.1.2. St K es un cuerpo, entonces cualesquiera dos cuerpos de descompo-
sicion de un conjunto de polinomios P C K|x] son K-isomorfas.

Proposicion 1.1.3. Un cuerpo F' tiene ¢ = p™ elementos si y solo si es un cuerpo de
descomposicion sobre Z,, del polinomio x? — x.

Asi, si aq,. .., a4 son las raices de 7 — x, por el teorema de Kronecker existe un cuerpo
de descomposicién F = Z,(a,...,q,) de 29 — x sobre Z,. Es por tanto F' un cuerpo
finito con ¢ elementos y tal cuerpo es unico salvo Z,-isomorfismos. Lo enunciamos como
un corolario.

Corolario 1.1.4. Para cualesquiera enteros positivos p y m con p primo existe un cuerpo
con p™ elementos. Dos cuerpos con p™ elementos son Z,-isomorfos.

1



) CAPITULO 1. DETECCION Y CORRECCION DE ERRORES

Con lo cual siempre podremos considerar un cuerpo F, con ¢ = p™ elementos.

1.2. Canales de comunicacion

Definiciéon 1.2.1. Sea F, un cuerpo de q elementos, al cual llamaremos alfabeto del
c6digo y a cuyos elementos llamaremos simbolos del codigo:

(i) Una palabra g-aria de longitud k sobre F, es una sucesion
w=w---w, conw;, €F, (Vie{l,....k})

También podemos interpretar w como el vector (wy, ... wg).

(11) Un cédigo g-ario de longitud k sobre F, es un conjunto no-vacio C de palabras g-arias
de longitud k; es decir, es un subconjunto no-vacio C C ]F’;.

(1i1) A los elementos de C'los llamaremos palabras del cédigo C.

(iv) Un cddigo de longitud k y tamano M se llama (k, M)-cédigo.

Denotaremos con |C| al orden de C.

Ejemplos 1.2.2.

(i) Un c6digo sobre Fy se llama cddigo binario; un ejemplo es C' = {00,01, 10, 11}.
(77) Un c6digo sobre F3 se llama cddigo ternario; un ejemplo es C' = {22, 10,02, 21}.

Definicién 1.2.3. Un canal de comunicacién consiste en un alfabeto del canal F, =
{a1,...,a4} y en un conjunto de probabilidades de envio por el canal

P( haber recibido a; | habiendo enviado a;)

satisfaciendo

q
Z P( haber recibido a; | habiendo enviado a;) =1 Vi e {1,...,¢}

j=1
(P(A|B) es la probabilidad condicionada de que suceda A habiendo sucedido B)

Definicién 1.2.4. Decimos que un canal de comunicacion no tiene memoria (o que es
un canal sin memoria) si para cada x,c € IF’; se tiene

k
P( haber recibido x | habiendo enviado ¢) = HP( haber recibido z; | habiendo enviado ¢;)

i=1



1.2. CANALES DE COMUNICACION 3

Definicién 1.2.5. Un canal g-ario simétrico es un canal sin memoria con un alfabeto del
canal de tamano q cumpliendo que

(1) todo simbolo transmitido tiene la misma probabilidad p < % de no recibirse correcta-
mente.

(1) si un simbolo ha sido recibido por error, entonces las ¢ — 1 posibles alternativas son
equiprobables.

En particular, un canal binario simétrico (BSC) es un canal sin memoria con alfabeto Fy
y probabilidades del canal

P(hr.1|he 0)=P(hr.0|he 1)=p

P(hr. 0| he 0)=P(hr.1|he 1)=1-p

donde “h.r.” es “haber recibido” y “h.e.” es “habiendo enviado”. Por tanto, la probabili-
dad de error en un BSC es p. Fsta probabilidad se llama probabilidad cruzada del BSC.

Ejemplo 1.2.6. Supongamos que se estdn enviando palabras del cédigo {000,111} a
través de un BSC con probabilidad cruzada p = 0,05 y que se ha recibido la palabra 110.
Entonces

P( hr. 110 | h.e. 000) = P( h.r. 1| hee. 0)2 P( hr. 0 | hee. 0) = p*(1 — p) = 0,002

P(hr. 110 | hee. 111) = P(hr. 1 | he. 1)2 P(hr. 0| he. 1) = (1 — p)?*p = 0,045

y 111 es la palabra més probable a haber sido enviada.

Regla de decodificacién

Como dijimos en la introduccién, entenderemos por decodificar una palabra recibida al
proceso de identificar qué palabra del codigo fue la enviada. Para llevar esto a cabo, vamos
a anadir redundancia, esto es, modificar la codificacién (o recodificar) de forma que en
las palabras del cédigo haya simbolos “extra” que nos pueda ayudar a determinar qué
palabra fue enviada. Asi, si S es un subconjunto finito de Pal(.A), pasamos del esquema

codificamos recibimos reescribimos
S ]F'; > | canal > IF'; S

al esquema

anadimos
. redundancia
codificamos

decodificamos reescribimos
S T— " F — F - — " e

Un ejemplo de codificacién en este sentido es el llamado digito de control de paridad.
Consiste en anadir a cada palabra del codigo un nuevo digito: la suma moddulo 2 de
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los digitos de la palabra en cuestion. Si aplicamos esto al ejemplo de la introduccion,
obtenemos:

perro gato tortuga liebre
\J \J \J \J
00 01 10 11
3 ! ! !
000 011 101 110

Notese que cambiar un digito arbitrario en cualquier palabra da lugar a una palabra que
no esta en el codigo. Por tanto, somos capaces de detectar un error; es decir, el cambio
de un digito en una posicién (hablaremos de esto mas adelante).

liebre ———— 110 ———— —— 010 ——— 7?77

Sin embargo, en este caso no somos capaces de decidir de qué palabra viene 010 a menos
que lo establezcamos arbitrariamente (hablaremos de esto mas adelante). Cambiemos el
digito de control de paridad por otro tipo de redundancia: repeticiones, es decir, enviar
varias veces la misma palabra. Tenemos:

perro gato tortuga liebre
\J 1 3 \J
00 01 10 11
) 2 } \J
000000 010101 101010 111111

Con este codigo también podemos detectar un error, pero ademas somos capaces de decidir
de qué palabra viene cualquiera que hayamos recibido con un error eligiendo la palabra
del cédigo que difiere en menos posiciones con la palabra recibida.

liebre — 111111 — s qpppq decodifiamos iy e

Este no es el tnico criterio de decodificacién.

Desde el punto de vista matematico, anadir redundancia es aplicar una funciéon IF’; — Fy,
asi que a partir de ahora no veremos a C' como un subconjunto de F’;, sino de Fy, y
nuestro objetivo serd decodificar una palabra recibida por la que creamos que ha sido
enviada. De hecho, en relacién a la Definicién 1.2.1 (7i), supondremos de aqui en adelante
que C' = F’;. Con la notacién que estamos usando, llamamos tasa de transmision a %:

necesitamos enviar n simbolos para transmitir informacién de k simbolos.
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1.3. Decodificacion de maxima verosimilitud

Supongamos que se estdn enviando palabras de un cédigo €' C Fy a través de un canal
de comunicacién y que conocemos las probabilidades de envio por el canal

P( haber recibido x | habiendo enviado ¢) (Vc € C)

Dada una palabra! x € [y, la regla de decodificacion de mdxima verosimilitud (MLD)
establece que la palabra del cdédigo méas propensa a haber sido enviada es la palabra
cx € C tal que

P(hr.x |he cx) =mix P(hr.x | he. c)
ceC

Hay dos tipos de MLD. Dada una palabra x recibida, supongamos que encontramos
varias palabras del c6digo con misma probabilidad de haber sido enviadas:

= Si eligimos una de ellas arbitrariamente, estamos haciendo una decodificacion de
mdzima verosimilitud completa (CMLD).

» Si pedimos una retransmision, estamos haciendo una decodificacion de mdzima ve-
rosimilitud incompleta (IMLD).

1.4. Distancia de Hamming

Supongamos que se estan enviando palabras de un cédigo C' a través de un BSC con
probabilidad cruzada p < % Si x es una palabra recibida, entonces

P(hr.x|he c)=p(1—p)"° (Vcel) (1.1)

donde e es el nimero de posiciones en las que x difiere de c.
Como p < %, la probabilidad (1.1) serd méxima cuando e sea minimo.

Definicién 1.4.1. Dado un alfabeto F,, definimos la funcion

X:FyxF, — Iy

e 228

0 six=y

y definimos la distancia de Hamming? de las palabras x, 'y (de longitud n) sobre F, como

d(x,y) = Z X (i, yi)

1Pese a que con “palabra” nos referimos a cualquier elemento del cédigo, por costumbre también nos
refereriremos con este término a un vector.

2Richard Hamming (1915-1998). Matemaético estadounidense que también aportd, en cuanto a la teorfa
de cédigos se refiere, el peso de Hamming, la cota de Hamming y hasta su propio cédigo: el cédigo de
Hamming.
(https://en.wikipedia.org/wiki/Richard Hamming)
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(el niimero de posiciones en las que x difiere de y)
Ejemplo 1.4.2. Sean x = 1234,y = 1423,z = 3214 € F:. Entonces

d(x,y) =3, d(y,z) =4, d(z,x) = 2.

Proposicién 1.4.3. Sean x, y, z palabras (de longitud n) sobre F,. Entonces:
(1) 0 <d(x,y) <n

(ii) d(x,y) =0 & x =Yy

(i) d(x,y) = d(y, %)

() d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (desigualidad tirangular)

Asi que (F,,d) es un espacio métrico.

Demostracion. ‘ (i), (i) y (i17) ‘ Se siguen de la definicién.

(1v) | Sean x;, y;, z; las posiciones i-ésimas de x, y, z respectivamente. Probando que

X(@is zi) < x5, v3) + x(¥ir %)

y sumando en i quedard probado (iv).

Si x (x4, z;) = 0, entonces la desigualdad es cierta porque y es semipositiva.

Si x(x;, z;) = 1, no puede ocurrir x; = y; = z;, luego x(z;,v;) = 1 0o x(vi, 2z;) = 1, ddndose
de nuevo la desigualdad. O

1.5. Decodificacién por el vecino mas cercano o por
distancia minima

Supongamos que se estdn enviando palabras de un cédigo C' C Fy a través de un canal de
comunicacién. Dada una palabra x € Fy recibida, la regla de decodificacion por el vecino
mas cercano (o regla de decodificacion por distancia minima) establece que la palabra del
c6digo mas propensa a haber sido enviada es la palabra c, € C' tal que

d(x,cx) = min_d(x,c) (1.2)

ceC
Tal y como ocurre con la decodificacion por maxima verosimilitud, de haber varias c, € C'
cumpliendo (1.2) podemos, o bien elegir una de ellas arbitrariamente (regla de decodi-
ficacién completa) o bien pedir una retransmisién (regla de decodificacién incompleta).

Teorema 1.5.1. En cualquier BSC con probabilidad cruzada p < %, la regla de decodifi-
cacion por mdzima verosimilitud (MLD) es la misma que la regla de decodificacion por el
vecino mds cercano.
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Demostracion. Si C' es el codigo que estamos usando, x € Fy es una palabra recibida y
c € C, sabemos que

d(x,c) =i< P(hr. x| he.c)=p'(1-p" " Vie{0,...,n} (1.3)
Como p < %, entonces p <1 —p, luegop(1 —p)t<1ly
PA=p)">p(l=p)"" > >p"(1-p)

Por tanto, la regla de decodificacion por maxima verosimilitud decodificard x por ¢ €
C' de manera que i de (1.3) sea méaxima; esto es precisamente lo que hace la regla de
decodificacién por el vecino mas cercano. O

El anterior teorema también es cierto si el canal no es binario, ya que

d(x,c) =i< P(hr.x|he. c)= ( >Z(1—p)”i Vi e {0,...,n}

_r
qg—1

q%l<p<1—p,luegoﬁ(1—p)_1<1y

(25) a-wr> (25) amm s (1)

Observacion 1.5.2. De aqui en adelante asumiremos que todos los BSC tienen proba-

bilidades cruzadas p < % Por tanto, en estos canales siempre podremos hacer la MLD

mediante la decodificacion por distancia minima.

Ejemplo 1.5.3. Supongamos que se estan enviando palabras del c6digo {0000, 0011, 1000}
a través de un BSC. Si x = 0111 es la palabra recibida, entonces

d(0111,0000) = 3, d(0111,0011) = 1, d(0111, 1000) = 4.

Segtn la decodificacion por el vecino mas cercano, decodificamos x por 0011.

1.6. Distancia minima de un cédigo

Definicién 1.6.1. Definimos la distancia minima de un cddigo C' con |C| > 2 como

d(C)= min d(x,y)
X,y €eC

X #y

Definicién 1.6.2. Llamaremos (n, M, d)-cddigo a un (n, M)-cddigo con distancia minima

d.
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Ejemplo 1.6.3. Sea C' = {000000,000111, 111222} un c6digo ternario. Entonces
d(000000,000111) = 3, d(000000, 111222) = 6, (000111, 111222) = 6;
por lo que d(C) =3y C es un (6, 3, 3)-cédigo.

Definicién 1.6.4. Sea u € Z*:

Un codigo C' es u-detector si al modificar cualquier palabra de C' entre 1 y u posiciones
(ambas inclusive) se obtiene una palabra que no estd en C'. Con simbolos:

Vee C Vx [1<d(c,x)<u=x¢C(]

Un cddigo C es exactamente u-detector si es u-detector pero no (u+ 1)-detector.

Ejemplo 1.6.5. Hemos visto que para C' = {000000,000111, 111222} se tiene d(C) = 3,
por lo que
Vee C Vx [1<d(c,x)<2=x¢ (]

es decir, C' es 2-detector; pero no 3-detector, ya que
1 < d(000000,000111) < 374000111 ¢ C,

luego C' es exactamente 2-detector

Proposicién 1.6.6. Un cddigo C' es u-detector si y sdlo si d(C) > u + 1.

Demostracion. Si fuera d(C) = s < u, habrfa una palabra de C' de manera que,
modificdndola en s posiciones, obtengamos otra palabra de C. Entonces C' no seria u-
detector.

Si no fuera u-detector, habria una palabra de C' de manera que, modificindola en u
posiciones, obtengamos otra palabra de C'. Entonces d(C) < u. O

Teorema 1.6.7. Todo cédigo C' es exactamente (d(C') — 1)-detector.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicion anterior. O]

Definicién 1.6.8. Sea v € Z* :

Un cédigo C' es v-corrector si, recibido un vector de Iy con hasta v errores (v inclusi-
ve), somos capaces de decidir qué palabra fue enviada mediante la regla de decodificacion
mcompleta por distancia minima.

Un cddigo C es exactamente v-corrector si es v-corrector pero no (v + 1)-corrector.

Ejemplo 1.6.9. Sea el c6digo binario C' = {000, 111}. Usando la regla de decodificacién
por distancia minima:

= Si enviamos 000 y ocurre un error (un cambio de digito en una posicién) en la
transmision, la palabra recibida se decodificard por 000.
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= Si enviamos 111 y sucede lo mismo, la palabra recibida se decodificara por 111.

Por tanto, C' es 1-corrector; sin embargo,

000 2 errores 011 decodlﬁcamosl 111 2 000,

por lo que C no es 2-corrector. Asi, C' es exactamente 1-corrector.

Denotaremos con | - | a la parte entera de un nimero real dado.
Proposicién 1.6.10. Un cddigo C' es v-corrector si y sdlo si d(C') > 2v + 1.

Demostracion. Supongamos d(C) < 2v y sean c,c’ € C. Si d(c,c’) < v, podriamos
obtener ¢’ de ¢ modificando v 0 menos posiciones, por lo que C' no seria v-corrector. Debe
ser entonces d(c,c’) > v + 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ y ¢’ difieren
en las d = d(C) primeras posiciones con v + 1 < d < 2v y sea

Ci (1=1,...,0v)
X =T1...0yTys1 - Lalgyl .- T CON T; = & C (t=v+1,...,d)
c=¢ (i=d+1,...k)

una palabra recibida. Entonces d(x,c’) =d — v < v = d(x, ¢):

Si fuera d(x, ¢’) < d(x, c), concluirfamos que ¢’ fue la palabra enviada, pero como d(x, c) =
v, podriamos afirmar que C no es v-corrector.

Si fuera d(x,c’) = d(x, c) = v, tendriamos un empate, luego C' no serfa v-corrector.

Sea x una palabra recibida de forma que d(x,c) < v para cierto ¢ € C. No puede
existir ninguna otra palabra ¢’ € C' de forma que d(x,c’) < v, ya que de lo contrario
d(c,c’) < 2v. Concluimos entonces que c fue la palabra enviada, luego C' es v-corrector.

[]

dC)—1
Teorema 1.6.11. Todo codigo C' es exactamente \‘%J -corrector.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicién anterior. O]

Bibliografia del capitulo

Asensio-Caruncho-Martinez [1], Ling-Xing [0].
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Capitulo 2

Cdédigos lineales

Entre las familias de cédigos més antiguas se encuentra la de los cédigos lineales. Con
estos codigos, la idea es anadir redundancia mediante una aplicacion lineal e inyectiva
C: ]F’; — Fy. Asi, C = C(F’;) es un subespacio vectorial de Fy. Obviamos el “paso” de
Pal(A) a F} denotando con C a la aplicacién lineal.

2.1. Cobdigos lineales

Definicién 2.1.1. Un cédigo lineal C en F} (o de longitud n sobre F,) es un subespacio
vectorial de Fy.

Ejemplos 2.1.2.

(i) {(A,...,A) : A € Fy} es un c6digo lineal de longitud n sobre F,.

(72) {0000,1010,0101,1111} es un c6digo lineal de longitud 4 sobre Fy.
(73i) {000,012,021} es un cédigo lineal de longitud 3 sobre Fs.

Definicion 2.1.3. Sea C' un cédigo lineal en Iy

(i) Llamamos cédigo dual de C' a C*+ = {v € F!:v.c=0 (Vc € C)}, donde *’ denota
el producto escalar usual.

(i1) Llamamos dimensién de C' a la dimension de C' como F-espacio vectorial. Lo deno-
tamos como dimg, (C').

Teorema 2.1.4. Sea C un cddigo lineal en Fy. Entonces:
(i) C+ es un cédigo lineal y dim(C) + dim(C+) =n
(ii) (CH)t=C.

Demostracion. |(i)| De las propiedades del producto escalar se sigue que

A1+ puve € CH Vv, vy € CF,

11
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luego C* es lineal. Si dim(C) =k > 1, {cy,...,c;} es una base de C'y

—c, —
G = : ,

Ck
entonces el nicleo de la aplicacién lineal suprayectiva

F* — Col(G)

q
(U1, .., 0p) ~ (vl,...,vn)GT

(donde Col(G) es el espacio generado por las columnas de G) es C* y, por el teorema de
isomorfia, se tiene

C—(i = Col(G)
Entonces

dim (%) = dim (Col(G)) = rang(G) = dim(C)

Ahora bien, sabemos que
. V . .
dim <U) = dim(V) — dim(U)

para cualquier espacio vectorial V' de dimensién finita y cualquier subespacio vectorial
U C V. En particular es

n

dim/(C) = dim (%) =n — dim(CH)

y se sigue (7).

(ii) | Si ¢ € O, entonces c-x=0 para todo x € C*+, por lo que c € (CH)t y C C (CH)*L.
De (i) se tiene

dim(C) + dim(C*) = n = dim(C*) + dim ((C*+)") ,
de donde se deduce la igualdad. O]

Observacién 2.1.5. Sustituyendo C' por C* en la demostraciéon anterior se tiene que

dim(C+) = dim (%), luego C+ = %. Recordaremos esto més adelante.

Un cddigo lineal C' de longitud n y dimensién k sobre F, es llamado también un [n, k|-
cédigo lineal g-ario. De hecho, es un (n, ¢¥)-cédigo lineal. Si afiadimos adema4s la distancia
d = d(C) de C, podemos usar las nomenclaturas

(n, q*, d)-cédigo lineal o bien [n, k, d]-cédigo lineal
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2.2. Peso de Hamming

Definicién 2.2.1. Definimos el peso de x € Fy como wt(x) = d(x,0), es decir, como el
numero de coordenadas no nulas de X.

Definicién 2.2.2. Definimos el peso minimo de un cddigo C' como

wt(C) = Qin, wt(x)

El peso de Hamming de un codigo siempre existe porque los codigos son conjuntos finitos.

Teorema 2.2.3. Todos los codigos lineales sobre F, satisfacen d(C) = wt(C).

Demostracion. Sea 0 # z € C tal que wt(C') = wt(z). Entonces

wt(C) = wt(z) = d(z,0) > d(C).

Sean x,y € C tales que d(C) = d(x,y). Entonces x —y € C por ser C lineal y se
tiene
d(C) = d(x,y) = wt(x —y) = wt(C)

Observaciones 2.2.4. Ventajas de los codigos lineales:
(¢) Pueden ser descritos mediante una base (pues son F-espacios vectoriales).
(i7) d(C) = wt(C).

(7ii) Los procesos de codificacién y decodificacién son, en general, més rapidos que los
que hay para cédigos no lineales.

2.3. Bases para cdédigos lineales

Denotaremos con RREF(A) a la matriz escalonada reducida por filas que se obtiene
de A € M(F,) mediante operaciones elementales fila y llamaremos columnas lider a las
columnas de RREF(A) donde se encuentran los pivotes. Recordemos que toda matriz
A € M(F,) es equivalente por filas a una tnica matriz escalonada reducida por filas.

Mediante el siguiente algoritmo, que justificaremos mas adelante, podemos construir bases
de cédigos duales.

Entrada: Subcojunto no vacio S de Fy.

Salida: Una base del cédigo dual C+ del cédigo lineal C' generado por S, es decir: una
base de C*, donde C = (S)

Descripcion:
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G
RREF(A) = | ——
0

Operaciones elem. fila

A — S5 —

Si llamamos & al nimero de filas de G (el nimero de columnas debe ser n, pues estamos
en IFZ), entonces G debe tener k£ columnas lider, por lo que

Permutar Invertir la
columnas permutacién -
G — G =|X) = H =(-X"|I,.,) — H=|basedeC*

Ejemplo 2.3.1. En FY° y dada

@Q

I
coo o
cocoocoo
cCo oo
coc oo
cor—~ oo
OO O
o~ oo O
_—oooo
N = O = N

1
0
2
0
0

(

hallar una base de C*. Aplicando la permutacién o = (247 3 59 8 6) sobre las columnas
de GG, tenemos

1 00 0O0O02 21 2
01 00O0O0OO0ODT1TO0?1
G=10010000020
00 01O0O0O0O0OQO0O1
00 0O0OT1QO0O0O0OTO0?2

1
00 0O0O0OT1TO0O0OQO0TO0
1 000 0O01O0O00O0
H=]1200000100
201 00O0O0O0T1TFO0
1 202100001

1
01 00O0O0O0OO0O0OTFO0
101 00O0O0OO0OO0OTDO
H=1]1 002010000
200010O01O00
1 002002011

Las filas de H forman una base de C*.
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2.4. Matriz generadora y matriz de control de pari-
dad

Definicién 2.4.1.

(1) Una matriz generadora del cddigo lineal C' es una matriz G = | base de C

(11) Una matriz de control de paridad (o matriz de control) del cddigo lineal C' es una

matriz generadora H de C*, es decir, una matriz H = | base de C'*

Observaciones 2.4.2.
(i) Si C es un [n, k]-cédigo lineal, entonces
= la matriz generadora G de C' es una matriz k x n.

» la matriz de control de paridad H de C' es una matriz (n — k) x n por tener C*
dimensién n — k por el Teorema 2.1.4.

(77) En general, los espacios vectoriales tienen mas de una base. Esto también ocurre con
el niimero de matrices generadoras de un codigo lineal. De hecho, cualquier permutacion
de filas de una matriz generadora de C' da lugar a una nueva matriz generadora de C.

Definicién 2.4.3.

(i) Diremos que una matriz generadora G estd en la forma estdndar si tiene la forma

(1] X).

(ii) Diremos que una matriz de control de paridad H estd en la forma estandar si tiene
la forma (Y |I—).

Lema 2.4.4. Sea C un [n, k|-cddigo lineal sobre F, con matriz generadora G. Entonces

VVEFZ [VECL<:>VGT:0}

En particular, una matriz H € M(n_k)xn(]FZ) es de control si solo si sus filas son lineal-
mente independientes y HGT = 0.

Teorema 2.4.5. Sea C un codigo lineal con matriz de control de paridad H:
(1) d(C) > d < Cualesquiera d — 1 columnas de H son linealmente independientes.

(11) d(C) < d < H tiene d columnas linealmente dependientes.

Demostracion. |(i)| =: Supongamos sin pérdida de generalidad que las primeras d — 1
columnas ¢y, ..., cq_1 de H son linealmente dependientes. Entonces existen Ay,..., A\g_1 €
F, no todos nulos tales que

Acr+ .o 4 Agoicg—1 =0 (21)
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Sea v.=(A1,...,A¢-1,0,...,0) € F}. Entonces HvT =07 por (2.1), luegove C'y

d(C)=wt(C) <wt(v)=d—1<d

<: Si fuera d(C) < d, existirfa v € C tal que wt(v) < d — 1. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que las coordenadas no nulas de v son las d—1 primeras vy, . .., v4_1. Entonces

T T
0" =Hv =wviei+... +v4-1C4-1

donde ¢y, ...,cq_1 son las d — 1 primeras columnas de H. Hemos encontrado pues d — 1
columnas linealmente dependientes.

(77) | =: Razonando igual que en “<"del apartado anterior con d(C),wt(v) < d y las d

primeras coordenadas vy, ..., vy se tiene la implicacién.
<: Razonando igual que en “="del apartado anterior con las d primeras columnas

1, ..., cq de H obtenemos que d(C) = wt(C) < wt(v) = d. O

Corolario 2.4.6. Sea C un cédigo lineal con matriz de control de paridad H. Son equi-
valentes:

(i) d(C) = d

(1) Cualesquiera d—1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene d columnas
linealmente dependientes.

Como la matriz de control tiene rango n — k, entonces cualesquiera n — k 4+ 1 columnas
de H son linealmente independientes. Por el anterior teorema tenemos la llamada cota de
Singleton: d <n —k + 1.

Ejemplo 2.4.7. Sea C un cédigo lineal en F5 con matriz de control de paridad

O O =
O = O
_ o O

Las columnas 1, 3 y 4 suman 07, luego son linealmente dependientes. Nos preguntamos si
todo par de columnas de H es linealmente independiente. Como el cuerpo base es Fy, esto
es equivalente a preguntarse si la suma de cualesquiera dos columnas de H es distinta de
0”'. La respuesta es afirmativa, luego d(C) = 3.

Teorema 2.4.8. Sea C un [n, k]-cddigo lineal con matriz generadora en su forma estandar
G = (| X). Entonces H = (—X"|I,,_) es una matriz de control de C.

Demostracion. Las filas de H son linealmente independientes. Como también HGT = 0,
por el Lema 2.4.4 H es una matriz de control. O]
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Ejemplo 2.4.9. Dado S = {11101,10110,01011,11010} C T3, encontrar una matriz
generadora Gy una matriz de control H del c6digo lineal C' = (S). Aplicando el algoritmo
visto obtenemos

0 1
S o, (011 (01110
G=0=1 5 }1 _>H_H—<111‘12>—(11101)

H es la matriz de control de paridad de C.

Ejemplo 2.4.10. Si bien en general un cédigo lineal tiene més de una matriz generadora,
también pude ocurrir que no tenga ninguna en forma estandar.

Sea el cddigo lineal C' = {000,001,100,101} C F3. Entonces C tiene dimensién 2 y
(22 — 29)(22 — 2') = 3 bases, que son

{001,100} , {001,101} 'y  {100,101}.

Por tanto, obtenemos seis matrices generadoras, ninguna en forma estandar:

2.5. Equivalencia de cédigos lineales

Definicién 2.5.1. Dos (n, M)-cddigos sobre F, son equivalentes si uno puede obtenerse
del otro mediante

(1) permutacion de n digitos de las palabras y/o

(i1) multiplicacion de los digitos de una posicion fijada por un escalar no nulo.

Ejemplos 2.5.2.

(i) Dado C' = {0000,0101,0010,0111} C 3, aplicando la permutacién o = (1 2 4 3) a los
digitos de C', obtenemos el cédigo equivalente C’ = {0000, 1100, 0001, 1101}.

(ii) Dado C' = {000,011,022} C T3, aplicando la trasposicién o = (1 2) a los digitos
de C' y multiplicando por dos el ultimo digito, obtenemos el cédigo equivalente C’' =
{000, 102, 201}.

De la definicién anterior se deduce que dos codigos equivalentes tienen los mismos parame-
tros (longitud, dimensién y distancial), pero recordemos (Ejemplo 2.4.10) que no todo

L Asi que dos cédigos equivalentes son isométricos.
(https://en.wikipedia.org/wiki/Isometry#Formal definitions)
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cédigo lineal tiene por qué tener una matriz generadora en forma estandar. Se tiene el
sguiente teorema:

Teorema 2.5.3. Todo cddigo lineal C' es equivalente a otro también lineal C' con matriz
generadora en forma estandar.

Observacion 2.5.4. Permutar las columnas de una matriz generadora GG de un codigo
lineal C' es entonces hallar matrices generadoras de cédigos lineales equivalentes a C'. En
el algoritmo 2.3 precisamente hallabamos la matriz generadora en forma estandar de un
cédigo lineal equivalente al dado. De esta matriz obteniamos una matriz H' que es de
control de tal cédigo equivalente por el Teorema 2.4.8. Deshaciendo la permutacién de las
columnas obteniamos una matriz de control del codigo “original”. Esto justifica la validez
del algoritmo visto.

Ejemplo 2.5.5. Vimos en el Ejemplo 2.4.10 que el cédigo lineal C' = {000, 001, 100, 101} C
3 no tiene matrices generadoras en forma estdndar. Aplicando la trasposicién o = (2 3)
a los digitos de C, obtenemos el cidigo equivalente C’ = {000,010, 100, 110}, que sigue

teniendo dimensién 4 y 3 bases, una de las cuales es {010,100}, luego ((1) (1) 8) es una

matriz generadora de C’ y ademads esta en forma estandar.

2.6. Codificando con un cdédigo lineal

Comentamos al comienzo del capitulo que anadiremos la redundancia mediante una apli-
cacion lineal e inyectiva C : FZ — F7. Para ello necesitamos una matriz asociada. Sea
un [n, k|-cédigo lineal sobre F,. Por definicién, C' es un espacio vectorial, luego existe base
{r1,...,rx} de Cy

SR —
G —

—r

es una matriz generadora de C'. Podemos asi considerar la aplicacion lineal e inyectiva
Co: IF’; — C < Fy, donde cada u € IF’; se codifica como v =uG € C.

Ejemplo 2.6.1. Sea C un [5, 3]-c6digo lineal sobre Fy con matriz generadora

@Q

I
S O
o= O
=
o~
—_ = o

Entonces el mensaje u = 101 € F3 es codificado como
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1
v=uG = (101) | 0 = 10011
0

O = O
— O
O = =
—_ o

La tasa de informacién de C es 2, es decir, se usan 3 simbolos de 5 para transmitir el

59
mensaje.

Observaciones 2.6.2. Ventajas de tener una matriz generadora en su forma estandar
G=(11X):

(i) Que también tenemos la matriz de control de paridad H = (—X7|I)

(71) Que podemos recuperar facilmente el mensaje u de la palabra del cédigo v, pues

v=uG =u({|X) = (u,uX)
(las k primeras posiciones de v son las del mensaje u)

Dado un cédigo lineal C' con matriz generadora G, se dice que k columnas de GG forman
un conjunto de informacion si son linealmente independientes. FEn tal caso, se dice que
las restantes n — k columnas forman un conjunto de redundancia, y si consideramos el
producto uG, a las correspondientes posiciones de las k columnas se les llama posiciones
de informacion y al resto posiciones de control. Como toda matriz sobre [, es equivalente
por filas a una RREF, toda matriz generadora tiene al menos un conjunto de informacion
y conjunto de redundancia. Si en particular la matriz generadora esta en forma estandar,
la ventaja es clara: las k& primeras posiciones son posiciones de informacion.

2.7. Decodificacion de los cédigos lineales

2.7.1. Espacios cociente

Sea C' un cédigo lineal en Fy y considerémos el espacio cociente Fy /C' formado por las cla-
ses laterales. Dado u € [y, denotaremos, como es usual, la clase lateral de C' determinada
por u como

Ct+u={v+u : v+C} (=u+0)

Ejemplo 2.7.1. Sea C' = {000, 101,010,111} C F3. Entonces
C + 000 = {000,101,010, 111} C + 001 = {001, 100,011, 110}
C + 010 = {010, 111,000,101} C + 011 = {011, 110,001, 100}

Se tiene que

C+000=C+010=C+101=C+111 = C
C+001=C+011=C+100=C+110 = F\ C
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Definicién 2.7.2. A la palabra de menor peso de una clase se le llama lider (o palabra
lider) de la clase.

Ejemplo 2.7.3. El lider de una clase no tiene por qué ser unico. Para el cédigo del
Ejemplo 2.7.1 C' = {000, 101,010,111} C F3 tenemos las clases

C + 000 = {000, 101,010,111} y C + 001 = {001, 100,011, 110}

La primera clase tiene la palabra lider 000, mientras que la segunda clase tiene las palabras
lider 001 y 100.

o . . d(C) -1
Teorema 2.7.4. Sea C' un cddigo lineal. Si e € Fy satisface wt(e) < — | e
tonces es la unica palabra de e + C' con peso minimo.

i) -1
Demostracion. Si existiera otra palabra € = e+ c de e + C con wt(e’) < {%J , se
tendria
d(C) -1
wt(c) = wt(e' —e) < wt(e') +wt(e) <2 {%J <d(C)—-1=wt(C) -1,
lo cual implicac =0y e =e. m

2.7.2. Decodificaciéon por el vecino mas cercano para codigos
lineales

Sea C' un codigo lineal y supongamos que se envia una palabra del cédigo v y que se
recibe una palabra w, dando lugar al patrdn de error (o cadena de error) e = w — v.
Entonces w —e = v € C, por lo que w y e estdn en la misma clase lateral.

Si establecemos como hipdtesis que no se cometen mas errores que la capacidad de co-
rreccién, por el Teorema 2.7.4 existe un tnico lider e en la clase lateral w 4+ C' y diremos
entonces que la palabra enviada fue w — e. Si se cometen mas errores, o bien pedimos una
retransmision, o bien decodificamos arbitrariamente por una palabra de w + C, pudiendo
tomar una decisién equivocada en este ltimo caso.

Ejemplo 2.7.5. Sea C' = {0,11100,01111,10011} C F5. Vamos a decodificar las palabras

(i) wy = 01011 y (ii) wy = 10110.

Hay 2°~2 = 8 clases laterales y son:
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00000+ C': 00000 11100 01111 10011
10000 + C': 10000 01100 11111 00011
01000+ C': 01000 10100 00111 11011
00100+ C': 00100 11000 01011 10111
00010+ C': 00010 11110 01101 10001
00001 4+ C': 00001 11101 01110 10010
* 001104+ C: 00110 11010 01001 10101
* 010104+ C: 01010 10110 00101 11001

La tabla estd escrita de tal forma que en la primera columna estan las palabras lider de
cada clase. En * hay dos palabras lider; hemos elegido 00110 y 01010 arbitrariamente.
Como tomaremos como patrén de error e la palabra de menor peso de la clase de w; (es
decir, la palabra lider de la clase de w;), resulta que decodificar por w; — e es lo mismo
que decodificar por la palabra que esta en la primera fila y en la misma columna que w;.

(1) w1 = 01011: Vemos que esta en la tercera clase. Entonces el patrén de error (la palabra
lider) es e = 00100 y decodificamos por

w; —e = (01011 — 00100 = 01111

(77) wo = 10110: Vemos que estd en la tltima clase. Si estamos haciendo la decodificacion
incompleta, pedimos una retransmisiéon (pues hay “empate” para ser e). Si estamos ha-
ciendo la decodificacién completa, como escogimos 01010 como palabra lider (patrén de
error), entonces el patrén de error (palabra lider) es e = 01010 y decodificamos por

wy —e = 10110 — 01010 = 11100

Volvemos a decir que podemos estar tomando una decisién equivocada al estar fuera de
las hipétesis sobre el niimero de errores.

2.7.3. Decodificacién por sindrome

Definicién 2.7.6. Sea C un [n, k]-cddigo lineal sobre F, con matriz de control de paridad
H. Definimos la aplicacion sindrome Sy (0 S) como

w ~>  wH” (sindrome de w)

Teorema 2.7.7. Sea C un |n, k|]-cddigo lineal con matriz de control de paridad H. Para
cualesquiera u, v € ) se tiene:

(i) S(u+v) = S(u)+ S(v)
(it) S(u) =0 uel

(117) S(u) = S(v) & u y v estdn en la misma clase lateral de C.
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Demostracion. |(i) | Se sigue de la definicién.

(ii)| S(u) =0 < uH? =0 < u € C por el Lema 2.4.4.

(t7i) | S(u) = S(v) & S(u—v) =0 u—v e (C < uy v estan en la misma clase
lateral. ]

Observaciones 2.7.8.

(7) De (ii7) del teorema anterior se deduce que hay una correspondencia biyectiva “clase
— sindrome”

{clases de C} <+ Im(S)
ut+C ~  S(u)

(77) Por el Teorema 2.7.7 (ii) es Ker(S) = C'y por la Observacién 2.1.5 y el teorema de
isomorfia se tiene

C«i

Il

Fn

1 =~ m(8S),

L= I (5)

ast que dim (Im(S)) = dim(C+) = n — k por el Teorema 2.1.4 (i) y S es suprayectiva.
Podemos entonces ver Fg_k como un conjunto de sindromes distintos.

Definicién 2.7.9. Se llama tabla de sindromes a cualquier tabla que muestre cada lider
de clase con su sindrome.

Pasos para construir una tabla de sindromes en términos de la decodificacién
completa por el vecino mas cercano

Paso 1: Encontrar todas las clases del codigo y las palabras lider de éstas. Si en alguna
clase hay més de una palabra lider, elegir una arbitrariamente).

Paso 2: Dar una matriz de control de paridad H para el cédigo y calcular S(u) = uH”
para cada una de las palabras lider buscadas y elegidas u.

Ejemplo 2.7.10. Usando la decodificacion completa por el vecino més cercano, construir
una tabla de sindromes para el cédigo C'= {0,11100,01111,10011} C F5.

Es el codigo del Ejemplo 2.7.5. Tenemos entonces calculadas las clases de C' y buscada
y elegida la palabra lider u; de cada clase. Siguiendo el algoritmo que comentamos, una
matriz de control de C' es

O O =
O = O
_ o O

Calculamos los sindromes de las palabras lideres:
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00 0O0O0 0 0 O
100 00 01 1
—u, — 01 00O (1) 1 i 1 11
: T 00100 100]= 100
o 00010 010 010
us 00 0O0°1 00 1 0 0 1
00110 1 10
01 010 1 01
Ya podemos construir la tabla:
Palabra lider u [ Sindrome S(u)

00000 000

10000 011

01000 111

00100 100

00010 010

00001 001

*00110 110

* 01010 101

El asterisco indica que, de tener sindrome 110 o 101 la palabra recibida, tendriamos que
pedir una retransmisién al haber varias palabras lider en esas clases. Esto siempre y
cuando estemos usando la decodificacién incompleta por el vecino mas cercano.

Observacion 2.7.11. Recordemos que

d(C)—1
Ve e Fy, wt(e) < {%J = e es la Unica palabra lider de e + C,

por lo que podemos construir la tabla de sindromes més rapido si buscamos tales e y
calculamos su sindrome S(e). Si tras esto hubiera algtin sindrome S(u) sin correspondiente

d(C)—1
2

palabra lider u de peso < { J en la tabla, tal clase de la palabra que falta podria

tener méas de un candidato a palabra lider. Esto es justamente lo que ocurre con los
sindromes 110 y 101 del ejemplo anterior.

Ejemplo 2.7.12. Usando la decodificacién completa por el vecino mas cercano, construir
la tabla de sindromes para el cédigo lineal C' sobre Fy con matriz de control de paridad

1
H=11
0

e )

1
1
1

o O =
O = O
— o O

Calculemos d(C') a partir del Corolario 2.4.6. Las columnas 2, 3 y 4 suman 07, luego son
linealmente dependientes. Nos preguntamos si todo par de columnas de H es linealmente
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independiente. Como el cuerpo sobre el que estd C' es Fy, esto es equivalente a preguntarse
si la suma de cualesquiera dos columnas de H es distinta de 07. La respuesta es afirmativa,
luego d(C') = 3.

Como H tiene n — k = 3 filas, entonces hay ¢" % = 22 = 8 clases de C distintas. Los
vectores ey, ..., e de la base canénica de S tienen peso 1 < L%J =1, luego son las
unicas palabras que son lideres de sus clases e; + C'. Tenemos pues siete clases:

O+C 61+C 86+C

Calculamos sus sindromes:

— e, ——
.1 HT_ HT
— e ——

Como la aplicacion sindrome es suprayectiva, deducimos que el sindrome de la palabra

lider que falta es el elemento de F3 que no esté en (}?T>: 101.

Buscamos entonces v € FS tal que vH? = 101. Y ademéas de menor peso, ya que, con-
cretando, buscamos una palabra lider para poder completar al tabla. De la ecuacion
vHT =101 se tiene que

U1 +vg  +Uy = 1
v +vy +U3 +vs =0
+v9  +U3 +vg = 1

La primera ecuacién se satisface si y sélo si la terna (vy,vs,v4) es cualquiera de las si-
guientes:

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) (1,1,1)

Quedandonos con la primera surgen dos soluciones para el par (vy, vs):
(1,0) (0,1)

Quedandonos de nuevo con la primera debe ser v = 0 y obtenemos una solucién: 110000.
Analizando el resto de casos y descartando los vectores con mayor peso que 110000,
obtenemos otras dos soluciones: 001010 y 000101. Como estamos usando la decodificacion
completa, elegimos arbitrariamente 000101 y ya podemos construir la tabla:
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Palabra lider u [ Sindrome S(u)
000000 000
100000 110
010000 011
001000 111
000100 100
000010 010
000001 001

* 000101 101

Si usaramos la decodificacion incompleta, tendriamos que pedir una retransmisién en el
caso de recibir una palabra con sindrome 101.

Proceso de decodificacién para la decodificacién por sindrome
Paso 1: Dada la palabra recibida w, calcular S(w).

Paso 2: Buscar en la tabla de decodificacién por sindrome aquella palabra lider u tal que
S(w) = S(u). Tal palabra u existe porque w debe estar en una clase y esa clase debe
tener una palabra lider.

Paso 3: Decodificar w por v=w — u.

Ejemplo 2.7.13. Sea C = {0,11100,01111,10011} C F5. Usar la tabla de decodificacién
por sindrome para decodificar

(1) wy = 01011 y (17) wo = 10110.
Ya calculamos la tabla en el Ejemplo 2.7.10. Es
Palabra lider u [ Sindrome S(u)

00000 000
10000 011 011
01000 111 111
00100 100 y H'=11 00
00010 010 010
00001 001 00 1

* 00110 110

* 01010 101

(i) wy = 01011

S(wy) =w H' = (01011) = 100 = S(00100)

OO = = O
ORr O R KR
—_ O O =

Decodificamos por 01011 — 00100 = 01111, tal y como hicimos en el Ejemplo 2.7.5.
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(ii) wy = 10110:

S(wy) = woHT = (10110) =101 = S(01010)

OO = = O
O = O ==
_ O O = =

Decodificamos por 10110 — 01010 = 11100, tal y como hicimos en el ejemplo 2.7.5.

Bibliografia del capitulo
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Capitulo 3

Cddigos ciclicos

3.1. Preliminares: polinomios sobre cuerpos finitos

Denotando con F; a [F,\ {0}, sabemos que (F;,-) es un grupo, pero podemos decir mas:

Teorema 3.1.1. (F,-) es un grupo ciclico.

La demostracién del anterior teorema puede encontrarse en [2]. Llamamos raiz primitiva
de F, a cualquier generador vy de Fy. Se deduce de la definicién que

Fo={0,1=7%77%...,7"%}
y que 7' =1 (g — 1)
Diremos que { € I, es una raiz n-ésima de la unidad si " = 1.

Diremos que & € I, es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si " =1y £ # 1 para
cada 0 < s < n.

Por tanto, una rafz primitiva v € F, es una raiz (¢ — 1)-ésima primitiva de la unidad y
[F, contendrd una raiz n-ésima primitiva de la unidad si y sélo si n|(¢ — 1), en cuyo caso
serd y(9=1/" tal rafz.

Dados un anillo A y un ideal I de A, sabemos que la relacién de congruencia médulo [
a=b(médI)<=b—acl

es una relacion de equivalencia, con lo que
a+1=0+1b—acl

O+I=b+1<bel)

y el conjunto de las clases de equivalencia ? ={a+ 1 :a € A} tiene estructura de anillo
con las operaciones

(a+D)+(b+1)=(a+b)+1 (a+I)(b+1) = (ab) + 1.

27
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A este anillo le llamamos anillo cociente.

Sean f,g € F [z] con f # 0y m = deg(f). Como F,[z] es un dominio euclideo con funcién
euclidea el grado deg, sabemos que existen ¢, € F [z] tnicos tales que g = fq+ r con
deg(r) < m or = 0. Se deduce entonces que ¢ —r € (f) y que g + (f) = r + (f). Por

tanto,
m—1
= {Zai:ci 2A0, -, Amo1 € ]Fq}
i=0

y consideraremos el representante candnico de un polinomio arbitrario g € F,[z] como el
resto de dividir g entre f. Si ademéds f es irreducible en F[z], entonces (f) es maximal y
Fy[z]

(qf) es un cuerpo con ¢ elementos.

Ejemplo 3.1.2. Como f = 1+ x+ 2 es irreducible en Fy[z] por no tener raices en Fy, es

Fs = Fylx]/(f) = {0,1,:1:,1+w,$2,1+x2,$+x2,1+x+x2}.
Si llamamos « a una raiz de f, tenemos 1 + o + o = 0, luego

ad=1+a, ot =a+a?, a®=1+a+a?, ab =1+ a?

y, en este caso, cualquier raiz de f es una raiz primitiva de Fg.

Dados I, y una extensiéon F,, sabemos por Proposicién 1.1.3 que cada o € [y es una
, qt . . . s .

raiz de ¢ — x. Podemos considerar entonces el polinomio ménico Irr(a;F,)e Fylz] de

grado minimo que se anula en «. Llamaremos polinomio irreducible de o sobre F, a tal

polinomio.

Demostraremos la siguiente proposicion dado que contiene propiedades interesantes sobre
los polinomios irreducibles, ademés de no ser complicada.

Proposicién 3.1.3. Sea F,: una extension de F,, « € Fp yn = deg(Irr(c;F,)). Enton-
ces:

i) Irr(a;F,) es irreducible sobre IF,,.

it) Si g € Fylz] cumple g(a) = 0, entonces Irr(a;Fy)|g.

w) {1,,...,a" '} es una base de F (o) sobre F,.

(
(
(t3i) Irr(o;F,) es dnico.
(
(v) [Fy(a): Fqlzn'

Demostracion. | (i) | Si fuera reducible no seria de grado minimo.

(¢7) | El conjunto {f € Fy[x] : f(a) = 0} es un ideal de F,[z], que es un dominio de ideales

principales; debe ser Irr(a;F,) un generador de tal ideal para no tener una contradiccion
con (7). Entonces

gla) =0=ge€ (Irr(e;F,)) = Irr(a;F,)|g.
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(¢4i) | Si hubiera otro h ménico y de grado minimo, se tendria que Irr(o; F,)—h, de menor

grado que Irr(a;F,), se anula en «, luego es divisible por Irr(a;F,) y, en consecuencia,
son iguales.

(iv)

n—1 n—1
Zaio/ =0=g(a) =0con g = Zaixi = Irr(a;F,)|g,
i=0 =0

n—1

luego g = 0 por ser deg(g) <ny 1,a,...,a" ! son linealmente independientes.

Sea ahora f € F,(a). Entonces existe h € F,[z] con h(a) = . Por el algoritmo d la
divisién existen q,r € F,[x] tales que h = fq+ r con deg(r) < n o r = 0. Entonces

B =h(a) = f(a)g(a) +r(a) =r(a) € <1,a, . ,04"71>,

luego {1,a,...,a" '} es un conjunto de generadores.

(v) | Es consecuencia de (iv). O

Si dado f € F,[z] irreducible y de grado m llamamos « a una raiz de f en una extensién
de F,, tenemos por la Proposicién 3.1.3 (iv) que

m—1
F,(a) = {Z a0 ag, ..., mq € Fq} = Fym,

1=0

lo cual nos permite representar a los elementos de Fyn de dos formas: bien como polinomios
en «, bien como potencias de una raiz primitiva 7. Con esta correspondencia:

= Sumar potencias de « es mas facil si los representamos como polinomios.
= Multiplicar polinomios es mas facil si los representamos como potencias de .

Ejemplo 3.1.4. El polinomio f = 1+ x + 2 € F5[z| es irreducible por no tener raices

en 5, luego Fo5 = ]Ff}g)c]. Sea o una raiz de f. Entonces 1 +a+a? =0y

o’ =4a+4 o’ = 4(4a +4) + 4a = 16a + 16 + 4o = 1.

Ninguna raiz de f es raiz primitiva de Fys.

. Por qué en Ejemplo 3.1.2 todas las raices eran raices primitivas y ahora no? En el Ejemplo
3.1.2 tenemos Fy () = Fg, luego las raices de f “estdn” en Fy. Como [F§ tiene 7 elementos,
todos éstos tienen orden 7, luego son raices primitivas de Fg. Sin embargo, en el ejemplo
anterior tenemos F5(a) = Fy5 v los elementos de Fi. no tienen por qué tener orden 24.
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3.2. Definiciones

Definicion 3.2.1. Diremos que un subconjunto S de Fy es ciclico si se da la siguiente
condicion:
((lo, Aty ..., p-2, an71> €S = (alnfla g, aq, - - - 7an72) (S

Diremos que un codigo lineal C' C Fy es ciclico si C' es ciclico somo subconjunto de Fy

Decimos que la palabra (u,_,,...,U,_1, %o, U1, - .., U,_r—1) Se obtiene de la palabra
(Uoy -y Up_1) € [y, desplazando ciclicamente 7 posiciones.

Proposicion 3.2.2. El codigo dual de un codigo ciclico también es ciclico.

Demostracion. Sea (v, ...,v,_1) € C*. Entonces (vo,...,v,_1)-¢c = 0 para todo ¢ € C.
Sea ¢ = (cg, ..., ¢,—1) una palabra arbitraria de C'. Tenemos

(Ut U0+ Vn2)(C0r -1 Cnr) = (U0 Ont) (€1 Cat ) = O
Asf que (vy_1,%0,...,0,_2) € CL. O

Ejemplos 3.2.3. Son cddigos ciclicos:
() {0}, {(A,...,A) s AeF,}, Fy.
(17) El [3,2, 2]-c6digo lineal {000, 110,101,011} sobre F.

Como hemos comentado, el representante canénico de un polinomio arbitrario f € F[z]
en el anillo cociente

n—1
F,|x ,
Fqﬁn[x]:(an—[_]l): { E aix’:ag,...,an_lqu}

i=0
es el resto de dividir f entre 2™ — 1 y las operaciones en este anillo son las usuales del
anillo cociente. Notese que en este anillo se tiene 2™ = 1 siguiendo la notacion de la seccion
anterior. De ahora en adelante y para cualquier polinomio g € F,[x], denotaremos por (g)
al ideal generado por g en [Fy[z] y por (g) al ideal generado por g en F,[x].

Sabemos que Fy y Fy ,[z] son F-espacios vectoriales isomorfos bajo la correspondencia
de bases

T IFZ —  Fy ]
(1,0,...,0) ~» 1
0,1,...,0) ~» =z

(0,0,...,1) ~» "L,

Asi, podemos identificar las palabras con los polinomios. Notese que, lo que en una pa-
labra es hacer un desplazamiento ciclico de una posicién (también llamado shift), en un
polinomio es “multiplicar por z”:

-1
N
! ! ~ (an—laGOa"'7an—2)

T T _
(ag, a1y ...,an_1) ~ aptarx+... 40, 12" ~ ap_1+aoxr+. . Fap_ox"
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-1 .
1 m Shlft m 1

n— n—
aptarz+. . +a, 12"~ (ag,ar, .., an-1) ~ (@po1,a0, -, Ap_2) VM Ap_1+aoTH+. . A0y 2T

Este hecho es clave en el teorema que veremos a continuacién.

3.3. Polinomios generadores

Teorema 3.3.1. Para cualquier subconjunto no vacio C C Fy se tiene que C' es un cddigo
ciclico si y sélo si m(C) es un ideal de F,,[z].

Demostracion. Sia=3""aza’, b= ""ba' €n(C), entonces a = (ag,...,a, 1)
b= (by,...,bp1) €C,luegpatbeCyatben(C).

Comentamos que “multiplicar por z” equivale a “hacer un shift”. Por tanto, dado a €

7(C) arbitrario tenemos que z'a € w(C) para cada i = 0,...,n — 1. Sea ahora r =
St € Fy,[2]. Entonces ra = S0~ riata. Como r; € Fy,z'a € n(C) y 7(C) es un
[F,-espacio vectorial, se tiene r;z'a € w(C) para cada i = 0,...,n — 1, luego ra € 7(C)).

Sean «,f € F, y a,b € C. Por hipétesis, ar(a) + fn(b) € 7(C). Ahora bien,
am(a) + pr(b) = m(aa+ Ob), luego aa+ b € C'y C es un cédigo lineal.

La propiedad de ser ciclico se obtiene del hecho de que “hacer un shift” equivale a “mul-
tiplicar por z”. O

Ejemplos 3.3.2.

(i) C' ={000,111,222} C FF3 es un c6digo ciclico, luego 7(C) = {0,1 + = + 22,2 + 2z + 22?}
es un ideal de Fj 3[x].

(ii) I ={0,14+ 2%,z +2*, 1+ x + 2? + 23} es un ideal de Fy 4[z], luego
7-1(I) = {0000, 1010,0101, 1111} C F?,

(#i) Los cédigos ciclicos {0} y F} se corresponden con los ideales {0} y F,,[z], respecti-
vamente.

Observacién 3.3.3. Que hayamos relacionado los c6digos ciclicos con los idales de F, ,,[z]
no quiere decir que un ideal arbitrario de F,,[z] esté asociado a un sélo cédigo. Concre-
tamente, cada ideal de F,[x] estd asociado a una familia de cédigos: el correspondiente
ciclico que enuncia el teorema anterior y todos sus cddigos equivalentes. Asi, si o es una
permutacién en las posiciones de un cédigo ciclico, la composicién moo~! asocia un coédigo
no necesariamente ciclico con un ideal de F, ,,[z]. Ejemplo de esto es la permutacién o = (1
4) y el cédigo C'" = {0,0011,1100,1111}. Se tiene C' = (C")? = {0,1010,0101, 1111} y el

ideal I de (i7) del ejemplo anterior.

Sea la sucesién exacta corta 0 — (2" — 1) — F[z] 5 Fy.[z] — 0y sea I un ideal no
nulo de F,,[z]. Por el teorema de la correspondencia, (1) es un ideal de F [z] que
contiene a (z™ — 1), y como F,[z] es un dominio euclideo con funcién euclidea el grado
deg, existird g € F [z] tal que (g) = n~'(I) y podemos suponerlo ménico de grado minimo.
Evidentemente g|z™ — 1 y ademds g es tnico, pues ¢’ también ménico de grado minimo
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implica que g — ¢’ por un escalar adecuado es un polinomio moénico de menor grado que
g en (g), lo cual es imposible. Como deg(g) < n, el resto de dividir g entre z — 1 es
el propio g, asi que identificamos 7(g) = g + (2" — 1) = g siguiendo nuestra notacién y
tenemos (g) = I. Lo reenunciamos como un corolario.

Corolario 3.3.4. Para cada ideal no nulo I de F,,[z] existe un dnico polinomio g € I
mdnico, de grado minimo y cumpliendo (g) = I y g|z"™ — 1.

Al polinomio g del corolario anterior se le llama el polinomio generador de I.

Dado un c6digo ciclico C, al polinomio generador de 7(C') se le llama también el polinomio
generador de C'.

Ejemplos 3.3.5. En los Ejemplos 3.3.2 tenemos que
(i) 1+ x + 22 es el polinomio generador de C'y ademas 2% — 1 = (22 +z + 1)(z — 1).
(i1) 1+ 22 es el polinomio generador de I y ademés x* — 1 = (22 4+ 1)(z* — 1).

(4ii) 1 es el polinomio generador de Fy.
Se sigue asi que hay una correspondencia biyectiva

{codigos ciclicos en F} <5 {divisores ménicos de ™ — 1 € Fy[z]}
C ~~ el polinomio generador g de C'
o

T ((9)

~—

<

en la que se tiene
F e~ 1

{Oq} s 2" —1 (=0 (méd 2™ — 1))

Ejemplo 3.3.6. Encontrar todos los cédigos ciclicos en FS.
Factorizamos 2% — 1 € Fy[z]:
1= -1+ 1) =P +1) =+ 1)*2* + 2+ 1)

De la biyeccién anterior observamos que los c6digos ciclicos en F§ son los generados por los
divisores ménicos de x® — 1, que son a su vez los divisores ménicos de (1+z)*(1+x + 2?)%:

1 (1+z + 2?) (1+ 24 2%)?
1+ (1+2z)(1+x+ 2% (1+2z)(1+x+2%)?
(1+2)? (1+2)*(1 4z + 22) (1+2)*(1 4+ 2 4 22)?

Veamos algunos de los codigos asociados a los anteriores polinomios:

Si tomamos la palabra 101010 (equivalentemente, el polinomio (1+x +x2)? = 1+ 2% +2%)
y desplazamos ciclicamente una posicién (equivalentemente, hacemos el producto
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z(1+ 22+ 2)), obtenemos 010101 (z + 2 +2°). Para que el cédigo sea lineal, deben estar
0 y todas las sumas realizadas con las palabras

0, 101010 y 010101,

esto es, la palabra 111111 (1 +x + 22 + 23 + 2% + 25). Tenemos por tanto uno de los nueve
c6digos ciclicos de FS: {0,101010,010101, 111111}

Como comentamos en la anterior biyeccion, otros dos cédigos ciclicos son FS (generado
por 1) y {0} (generado por (1 + x)*(1 +z +2?)* =% —1).

Otro cédigo ciclico sencillo es {0,111111}. Sabiendo que 1+ z + 2% + 2% + x* + 2° debe
ser divisible por x + 1, obtenemos de las igualdades

I+r+22+2° +2' +2°)(1+2)=2° - 1= (1 +2)*)(1 + 2+ 2°)°
que es el cédigo generado por (1+ z)(1 + z + x2)2.
Observacién 3.3.7. Si

" —1= ﬁpfz
i=1

es la factorizacién de 2™ — 1 € F [z] en polinomios py, ..., p, € F [z] distintos, ménicos e
irreducibles con ey, ..., e, € Z*, entonces hay [];_, (e; + 1) codigos ciclicos en Fy.

Podemos dar mas informacion de C' a partir de su polinomio generador.

Teorema 3.3.8. Sea C' un cddigo ciclico en Fy y g su polinomio generador. Si deg(g) =
n —k, entonces dim(C) = k.

Demostracion. Sea A = {gc: ¢ € F,,[z],deg(c) < k —1}. De la definicién se tiene A C
(g). Para ver la inclusién contraria, sea ga con a € F,,[z] un elemento arbitrario de (g).
Por el algoritmo de la divisién,

ga=u(z"—1)+v
para ciertos u,v € F,[z] con deg(v) < n, luego
ga —u(z" —1)=wv

y g|v. Escribiendo v = ¢gb con b € F[z], resulta que deg(b) < k, luego b € F, ,,[z] y v € A.
Asi que A D (g) y acabamos de probar que A = (g). Veamos que {g,:cg, o ,:L’k_lg} es
una base:

-Linealmente independientes: Inmediato del hecho de que deg(g) = n — k.

-Conjunto generador: Sea a € (g) = A. Existe ¢ = Zf:_ol c;x’ tal que

k—1

a=gc= ca'ge(gxg,...,a5"g)
=0
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El anterior teorema nos da una condicion necesaria y suficiente para hallar codigos ciclicos
en ) de una determinada dimension.

Ejemplos 3.3.9.
(i) Hallar los [7, 3]-c6digos ciclicos sobre Fy.

Sabemos que los divisores ménicos de 27 — 1 (considerado como elemento de Fy[z]) son
polinomios generadores de cédigos ciclicos en F5. Factorizamos z” — 1:

T —1l=(1+2)Q4+r+22+23 +2t + 25 +2%) = (1 +2)1+ 2+ 231+ 22 +2°)

Hay entonces dos divisores moénicos de grado 7 — 3 = 4:

g=0+z)(l+z+2")=1+2>+2°+2*
gp=>0+2)1+z+2")=1+z+2"+2"
Cada polinomio generard un [7, 3]-cédigo ciclico sobre Fy y no habra més cédigos de estas

caracteristicas, puesto que el resto de divisores moénicos de 7 — 1 tienen otros grados
distintos de 4 y, en consecuencia, generaran cédigos ciclicos en F5 de otras dimensiones.

(77) Hallar los [7,2]-c6digos ciclicos sobre Fs.

Sabemos que los divisores ménicos de 27 — 1 (considerado como elemento de F3[z]) son
polinomios generadores de c6digos ciclicos en F%. Factorizamos z” — 1:

e —1=02+2)1+z+2*+2° + 2" +2° + 2%

Como no hay ningtin divisor ménico de 27 — 1 de grado 7 — 2 = 5, afirmamos que no
existen [7,2]-cédigos ciclicos sobre F.

3.4. Matrices generadoras y matrices de control de
paridad

A partir del polinomio generador de un cédigo ciclico se puede construir una matriz
generadora de dicho codigo.

Teorema 3.4.1. Sea g € F,,[z] de grado n — k y con coeficientes go, g1, .- ., gn—r €l
polinomio generador de un cédigo ciclico en ¥} . Entonces

— 2% — go --v oo Gnx O ... 0

G — _ |0
: : . . 0
— b g — 0 ... 0 go ..o -ov Gnok

kxn
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es una matriz generadora de dicho codigo.
Demostracion. Es consecuencia del Teorema 3.3.8. O

Ejemplo 3.4.2. Consideremos el [7, 4]-cdigo ciclico C' sobre Fy con polinomio generador
g =1+ 2%+ 3. Por el teorema anterior, una matriz generadora de C' es

0,

z°9 1011000
oo : (o101 100

; 0010110

g 0001011

Sustituyendo la segunda fila por la suma de ésta con la cuarta y sustituyendo la primera
fila por la fila de ésta con la tercera y la cuarta, conseguimos una matriz generadora en
forma estandar:

G =

o O O
o O = O
o= O O
_ o O O
O = ==
—_ == O
_ O = =

Observacion 3.4.3. El que hayamos obtenido una matriz generadora en forma estandar
en el anterior ejemplo no ha sido suerte: como gg # 0 por dividir g a ™ —1, podemos tomar
los gg del Teorema 3.4.1 como pivotes y operar hasta conseguir una matriz generadora en
forma estandar.

Dado el polinomio generador g de un cédigo ciclico C, si quisiéramos calcular una matriz
de control de paridad de C' tendriamos que:

= 0 bien calcular una matriz generadora y, a partir de ésta, una matriz de control de
paridad;

= 0 bien calcular el cédigo dual C* y, a partir de éste o de su polinomio generador,
calcular una matriz generadora (la cual serfa, por definicién, una matriz de control

de paridad de C).

Vista la simplicidad que nos proporcionan los polinomios generadores, nos preguntamos
si, a partir de g, podemos hallar el polinomio generador del cédigo dual C+.

Definicién 3.4.4. Sea h = ap+ayz+. . .+ara® € F,[z] de grado k. Definimos el polinomio
reciproco de h como

1
hr = 2*h (E) =y + 1T+ ...+ agx” € F,[z]

Observacién 3.4.5. Si h € F [z] es divisor de 2" — 1 € [ [z], entonces también lo es hp.
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Ejemplo 3.4.6. El polinomio reciproco de h = 1 + 2z + 3z° + 27 € Fs[z| es hg =
1+ 32?4 22°% + 27

Teorema 3.4.7. Sea g € F,,,[z] el polinomio generador de un [n, k]-cédigo ciclico C' sobre
F, y sea

"—1
h:xg :h0+h1$++hk$k€Fq[l‘]

Entonces hyg # 0 y hy *hg es el polinomio generador de C*.

Demostracion. Denotando g = Z?gol giz' con deg(g) < n—1y h = Z?;Ol h;z* con
deg(h) =k <n —1, tenemos gh = 2" — 1 (asi que goho = —1y hg #0) y

gh = (goho + gihn-1+ ...+ gn_1h1)
+ (g9oh1 + g1ho + ... + gn_1ho)x

(gohn-1+ gihpn_o+ ...+ gn1hg)z" 1 =0 (mdd 2™ — 1),

_l_

luego
(90791; ... 7gn71>(hn717 o 7h0) = 0
(g'ﬂ—h go, - - - ;gn—2)<hn—1, ey hO) =0

(3.1)

<917927 s agn—lag())(hn—h e '7h0) =0

Como las palabras que estdan en (3.1) multiplicando por la izquierda forman una base
de C por el Teorema 3.4.1, (h,_1,...,hg) € CL. Y como C* es ciclico, entonces también
(hky - hos b1, - .., hgy1) € CF, es decir, hg € C*. Como dim(C+) = n—ky deg(hg) =
deg(h) = k, tenemos que {hR,th, e ,x”’k’lhR} es una base de C* vy, por tanto, que
hy'hg es el polinomio generador de C*. ]

Definicién 3.4.8. Al polinomio hglhR del anterior teorema lo llamaremos el polinomio
de control de paridad de C.

Corolario 3.4.9. Sea g € F,,[z] el polinomio generador de un [n,k]-cddigo ciclico C

sobre F, y sea

nq
h="1 p = ho+hx+ ...+ ha €F,[z].

Entonces
H p— p— 9
: : LT 0
— "k — 0 ... 0 hy ... ... hg

es una matriz de control de paridad de C.
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Como dim(C') = k, entonces deg(g) =n —k y deg(h) = k, por lo que hy, # 0y, pivotando
en esos coeficientes hy, deducimos que todo cédigo ciclico posee una matriz de control en
la forma (I,,_x|A).

Ejemplo 3.4.10. Consideremos de nuevo el |7, 4]-cédigo ciclico C sobre Fy con polinomio
generador g = 1 + 2% + 3.

x’ 0 0 0 0 00 —1 2?41

0 +af 0 +z* -1 4?41
0 +2° +2t +a3 -1
0 0 +a23 422 -1
0
=1

Sea h = =1+ 2%+ 23 + 2*. Entonces hg = 1+ x + 22 + 2 es el polinomio de

g
control de paridad de C'y

1110100
0111010
0011101

es una matriz de control de paridad de C.

3.5. Decodificaciéon de cédigos ciclicos

Todos los sindromes que calculemos en esta seccién seran respecto de una matriz de control
de paridad en la forma H = (I,_;|A). Denotaremos por (w(méd g)) o por w al resto de
dividir w por un polinomio generador dado g.

Teorema 3.5.1. Sea H = (I,,_x|A) una matriz de control de paridad de un cédigo ciclico
C sobre I, con polinomio generador g. Entonces

vweFr, (S(w)=) wH" = (w(mdd g)),

(>

donde con el signo ‘=" estamos connotando también la identificacion “palabra — polino-

»

mio .

Demostracidn. Sabemos por hipétesis que H es matriz de control, luego G = (—A”|I})
es matriz generadora. Identificando G' con la matriz

(ai € Fq[x]),
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n—k+i

tenemos que x —a; € Cparacadai =0,...,k — 1y asi, a; = 2" ¥ — ;¢ para
n—1

cierto ¢; € F,[z]. Sea w = >""" ) w;a’. Identificando H con

n—k—1 k—

1
_ T _ i
S(w) = wH' = E W;x "‘E Wh— k4§ G
=0 =0
n—k—1 k—1
—

1

tenemos

% 7=0

k-1
= w-— <Z wn—k+j<]j) g =w (méd g)
§=0

Como S(w) tiene grado menor que deg(g) = n—k'y g|S(w)—w, se tiene que S(w)—w =0
y que S(w) = . O]

Ejemplo 3.5.2. Consideremos de nuevo el 7, 4]-cédigo ciclico C' sobre Fy con polinomio
generador g = 1 4+ 2% + 2® y matriz de control de paridad

OO =

11
11
01

—_ = O

1
0
1

S = O
_ o O

Sustituyendo la primera fila por la suma de ésta con la segunda y la segunda fila por la
suma de ésta con la tercera, obtenemos

e}
—_
—_

1
H= (A =10
0

S = O
)
)
—
O = =
— = O

Sea w = 0110110. Por un lado,

S(w) :=wH" = (0110110) =010 = x

O =R == OO
_ = =0 O = O
— O, =R~ OO

Por otro,
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25 2t 0 22 2 0 P+t +1
0O 00 0z 0 22 ’
luego (w(méd g)) =z = 010 y, tal y como afirma el teorema, coinciden. Aprovechamos

para calcular d(C): las columnas 2, 4 y 5 de H suman 07, luego son linealmente depen-
dientes. Nos preguntamos si todo par de columnas de H es linealmente independiente.
Como el cuerpo sobre el que estd C' es Fo, esto es equivalente a preguntarse si la suma
de cualesquiera dos columnas de H es distinta de 07, es decir, si no hay dos columnas
iguales. La respuesta es afirmativa, luego d(C') = 3.

Del anterior teorema se deduce que el resto s = (w(mdd g)) y w tienen el mismo sindrome,
luego estan en la misma clase lateral y, en consecuencia, w — s es una palabra del codigo.
Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.5.3. Sean g el polinomio generador de un cddigo ciclico C', w € Fy una

palabra recibida y s = (w(mdd g)). Si wt(s) < {—d(%)_l

(la palabra lider) de w + C, por lo que decodificamos w por w — s siguiendo la regla de
decodificacion por el vecino mdas cercano.

J, entonces s es el patron de error

Ejemplo 3.5.4. En el anterior ejemplo tenfamos el polinomio generador g = 1+ 22 4 23,
recibimos w = 0110110 y calculamos el resto s = (w(mdd g)) = z. Como

3—1
wt(s) =1< {—J =1,
2
decodificamos por w — s = 0010110.

Si recibimos ahora w; = 1011100, tenemos

2 +r+1

wy =2 22 22 0 1
2 421 2z

s1;=0 0 =z

Como wt(s;) = 3%1, no podemos afirmar que s; es el patrén de error (la palabra lider) de

w + C', por lo que habria que buscar dicha palabra lider u; y decodificar w; por w; —uj.

Por suerte y como cabia esperar, hay un algoritmo de decodificiacién para codigos ciclicos
y éste se basa en el siguiente Lema.

Lema 3.5.5. Sea C' un [n, k|-cddigo ciclico sobre F, con polinomio generador g y sea
S=80+ 81T+ ...+ Sy_p_qa" "t

el sindrome S(w) de una palabra recibida w. Entonces el sindrome de w desplazada
ciclicamente una posicion es

S(zw) = x5 — Sp—p-19 = S (W) — Sp_k-19
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Demostracion. Tenemos w = qg + s para cierto g € Fy,[z] y que
zw=1xqg+ x5 = (xq+ Sp_k_1)g + TS — Sp_k_19

Como deg(xs — s,,_x_19) < n —k = deg(g) al ser g ménico, se tiene que s — s, 19 =
(zw(méd g)) = S(zw). O
Ejemplo 3.5.6. En el ejemplo 3.5.2 vimos que el sindrome de w = x + 2% 4+ 2* + 2% es

z(= 0+ z + 0x?). Por el anterior lema:
S(zw) = xS(w) — 0g = z-x = 2*

S(z*w) = 2S(zw) — 1g = v-2* — (1 + 2° + %) = 1 + 2

Del anterior lema se sigue que

S(zw) = S(zw) = zS(w) — s$p_p-19 = 2S(w) — 5, 519 = S(w)
S(z*w) = xS(zw) =T vS(w) = 225 (w)

S(z'w) = 2¢S(w) para todoi =0,...,n — 1,

por lo que, por ejemplo, para saber el sindrome de cualquier palabra de peso uno, basta
con saber S(1) y operar. Esto se traduce en que la tabla de sindromes queda reducida a
una n-ésima parte.

Palabra lider u

1000...000

0100...000

0000...001 /

1100...000 Palabra lider u

0110...000 [;=1000. ..000

— [,=1100...000

: 1,=1010...000

0000...011 .

1010...000

0101...000

0000...101

Sea ahora w una palabra recibida y supongamos que ocurren L%J errores o menos. Por

lo que acabamos de ver, existen i € {0,...,n—1} y k € {1,...,r} tales que S(w) =
"5 (l)). Entonces
S(z'w) = 2iS(w) = 2t 2m~S(l,) = S(lx) = S(Ik)

7

y corregiriamos z'w por x'w — [. Multiplicando por 2"~*, corregimos w por w — z""l}.

Veamos el algoritmo.
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Algoritmo de decodificacién para cdédigos ciclicos

Sea C' un [n, k, d]-cdédigo ciclico sobre F, con polinomio generador ¢ y sea w una palabra
recibida con patrén de error e tal que wt(e) < |52 ].

Paso 1: Para cada i =0,1,...,n — 1, calcular S(z'w) = x'w.

Paso 2: Encontrar iy € {0,...,n — 1} tal que S(z"w) = S(I},) para cierta palabra lider
[, de la nueva tabla de decodificacion por sindrome.

Paso 3: Llamar e = 2"~ %[, y decodificar w por w — e.

Ejemplo 3.5.7. Seguimos en el polinomio generador ¢ = 1 4+ 22 4+ 23 y la palabra w;, =
1+ 22 + 23 4+ 2* del Ejemplo 3.5.4. Hemos visto que el cédigo es 1-corrector, luego,
aplicando el algoritmo, tenemos que ir calculando S(z‘w;) hasta que alguno coincida con
S(ly) = S(1) = 1. Vimos que S(z°w;) = 1+ z + 2. Tenemos:

S(zw) = 2S8(z°wy) —lg=2(1+x+2%) —(1+2>+ 23 =1+2#1=5()

S(z?wy) = 2S(zw,) —0g = x(1+ ) =z +2° # 1= 5(I)
S(zPw,) = 2S(2*wy) —lg=a(x +2°) — (1 +2° +2%) =1 = S(I))

Llamamos e = 2" 3], = z*l; = 0000100 y decodificamos w; por

w; —e = 1011100 — 0000100 = 1011000
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Capitulo 4

Cdédigos BCH

4.1. Preliminares: clases ciclotomicas

Dada una extension F, de F, y o € Fye, de (ii) de la Proposicién 3.1.3 deducimos que
1 rr(a;Fq)|xqt — x, y como las raices de 27 — z son distintas por ser su derivada —1,
entonces también las raices de Irr(a;F,) son distintas. Si o € Gal(F.|F,), sabemos que
0=o(lrr(a;F,) () = ]Tr((l)z;]Fq)(a(a)), por lo que los conjugados de « son los o(a), es

decir, los a,a?,09,...,09  con r satisfaciendo a? = «. Fijamos 7 una raiz primitiva
de F,c. Entonces @ = v° para algtn s y v*¢ = 4*, luego v°7 ~* =1y (¢' — 1)|sq" — s. Asi
que sq" = s (méd ¢ — 1) y esta repeticién médulo ¢* — 1 nos lleva a la definicién de clase
g-ciclotomica de s mddulo ¢* — 1

Cy={s,s¢,...,5¢" "} (méd ¢' — 1),

donde 7 es el entero positivo méds pequenio tal que s¢" = s (mdéd ¢' — 1). Méas adelante
extenderemos esta definicién para los divisores de ¢* — 1.

Observaciones 4.1.1.

(1) Dos clases g-ciclotémicas son iguales o disjuntas, por lo que las clases g-ciclotémicas
forman una particiéon de {0,1,2,...,¢" — 2}.

(17) |Cs| <t para cada s.
(i7) Si s es coprimo con ¢' — 1, entonces |Cs| = t.

(iv) Si ¢* — 1 es primo, entonces |C| = ¢ para cada s.

Veamos un par de ejemplos.

Ejemplos 4.1.2.

(i) Clases 2-ciclotémicas moédulo 15:

Co = {0} Cy = {1,2,4,8} Cs = {3,6,12,9}

43
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Cs = {5,10} Cy ={7,14,13,11}

El conjunto {0,1,3,5,7} es un conjunto completo de representantes de las clases 2-
ciclotémicas modulo 15.

(1) Clases 3-ciclotémicas médulo 26:

CO - {0} Cl - {1, 3, 9} OQ == {2, 6, 18} C4 - {4, 12, 10}
05 - {5, 15, 19} 07 - {7, 21, 11} Cg - {8, 24, 20} 013 = {13}
Cuy = {14,16,22} Cy7 = {17,23,25}

El conjunto {0,1,2,4,5,7,8,13,14,17} es un conjunto completo de representantes de las
clases 3-ciclotémicas modulo 26.

Tenemos asi que los conjugados de Irr(y%;F,) son las potencias 7* con i € Cy. Lo enun-
clamos como un teorema.

Teorema 4.1.3. Si v es una raiz primitiva de Fg:, entonces

Irr(v*Fy) = [ [ (@ =),

i€Cs
donde C, es la unica clase q-ciclotémica de s mddulo q* — 1

Demostracion. Puede encontrarse en [2]. O

Tenemos asi la descomposicién del irreducible de cualquier o € Fy: sobre IF,.

Ejemplo 4.1.4. En el Ejemplo 3.1.2 vimos la correspondencia “polinomio—potencia de
«” que hay en Fg:

0 =20 l4+4a = o
1 = o a+a? = ot
a = « l+a+a? = o
02 = o2 14102 = of

Hallamos las clases 2-ciclotémicas mddulo 7:

Co = {0} Cy ={1,2,4} C3 ={3,5,6}

Ya podemos hallar los polinomios irreducibles de las potencias de a:
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Irr(0;F) = z—-0=x
Irr(a%Fy) = z2—a=x2+1
Irr(o;Fy) = (x—a)(x—a?)(x—a?)

(—at—a?—a)+z(a®+a®+a®)—a’
= B+ (a+tl+ai+a)+z(l++1+a+a’+1+a)+1l=a>+z+1
Irr(a®;Fy) = (z—a3)(x —a®)(z— ab)
(
(

= P4+t +r(a+P+a?+a)+1=a3+22+1

Ahora queremos encontrar la factorizacién de z™ — 1 sobre F, en factores irreducibles
distintos (debemos suponer, pues, que ¢ y n son coprimos) y para ello necesitamos saber
qué extension de [F, contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Definicién 4.1.5. Definimos el orden de g mdédulo n como el menor a € Z* tal que
q* =1 (mddn). Lo denotaremos como ord,(q).

Asi, si t = ord,(q), tenemos por definicién que ¢ es el menor entero positivo tal que
n|(¢" — 1), luego, en vista al comentario que hicimos tras la definicién de rafz n-ésima
primitiva de la unidad (pagina 27), F, es la extensién més pequena de [F, que contiene
una raiz n-ésima primitiva de la unidad o = v¢ con d = (¢* — 1)/n y ~ una raiz primitiva
de Fy. Y como (a')" = (@) =1 (i = 0,...,n — 1), resulta que F, es el cuerpo de
descomposicién de 2™ — 1 sobre . Por el Teorema 4.1.3, las raices de Irr(a’;F,) son

s sq st ds _ dsq dsq" 1
{Oé,Oé g, O }_{7 AR )

donde, de nuevo, r es el menor entero positivo tal que dsq” = ds (méd ¢' — 1). Dividiendo
por d, la anterior congruencia es equivalente a s¢” = s (mdd n), pudiendo redifinir entonces
la clase q-ciclotomica de s modulo n como el conjunto

Cs = {s, 5q, . .. ,sqr_l} (méd n),

donde 7 es el entero positivo méas pequeno tal que s¢” = s (mdd n). Estas clases ciclotémi-
cas forman una particién de {0, 1,2,...,n — 1} y, consecuencia de la definicién, ord,(q) es
el cardinal de C;. Como son disjuntas, tenemos la factorizacién de ™ — 1 como producto
de polinomios irreducibles sobre [F;. Enunciamos todo esto en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. Sea n € Z* coprimo con q, sea t = ord,(q) y sea o € Fye una raiz
n-ésima primitiva de la unidad:

(i) Para cada s =0,...,n — 1, el polinomio irreducible de o® sobre IF, es

Irr(a®;F,) = H (x —a'),

1€Cs
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done Cy es la clase g-ciclotomica de s modulo n.

(ii) La factorizacion de x™ — 1 en factores irreducibles sobre IF, es

" —1= ler(as;Fq),

donde s recorre un conjunto completo de representantes de las clases q-ciclotomicas modu-
lon.

La factorizacién del anterior teorema es unica por ser [F,[z] un dominio de factorizacién
Unica.

Vimos en los codigos ciclicos que un polinomio generador g de un codigo ciclico C' en Fy
es moénico y divide a 2" — 1. Supongamos que n y ¢ son coprimos. Dado que en el Teorema

4.1.6 tenemos, fijada una raiz n-ésima primitiva de la unidad a € F, la descomposicién
de 2™ — 1 en factores irreducibles sobre F,, deducimos que

g=]1rr("Fy),

donde s recorre un subconjunto del conjunto completo de representantes de las clases
g-ciclotémicas modulo n. Definimos el conjunto de los ceros de g como

Z(g) ={f €Fy : g(f) =0y [ es una raiz n-ésima de la unidad} .
Asi, fijada una rafz n-ésima primitiva de la unidad o € Fye, es Z(g) = {a' : g(a*) = 0}

Llamaremos conjunto de definicion de C a T,(g) = {i € Z, : o' € Z(g)} y también lo
denotaremos como 7, (C'). Més adelante veremos que, como sugiere la notacion, el conjunto
de definicién depende de la raiz n-ésima primitiva de la unidad « escogida. Diremos que un
conjunto de definiciéon 7' contiene s elementos consecutivos médulo n si hay un conjunto
{b,b+1,...,b+s—1} con s <n tal que

{bb+1,....,b4+s—1} (médn) CT

Ejemplo 4.1.7. Las clases 2-ciclotomicas médulo 7 son

Co = {0} Cy ={1,2,4} C5 =1{3,5,6}

Si consideramos un cddigo ciclico de longitud 7 sobre Fy con conjunto de definicién T' =
Cp U (5, resulta que T' contiene un conjunto de tres elementos consecutivos médulo 7

{5,6,0}.

Proposicion 4.1.8. Sea o una raiz n-ésima primitiva de la unidad en una extension
de F, y sea C'" un codigo ciclico de longitud n sobre I, con conjunto de definicion T y
polinomio generador g. Entonces todo ¢ € F,,[z| satisface la siguiente condicion:

ceEC&cla)=0VieT
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Demostracion.
c(a’) =0 (x —al)|c Irr(a’;F,)le B i
VieT © vieT ©  Vier @g—HIW(OgﬁMC@CE(g)@cEC

T

]

4.2. Cédigos BCH

El siguiente resultado es conocido y omitimos su demostracion.

Lema 4.2.1. El determinante de la matriz de Vandermonde

1 e 1
v | @ m
(@)™ ... (am)™
es det(V) = [L1<icjem(a; — ai), luego es no singular si los ay, . .., ay, son distintos.

Teorema 4.2.2 (Cota BCH). Sea C' un cddigo ciclico de longitud n sobre F, con conjunto
de definicion T, (C) y con distancia minima d, donde o € F e es una raiz n-ésima primitiva
de la unidad fijada. Si T,(C') contiene 6 — 1 elementos consecutivos para algin entero §,
entonces d > 0.

Demostracion. Sea ¢ = Z;.”:l cijwiﬂ' una palabra de C' de peso w > 0 y supongamos w < 9.

Por la Proposicién 4.1.8 es ¢(a’) =0 Vi € {b,...,b+ § — 2}, luego

(ab)i1 . (ozb)iw
. . C:
(abJrl)zl o (a/bJrl)zw (51
McT = , _ , =0
( Oéb+z;)+1)i1 . ( Oéb—i-u.)—l-l)iw Ciw

y det(M) = 0 por ser ¢ # 0. Ahora bien,

1 - 1
i1 T
det(M) = oliit-+iw)b “ o “
(ail)w—l o (aiw)w—l

con esta tiltima matriz una matriz de Valdermonde y los % distintos. Por el Lema anterior
se tiene det(M) # 0. Contradiccidn. O

Ejemplo 4.2.3. En el Ejemplo 4.1.7, el conjunto de definicién 7" contenia tres elementos
consecutivos. Por tanto, el correspondiente cédigo ciclico tendra distancia minima d > 4.
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Fijada una raiz n-ésima primitiva de la unidad «, de la igualdad

g= H Irr(a®;F,)

y de la definicién de T, (g) tenemos que deg(g) = |To(g)|. Asi, tal y como comentamos en
los cddigos ciclicos (Teorema 3.3.8), dim(C) =n — [T, (g)|.

Definicién 4.2.4. Sea § un entero con 2 < 6 < n. Un cédigo BCH' en FZ con distancia
diseniada 6 es un cddigo ciclico C' con conjunto de definicion

T: CbUC[H_lU...UC[H_(S_Q,

donde cada C; es la clase q-ciclotomica de 1 modulo n.
Si1b=1, se dice que c es un cédigo BCH restringido.
Sin=q'—1, se dice que C es un cédigo BCH primitivo.

De la definicion se sigue que todo cédigo BCH tiene el conjunto de elementos consecutivos
{bb+1,...,b4+0—2} (méd n).

Ahora bien, si C' es un cédigo ciclico, a es una raiz n-ésima primitiva de la unidad
ybbob+1,....b+0—2 € T,(C"), tenemos que T,(C) C T,(C"), luego dim(C) >
dim(C") y acabamos de probar asi una propiedad de los cédigos BCH: tienen la méxi-
ma dimensién posible de forma que contengan el conjunto de elementos consecutivos

{b,b+1,...,b4+0 — 2} (méd n).

También se sigue de la definicién y del Teorema 4.2.2 que todo cédigo BCH de distancia
disenada ¢ tiene cota BCH 4.

Ejemplos 4.2.5.

(¢) Tomando b = 1 y § = 2 obtenemos que todo cédigo BCH restringido sobre F, con
distancia disenada 2 es un cédigo ciclico con conjunto de definicion la clase g-ciclotémica

Ch.

(1) Busquemos un cédigo BCH de longitud 7 sobre Fy con distancia disenada 4. Las clases
2-ciclotémicas médulo 7 son:

CO = {0}7 Cl = {17274}7 C’3 - {3767 5}

Tomamos b = 0, luego conjunto de definiciéon T'= Cy U C; U Cy = {0, 1,2,4}. Por la cota
BCH, este cédigo tendra distancia minima d > 4. Necesitamos una raiz 7-ésima de la
unidad. Como 2* =1 (méd 7), es ord;(2) = 3 y Fys = Fg tiene una raiz 7-ésima primitiva
de la unidad. La factorizacién de 27 — 1 en irreducibles es

T 1=+ 22+ D@+ + D+ 1)

'Las iniciales de esta clase de cédigos vienen de los mateméticos que la descubrieron de forma inde-
pendiente: Raj Bose en 1960, Dijen K. Ray-Chaudhuri también en 1960 y Alexis Hocquenghem en 1959.
(https://en.wikipedia.org/wiki/BCH_code)
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Como el orden de cualquier raiz distinta de 1 es 7, entonces cualquier raiz distinta de 1 es
una raiz primitiva de Fg, luego una raiz 7-ésima primitiva de la unidad. Asi, si llamamos
a a una raiz de 2% + x + 1, entonces

g=(@+r+)(z+1)=1+2"+2°+2*

es el polinomio generador de un cédigo BCH y ¢ tiene peso wt(g) = 4, pero como d > 4,
en este caso la cota BCH coincide con la distancia minima del cédigo. Es pues un [7, 3, 4]-
cédigo ciclico sobre Fy. Anteriormente comentamos que cambiar la raiz implica cambiar
el polinomio generador y éste es un ejemplo, ya que si cambiamos « por una raiz § de
2% + 2% 4 1, obtenemos el polinomio generador

g=@+22+ )z +1)=1+2+2>+2"
Tenemos asi otro cédigo BCH con distancia también 4 por las mismas razones.

(731) Busquemos un cédigo BCH de longitud 13 sobre F3 con distancia disefiada 2. Las
clases 3-ciclotomicas moédulo 3 son:

Co={0}, C1={1,3,9}, Cy={2,6,5}, Cy=1{4,12,10}, C7;={7,8,11}

Tomamos b = 1, luego conjunto de definicién T' = ;. Necesitamos una raiz 13-ésima de la
unidad. Tenemos 3* = 1 (mdd 13) y ord;3(3) = 3, luego F3s = Fy; tiene una raiz 13-ésima
primitiva de la unidad. La factorizacién de z'* — 1 como producto de irreducibles es

2B — 1= (2 +2)(2* + 22+ 2) (2 + 2* + 2)(2® + 2* + 2+ 2)(2° + 22° + 2z + 1).
Como z? + 2z + 1 es irreducible en F3[z], tenemos

Fs[x] )
F T B ort1) : ) ) S F
T (w342 + 1) {ao + a1y + " a0, 01,05 € Fs}

con v cumpliendo v3 + 2y + 1 = 0. De suerte que v es una raiz primitiva de Fy7, por
lo que v = vB3*~D/13 — ~2 g una rafz 13-ésima primitiva de la unidad en Fs7. Tenemos
Irr(a;Fs) = [[;cc, (x — @) por el Teorema 4.1.6. Calculémoslo:

Irr(a;F3) = (v —a)(z — o) (z —a”) = —a®® + z(a* + '+ a'?) + 2% (—a — o® — ) + 2°
Calculando todas esas potencias de « llegamos a que
—al? =2, At +a+a?=1 y —a-o*-a’=1

Asf que g = Irr(a;F3) = 2+ 2 + 2% + 23 es el polinomio generador de un cédigo BCH
y este cddigo tiene distancia minima > 2 por la cota BCH, pero < 4 por ser éste el
peso de g. Tomemos ahora S = «?. Haciendo operaciones analogas obtenemos que g =
Irr(B;Fs) = 2% + 2* + 2 es el polinomio generador de otro cédigo BCH. En este caso la
distancia minima es > 2 por la cota BCH y < 3 por ser el peso de g. De nuevo vemos
como, cambiando la raiz, cambiamos también el polinomio generador, pero aqui ademas
podemos mejorar la cota BCH, ya que Irr(B;F3) = Irr(a?;F3) v Taz(g) = {2,6,5}, es
decir, que “viéndolo como " tenemos 1 elementos consecutivos (luego cota BCH 2) y
“viéndolo como o?” tenemos 2 elementos consecutivos (luego cota BCH 3). Asi que el
c6digo BCH con polinomio generador 23 + 22 + 2 tiene distancia minima 3.
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El siguiente teorema lo enunciamos por ser interesante, pero no lo demostraremos dado
que no lo usaremos en ningin momento. Su demostracién puede verse en [2].

Teorema 4.2.6. Sea C un [n, k|-cédigo BCH sobre F con distancia diseriada §. Entonces:
(1) k>n—ord,(q)(6d — 1)

(1) Si g = 2 y el codigo es restringido, podemos suponer § = 2m + 1 impar; ademds,
k>n—ord,(q)m.

4.3. Decodificacion de cédigos BCH. Algoritmo de
Sugiyama

Sea C' un codigo BCH sobre F, de longitud n y con distancia disefiada §. Como d(C) > 6,
entonces C' es, como minimo, ¢t = L‘S%lj-corrector y con este algoritmo podremos corregir
hasta t errores. Supondremos para simplificar que el cédigo BCH es restringido, por lo
que serda T'={1,...,0 — 1}. Sea m = ord,(q), o una raiz n-ésima primitiva de la unidad
en Fym, e y € F,,[z] una palabra recibida de la que suponemos que difiere en ¢ o menos
posiciones con alguna palabra ¢ de C. Sean ky,...,k, tales posiciones con v < t. Es
entonces y = ¢ + e con

e=epx 4. Fep

y se trata de determinar las posiciones ky,...,k, y los valores e, ,..., e, € F,. Por la
Proposicién 4.1.8 A
ceCecla)=0 VieT, (4.1)
asi que ' ' ' '
y(a') =c(a') +e(a’) =e(a') Vie{l,..., 2t}, (4.2)

o—1
yva que 2t < § — 1 por ser el codigo t = {TJ -corrector. Definiendo

1 « a? a1

1 Oé2 Oé2 2 062 n—1
o . ( .) ( ) |

1 O/S‘—l (aé—l)z (aé—i)n—l

por (4.1) podemos afirmar que
ceCecla)=0VieT < He' =0.

Esto nos lleva a definir el sindrome de y como (Si,...,S) donde S; = y(a') € Fym.
Tenemos por (4.2) que

v v

Si=yla') =e(a’) = e (") = Z er, (@) Vie{1,...,2t}

Jj=1 Jj=1
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Para simplificar notaciéon, denotamos
k. .
E; = ey, Xj=a% Vj=1,...,v

Tenemos entonces

Si=> E;X; Vie{l,... 2},
j=1

lo cual da lugar al sistema de ecuaciones no lineal en las X;

Sl Ele +...+ Eva
S = E\ X2+ ...+ E, X2

(4.3)
_ 2t 2t
Sor = X X7+ ...+ EX]
con coeficientes desconocidos E, ..., E,. Para lidiar con este sistema definimos el polino-
mio localizador de errores como
v
o =[] —2X;) € Fynla]
Jj=1
Nétese que las raices de este polinomio son X;!,..., X;!. Por tanto, hallando o y eva-
luando en los o' (i = 0,...,n — 1), podemos conocer sus raices. Los exponentes de las
inversas de estas raices seran las posiciones kq, ..., k, donde se estan dando los errores.

Observacion 4.3.1. Uno puede preguntarse en qué posiciéon estaria el error si ocurriera
a" =al con 0 < h,l <n—1. Se tendria a"~! = 1, luego n|h — I. Asf que serfa h — [ = 0

y h=1.

Una vez conozcamos X1, ..., X,, el sistema (4.3) nos proporciona Ej, ..., E,. El problema
reside entonces en hallar el polinomio localizador de errores o. Para ello, definimos el
polinotmo evaluador de errores como

(U—ZEX H Z):ZIEJXJ%J:)(]E]qu[ZE]
j=

1753
y el polinomio
2—1
S=" Sz’ € Fpnla,
i=0
donde S, ..., Sy son los sindromes de la palabra recibida y. Escribiendo ﬁ como la
J

serie de potencias Y .- (xX;)’, obtenemos que

w—JZEle JZEXZJCX :aZ<ZEX’+1)
%1 / v 21

=0 Z (Z EjX;+1) 7' (méd 2*) = o Z Sz’ (méd %) = oS (méd z*)
i—0 \j=1

=0
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Llamaremos ecuacion clave a la ecuacién en w y o
w=0S (méd z*)

La resolucion de esta ecuacién nos proporcionara o por un escalar no nulo, lo cual nos es
igualmente valido para hallar las raices de 0. Resumimos los pasos a seguir para decodificar
una palabra recibida y y anadimos el algoritmo para resolver la ecuacion clave:

Paso 1: Calcular los sindromes S; = y(a') Vi€ {1,...,2t} y S.
Paso 2: Resolver la ecuacién clave w = ¢S (mdd z?):

Paso 2.1: Tomar r_y,79,b_1,by € Fym|[z] con valores iniciales
r1= SCZt, To = S, b,1 = O, bo =1
Paso 2.2: Hacer las siguientes dos iteraciones hallando h;,r;,b; € Fym[z] para i =
1,...,1, siendo [ el indice para el cual deg(r;—1) >ty deg(r;) < t:
ri—o =Ti_1h; +r;  con deg(r;) < deg(r;—1)  (dividir ;_o entre r;_1)
bi = bio — hibi 4
Paso 2.3: o0 es un multiplo de b; por algin escalar no nulo.

Paso 3: Hallar las raices de o (o de b;) mediante los cdlculos o(a') para i =0,...,n — 1.
Invertirlas para obtener X; = o®',..., X, = o* y saber asf las posiciones ki, ..., k, en
las que estan los errores.

Paso 4: Resolver el sistema
Si=EX +...+E,X,
So=E X} +...+ E,X?
SU:Ele—;—...—i—EUX;j

para obtener E; = ey, ..., E, = ey,

Paso 5: Decodificar y por y — e, donde e = e, 2% + ... + e; %,

Para demostrar que el paso 2 funciona, necesitaremos probar antes dos lemas.

Lema 4.3.2. 0 y w son coprimos.
Demostracion. Las raices de o = [i_ (1 — 2X;) son X;'con 1 <u<wvy
wX, ) =Y EX; [0 -X'X) = BEX, (- X' X)) #0,
j=1 i=1 i=1
i#] i7u

luego no tienen factores comunes. O
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Lema 4.3.3. Sean S, h;,r;, b; los polinomios del paso 2 del algoritmo de Sugiyama y sean
los polinomios f =r_1 y a; con i > —1 satisfaciendo
a_q1 = 1 apg = 0 a; = Q;—9 — hiai_l.
Entonces:
(Z’L) bﬂ“i_l - bi_lri = (—1)lf \4) Z 0.
(iii) a;b;_y — a;_1b; = (—=1)""1 Vi > 0; en particular, a; y b, son coprimos.

(iv) deg(b;) + deg(r;_1) = deg(f) Vi > 0.

Demostracion. Probaremos todos los apartados por induccion:

(1)|i=—1:

Cl,,lf + 1)715 = f =T_

1 =0:

(lof+bos:S:T0

¢ suponiéndolo cierto para ¢ — 1y 7 — 2:

af +b:S = (ai—2—hjai_1)f + (bi—a — hibi_1)S
= aiof +bi2S — hi(ai1f + hi1S) = Tig — hirio1 =7

<

(ii) | i =

bor—1 —b_yro=r_1=f

¢ suponiéndolo cierto para ¢ — 1:

biricy —biari = (bi—g — hibi1)rioy — biimi
= biari1 — b (hiriy +14)
ST = (-

= bi_orii1 —birio =

(iii)]| i = 0

Clob,1 — Cl,lb[) = —a_1 = -1

¢ suponiéndolo cierto para ¢ — 1:

a;ibi_1 —a;_1b; = (Gifz - hiai71>bi71 - aifl(bifQ - hibifl)

@j—obi_1 — a;_1bi—o = —(—1)7’ = (‘DZH

deg(bo) + deg(r_1) = deg(r—1) = deg(f)
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¢ suponiéndolo cierto para ¢ — 1:

Del algoritmo de la deivisién tenemos deg(r;) < deg(r;—2), luego

HI
deg(bi—1r;) = deg(bi1) + deg(r;) < deg(bi-1) + deg(ri—2) < deg(f)

y; por (i),
deg(f) = deg(biri—1) = deg(b;) + deg(ri—1)

]

Ya estamos en condiciones de probar que el paso 2 del algoritmo de Sugiyama funciona.

Obsérvese en primer lugar la analogia con el algoritmo de Euclides: estamos hallando el
méximo comtn divisor de z? y S, pero “cancelamos” o “paramos” el algoritmo cuando
hallamos r; de forma que deg(r,_1) >ty deg(r)) < t. ;Y si deg (mcd(z*,S)) > t?7 De
ser asi, no existirfa tal r;. Veamos que esto no ocurre: como wt(e) = v < t, sabemos que
existen o y w y que satisfacen w = 0.5 (méd z*). Entonces

w =08+ ar*
para cierto a € F m[x] y, en consecuencia, med(z?, S)|w. Por tanto,
deg (mcd(z*,5)) < deg(w) < v <t
y existe 7.
Ahora tenemos por (i) del Lema 4.3.3 que
ax® +bS =1, (4.4)

luego
bZSO' =Tro — al:c2t0 (45)

De la ecuacién clave sabemos que existe a € Fym[z] de forma que
w=az*+ 08, (4.6)

por lo que
o Sb; = wh, — az?y, (4.7)

De (4.5) y (4.7) deducimos que
ro = wb, — ax®b; + qz*to,

Y que
ro = wh (méd z*)

Probando que r;0 y wb; tienen grado menor que 2¢, obtendremos la igualdad
rio = why, (4.8)

Veamoslo:
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= deg(rio) = deg(r;) + deg(o) < t+deg(c) =t+v < 2t

» Usando que deg(b;) = deg(x*') — deg(r;_1) por el Lema 4.3.3 (iv), tenemos

deg(wb) = deg(w) + deg(b) < deg(w) +t < v+t <2t

Sabiendo ahora (4.8), de nuevo por (4.5) y (4.7) obtenemos
a0 = abl, (49)

luego a;|ab;, y como a; y b; son coprimos por el Lema 4.3.3 (ii7), entonces existe A € Fm[z]
de manera que a = \a;, teniéndose

o= \b,. (4.10)

Sustituyendo en (4.6) obtenemos

w = Az + AbS E ary

Si fuera A = 0, serfa 0 = w por (4.9) y (4.10), pero ¢ y w son coprimos por el Lema 4.3.2,
luego A\ # 0 y se verifica el paso 2 de este algoritmo.

Ejemplo 4.3.4. Sea C el [15, 7]-c6digo BCH restringido sobre Fy con distancia diseniada
5, el cual tiene conjunto de definicion 7' = {1,2,3,4,6,8,9,12}. Usando la 15-ésima raiz
primitiva de la unidad o que satisface a* + o + 1 = 0, el polinomio generador de C' es
g=142*+ 25+ 27 + 2% Supongamos que recibimos y = 1 + = + 2° + 28 + 2° + 2'°
Tenemos t= L J =2y

Si=yla)=1+a+a’+a’+a+a'%=0a?
Sy =y(a®) = y(a)* = o’
:y(a3):1+a +a15+a18+a27+a30_a1
Sy =y(a*) =y(a?)* =a®
S = ao? + oty + al'z? + ala3.

Resolvemos w = ¢S (mdd z*):

0 0 0 0 !oz:c + alla? + otz + o?
i=1 — 0 o®2® +atl2? +a'z a’r+al® = hy
0 ax? +aotz 4al?=1r

by =0+ (a"z +al%)1 =a"z + o'

o’ art a'r « ’osz—i-o/Lx—i-ozlz
0 0 0 a? =1y a’xr = hy

by =1+a"z(a’z + a'%) = aM2? + o’z + 1
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o es un multiplo de by = a'*2? + a®z + 1 por algin escalar no nulo. Calculando by(at)
(i = 0,...,14), se tiene que by(a®) = by(a') = 0, luego @® y a!! son las raices de o
y sus respectivas inversas X; = o'’ y X, = a* nos indican que los errores estdn en las
posiciones 10 y 4. Como el cédigo que estamos tratando es binario y sabemos que hay
errores en las posiciones 10 y 4, debe ser F; = E5 = 1. Decodificamos y por

y—e=1+a+2°+2°+2°+2"0 - (2" +2"9) =1+ + 2" +2° +2° +2°.
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