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Introduction

T HE origin of the integral goes back more than 2000 years, when the Greeks tried to
solve the problem of the area by devising the procedure they called the method of
exhaution. They knew that, for certain curves such as semiellipse or parabolic segments,
the area under the curve could be defined as the integral and calculated using techniques
of approximation of the region by means of rectangles or polygons. Gradually, the ex-
haution method was transformed into what is now known as integral calculus, a new and
powerful discipline that has numerous applications not only in problems related to areas
and volumes, but also in problems of other sciences. This method, which maintains some
of the original characters of the exhaution method, received its greatest impulse in the
XVII century, due to the efforts of Isaac Newton (1642 — 1727) and Gottfried Leibniz
(1646 — 1716).

But, as it was necessary to consider more irregular functions, it became evident that a
more careful approach was necessary to define an integral that would adjust to these pro-
blems.

T HE integration was rigorously formalized for the first time by Riemann (1826 — 1866),

using limits. Although, all the piecewise continuous functions that are bounded and
defined on a bounded interval are integrable, later more general functions were considered
for which the Riemann’definition was not applicable, and therefore were not integrable
in the Riemann sense. Subsequently, Lebesgue (1875 — 1941) gave a different definition
of the integral based on measure theory that generalized the definition of Riemann’s in-
tegral, thus any function that is integrable in the sense of Riemann is also integrable in
the in the sense of Lebesgue, although there are some integrable functions in the sense of
Lebesgue that are not in the sense of Riemann. For example, the Dirichlet function, which
is 0 when its argument is irrational and 1 otherwise (rational), has Lebesgue integral, but
not Riemann integral.

T RADITIONALLY, the Lebesgue integral is exposed by defining a measure, measurable
set, measurable function, and finally integrable function. One of the main difficulties
with the traditional formulation of the Lebesgue integral is that it requires an initial deve-
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lopment of measure theory before useful results can be obtained for the integral.
However, an alternative approach is available, developed by Percy J. Daniell (1918) that
does not suffer from this deficiency. In effect, it reduces the measure theory to a much
simpler concept to understand: the idea of a null set. In this way, the usual construction of
the Lebesgue integral is inverted, defining first, the integrable functions, then those that
are measurable, and finally the measurable sets, in this order.

This new way of proceeding is very advantageous because apart from avoiding compli-
cated concepts of measure theory, we reach the conclusion that both approaches [] are
equivalent.

N the first chapter of this work, we begin by exposing the concept of a null set. Then,
we define the Daniell integral of real functions of real variable and we study some of

its properties. The Daniell’s integral is defined as follows:
First, we introduce the definition of integral for step functions. Next, we define the space
L of the functions that are limits (pointwise) of increasing sequences of step functions
(¢n)n for which the numerical sequences ( | ¢,), are bounded, then we approximate the
integral of an element f of L as the limit of a increasing and bounded sequence ( | ¢,), of
integrals of step functions (¢,), which approaches f. This might sounds exactly like the
classical approach to Riemann integral using sequences of “upper and lower sums”, but
a fundamental difference is that the sequence (¢, (x)), converges to f(x) for almost all x,
i.e. there is a null set N such that ¢, (x) — f(x) for all x outside N.
Afterwards, we will define the space L! of the integrable functions in the sense of Daniell
whose elements are those that can be written as a difference of two elements of L. In ad-
dition, we define the integral of an element f of L' as the difference of integrals of two
elements of L whose difference is f. Finally, we finish this chapter by stating some of the
elementary properties of the functions which are integrable in the sense of Daniell.

N the second chapter, we demonstrate the two most important convergence theorems

of the Lebesgue integral: the monotone convergence theorem and the dominated con-
vergence theorem. The first convergence theorem deals with monotone sequences of fun-
ctions (f,), for which the numerical sequence ([ f,), is bounded. We will prove the
dominated convergence theorem using monotone convergence. The latter guarantees the
completeness of the space of the integrable functions in the sense of Daniell that we have
denoted by L!. We finish this chapter by defining the spaces .# and S of the measurable
functions and measurable sets in Daniell’s sense, and we will study some of their pro-
perties that will be used in the next chapter to prove the equivalence of the Lebesgue’s

’the usual method of constructing Lebesgue’s integral through measure theory and Daniell’s approach.
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integral and the Daniell’s integral.

I N the third chapter, we present the fundamental concepts of measure theory and Le-
besgue’integral, but in a pretty general form of exposition. In effect, all theorems
and propositions are enunciated without proof. The Lebesgue integral can be developed
in several different ways. Here, we only study one of these modes.

For other procedures, the reader can consult the following books: [3]], [[7].

Finally, we finish this chapter by providing one of the most important results of this work:
the equivalence of Lebesgue and Daniell’s integrals.

At this point, we have achieved the first objective: to introduce the Lebesgue integral
without using the abstract concepts of measure theory. However, another issue of interest
is the problem we face with the Riemann integral. In fact, the Riemann’integral, although
it is intuitive, it has important limitations, for example its bad behavior with convergence
theorems. In addition, the class of functions that are integrables in the sense of Riemann
is very small. For example, functions as simple as Dirichlet function, mentioned above, is
not integrable in the sense of Riemann.

I N the fourth chapter, we propose a solution to the apparent problem of the Riemann’s
integral by exposing a simple method due to McShane (1904 — 1989), which is equi-
valent to the Lebesgue integral over the measurable functions defined over compact in-
tervals of the real line. Roughly speaking, the McShane integral is a modification, both
formal and simple of the Riemann’s definition of integral, but conceptually deeper.
We begin this chapter by defining what we mean by a McShane partition and demonstrate
the Cousin’ lemma (1867 — 1933) that guarantees us the existence of enough McShane
partitions as long as we have a positive function defined on the domain of the function
that we want to integrate. This positive function we will called a caliber. Next, we present
the McShane’s integral and study some of its properties. Finally, we adapt the classical
monotone convergence theorem of the Lebesgue integral to the McShane’integral and we
will use it to prove another of the important results of this work: the equivalence of the
Lebesgue’s integral and the McShane’s integral over the measurable functions defined on
compact intervals of R.

I N short, we point out that the work carried out to elaborate the memory has consisted
in compiling, understanding, translating and completing the knowledge acquired in
the books and notes mentioned in the bibliography. We highlight the propositions [3.2.2]
[3.2.3] and [3.2.4}; the corollaries [3.2.1] [3.2.2} and the theorem [3.2.3] that we have written
ourselves because many of the books we have consulted, for example William Johnston’s
book [35], the author only discuss the equivalence of Lebesgue and Daniell’s integral, but
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no proof of this fact is offered. In contrast, other books such as Eddward Melvin Wads-
worth [[15], the equivalence is deduced using a more abstract and general approach to the
Daniell integral.

Also, we have written some results that have been left as exercises in some books men-
tioned in the bibliography, for example the proposition [I.3.6] has been left as an exercise
in Weir’s book [16], the theorem [4.4.2]in Gordon’s book [4]].

In addition, throughout this work, we have worked with real functions of real variable, but
all the results obtained can be generalized without any difficulty to real functions defined
on subsets of R” (compact in the case of the McShane integral). We have decided to work
with functions whore domain and range are subsets of R in order to improve the clarity
of the exposition.



Introduccion

E L origen del célculo integral se remonta a mas de 2000 afios, cuando los griegos inten-
taban resolver el problema del area ideando el procedimiento que llamaron método
de exhaucion. Ellos sabian que, para ciertas curvas como las semielipses o segmentos
parabdlicos, el drea bajo la curva podia definirse como la integral y calcularse usando
técnicas de aproximacion de la region mediante rectingulos o poligonos. Gradualmente,
el método de exhaucion fue transformandose en lo que hoy se conoce como Calculo in-
tegral, nueva y potente disciplina que tiene numerosas aplicaciones no sélo en problemas
relativos a dreas y volimenes, sino también en problemas de otras ciencias. Este método,
que mantiene alguno de los caracteres originales del método de exhaucidn, recibi6 su ma-
yor impulso en el siglo XV1I, debido a los esfuerzos de Isaac Newton (1642 — 1727) y
Gottfried Leibniz (1646 — 1716).

Pero, como se necesitaba considerar funciones mas irregulares, se hizo evidente que una
aproximacion mds cuidadosa era necesaria para definir una integral que se ajustara a di-
chos problemas.

L A integracion fue, rigurosamente, formalizada por primera vez por Riemann (1826 —

1866), empleando limites. A pesar de que todas las funciones continuas por trozos
y acotadas son integrables en un intervalo acotado, mds tarde se consideraron funciones
mads generales para las cuales la definicién de Riemann no era aplicable y, por tanto, no
eran integrables en el sentido de Riemann. Posteriormente, Lebesgue (1875 — 1941) dio
una definicion diferente de la integral basada en la teoria de la medida que generalizaba la
definicion de Riemann, asi toda funcion integrable en el sentido de Riemann también lo
es en el sentido de Lebesgue, aunque existen algunas funciones integrables en el sentido
de Lebesgue que no lo son en el sentido de Riemann. Por ejemplo, la funcién de Dirichlet,
que es 0 cuando su argumento es irracional y 1 en otro caso (racional), tiene integral de
Lebesgue, pero no de Riemann.

T RADICIONALMENTE, se expone la integral de Lebesgue definiendo una medida, un
conjunto medible, una funcién medible y, finalmente, una funcién integrable. Una de
las principales dificultades con la formulacion tradicional de la integral de Lebesgue es
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que requiere el desarrollo inicial de una teoria de la medida viable antes de que se puedan
obtener resultados ttiles para la integral.

Sin embargo, un enfoque alternativo estd disponible, desarrollado por Percy J. Daniell
(1918) que no sufre de esta deficiencia. En efecto, reduce la teoria de la medida a un
concepto mucho mds simple de entender: la idea de un conjunto nulo. De esta manera, se
invierte la construccion habitual de la integral de Lebesgue, definiendo, primeramente, las
funciones integrales, luego, las que son medibles y, por ultimo, los conjuntos medibles,
en este orden.

Esta nueva forma de proceder es muy ventajosa porque aparte de esquivar complicados
conceptos de la teoria de la medida, se llega a la conclusién de que ambos enfoques | son
equivalentes.

E N el primer capitulo de esta memoria, comenzamos exponiendo el concepto de con-
junto nulo. Luego, definimos la integral de Daniell de funciones reales de variable
real y estudiamos algunas de sus propiedades. El proceso para definir la integral de Da-
niell es el siguiente:

Primero, introducimos la definicién de integral para funciones escalonadas. A continua-
cidn, definimos el espacio L de las funciones que son limites (puntual) de sucesiones (¢,),
crecientes de funciones escalonadas cuyas sucesiones numéricas ([ ¢, ), estdn acotadas y,
luego aproximamos la integral de un elemento f de L como el limite de una sucesion
creciente y acotada de integrales ([ ¢,), de funciones escalonadas (¢,), que aproxima
a f. Lo anterior puede parecer bastante a la aproximacion clasica de la integral de Rie-
mann usando “sumas superiores e inferiores”, pero una diferencia fundamental es que la
sucesion (¢,(x)), converge a f(x) en casi todo x, es decir, existird un conjunto nulo N, de
manera que, ¢,(x) — f(x) para todo x que esté en el complementario de N.
Posteriormente, definiremos el espacio de L! de la funciones integrables en el sentido de
Daniell cuyos elementos son aquellas funciones que se puede escribir como diferencia de
dos elementos de L. Ademds, definiremos la integral de un elemento f de L' como la di-
ferencia de integrales de dos elementos de L cuya diferencia es f. Finalmente, acabamos
este capitulo, enunciando algunas de las propiedades elementales de la integral de Daniell.

N segundo capitulo, demostramos los dos teoremas de convergencia mas importantes

de la integral de Lebesgue: el teorema de la convergencia mondtona y el de la con-
vergencia dominada. El primer teorema de convergencia se da para sucesiones mondtonas
de funciones (f,), de forma que la sucesién numérica ([ f,), esté acotada. De €l se de-
muestra el teorema de la convergencia dominada. Este dltimo garantiza la completitud

3el método habitual de contruir la integral de Lebesgue a través de la teoria de la medida y el de Daniell.



del espacio de las funciones integrables en el sentido de Daniell que hemos denotado por
L'. Terminamos este capitulo, definiendo los espacios .# y S, de las funciones de los
funciones medibles y conjuntos medibles en el sentido de Daniell y estudiaremos algunas
de sus propiedades que usaremos en el siguiente capitulo para probar la equivalencia de
la integral de Lebesgue y la Daniell.

E N el tercer capitulo, presentamos los conceptos fundamentales de la teoria de la me-
dida y de la integral de Lebesgue, pero en una forma de exposicion bastante general.

En efecto, todos los teoremas y proposiciones se enuncian sin demostracion. La teoria

de la integral de Lebesgue puede ser desarrollada de varios modos distintos. Aqui, solo

estudiamos uno de estos modos.

Para otros procedimientos, se puede consultar los siguientes libros: [3l], [7].

Finalmente, acabamos este capitulo demostrando uno de los resultados mas importantes

de este trabajo: la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de Daniell.

Llegado a este punto, hemos logrado el primer objetivo: introducir la integral de Lebesgue
sin utilizar los conceptos abstractos de la teoria de la medida.

Sin embargo, otro tema de interés, es el problema que nos enfrentamos con la integral
de Riemann. En efecto, esta ultima, aun siendo intuitiva, tiene importantes limitaciones,
por ejemplo su mal comportamiento con los teoremas de convergencia. Ademas, la clase
de funciones que son Riemann integrables es muy pequeiia. Por ejemplo, funciones tan
simples como la de Dirichlet, mencionado anteriormente, no es Riemann integrable.

E N el cuarto capitulo, proponemos una solucién al aparente problema de la integral de
Riemann, exponiendo un método simple debido a McShane (1904 — 1989), que es
equivalente a la integral de Lebesgue sobre las funciones medibles definidas sobre inter-
valos compactos de la recta real. En el fondo, la integral de McShane es una modificacion,
a la vez, formal y simple de la definicion de la integral de Riemann, pero, conceptualmen-
te profunda.

Empezamos este capitulo, definiendo lo que entendemos por una particiéon de McShane y
demostramos el lema de Cousin (1867 — 1933) que nos asegura la existencia de suficien-
tes particiones de McShane siempre que tengamos una funcién positiva definida sobre el
dominio de la funcién que queremos integrar, dicha funcién positiva la llamaremos un
calibre. A continuacion, presentamos la integral de McShane y estudiamos algunas de sus
propiedades. Finalmente, adaptamos el clasico teorema de la convergencia mondtona de
la integral de Lebesgue a la integral de McShane y lo utilizaremos para probar otro de los
resultados importantes de esta memoria: la equivalencia de la integral de Lebesgue y la
de McShane sobre las funciones medibles definidas sobre intervalos compactos de R.
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P ARA terminar, sefialamos que el trabajo realizado para elaborar la memoria ha con-
sistido en recopilar, entender, traducir y completar los conocimientos adquiridos en
los libros y apuntes mencionados en la bibliografia. Destacamos las proposiciones
y los corolarios [3.2.2} y el teorema que hemos escrito nosotros
mismos porque muchos de los libros que hemos consultado, por ejemplo el libro de Wi-
lliam Johnston [3]], solo se comenta la equivalencia de la integral de Lebesgue y de Da-
niell, pero no se ofrece ninguna prueba de este hecho. En cambio, otros libros como el
libro de Eddward Melvin Wadsworth [[15]], la equivalencia se deduce usando una aproxi-
macién mas abstracta y general de la integral de Daniell.

También, hemos redactado algunos resultados que en algunos libros mencionados en la
bibliografia se habian dejado como ejercicios, por ejemplo la proposicién se habia
dejado como ejercicio en el libro de Weir [16] y el teorema [4.4.2] en el libro de Gordon
(4]

Ademas, a lo largo de esta memoria, hemos trabajado con funciones reales de variable
real, pero todos los resultados que se obtienen se pueden generalizar sin ninguna dificul-
tad a funciones reales definidas sobre subconjuntos de R" (compactos en el caso de la
integral de McShane). Se ha decidido limitarse al caso real para mejorar la claridad de la
exposicion.
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La Integral de Lebesque por el
método de Daniell en R

Capitulo

L objetivo de este capitulo es presentar la construccion de la integral de Lebesgue en
R utilizando un método conocido como “Integral de Daniell”. En primer lugar, expo-
nemos, brevemente, la idea conjunto nulo. Luego, introducimos la integral de funciones
escalonadas. A continuacion, definimos el espacio L de las funciones que son limites de
sucesiones (¢, ), crecientes de funciones escalonadas cuyas sucesiones numéricas ( [ ¢,),
estas acotadas. Después, definimos el espacio L! de las funciones Daniell integrables
cuyos elementos son aquellas funciones que se puede escribir como diferencia de dos ele-
mentos de L. Ademds, definimos la integral de un elemento f de L' como diferencia de
integrales de dos elementos de L cuya diferencia es f. Finalmente, acabamos el capitulo,
enunciando algunas propiedades elementales de los elementos de L.

Para elaborar este capitulo, nos hemos basado, especialmente, en los siguientes libros:
(6], [12], [1] y [L13].

1.1. Algunas observaciones previas

ECORDEMOS que un conjunto A (no vacio) es numerable si existe una aplicacién
biyectivah: A — B C N. Ademas si (a,,), es una sucesion de niimeros reales creciente

y acotada superiormente, entonces, converge a un nimero a € R. La demostraciéon de
la afirmacion anterior se puede consultar en cualquier libro de Analisis Matematico de
primer afo de carrera. Mis preferidos son [1], [[12].
Otra opcién es tomarlo como un axioma, tal y como se ha hecho en [16]].
También, para cualquier intervalo I acotado de R, definimos la longitud de dicho intervalo
¢(I) como el valor absoluto de la la diferencia de sus puntos extremos, es decir,

{(la,b]) = £([a,b)) = ((a,b]) = £((a,b)) = |a —b|

cona,b € R. Ademads, si f : R — R es una funcién, entonces,
la funcién f* : R — R™" es definida por:
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fx) sif(x)=0

FP@O=10"" & <o

De manera similar la funcién f~ : R — R™ es definida por:

o fx) sif(x) <0
/ (x)_{o si f(x) > 0.

Asimismo, recordemos que una funcién funcioén f: I C R — R puede extenderse a
toda la recta real R, sin mds que asignar el valor cero a la funcién en los puntos que
no pertenecen a su dominio. Por esta razén, a lo largo de este capitulo, asumimos que
todas las funciones que consideremos tienen dominio R y toman valores en R. Ademas,
la funcién caracteristica de un conjunto cualquiera S se define como

() 1 sixesS
xX) =
xs 0 six¢s.

Finalmente, si A y B son dos conjuntos, entonces, Yaup = XA + X siempre y cuando
ANB=0.

1.2. Conjuntos nulos en R

E N esta seccidn, definimos el concepto de conjunto nulo. Ademds, demostramos que
una unién numerable de conjuntos nulos es, a su vez, un conjunto nulo y se finaliza-
mos la seccidon dando un ejemplo de conjunto nulo.

Definicion 1.2.1. Decimos que un conjunto N C R es un conjunto nulo si para cada € > 0:

(1) Existe una sucesion (I,), de intervalos abiertos y acotados que cubre N, es decir,
N Cc Uy I
(1) Yo 4(1,) <e.

A continuacion, vamos a ver una propiedad importante que nos dice que la unién
numerable de conjuntos nulos de R es, a su vez, un conjunto nulo de R.

Proposicion 1.2.2. Si (N,), es una sucesion de conjuntos nulos de R, entonces,
N = U::l Nl’l

es un conjunto nulo de R.
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Demostracion. Tenemos que ver que, dado € > 0, existe una sucesion de intervalos abier-
tos y acotados de R (1,,),, que cubre Ny que Yo" £(I,) < €

Como N es un conjunto nulo de R, entonces, existe una sucesion de intervalos abiertos y
acotados de R (1), , tal que, Ny C Up—1 L1 Y Xyoey £(110) < 5.

De nuevo, como N, es un conjunto nulo de R, entonces, existe una sucesi(’)n de intervalos
abiertos y acotados de R (hy)n , tal que, No C Uy—y bn y X1 £(11n) < 55. Siguiendo el
mismo razonamiento se llega a que, para cada m > 1, existe una sucesmn de intervalos
abiertos y acotados de R (L), tal que, Ny C U= dn Y Lt €(Inn) < 571

Para ver con mas detalles lo que estd ocurriendo vamos a escribir lo anterior en forma de
tabla:

I T
/ / /
by
/ /
Ly -
e
14 Iy Iy3 Iyg---

La primera fila de la tabla anterior es la sucesion de intervalos abiertos y acotados (11,),
que cubre Nj, la segunda fila es la sucesion de intervalos abiertos y acotados (Ip,), que
cubre N,, y en general, la m-ésima (m > 1) fila es la sucesion de intervalos abiertos y aco-
tados (I, ), que cubre N,. Ahora, podemos construir una sucesion de intervalos abiertos
y acotados (I,,), que cubre N de la siguiente manera:

Il = ]11, ]2 = ]12, 13 = 121, 14 = 113, 15 = 122, 16 = 131, [7 = 114, 18 = 123, 19 =
I, 1o := 141, - -, es decir, siguiendo las flechas en la tabla anterior.

Por un lado, tenemos

N=U Ny C U U Ly = U . (1.1)
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Por otro lado,

Yo U(Ik) () +0(L)+ ...+ (1)
[E(III) + ... -I—f(lln)] + [6(121) + ... +f([2n,1)] + ... +£(In1)
Syttt

3+t + e+ )

(I VAN VAR

Por consiguiente, Y}, £(Ix) < &(1— 2—1,,) , y por lo tanto,

) ) n , 1 o
¥ ) = Jim Y 00 < Jim[e(1 — )] =
es decir,
Y o) <e. (1.2)

n=1

Por (I.1) y (2.3) se concluye que N es un conjunto nulo.
Vamos a acabar esta seccion dando un ejemplo de un conjunto nulo en R.

Ejemplo 1.2.1. El conjunto Q de los niimeros racionales es un conjunto nulo.

Demostracion. SiNy:=QnNJ[0,1], N, :=QN[—1,0], N3 :=QN[1,2], Ny:=QN[-2,—1],
-+, Tespectivamente, entonces, tenemos que Q = U;”_; N,,. Por la proposicién[1.2.2} para
ver que Q es un conjunto nulo, lo Gnico que tenemos que ver es que (N, ), s una sucesion
de conjuntos nulos. Nosotros vamos a ver que N; es un conjunto nulo. Se puede aplicar el
mismo razonamiento para ver que N, es un conjunto nulo con n > 2. Utilizando una tabla

parecida al que usamos en la proposicion se puede ver que:

No = 011213123415
1= 7273737474757575757676 Y
y por lo tanto, N| es numerable.
Ahora, dado € > 0, para cada r,, € Ny definimos:

£ E

—2n+l,rn—|— n>1.

2n—|—1)’ —

In:(rn

Tenemos que
Ny C Uy 1. (1.3)
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Ademis, como £(I,) = 5, entonces,

Y=Y 5 e (1.4)
n=1 n=1

Por (1.3)) y (1.4), se sigue que N; es un conjunto nulo. [

1.3. Construccion de la integral de Lebesque por el método
de Daniell

E L objetivo de esta seccidn es construir la integral de Lebesgue por el método de Da-
niell. Es un procedimiento que consiste en definir la integral en clases cada vez més
amplias de funciones: funciones caracteristicas, funciones escalonadas, funciones que son
limites crecientes de sucesiones crecientes de funciones escalonadas, y finalmente, fun-
ciones que son diferencias de las anteriores.

A continuacion, empezamos la construccion de la integral de Lebesgue por el método de
Daniell.

Definicion 1.3.1. Sea I un intervalo acotado. La integral de Lebesque de la funcion xy :
R — R se define como

/ 2 =)

Vamos a extender el conjunto de todas las funciones caracteristicas de intervalos aco-
tados en R a un nuevo conjunto cuyos elementos se llamaran funciones escalonadas, por
dos razones:

(1) El conjunto de todas las funciones caracteristicas de intervalos acotados definidas
en R no es un espacio vectorial sobre R (por ejemplo la suma de dos funciones
caracteristicas no es, en general, una funcién caracteristica).

(11) Queremos que el operador integral [ actie sobre un espacio lineal.

Definicion 1.3.2. Una funcion ¢ : R — R se dice escalonada si se puede expresar de la
siguiente manera:

n
(p = Z Cj- %Ija
J=1
donde c; son niimeros reales 'y I; son intervalos acotados.

Se puede comprobar muy facilmente que el conjunto de todas las funciones escalo-
nadas definidas en R con valores en R es un espacio vectorial sobre R (con las corres-
pondientes operaciones usuales de suma de funciones y producto de un nimero y una
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funcion).
Por esta razon, podemos ya extender nuestra definicion de integral en las funciones esca-
lonadas de la siguiente forma

Definicion 1.3.3. Dada una funcion escalonada ¢ = ):711 cj X1; » definimos su integral

de Lebesgue como
/(P =) cj L))
j=1

Como se puede apreciar, la forma en que hemos definido la integral de Lebesgue de
una funcién escalonada ¢ implica, automaticamente, (usando la propiedad distributiva de
los nimeros reales) que el operador integral [ es lineal sobre el conjunto de las funciones
escalonadas definidas en R con valores en R. Ademas, si ¢ es una funcién escalonada no
negativa, su integral se adapta, perfectamente, a la idea intuitiva de lo que seria “el 4rea
de la parte del plano bajo la curva”.

Ahora, vamos a ocuparnos de la consistencia del operador integral [. El problema
aqui es que una funcién escalonada ¢ puede expresarse como una combinacion R—lineal
de funciones caracteristicas de muchas maneras diferentes, y en un principio, no podemos
afirmar que la integral de cada representacion de ¢ da el mismo valor. La prueba de lo
anterior es técnica, pero vale la pena hacerla porque nos encontremos mas de una vez este
tipo de problema a lo largo de este capitulo. Vamos a apoyarnos del siguiente lema para
confirmar que la integral de Lebesgue esta “bien definida.”

Lema 1.3.1. Una funcion escalonada ¢ =Y\, k; - X, puede siempre escribirse como
m
(]) = Z Cj+ XIjv
j=1

donde, I;N1I; = 0,Vs # t. Ademds, dicha representacion es tinica si se combinan los inter-
valos adyacentes.

Demostracion. La demostracion, explicitamente, describe la construccién de los inter-
valos 11,1, ..., I,, en la segunda representacion de ¢. En efecto, como existe un nimero
finito de intervalos J1,J, ..., J,, entonces, existe un nimero finito de puntos extremos dis-
tintos, digamos p; < pr < ... < p, (sin pérdida de generalidad). Ahora, podemos construir
m = 2r — 1 intervalos I; de la siguiente manera:

Los primeros r de dichos intervalos van a ser intervalos triviales de la forma [p;,p;],
j=12,...,r ylos r—1 intervalos restantes son los intervalos abiertos (p;,pj+1), j =
1,2,...,r — 1. Por construccion, los intervalos /; que hemos construido son disjuntos dos
a dos.
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Ademads, como para cualquier intervalo /;, y para cualquier intervalo J;, sabemos que, o
I; C J;, 0 I;NJ; = 0. Por consiguiente, sea

A,-j:{i:Ingi}

Cj= Z ki.

iEAl'j

y definimos

Ahora, vamos a demostrar que la funcién ¢ =Y | k; - %, coincide con ):’}1:1 cj- Xi;- En
efecto, si x un punto entre los dos puntos extremos p; y p,, entonces, x € I para algin
1 <'s < m. Como los /; son disjuntos, se tiene que

m
Y ¢ (x) =cs (1.5)
j=1
Pero, por definicion
n
O(x) =Y ki-xr(x) =Y ki=cs (1.6)
i=1 i€Ajs

Por (I.3) y (1.6), tenemos que
m n
Yocix(x) =Y ki xs(x)
j=1 i=1

para cada x entre los puntos extremos p; y p, y eso completa la prueba porque es lo que
queriamos ver. [

Observemos en la prueba del lema anterior que hemos construido una representacion
de la funcién escalonada ¢ como una combinaciéon R—lineal de funciones caracteristicas
de intervalos disjuntos utilizando, solamente, intervalos triviales (que contienen solo un
punto) e intervalos abiertos. Esta representacion no es, todavia, tnica. Pero, combinando
en la suma términos con intervalos adyacentes que tienen mismo coeficiente, se obtiene
una representacion Unica de la funcion escalonada ¢.

Si f,g : R — R, entonces, la funcion fV g : R — R es definida por
(f'V &) (x) = max(f(x),g(x)).
Andlogamente, La funcién f A g : R :— R es definida por
(f A 8)(x) = min(f(x), g(x)).

Los operadores V y A son conmutativos y asociativos. Por lo anterior, podemos escribir
fiV---Vfuy fiA--- A fp sin paréntesis.
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Proposicion 1.3.4. Si ¢ y ® son dos funciones escalonadas, entonces, las funciones ¢ \/ @
y @ NP son funciones escalonadas.

Ademds, por induccion tanto 1V ...V @, como @1 N\ ... \ ¢, son funciones escalonadas si
@1, ..., 9, son funciones escalonadas.

La demostracion de la proposicion anterior, aunque, no la detallamos aqui, no presenta
ningun misterio, se basa principalmente, en el lema 1.3.1 y el hecho de que

¢vq):¢+d>+|¢—d>|7
2
¢/\q):¢_|_q>_2|¢_cp|'

A continuacién, veamos la consistencia de la integral de Lebesgue de una funcién
escalonada.

Teorema 1.3.5. La integral de Lebesque de una funcion escalonada estd bien definida.
En otras palabras, si una funcion escalonada ¢ tiene dos representaciones

0= ki-x,=)Y cix
i=1 =

entonces, tenemos

/(P = i‘iki'g(.]i) = iCj-E(IJ).
i= Jj=

Demostracion. En primer lugar, vamos a demostrar que la integral de cualquier represen-
tacion de la funcion escalonada ¢ es igual a la integral de la representacion (tinica) de
¢ construida en el lema [1.3.1, como combinacién R—lineal de funciones caracteristicas
de intervalos disjuntos. En segundo lugar, probaremos el caso que nos ocupa, es decir, el
valor de la integral de dos representaciones de ¢ es siempre el mismo.

(1) Supongamos que la segunda representacion Z;”ZI cj x1; de la funcion ¢ se ha obteni-

do a partir de la primera representacioén Y ' ; k; - x;, de la misma funcién utilizando el

lema por lo tanto, los intervalos (/;)"_; son disjuntos dos a dos y

Cj: Z ki,

i€A;j

donde
A,-j:{i:lng,-}.
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2)

Usando la primera representacion de ¢, por definicidn, tenemos

/¢:i;ki-e(1,~).

Como el conjunto {/;} es una particién del conjunto de intervalos {J;} , entonces,
sumando sobre los intervalos I; C J;, se tiene que

ki-0(Ji) =Y ki-€(1)).

iGA,‘j

Ahora, sumando sobre los intervalos J;, equivale a sumar sobre los » — 1 intervalos no
triviales /; C J;, y por consiguiente,

n r—1
z}kz-f(fz) = ki-0(1})) = Zle'E(Ij)-
i= j=

i=1 iGA,‘j
Como ¢(p) = 0,Vp € R, podemos incluir todos los intervalos triviales en la suma

Z;;ll cj-£(I;) obteniendo, finalmente, que

B

ki £(J;) = icj'g(lj)'
1 j=1

~.

Abhora, volvemos al caso que nos ocupa. Si
n
o= ki-xs,
i=1
podemos usar el lema y reescribir
N
0=) a %, (1.7)
I=1

donde, Gy, ..., G son intervalos disjuntos dos a dos, y ay, ...,as; € R. Por la parte (1),
tenemos que:

[o=Y k1) =Y -G (18)
i=1 =1

Por el mismo razonamiento que el anterior, si

(P = ch'%Ij
j=1



@ La Integral de Lebesque por el método de Daniell en R

podemos usar el lema|[[.3.1]y reescribir
1
0= by xr, (1.9)
q=1

donde, Fi,..., F; son intervalos disjuntos dos a dos, y by, ...,b; € R. De nuevo, por la
parte (1), tenemos que:

/¢ =Y ¢; - lj) =Y by-U(F). (1.10)
j=1 q=1

Por el lema(l.3.1|solo existe una (Gnica) manera de expresar ¢ como una combinacion
R—lineal de funciones caracteristicas de intervalos disjuntos, luego, las dos representa-
ciones de ¢ dadas en (1.7) y (I1.9) son idénticas. Por consiguiente,

N t
Y a-0(G) =) by-U(F). (1.11)
=1 q=1
Finalmente, por (1.8), (1.10) y (1.11]) se deduce que
n m
Jo=Yeitth) =Y ety
i=1 j=1

que es lo que queriamos ver. ]

El hecho de que el conjunto de las funciones escalonadas forman un espacio vectorial
sobre R es muy importante, ya que, nos permite discutir la linealidad y monotonia de la
integral de Lebesque.

Proposicion 1.3.6. Para cada par de funciones escalonadas ¢ y ®, y para cada par de
niimeros reales a y b, la funcion a- ¢ + b - ® es una funcion escalonada, y

/(a-¢+b-¢):a~/¢+b-/¢.

Demostracion. Supongamos que,

O=ci-Xn+...+cr X,

donde Iy, ..., 1, son intervalos acotados de R y cy, ..., c, son nimeros reales. Ademas,

q):kl ‘XJl +~--+ks'XJS7
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donde Ji, ..., J; son intervalos acotados de R y k1, ..., ks son nimeros reales. Entonces,
a-o+b-®=(a-cr-x,+...+a-c-x,)+b-ki- x5, +...+b-ks- x1,),
es una funcién escalonada y

J@¢+b-®) = (a-lh)+...+a-L{L,)+ B L) +...+b-£(J))
O A+ oo L))+ DT + o A+ L))
fo+b- [

a
a
]

Proposicion 1.3.7. Si ¢ y @ son funciones escalonadas con ¢ > (I)ﬂ entonces, [ ¢ > [ P.

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que si ¢ > 0 es una funcion escalonada,
entonces [ ¢ > 0, y en segundo lugar, demostramos el caso que nos ocupa.

(a) Supongamos que ¢ > 0 es una funcién escalonada. Por el lema|1.3.1) podemos ex-
presar ¢ como una combinacion R—lineal de funciones caracteristicas de intervalos
acotados disjuntos

O=cr- X+ ... +cr X

donde Iy, ..., 1, son intervalos acotados disjuntos dos a dos y cy,...,c, € R.
Como ¢ > 0, entonces, c; > 0 para todo i = 1,2,...,r. Como consecuencia,

/¢ =c1- (L) +...+c--£(I) > 0.

(b) Ahora si ¢ > @, entonces, ¢ —P > 0y la parte (a) muestra que

[o-®) =0

Por la linealidad de la integral (proposicion|(1.3.6)

[o-[@®=0,
[o=]e

es decir,

T () > d(),VxeR.
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]

El siguiente teorema es fundamental en lo que queda de este capitulo. Basicamente,
muestra la importancia de la idea de conjunto nulo (que introducimos en la seccién 1.2)
en la integral de Lebesgue (cuando utilizamos el método de Daniell).

Antes de enunciar y demostrar el teorema, veamos una definicion previa con la finali-
dad de generalizar la definicion de integral de Lebesgue dada en la definicion 1.3.1.

Definicion 1.3.8. Si I es una union de intervalos acotados y disjuntos, es decir, I = I} U
..Ul con I,...,1, intervalos acotados disjuntos. Como X; = X1, + ... + Xi,, entonces,

definimos:
(4= [

Teorema 1.3.9. Sea (¢,), es una sucesion creciente de funciones escalonadas | tal que
la sucesion numérica ([ @), es convergente. Entonces, el conjunto de los puntos x en los
cuales la sucesion (¢,(x)), diverge forma un conjunto nulo.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, vamos a suponer que ¢, > 0, en caso contra-
rio, aplicamos el mismo razonamiento a la sucesion (¢, — ¢;), y dindonos cuenta de que

[(¢n—9¢1) = [ ¢, — | ¢1 por lala proposicién[1.3.6]

Como la sucesion ([ ¢,), es convergente, entonces, estd acotada. Luego, existe un niimero
real K > 0 tal que

/¢n <K paracadan>1.

Ahora dado € > 0, definimos:

St = {xGR:(Z)n(x) > 5}

€

Por el lema [[.3.1] podemos expresar cada ¢, como una combinacién R—lineal de fun-
ciones caracteristicas de intervalos acotados y disjuntos, es decir, existen nimeros reales
c1,...,c; y intervalos acotados disjuntos (dos a dos) I, 1, ..., I, tal que

0, =y “Xnt - t+cn X

Como consecuencia, S5 es una unién finita de intervalos acotados y disjuntos. Utilizando
funciones caracteristicas podemos escribir

K
E'%Sﬁ < (pn

20n(x) < @pt1(x),Vx € Ry paracadan € N.
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(usando ¢, > 0). Por la monotonia de la integral (proposicion[1.3.7),

fﬁaﬁ)s/@r

[on<k

Ademas, como

tenemos que

K
- (S8 <K,
0 sea,
U(Sy) <e,
ya que, K > 0.
Ahora, como ¢, < ¢, 1, entonces, S5 C S¢ +1- Si definimos:
Ss - U:::]Sf”

observamos que S¢ contiene todos los puntos x en los cuales la sucesion (¢,(x)), es di-
vergente. En efecto, si para algiin x, la sucesion (¢,(x)), es divergente, entonces, existe
un nimero natural ng (que depende de x y €) tal que ¢, (x) > % Por lo tanto, x € S, , y
como consecuencia, x € S¢. Nuestro teorema quedard demostrado cuando demostremos
que S¢ se puede expresar como unién de intervalos disjuntos y acotados (1), tal que
Yoo lIn) < e.

Pero esto no es dificil, ya que, como S¢ es una unién finita de intervalos acotados y disjun-
tos, entonces, S¢ es una union (infinita) de intervalos acotados y disjuntos. Por lo tanto, se

puede formar una sucesién (J,,), de intervalos acotados y disjuntos que cubre S¢, es decir,
SE=Uy_ 1 Jn (1.12)

de manera que la enumeracién sea tal que los n primeros términos de la sucesion (J,),
sean subconjuntos de S, o sea,

JiULU---UJ, CSE.

Ademas, como
0Sy,) <e,

se tiene que
L)+ ...+ L) <e,

es decir,

n—oo

Por (1.12) y (1.13) el teorema queda demostrado. [

Y () = Tim (601) + .+ () < € (1.13)
n=1



@ La Integral de Lebesque por el método de Daniell en R

En general, una propiedad P(x) que es cierta para todo x € R salvo en un conjunto
nulo, se dice que es cierta en casi todo punto (c.z.p).

Ademas, denotaremos por L al conjunto de todas las funciones f que son limites pun-
tuales de sucesiones escalonadas que satisfacen el teorema [1.3.9] En otras palabras, si
f € L, entonces, existe una sucesion (¢,), creciente de funciones escalonadas tal que
On(x) — f(x) c.t.p tal que la sucesiéon numérica ( [ ¢,), esté acotada.

Definicion 1.3.10. Dada una funcion f € L, definimos la integral de f como

[=1m [ouo.

donde (¢p), es una sucesion creciente de funciones escalonadas que converge puntual-
mente hacia f 'y cuya sucesion numérica ( [ ¢,), estd acotada.

Observamos que en la definicion anterior, siempre existe el limite de la parte derecha
de la igualdad porque ([ ¢,), es una sucesion creciente y acotada de nimeros reales,
por lo tanto, converge. Los dos siguientes lemas van a ser de gran utilidad para ver la
consistencia del operador integral | sobre los elementos de L.

Lema 1.3.2. Si (¢,), es una sucesion decreciente de funciones escalonadas positivas tal
que ¢,(x) — 0 c.t.p, entonces,

/ 0n(x) = 0.

Demostracion. Dado € > 0, queremos ver que existe M € N tal que [ ¢, < €sin > M.
Consideramos un intervalo acotado [a, b] tal que ¢ toma el valor cero fuerade ély K > 0
tal que ¢; < K, entonces, lo mismo es cierto para ¢, (porque la sucesion (¢,), es decre-
ciente). Denotamos por A; al conjunto de los puntos donde alguna ¢, es discontinua. Por
lo anterior, A; es un conjunto numerable, por tanto, lo tanto es un conjunto nulo (para
verlo se puede usar el mismo razonamiento que hicimos en el ejemplo 1.2.1 para demos-
trar que (Q es un conjunto nulo). Sea A, el conjunto de los x € R en los cuales la sucesién
(¢n(x)), es divergente. Consideramos A = A UAj3, que es un conjunto nulo por la propo-
sicion Supongamos que (1), es una sucesion de intervalos abiertos y acotados que
cubre Ay que Y, 4(I,) <e.

Sea p € [a,b] y p € A, entonces, ¢,(p) — 0, y por lo tanto, existe un N = N(p) € N (que
depende de p) tal que ¢ < €. Como p no es un punto de discontinuidad de ¢y, entonces,
un intervalo abierto J,, conteniendo al punto p y sobre el cual @y es constante. En otras
palabras, ¢y(x) < € para todo x € J,. Ademds, como (¢,), es una sucesion decrecien-
te, entonces, ¢,(x) < € para todo x € J, si n > N. La sucesion de intervalos (I,), junto
a los intervalos (J,),¢4 forma un cubrimiento de intervalos abiertos del intervalo [a,b].
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Pero, como el intervalo [a,b] es compacto, existe un ndmero finito de intervalos Iy, ..., 1,
Y Jp,,-»Jp, que también cubre el intervalo [a,b]. Tomando M = N(p1) V... VN(p;), se
tiene que

sin > M. Si escribimos
S=U_I,,Nla,b],

T = U Jp, Na,b],

entonces, cada uno de los conjuntos S y 7 puede expresarse como unién de un nimero
finito de intervalos disjuntos. También observamos que:

()< Y UL) <e
n=1

UT)<b-—a.

Como (por construccion)
O <K-Xs+€-%r

para n > M, entonces,
/‘PnSK-8+8-(b—a):8-(K+b—a)

para todo n > M. Esto concluye la prueba. 0

Lema 1.3.3. Supongamos que las funciones fy g € L'y que (¢p)n y (Pn)n son las co-
rrespondientes sucesiones crecientes de funciones escalonadas que convergen a [y g,
respectivamente, en casi todas partes. Si f > g en casi todas partes, entonces,

1fm/¢nz h’m/fbn.
n—yoo n—yoo

Demostracion. Para cada m € N fijo, la sucesion de funciones escalonadas (®,, — ¢,),
es decreciente y converge a un limite negativo en casi todo punto. Por consiguiente la
sucesion (®,, — ¢,); satisface las condiciones del lema 1.3.2, y por lo tanto,

/(cpm — )" —0.
cuando n — o y m fijo. Pero, como

Cpm - ¢n S ((I)m - ¢n>+7
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entonces, por la proposicién

[@n=0n < [(@n—0)"

[@u=00= @0 [6.
[ @n—lim [, <0.

Como m era arbitrario, ahora podemos hacer m — oo y concluimos que:

Mn/¢mSMn/%.
m—ro0 n—oo

Por la proposicién [I.3.6]

Luego,

O

Finalmente, podemos ver que la integral definida en la definicién 1.3.9 no depende de
la sucesion de funciones elegida.

Teorema 1.3.11. Sean (¢y), y (Pn), dos sucesiones crecientes de funciones acotadas
tal que las sucesiones ([ ¢p)n y (| Pn)n estdn acotadas superiormente. Si (¢n)n y (Pn)n
convergen a la funcion f en casi todo punto, entonces

Jin [ o= Jim [ 0

Demostracion. Por el lema 1.3.3, tomando f = g, se tiene, por un lado,
lim [ ¢, > lim [ &,
n—o0 n—soo

y por otro lado

lim /(])n < lim [ &,,
n—oo

n—yoo

IM/%:Hm/%.
n—oo n—soo

por consiguiente,

O

Llegado a esta altura, lo primero que observamos es que espacio L que hemos definido
y que acabamos de ver la consistencia del operador integral [ sobre sus elementos, tiene
una estructura llamada Cono Convexo, es decir, sia,b >0y fy g € L, entonces,a- f+b-
g € L. Este hecho, lo vamos a demostrar en la siguiente proposicion que se habia dejado
como ejercicio en el libro de Weir [16].
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Proposicion 1.3.12. Supongamos que f'y g son dos elementos de L y que a y b son dos
niimeros reales positivos, entonces, a- f +b- g es un elemento de L, y ademds,

/(a-f—l—b-g)za-/f—f—h/g.

El resultado anterior se puede extender a n funciones f1,--- , f, € L usando induccion.

Demostracion. Como f € L, entonces, existe una sucesion creciente de funciones esca-
lonadas (¢, ), tal que ¢, — f en casi todo punto, la sucesiéon numérica (¢,), esta acotada
y por definicién [ f = 1im, e | @y.

Andlogamente, como g € L, entonces, existe una sucesion creciente de funciones escalo-
nadas (®,), tal que ®, — f en casi todo punto, la sucesiéon numérica (P,,), estd acotada
y por definicién [ g = 1im, o [ D,.

Ahora, como a,b > 0, entonces, (a- ¢, + b - D,), también es una sucesion creciente de
funciones escalonadas, asi que, por la proposicién [I.3.6]

[@o+b-@)=a [0+ [,

para cada n € N. Por consiguiente,

/(a-¢n+b-¢n)ga-1@/¢n+b-1gn/cpn=a-/f+b-/g,

es decir, la sucesion [(a- ¢, + b-P,), esta acotada, por lo tanto, converge, ya que, es
creciente.
Por el teorema

a-@,+b-®,—a-f+b-g

c.t.p cuando n — oo, luego, a- f +b- g € L. Ademas como las sucesiones numéricas ([ @),
y (/ ®p), convergena [ fy [ g, entonces,

Im (a-¢)n+b-CI>n):a-r}gigo/¢n+b~l}g§°/¢n:a-/f+b-/g:/(a~f—|—b-g).

n—oo
[

Pero, desgraciadamente, L no satisface las propiedades que queramos que tenga un
espacio de funciones integrables, es decir, no es un espacio vectorial sobre R (por ejemplo
la diferencia de dos elementos de L no es, necesariamente, un elemento de L). Este hecho

lo vamos a probar en el siguiente ejemplo que es un ejercicio que hemos sacado en el
libro de Weir [16].
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Ejemplo 1.3.1. Sea (I,,), una sucesion de intervalos abiertos en (0,1) que cubre el con-
junto de los miimeros racionales contenidos en (0,1) tal que Yo, () < 3.
Sea § =U;°_,I, y definimos:

f=2X01) —Xs-

Entonces, f es diferencia de dos elementos de L, pero, no es un elemento de L. Para verlo,
vamos a proceder de la siguiente manera.

Por un lado, tenemos que para cada niimero racional g € (0, 1), existe un intervalo abierto
I, que contiene a q y sobre el cual f =0, es mds, cualquier intervalo I C (0,1) con
¢(I) > 0 satisface la condicion anterior. Ahora bien, si (@), fuese una sucesion creciente
de funciones escalonadas que satisface ¢, < fc.t.p, entonces, se debe cumplir que ¢, <
Oc.t.p.

Por un lado, si f fuese un elemento de L, entonces, tendriamos que

/fga (1.14)

Por otro lado, si S, =11 U...Ul,, entonces, (Xs,)n €s una sucesion creciente de funciones
escalonadas que converge hacia Xsy [ Xs, < % = xs € L (por el teorema 1.3.7) y [ xs <

/f:/X(OJ)_/XS:l—/XSZ%- (1.15)

Por (1.14)) y (I.13) llegamos a una contradiccion (f <0y [ f > % ). Esta contradiccion
viene del hecho de suponer que f € L.

1 Lo
b Por conszgmente,

Aunque L no es un espacio vectorial sobre R, vamos a utilizarlo para definir un espacio
de funciones denotado por L' que como veremos en el siguiente capitulo es equivalente
al espacio de las funciones integrables sobre R en el sentido Lebesque (usando la teoria
de la medida).

Definicion 1.3.13. Decimos que una funcion f € L' si puede escribirse como diferencia
de dos elementos de L, es decir,

f=g—h
donde, g,h € L. Ademds, definimos la integral de f como:

1o

Observemos en la definicion anterior que haciendo 4 = 0, se tiene que si g € L, enton-
ces g € L', es decir, L C L.
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De nuevo, tenemos que ver la consistencia del operador integral | sobre los elementos
de L'. Pero, esta vez, es muy fécil. Pues, si f =gy —h; =g —hp con g1,hy,82,ha €L,
entonces,

g1+hy=g+h,

asi que, por la proposicion 1.3.11, tenemos que

Jur fi= [t
far fu=fu-

y eso es exactamente la consistencia que se queria ver.

equivalentemente,

Vamos a terminar esta seccion enunciando algunas propiedades elementales de la inte-
gral de Lebesgue.

Teorema 1.3.14. (1) Si f,g€ L' ya,b € R, entonces,a-f+b-ge L'y

/(a~f+b-g):a~/f—i—b~/g.

(M) Si feLly f>0c.t.p, entonces,
[r=0

En particular, si f,g € L'y f < g c.t.p, entonces, [ f < [g.
(1) Si f € L, entonces, |f| € L'y
1= [ g1

(1v) Si f,g € L', entonces, fV g, fNge L.
El resultado anterior se puede extender a n funciones fi,--- , fn € L' usando induc-
cion.

La demostracion de los apartados del teorema anterior no la detallamos aqui, son com-
probaciones rutinarias que no presentan ninguna dificultad.






Teoremas de convergencia y
conjuntos y funciones
Daniell-medibles

Capitulo

2.1. Teoremas de convergencia

N esta seccion, vamos a enunciar y demostrar uno de los teoremas mas importante en

la integral de Lebesgue: el teorema de la convergencia mondétona y el de la conver-

gencia dominada. Ademads definimos las funciones y conjuntos medibles en el sentido de

Daniell. Finalizamos el capitulo, analizando unas de las propiedades elementales de estos
ultimos.

Para escribir este capitulo, nos hemos basado, principalmente, en los siguientes libros:
[16] y [14].

2.1.1. Algunas observaciones previas

Recordemos que si (s,), es una sucesién de nimeros reales acotadas, es decir, existe
un K > 0 tal que

para todo n € N. Entonces, podemos construir dos sucesiones mondétonas de la siguiente
manera:

[sms St oo}

es un conjunto (no vacio) de nimeros reales y que esta acotado, entonces,
up = sup{sy, Spt1,..-r
tiene sentido para cada n € N. Ademds,
Up > Un+1,
es decir, la sucesion (uy), es decreciente. Por el mismo razonamiento que el anterior,

I, =inf{s,,sp+1,---}
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también tiene sentido para cada n € N. Ademas,
by < lpya,
decir, la sucesion (1), es creciente. Por la definicion, estd claro que si m < n, entonces,
Lo <L, <uy, < uy,.

Como (uy), es una sucesién decreciente de nimeros reales y acotada, entonces, tiene
limite u (que llamamos limite superior de la sucesion (s,),), es decir,

u = limsups,.

Por un razonamiento similar que al anterior la sucesién (1), tiene limite / (que llamamos
limite inferior de la sucesion (s;),), es decir,

[ = liminfs,.

Finalmente, recordamos que una sucesion (s, ), acotada de nimeros reales converge a un
namero s € R, si y solamente si, liminfs,, = limsups, =s.
La demostracion de la tltima afirmacion se puede consultar en el libro [16].

2.1.2. Teorema de la convergencia monétona

E L objetivo de esta seccion es demostrar el clasico teorema de la convergencia monétono
de Lebesgue adaptado a la integral de Daniell.

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad para la prueba del teorema de la convergen-
cia mondtona.

Teorema 2.1.1. Sea (f;), una sucesion creciente de funciones de L cuyas integrales estdn
acotadas ([ f, < K para todo n). Entonces, (f,), converge en casi todo punto a una
funcion f €L,y

/f: lim | f,.

n—yoo

Demostracion. Por definicion de L, existen sucesiones crecientes (@ )n» de funciones
escalonadas de modo que, para cada m € N, la sucesion (@, ), de funciones escalonadas
converge en casi todo punto a f;,;, y ademas,

tim [ 9w = [ for
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Ahora, para cada n € N, definimos:

0 =V{;j: 1 <i,j<n}.

Entonces, para cada n € N, ¢, es una funcién escalonada por la proposicion 1.3.14 y
la sucesién (¢,), es creciente. Como ¢, < f, en casi todo punto (por construccion) y,

ademas,

/ﬂSKNm

[on<k

para todo n € N. Luego, por el teorema|[I.3.9]

entonces,

lim¢,=feLct.p

n—yoo

lim [0,= [ .

lim f, = f
n—oo

Ahora falta por ver que

en casi todo punto y que

tim [ = [ 1.

En efecto, por definicién de ¢,

2.1)

(2.2)

con m < n. Manteniendo la m fijo y haciendo n — oo, tenemos que f,,, < f (m=1,2,...)

en casi todo punto. Por lo tanto, tendremos,

O < fu < f,Vn

en casi todo punto, como consecuencia,
Iim ¢, < lim f,, < f.
n—oo ¢n - n%oofn - f
Por consiguiente, (2.1) implica que
f<Ilim f, < f,
n—soo

por el teorema de sdndwich

lim f, = f.

n—o
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De manera similar, tenemos que

Jouz [h< s
lim [0,= [ 1

por (2.2). De nuevo, el teorema de sandwich implica que
fin [ 5= [ 1.

Para la prueba del teorema de la convergencia monétona, ademads del teorema anterior,
vamos a necesitar el siguiente lema.

y, por lo tanto,

]

Lema 2.1.1. Sea f € L'. Dado € > 0, existen g,h € L tal que f = g — h, donde h es una
funcion positiva y
/h<a

Demostracion. Como f € L!, entonces, f=g1—hy,donde g1, h € L. Por ser h; elemento
de L, entonces, existe una sucesion creciente (¢, ), de funciones escalonadas que converge
hacia h; en casi todo punto y, ademds, lim, . | ¢, = [ hy, por lo tanto, existe un M € N
(suficientemente grande) tal que

0§/h.—/¢M<e.

hy =hy — ¢u

es positiva en casi todo punto, hy € Ly satisface

Entonces,

Og/h2<£.

Ademas, go=g1— 9 €Ly f=g2—h.
Como h; es positiva casi en todo punto, 4 = hy y g = g» en casi todo punto, entonces, g, h
satisfacen las condiciones del lema. []

Ahora, podemos enunciar y demostrar el clasico teorema de la convergencia mondtona
de Lebesgue adaptado a la integral de Daniell.
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Teorema 2.1.2. Sea (f,), es una sucesion monétona de funciones en L' cuyas integrales
estdn acotadas ([ f, < K,¥n € N). Entonces, (f,)n, converge casi en todo punto a una

funcion f €L,y
1t

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que (f,), es una sucesion cre-
ciente de funciones positivas.
Si escribimos

ai :fl »an :fn_fnfl
con n > 2, entonces,
fr=a1+..+a,

y
a,>0,Vn>1.

Aplicando al lema alos a, con € = % para cada n > 1, concluimos que existen

funciones positivas b,,c, € L tal que a, = b, — ¢, y ademas,

1
Notemos que los b,, son funciones positivas porque b,, = a, + c¢,. Definiendo
gn=>b1+..+b,

hy=ci+...+cy,

tenemos que
Jn = &n—hn, (2.3)

donde g, h, € L. Claramente, (g, ), (h,), son sucesiones crecientes (por sus definiciones)
de elementos de L por la proposicién 1.3.12. Por un lado,

1 1 1
/hn<§—|—?+...—|—§<l.

Por otro lado, por la igualdad dada en (2.3)) y la proposicién 1.3.12, tenemos que

/gn=/fn+/hn-

Por consiguiente, las sucesiones ([ g,)n, ([ hn), estian acotadas. Ahora, por el teorema
2.1.1} existen funciones g,/ € L tal que

limg, =g vy ’}f_r};hn:h.

n—oo
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Como consecuencia de lo anterior y por (2.3)), tenemos que
fi=1lim f, = lim (g4 —hn) =g—h €L (2.4)
n—oo n—oo

Ademds, por el mismo teorema 2.1.1] se tiene que
lim =
i fou- [

tim [ hy = / h,
N—yo0

y por lo tanto,

h;m fo= /f' (2.5)
Por (2.4) y (2.5) el teorema queda demostrado. O

2.1.3. Teorema de la convergencia dominada

U NA vez demostrado el teorema de la convergencia monétona, vamos a utilizarlo para
probar la version de Daniell del clasico Teorema de la Convergencia Dominada de
Lebesgue.

Teorema 2.1.3. Sea (f,), es una sucesion de funcion en L' que converge casi en todo
punto hacia una funcion f. Supongamos, ademds, que existe una funcion g € L! tal que

‘fn‘ Sg VHEN,

lim [ = [ .

N={xeR: lim f,(x) # /(x)}.

entonces, f €Ly

Demostracion. Sea

y definimos:

ln(x) = inf{fn(x)vfn+1(x)v }7
un(x) = Sup{fn(x)7fn+l<x)v }

six €Ny l(x) =u,(x) =0six €N. Ahora, ya tenemos dos sucesiones mondtonas de
funciones (1), y (un)n que convergen hacia f en casi todo punto y que satisfacen
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para todo n y casi todo punto. Si para cadan € N, I,, y u,, fuesen elementos de L', entonces,
el teorema demuestra que f € L' y que

Jim [ = | 1.

lim / Uy = / f.
n—yo0

Pero, por (2.6) y el teorema 1.3.14 se concluye que

Jus[fz [

y por el teorema del sandwich tendriamos que
lim [ f, = / f.
n—oo
Por el razonamiento anterior, para probar el teorema, lo Gnico que tenemos que demostrar
es que I, y uy, son elementos de L! para todo n. En efecto, por el teorema 1.3.14 tenemos
que
Ik = fn /\fn+1~-- /\fn—i-ka

Unk = fn vfn+1-~~ \/fn+k
son elementos de L!. Por éste tltimo, tenemos que

lim Ly = I,
k—>oo

ademas
Iim u,; = uy,.
k—yo0
Como | f,| < g, se tiene que
|lnk| <g
y
k| < g

Ahora, el hecho de que g € L! implica [ g € R. Luego,

/lnké/g
= [

. Luego, las sucesiones ([ Lx)x ¥ ([ tnx)x» ademds de ser monétonas, estan acotadas. Fi-
nalmente, por el teorema [2.1.2]se deduce que

Ly, uy EL],

que es lo que queriamos ver. 0
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2.2. Conjuntos y funciones medibles

E N esta dltima seccién, ademds de extender el espacio L! de las funciones integrables

en el sentido de Daniell a un nuevo espacio .# cuyos elementos se llamaran fun-
ciones medibles, vamos a definir el espacio S de los conjuntos medibles en el sentido
de Daniell. En primer lugar, definiremos lo que entendemos por una funcién medible, y a
partir de ésta Ultima, un conjunto medible. Lo interesante de esta nueva forma de proceder
es que las definiciones anteriores se consiguen sin el uso la teoria de la medida. Acaba-
mos el capitulo, estudiando algunas propiedades elementales de las funciones y conjuntos
medibles.

Definicién 2.2.1. Una funcion f : R — R es medible si la funcién F = gV (f Ah) € L!
para todo g,h € L' con g <0< h.

La definicion anterior se puede comprender su significado observando que:

fx) siglx) < f(x) <h(x)
F(x)=1< h(x) sih(x)< f(x)
glx) siflx) <glx).

A continuacién, vamos a enunciar algunas propiedades elementales de las funciones y los
conjuntos medibles.

Proposicion 2.2.2. Supongamos que f, fi,f>» € # y c1 c2 € R, entonces,

(a) iV, fiNfre A

(b) cifitefre .

(c) Sea (fn)n es una sucesion de elementos de A . Si fn(x) — f(x) en casi todo punto,
entonces, [ € M .

Demostracion. La prueba de los apartados (a) y (b) las vamos a omitir, ya que no pre-
sentan dificultades.

Para ver el apartado (c), procedemos de la siguiente manera:

Para cada n € N, tenemos que, f,, € .#,y por consiguiente, F, = gV (f, Ah) € L' para
todog,heL1 cong <0< h.

Por tanto, como bien sabemos, si (a,), es una sucesién de nimeros reales tal que a, —
a € R, entonces, a, \b —+a/Abya,Vb— aVbparatodo b € R.

Como f,(x) — f(x) c.t.p, si F =gV (f Ah), entonces, F,(x) — F(x) c.t.p. Ahora, pa-
ra ver que f € ./, lo tnico que tenemos que demostrar es que F € L!. Pero, eso no es
dificil, ya que, (Fy), es una sucesion de elementos de L y g < F, < h, y por lo tanto,
|F,| < (—g) V h. Por consiguiente, por el teorema se tiene que F € L' , ya que,
(—g)VhelLl. O
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A continuacién, vamos a definir los conjuntos medibles en el sentido de Daniell y
presentamos algunas de sus propiedades.

Definicion 2.2.3. Un conjunto E C R es medible, si y solamente si, xp € M .
Denotamos por S a la clase de los conjuntos medibles.

Proposicion 2.2.4. (a) La funcion caracteristicade R yr =1 € 4, es decir, R € S.
(b) Si E\,E; €S, entonces, E; \ E; € S.
(c) Si (Ep)n es una sucesion de elementos de S, entonces, G =U;_|E, € S.

Demostracion. (a) Observamos que para cadan € N, f, = X[, € L', entonces, f, =
X[—nn) € A , es decir, (f,), es una sucesién de elementos de .#Z' y f, — xr, por la
proposicion XRr € ./, equivalentemente, R € S.

(b) Sea Ey,E; € S. Como xg\g, = f1 — f1 A f2, donde fi = xg, con k = 1,2, entonces,
XE\E, € A por la proposici(’)n y como consecuencia de lo dltimo, E; \ E; € S.

(c) Sea Ey,E; € S. Como Xg,uE, = f1V f> donde fi = X, con k = 1,2, entonces, por el
la proposici()n se tiene que Xg,uE, € -4, yaque, f1, f» € .4, equivalentemente,
E{UE; € S. Usando induccidn, se ve que si E1,E»,--- ,E, € S, entonces, G, = E{ U
E,---E, €8S, esdecir, xg, € .#.Como (Xg,)n es una sucesion de elementos de .7 y
que xg,(x) = xc(x) c.t.p, donde G = U>_, E,, entonces, Xg € .# por la proposicion
lo que es lo mismo que, G € S.

n=1

O






Coincidencia de construccion
entre la integral de Daniell y la
de Lebesgue

Capitulo

E L propdsito de este capitulo es probar la equivalencia de la integral de Daniell y la de

Lebesgue sobre funciones f : R — R, en el sentido de que, los conjuntos medibles
en el sentido de Daniell son los mismos que aquellos medibles en el sentido de Lebesgue,
las funciones medibles en el sentido de Daniell son las mismas que aquellas medibles
en el sentido de Lebesque vy, finalmente, el espacio L! obtenido a partir de la integral de
Daniell o la de Lebesque es siempre el mismo.

Para elaborar este capitulo, nos hemos basado, principalmente, en los siguientes libros:
(7, [1O], [14] y [11].

3.1. Algunas observaciones previas

R ECORDEMOS que dado un conjunto E, una clase ./ de subconjuntos de E es llamado
o — algebra si satisface las siguientes tres propiedades:
(1) Contiene E : E € <.
(11) Es cerrado por complementarios: A € .7, si y solamente si, A € 7.
(111) Es cerrado por uniones numerables: si (4, ), es una sucesion de elementos de A € &7
entonces, Uy A, €A € .
En este caso, decimos que el par (E, <7) es un espacio medible.
En particular, si (E, T) es un espacio topoldgico y la c— dlgebra <7 fuese generada
por los elementos de 7, entonces, .7 se llamard dlgebra de Borel.
Los elementos del dlgebra de Borel se llaman conjuntos de Borel o conjuntos borelianos
en honor del matematico francés Emil Borel, que publicé en 1898 una primera exposicién
del algebra boreliana de los ndmeros reales.
Ademads, una medida sobre (E,.<7) es una aplicacién u : &7 — [0, ] que:

(1) asocia el valor 0 al conjunto vacio: p(0) = 0.
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(11) es o— aditiva: para toda sucesion (A, ), de elementos de <7 disjuntos dos a dos,
MU 1An) = Z 1 (An).
n=1

En este caso, decimos que la terna (E, .o/, 1) es un espacio de medida.
Si (Ay), es una sucesion creciente (A, C A, 1), entonces, definimos su limite como
la union de todos los A,, :

Anélogamente, si (4,), es una sucesion decreciente (A,+; C A,), entonces, definimos su
Iimite como la interseccion de todos los A, :

n—oo

Sin embargo, si (A,), es una sucesion arbitraria de conjuntos, podemos formar dos suce-
siones mondtonas de la siguiente manera:

B, = ﬂ]o::nAk,

para cada n € N. Como (Bj,), es una creciente de conjuntos, entonces, tiene limite (que
llamamos limite superior de la sucesion (A,),, es decir,

limsupA, := lim B, =N, B, = U, Ni—, Ak
n—oo n—reo

Anélogamente, (C,), por ser una sucesion decreciente de conjuntos, tiene limite (que
llamamos limite superior de la sucesién (A4,),), es decir,

liminfA, := lim C, = U,_C, = U,_| Ni—, Ak-

n—oo n—oo

Finalmente, denotaremos por AAB a la diferencia simétrica de A y B, es decir,

AAB = (A\B)U(B\A).

3.1.1. Medida e integral de lebesgue

E N esta seccidn, tenemos como objetivo hacer un repaso bastante general de los concep-

tos fundamentales de la integral de Lebesgue. La medida y la integral de Lebesgue se
ensefian en la asignatura “funciones de varias variables I1 ” de segundo curso del grado.
Todos los resultados de esta seccion estan presentados sin demostracion. La teoria de la
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integral de Lebesque se puede enfocar de muchas maneras distintas. En este trabajo solo
desarrollamos una de estas maneras.

Denotaremos por & la clase de los subconjuntos de R que son uniones finitas de inter-
valos acotados. Ademas, recordemos que siA € & y A =1 U---UI, intervalos disjuntos
dos a dos, denotamos

OES A
k=1

Definicién 3.1.1. La medida exterior de Lebesgue sobre & (R) es una aplicacion A* :
P (R) — [0, 0| definida por

A*(A) =inf{) (A,):ACU A y Ay €&}
n=1

A continuacidn, vamos a definir lo que entendemos por un conjunto medible utilizan-
do la medida exterior de Lebesgue.

Definicion 3.1.2. Un subconjunto A de R es medible si A = Uy _|A,, donde para cada
neN, A, es un subconjunto de R y, ademds, existe una sucesion (A,L,W)Z:1 de elementos
de & tal que

Iim A*(A,AApm) = 0.

n—yoo

Denotamos por S(A ) la familia de los conjuntos medibles en el sentido de la definicién
Ademds, si A € S(A) decimos que A es medible en el sentido de Lebesgue.

Teorema 3.1.3. S(A) es una 6—dlgebray la funcion A : M (L) — [0, 0| definida por
A(A) =A%(A)
es una medida que se llama medida de Lebesgue.

Observemos que la medida de Lebesgue en R es una medida definida sobre los con-
juntos de Borel de R y da sentido a la nocién fisica de longitud. La medida exterior de
lebesgue en R es, en realidad, una extension de la medida de Lebesgue a una clase mas
amplia de subconjuntos de R

Definicién 3.1.4. Una funcion f : R — R es medible si f~'(]c,[) € S(A) para todo
ceR

Cuando una funcién f: R — R es medible en el sentido de la definicién anterior,
decimos que f es medible en el sentido de Lebesgue. Ademds, denotaremos por .Z (1) a
la clase de todas las funciones medible en el sentido de la definicion[3.1.4l De la definicion
anterior, se puede ver, ficilmente, que si f~!(Jc,oo[) € S(A) para todo ¢ € R, entonces,
F~1(I) € S(X) para todo intervalo I.
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Definicion 3.1.5. Una funcion s € .# (L) se dice simple si toma un niimero finito de
valores, es decir, f se puede escribir como

s = O XA,

1

n
k=

donde o, - , 0y son niimeros reales y Ay, - -+ ,A, son subconjuntos de R.

Teorema 3.1.6. Para toda funcion f € .4 (L), existe una sucesion (sp), de funciones
simples que convergen puntualmente hacia f. Ademds,

(1) Si f es una funcion positiva (que toma valores no negativos), entonces, podemos
elegir la sucesion (s,), de forma que sea creciente y cada término sea una funcion
positiva.

(1) Si f es una funcion acotada, entonces, podemos elegir la sucesion (s,), de forma
que converja uniformemente hacia f.

3.1.2. Integral respecto de la medida de Lebesgue de funciones me-
dibles

N esta seccion, vamos a definir la integral de Lebesgue de funciones medibles posi-
tivas. En primer lugar, definimos la integral de Lebesgue de las funciones simples
positivas. Luego, extendemos esta definicidn a las funciones f € .# (1) positivas, y pos-
teriormente, a funciones f € .# (A) de signo arbitrario. Finalmente, acabamos la seccién
enunciando los dos teoremas fundamentales de la integral de Lebesgue (teorema de la
convergencia monétona y dominada) y el Lema de Borel-Cantelli.

Definicion 3.1.7. Para toda funcion s simple y positiva, llamamos integral de s respecto
a A al elemento [ s dA de [0,00] definido por

/del: Z oA({x:s(x) = a}),

ocs(R)
con la convencion Q-0 = 0.

La definicién anterior no depende, afortunadamente, de la representacion de s, ya
que, siempre que s = Y.;_; 0% X4, tendremos que

/ sdh =Y aA(Ay).
R k=1
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Definicion 3.1.8. Para toda funcion f € .4 (M) positiva, llamamos integral de f respecto
a A al elemento definido por

/fd).:sup{/s: Sfuncion simple, Ogsgf}e[o,oo].
R R

Si [g f < oo, decimos que f es integrable.

Teorema 3.1.9. Sea (f,,), una sucesion creciente de elementos de .4 (L) cuyos términos
son funciones positivas, entonces, f = lim,_. f, es una funcion positiva que pertenece a

M)y
/Rfdlz lim Rf,,d)t.

n—soo

Definicion 3.1.10. Sea f € .# (). Si las dos integrales [p f™ dA 'y [p f~ dA son finitas,
es decir, [ |f| dA < oo, entonces , decimos que f es A-integrable y definimos la integral
de f como el niimero real [y f dA tal que

/Rfd/lz/Rf+d/l—/Rfd7L.

Denotaremos por L'(2) al conjunto de todas las funciones integrables (cuya integral
es un nimero real).

Teorema 3.1.11. Sea (f;), una sucesion de elementos de L'(A) que converge puntual-

mente hacia una funcion f. Si |f,| < g con g € L'(A), entonces, f € L' (1) y

lim [ f,dA = / fda.
R R

n—oo

Lema 3.1.1. Sea (A,), una sucesion de elementos de S(A). Si Y| A(A,) < oo, entonces,

A (h’msupAn> =0.

n—sco

Ahora, ya estamos en condicion para demostrar la equivalencia de la integral de Le-
besgue y la de Daniell de funciones f reales de variable real.

3.2. Equivalencia de la integral de lebesgue y la de Da-
niell

I E N esta seccion, vamos a demostrar la coincidencia de construcciones de la integral de
Lebesgue y la de Daniell. Basicamente, vamos a probar que los conjuntos medibles,
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funciones medibles, funciones integrables que se obtienen son los mimos utilizando el
método de Daniell (sin teoria de la medida) o el de Lebesgue (con teoria de la medida).

Recordamos que en el capitulo anterior S, .# y L' denotan la clase de los conjuntos
medibles, de la funciones medibles y de las funciones integrables en el sentido de las
definiciones [2.2.1] [2.2.3| y [1.3.13] respectivamente. Sin embargo, en este capitulo S(A),
M (ML) y L'(A) denotan la clase de los conjuntos medibles, de la funciones medibles y
de las funciones integrables en el sentido de las definiciones [3.1.2 y 3.1.4] y [3.1.10} res-
pectivamente. Nuestro objetivo es probar que ambas construcciones coinciden, es decir,

S=S(A), # = .# (L) y, finalmente, L' =L'(1).

El siguiente resultado es de suma importancia para probar la equivalencia de la integral de
Lebesgue (usando teoria de la medida) y la de Daniell. La demostracién que presentamos
aqui la hemos sacado en el libro de Gordon [14]].

Proposicion 3.2.1. f € ., si 'y solamente si, f~(Jc,o[) €.

Demostracion. Supongamos que f € .# y dado ¢ € R, consideramos

E={x:f(x)>c}

y para cada n € N, definimos
fa=nlf—(fAc)].
Como 1 € . por la proposicién[2.2.2] entonces, ¢ € ./ . Por consiguiente, por la misma

proposicion citada anteriormente, es decir, por la proposicion se tiene que f, € ./ .
Para cada n € N, consideramos la funcién

gn=1Nfy.

Claramente, (g,), es una sucesion de elementos de .#. Ademas,
e si x € E, entonces, f,(x) = n[f(x) —c], es decir, lim,,_,e f;,(x) = oo, luego,
1im,,—ye0 gn(x) = 1.
esixZE, fu(x) =0=g,(x) paratodon € N.
Luego, se tiene que 1im,,_,. g, = Y. Por lo tanto, por la proposicién[2.2.2 xg € .4, equi-
valentemente, E € S.
Reciprocamente, supongamos que f~!(J¢,oo[) € S para todo ¢ € R. En particular, f~!(]a, b))
paratodo a,b € R cona < b.
Supongamos que f(x) > 0 para todo x € R Sea € > 1 y consideramos los siguientes
subconjuntos de R:
Ei(e) ={x:e" < f(x) <},

len caso contrario, hacemos f = f™ — f~ y aplicamos el mismo razonamiento tanto a f* como a f~.
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keZy
E={x:f(x)=0}.

Por hipétesis, cada uno de los conjuntos anteriores son elementos de .#. Ademas, por la

proposicion [2.2.2 (Zii’i " ek XEk(8>> es una sucesion de elementos de .# que converge
n

puntualmente hacia la funcién dada por fe := Y ", €" X, (¢), luego,

fe € A, paratodo € > 1.

En siguiente paso, consiste en elegir una sucesion (g,), tal que g, > 1 para cadan € N
y lim, .. &, = 1. Para este propdsito, tomamos un 6 > 1 y definimos &, = 6%, donde
o, =21-".

Ahora, para cada n € N, consideramos g, = f¢,. Por un lado, claramente, por el razona-
miento anterior , (g,), es una sucesién de elementos de .. Por otro lado, esta claro (por
construccion) que g(x) = 0 = f(x) para todo x € E. Ademds,

0< f(x)—gn(x) <& — e =gr(e,— 1) < f(x)(&:— 1),

siempre que, 0 < f(x) < eo. Por consiguiente, (g,), por ser una sucesién de elementos de
M que converge puntualmente hacia f, se tiene que f € .# por el teorema ]

Proposicién 3.2.2. Si f € L!, entonces, f € L'(A) y

/Rfdlz/f.

Demostracion. Por hipétesis, f = g — h, donde g,h € L, decir, existen sucesiones cre-
cientes (g,)n, (hn)n de funciones escalonadas, tal que, lim,_,e g, = g, lim, sy =h'y
[g=1imy e [ gy < oo, [ g =1im,_e [ g, < oo. Sin perdida de generalidad, supongamos
que los términos de las sucesiones (g, ), y (), son funciones positivas (en caso contrario
aplicamos el mismo razonamiento a las sucesiones (g, —g1)n ¥ (hn — h1)n.

Como paracadan € N, g,, h, son funciones escalonadas, en particular, funciones simples,
se tiene que g,,,h, € L' (1), y claramente,

/gn:/gndk-
R

Por el razonamiento anterior y se tiene que

/gdl:h’m/gndl:h’m/gn:/g<w.
R n—o JR n—soo

/hd/’L:/h<oo.
R

Andlogamente,
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Por consiguiente, g,h € L'(1), asi que, f € L'(A) y

/Rfd/I:/Rgdl—/Rfdlz/g—/h:/f.

Proposicion 3.2.3. La clase de los conjuntos medibles en el sentido de la definicion|2.2.1]
es igual a la de los conjuntos medibles en el sentido de la definicion es decir,

]

S=S(1).

Demostracion. Supongamos que A € S(A). por definicion, existen una sucesién (A,), de
subconjuntos de R y una sucesion (A, ), de elementos de .# tal que

A=U7 A,y limy e A*(ApAA, ) =0 paracadan € N,

Extrayendo una subsucesion (si es necesario), podemos suponer que

Yoo AT (AnAA, ;) < oo paracadan € N.

Para cada n € N, afirmamos que 1imy;, o Xan,m = Xa, c-t.p. En efecto,

{x e R:limy o0 X4, (X) # Xa,} = {x€As:x&A,, para infinitos m € N}
U{x € A, : x € Ay, para infinitos m € N}
{x € AyAA, ;- x € Ay para infinitos m € N}
= limsup,, ;.. AnDAy .

ComoparacadaneN,Y > | A*(A,AA, ;) < o, entonces, por el lema de Borel —Cantelli
(lema[3.1.1) se tiene que limsup,, ., A* (A4, »nAA,) =0, y en particular,

{xeR: n%fggoXAn,m (x) # xa,(x)}

es un conjunto nulo. Ahora, como 4, ,, € .# , entonces, X4, €s una funcién escalonada y
por lo tanto estd en .# . Asi que, x4, por ser limite de una sucesién ( XA,.,)m de elementos
de . es un elemento de . por el teorema[2.2.2] |

Pero, x4, € .# equivale a que A, € S, por consiguiente, A = U>_,A, € S por la proposi-
cion2.2.4l

Reciprocamente, supongamos que A € S. Entonces, Y4 € .#, y por lo tanto, XAN[—np) =
XA N X[—nn) € A por la proposici(’)n ya que, X[z € A -

Asi que, para cada n € N, OV (X4 A X[—nn)) = Xan[—nn] € L'. Pero, como L' c L'(})
por la proposicién 3.2.2, se concluye que Y4n(—pq) € -# (L). Por ser (x4 N [—n,n]), una
sucesion creciente de funciones positivas de elementos de .# (1) se tiene que su limite
XA € A (L) por el teorema en particular, A = x, ' (0,00) € S(A). O
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Corolario 3.2.1. La clase de las funciones medibles en el sentido de la definicion [2.2.3|
es igual a la de los conjuntos medibles en el sentido de la definicion es decir,

M=)

Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata de la proposicion 3.2.1, propo-
sicién 3.2.3 y la definicién de .Z (1). O

Proposicién 3.2.4. Si f € L'(A), entonces, f € L.

Demostracion. Como f € L' (1), entonces, [ f* dA < oo, [ f~ dA < ooy por el corolario
3.2.1 fe€ M =M (). Ahora, f € .4 implicaque f,, = OV (fAX[—nn) = fT AX[-nn €
L' para cada n € N. Por consiguiente, (f A x[,mn])n es una sucesién de elementos de L!
y, ademds, [ f*Axpn = [T AXamdA < [ fTdA < eo. Luego, por el teorema
ft e L' Andlogamente, f~ € L'. Por lo tanto, f = f+ — f~ € L. [

Corolario 3.2.2. f € L'(1), si y solamente si, f € L'.

Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata de la proposicion 3.2.2 y la
proposicién 3.2.4. O

El siguiente resultado resume lo probado en la proposicién 3.2.3, los corolarios 3.2.1.
y 3.2.2.

Teorema 3.2.5. (Equivalencia de la integral de Daniell y la de Lebesgue).

La integral de Daniell y la de Lebesgue son equivalentes en el sentido de que:
(@) S=S(A).

(b) M = A (D).

(c) L' = LY(A) y las integrales coinciden.






Integral de McShane

Capitulo

E L objetivo de este capitulo es exponer la integral de McShane. En en fondo, la integral

de McShane es una generalizacion de la integral de Riemann. En la primera seccidn,
presentamos la integral de McShane y estudiamos algunos de sus propiedades. En la se-
gunda seccidn, adaptamos el cldsico teorema de la convergencia monétona de la integral
de Lebesgue a la integral de McShane. Finalmente, en la tltima seccion probamos la equi-
valencia de la integral de McShane y la de Lebesgue sobre las funciones medibles sobre
intervalos compactos de R.

Para redactar este capitulo, hemos seguido, principalmente, los siguientes libros: [9] y

[4].

4.1. Algunas observaciones previas

R ECORDEMOS que un conjunto dirigido es un par (Z, <) en el que Z es un conjunto y
=< es una relacién en & que verifica las siguientes propiedades:

(1) Para cada x € 4, x < x (propiedad reflexiva).
(11) Para cada x,y,z € & tales que x < y e y < z, entonces, x = z (propiedad transitiva).
(1rr) Paracadax,y € 9, existez € Y talquex <yey <z

Ademis, una red sobre R es una aplicacién r: (2,<) — R.

Notemos que una sucesion es una red donde el conjunto dirigido es N con su orden usual.
Ademds, diremos que unared r: (Z,=<) — R converge a ry € R y escribimos limr = rg
si para cada € > 0 existe un x € Z tal que |r(y) —ro| < €six <y.

Es facil probar que r, s son redes sobre R con lim r = rp, lims = s, entonces, lim(or+
Bs) = olimr+ B lims para cada o, B € R. El lector interesado puede consultar resultados
sobre las aplicaciones de las redes en topologia en los siguientes libros: [6]], [8] o [2].
Finalmente, si A C R con A # 0 y x € R, entonces, podemos definir la distancia de x al
conjunto A de la siguiente manera:

p(x,A) =inf{|x—al|:a € A}.
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4.2. Definicion de la integral de McShane y algunas de
sus propiedades

E N esta seccion, exponemos la integral de McShane y exploramos algunas de sus pro-
piedades.

Definicion 4.2.1. Un calibre del intervalo [a,b] es una funcion 6 : [a,b] —]0,00[. Lla-
maremos particion de McShane del intervalo [a,b] a una coleccion

P = {([ai,bi),si) i =1, ,n}

donde

(1) {[ai,bi]}i=1... n s un conjunto de subintervalos que no se solapan y cuya union es
la, D).

(11) s; € [a,b] para cada 1 < i < n. Estos puntos se llaman puntos asociados de la
particion &. Cada s; no estd necesariamente en el subintervalo asociado |a;,b;].

La particion & se dice subordinada a un calibre 6 cuando
[a,-,b,-] C [xl- - 5(xl-),x,- + 5()6,)]

para todoi=1,--- ,n. En tal caso escribiremos abreviadamente P sub §.
Ademds, si f : [a,b] — R es una funcion, entonces, la suma de McShane de f asociada

a & se define como
n

f(2) =Y f(si)(bi—ai).

i=1
Denotaremos el conjunto de particiones de McShane subordinadas a un calibre 0 me-

diante m[]s[a, b].

La existencia de suficientes particiones de McShane estd garantizada por el siguiente le-
ma.

Lema 4.2.1. (Lema de Cousin).
Dado un calibre 6 : [a,b] —]0,00[ siempre existe una particion de McShane de [a,b]
subordinada a §.

Demostracién. Consideramos el recubrimiento abierto {(s — (s),s + 6(s)) }se[a,5 del
compacto [a,b]. Podemos extraer un subcubrimiento finito

{(si —6(si),si+6(si)) bizm1, -
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SeaT={a=1 <t <--- <ty =D>b} es el conjunto formado por a y b y los puntos
si — O(s;) 0 .s;+ 8(s;) que estdn en [a,b]. Afirmamos que para cada j € {1,--- N} existe
un indice i; € {1,---,n} tal que [tj_1,t;] C [si; — O(si;),si, + 6(si;)]. En efecto, fijado
j€{l,--- ,N}existeuni; € {1,--- ,n} de modo que t; | € (s;; — 6(si;),si; +6(s;;)). De
aqui y la definicién de los ¢; se sigue que t; < s;; + 6(s;;), de donde [t;—1,t;] C [s;; —
8(s,-j),sij +6(S,‘j)].

Como consecuencia,

P = {([ljfl,tj],sij) cj=1,--- ,N}

es una particién de McShane de [a, b] subordinada al calibre 8. ]

Ahora, pasamos a ver la definicién de una funcidn integrable en el sentido de McSha-
ne.

Definicién 4.2.2. Una funcion f : [a,b] — R se dice integrable McShane en [a,b) si
existe L € R tal que para cada € > 0, existe un calibre 0 de modo que, para toda particion
P subordinada al calibre J se tiene que

f(Z)—L <e.

Como se puede observar, la definicion anterior es una generalizacion de la integral
de Riemann. Ademads, como ocurre en la integral de Riemann, se puede interpretar la
integrabilidad de McShane de una funcién en término de redes. Para ello, definimos el
conjunto

2 ={(£,0):8 esuncalibrey & € m[]s[a,b]},
preordenado por la relacion (reflexiva y transitiva)
(2,8) < (#',8"), siy solamente si, &' < 6.

(2,=) es un conjunto dirigido. Las propiedades reflexivas y transitivas son obvias. Vea-
mos la tercera propiedad: dados (£2,6),(2,8') € 2, podemos tomar el calibre 6" =
min(8,8’) y por el lemad.2.1|existe una particion 2" sub §”. Evidentemente, (£,8) <
(32”75”) y (9/76/) < (32”76//).

Dada una funcién f : [a,b] — R podemos asociarle una red MSy : 2 — R de la si-
guiente manera:

MSy(2,0) = f(£).
Si (£,8) < (£',8") € 2, entonces, P’ € m[[s|a,b] y, por lo tanto, son equivalentes:

(1) f es integrable McShane en [a, D).
(1) Lared MSy es convergente.
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En tal caso, el elemento L € R que aparece en la definicién coincide con el limite de
lared MS, y por lo tanto, es Ginico. Se llama integral de McShane de f en [a,b] y se le de-

nota por | f f- Ademas, denotamos por MS|a, b| al espacio de las funciones f: [a,b] — R
McShane integrables.

En un espacio métrico completo, una red es convergente, si y solamente si, se cumple
la condicién de Cauchy. Aplicando esto a la red anterior, tenemos el siguiente criterio de
Cauchy

Proposicion 4.2.3. Sea f : [a,b] — R una funcion. Son equivalentes:
(1) f es integrable McShane en [a,D]: f € MS|a,b].
(11) Para cada € > 0 existe un calibre 8 : [a,b] —>]0,00| de manera que si P, ' €
m[]sl|a,b], entonces

f(Z2) = (P <e.

Ahora, vamos a ilustramos la definicién [4.2.2 mediante el siguiente ejemplo que nos
muestra que la funcion de Dirichlet mencionada en la introduccion es McShane integrable.

Ejemplo 4.2.1. Sea

() 1 si xesracional
x =
0 sixesirracional.

Entonces, f es McShane integrable y

/Olf:O.

Demostracion. Fijamos € > 0y elegimos una numeracion (r,), de los nimeros racionales
contenidos en [0, 1]. Definimos § : [0, 1] —]0, o[ por

&

§x) = 7T ST
1 Si X # 1.

Porel lemafd.2.1] sea & = {(x;,[a;,b]) :i=1,--- s} € m[]5[0, 1]; en particular tenemos
que b; —a; < 20(x;) paracada 1 <i<s.
Ademas, observamos que

m (=)

osgﬂxn)(bn—an): Y, (—an)s ) 25(”’):i

n=1x,€Q n=1, r,eQ n=1

=E€

> £
TS

ﬂMg

€
12"
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con m < s, ya que, a la derecha de la primera igualdad en la expresién anterior, hemos
eliminado los términos en los cuales x, es irracional porque en dicho caso f(x,) = 0.
Ademds, hemos puesto f(x,) = 1 para los x,, que pertenecen a Q. Por consiguiente,

0< Y £(wn) (bu—a) <.
n=1

es decir, f es McShane integrable en [0,1] y fol f=0. O

A continuacién, pasamos a enunciar unas propiedades elementales de la integral de
McShane.

Proposicion 4.2.4. Si f y g dos funciones McShane integrable en [a,b] y o, B € R, en-
tonces, o.f + PBg es McShane integrable en [a,b] y

Lb<af+ﬁg>=a/abf+ﬁ/abg.

En otras palabras, el espacio MS|a,b| es un espacio vectorial sobre Ry la integral es una
forma lineal sobre él

Demostracion. Sean f,g € MS[a,b]y a,b € R. Las redes asociadas cumplen que MSq s +
MSg, = aMSy+BMS,. Como f'y g son McSahne integrables, entonces, tenemos garan-
tizada la existencia de

b b
lim(MSqy +MSg,) = alimMSy -+ BlimMS :a/ f+ﬁ/ g
a a

que es lo que queriamos ver. [

Proposicion 4.2.5. Si f : [a,b] — R es McShane integrable y J C [a, D] es un subintervalo
cerrado, entonces, f|; es integrable McShane en J 'y la integral se denota por [ f.

Demostracion. Para ver que f|; es integrable McShane en J, vamos a aplicar el criterio de
Cauchy dado en la proposicién[4.2.3] Sea € > 0 (fijo) y tomemos un calibre 6 : [a,b] —
10, 0| tal que

f(2) - (7)) <e.
paratodo &, %" € m[]s|a,b]. Consideramos el calibre §; = 9|, y elegimos dos particio-

nes ¥, %, € m[]s,(J). Claramente, [a,b]\J es unién de uno (si un extremo de J es a
0 b) o dos subintervalos disjuntos I, H cerrados de tal manera que /,J, H no se solapan y
su unién es [a,b]. Por el lema podemos encontrar en / y H particiones &7 y Py
subordinadas por 5| 1y 5‘ y, respectivamente. Ahora, podemos construir dos particiones de
McShane de [a,b] subordinadas por & de la siguiente manera:
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(a) & formada por los subintervalos de &;, Zy y & con sus correspondientes puntos
asociados.

(b) £’ formada por los subintervalos de &2, Py y Z2;.
Es obvio que f(Z) — (') = f(Z)) — f(£?,). Por consiguiente,

[f(2) = (PN =f(21) - f(Z)| <e.

Como #| y &, eran particiones arbitrarias de J subordinadas por d;, entonces, por
el criterio de Cauchy dado dado en la proposicién @ /|7 es integrable McShane en
J.

]

Proposicion 4.2.6. Sea f : [a,b] — R McShane integrable en [a,D)]. Si a < ¢ < b, enton-

ces, , ,
o=l

Demostracion. Fijamos € y tomamos un calibre 6 : [a,b] —]0, 0| tal que &2 € m[]s[a, b],
entonces,

b
@)= [ <%

Por la proposicién Jija,c] Y fijc,p) SON integrables en [a, c] y [c, D], respectivamente. Por
consiguiente, existen particiones de McShane &7 y &, de [a,c| y [c,b], respectivamente,
subordinadas por 6 tal que

c b
0= [ f1<5 v @)= [ n<s

La particion de McShane & de [a,b] formada tomando los subintervalos de &) y &%
con sus correspondientes puntos asociados verifica que

(a) estd subordinada por 6.
(b) (1) +f(P2) = f(2).

Por lo tanto,

P f=Sf=S2 0 = (U= F(P)+ (2~ S f—J2 f]
— (L= F( PN+ F(P) +f(22) - [ f— [ £
(2= F(P) + (F(21) = [S )+ (F(22) = [2 1)
| |

AVARI

por la eleccion del calibre 6. La validez de la desigualdad anterior para cualquier € > 0
nos da la identidad buscada. [
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4.3. Teorema de la convergencia monétona

E N esta seccion, vamos a enunciar y probar el teorema de la convergencia mondtona pa-

ra sucesiones de funciones (f;;), McShane integrables. Este teorema, lo utilizaremos
mas tarde para la prueba de la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de McShane
sobre funciones definidas sobre intervalos compactos que toman valores en [R.

Sea f: [a,b] — R una funcién integrable McShane. Dado € > 0, sea 9 : [a,b] —]0, 0]
un calibre tal que |f(2) — [ f| < & para cada f(2) € m[Is]a,b]. Si

P ={([ci,di],si) 1 i=1,--- ,n} € mI;I[a,b],

por la proposicién sabemos que fj, €s McShane integrable para todo x € [a,b].
Por lo tanto, podemos definir

Fw = [ s

con x € [a,b]. La funcion F verifica que

d;
F(d)~Fle)= [ f.
Pero, por la proposicion se deduce que
b n d;
[r=X [
a i=17¢i
Por consiguiente, si definimos F(2?) := Y. ,(F(d;) — F(ci)), entonces,

b
/ F=F(P).
a
La notacién F (<) no debe confundirse con la introducida tras la definicién 4.2.1.

Definicion 4.3.1. Dado un calibre 0 : [a,b] — [0, 0|, una particion parcial de McShane
subordinada a & es una coleccion finita

P ={(lai,b],s:) :i=1,--- ,n}

donde

es;€la,blparai=1,--- n.

e {[ai,bi|}1<i<n son subintervalos de |a,b] que no se solapan.
e [a;,bi| C [si—8(si),si+6(s;)] para cadai=1,--- |n.
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El siguiente resultado constituye una herramienta fundamental para la prueba del teo-
rema de la convergencia monétona para sucesiones de funciones ( f,,), McShane integra-
bles.

Lema 4.3.1. (El lema de Saks—Henstock).
Sea f : [a,b] — R una funcion integrable McShane. Dado € > 0, sea 6 : [a,b] —]0, 0|
un calibre tal que | f(Py) — F ()| < € para cada Py € m[]g|a,b], donde

Fo= [ f

con x € [a,b]. Si & = {([ci,di],s;i) :i=1,---,n} es una particion parcial de McShane
subordinada a 6, entonces,

[F(2)-f(Z) <e.

Demostracion. Fijamos Jy,--- ,J, subintervalos cerrados de [a,b] que no se solapan entre
si, que no solapan con los de & y tales que

(U 109) U (U fendi]) = [a,B).

Como f es McShane integrable, por la proposicion paracadai=1,---,p podemos
encontrar una sucesion (%; ;)i de elementos de m[]s(/;) tal que

lim f(#14) = | ! @.1)

Para cada k € N consideramos la particiéon de McShane & € m[]s[a,b] formada por
los subintervalos de & mds los de &;; (1 <i < p), con sus correspondientes puntos
asociados. Evidentemente, &7 estd subordinada a & y por la proposicion [4.2.6]

(P —F(Z0 = XL f(si)di—ci) +Zf:1 f(Zjx) = Ein fcd,-if_zﬁzl ijf|
= ‘(( 2 f(sidi—ci) =Y, gif)+2§:1 <f(<@j,k)—fj_,~f>’
= f(P)=F(P)+ L (f(Pj) = [, )

Como para cada k € N, &, € m[[s]a,b], tenemos que
[f(Zk) —F(Z)| <e.

Como consecuencia,
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Por (@.1)), tenemos que k — oo implica que
f(Z)-F(Z)|<e
que es lo que queriamos ver. 0

Adaptamos a continuacion el cldsico teorema de la convergencia mondétona de la inte-
gral de Lebesgue a la integral de McShane.
Antes de enunciar y probar el teorema de la convergencia mondtona, veamos la siguiente
lema:

Lema 4.3.2. Sean f,g: [a,b] — R McShane integrables tales que f < g. Entonces,

/abfé/abg-

Demostracion. En primer lugar, vamos a ver que si 4 : [a,b] — R es una funcién McS-
hane integrable tal que 4 > 0, entonces,

b
/ h>0.
a

En efecto, como i € MS[a,b] y h > 0, entonces, la red asociada a h es positiva, es decir,
MS;, > 0.

Por lo tanto,

b
/ h = limMS), > 0.
a

Ahora, por la proposicién g—f€EMS[a,b]y

/ab(g—f)Z/abg—/abf

Ademads, como g — f > 0, tenemos que

[&-n=o

Por consiguiente,
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De lo anterior, se deduce que

/abe/ahg-

Ahora, pasamos al teorema de la convergencia monotona.

Teorema 4.3.2. Sea (f,), una sucesion mondtona de funciones f, : [a,b] — R McShane
integrables que converge puntualmente hacia una funcion f : [a,b] — R. Si la sucesion

numérica ([ ab fn)n estd acotada, entonces, f es McShane integrable y

b b
/ f=1m | f,.
a a

n—o0

Demostracion. Sin perdida de generalidad, vamos a suponer que (f;), es una sucesion
creciente de funciones positivas McShane integrables.
Para cadan € N, sea

X
R = [ f
a
y, ademads, sea

b
L= lim/ fo.
a

n—oo

Dado € > 0, existe un N € N tal que

b
0<L—/ fn < € paracadan > N. 4.2)
a

También, como f,(x) — f(x)(puntualmente), entonces, para cada x € [a, b], existe un N, <
N tal que
0< f(x)—fu,(x) < e. 4.3)

Ahora, para cada n € N, como f,, es McShane integrable, sea
On : [a,b] —]0,00[

un calibre tal que
E

o P) = F(2)| < 3 (44)
para cada particion & subordinada a d,. Podemos tomar 8, = 0; A& A --- A 9, si fuese
necesario, asi que, vamos a suponer que (), es una sucesion decreciente de funciones

positivas. Definimos el calibre 0 (x) = Oy, (x) para x € [a,b]. Supongamos que

P ={(lcidi],xi) :i=1,-- ,q}
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es una particién de McShane de [a, ] subordinada a §. Deseamos mostrar que
f(Z)—L <e.
Sea M = Ny, V Ny, V---VNy, yparaN <n <M, sea
Py ={([ci,di],xi) : Ny, = n}.
Claramente, &2, esta subordinada a 9, y

)u(:@n) = Z (d,‘—ci).

i:in: n

Como (F},), es una sucesion de funciones positivas (por su definicién) y por el lema
es una sucesion creciente de funciones, entonces,

FN(@n) S Fn(yn) S FM(an)
Ademas, si k satisface N < k < M, entonces, por la proposicion tenemos que
b q d; M d; M
[ =Y [ 5=Y ¥ [#=} R
a i=1YCi n=NiNy=n Ci n=N

Por consiguiente,

b M M M b
JRCED W NEAED WACHED W AR I
a n=N n=N n=N a

porque N < n < M. Como consecuencia de las desigualdades anteriores y por (4.2), se
deduce que

‘ f‘, Fa(Pn) —L‘ <e. (4.5)

Como N <n <M, por (¢.3), tenem:)s que
0 < f(Pn) = fu(Py) = Z (f(xi) = fu(xi) (di — ci) < Z di —ci) = EA(P).

i:in: n le =n

En particular,

[f(Pn) = a(Pn)| < EA(Fn). (4.6)

Ademds, como #Z, es una particién parcial de McShane subordinada a &, entonces, te-
niendo en cuenta (4.4) y el lema de Saks—Henstock, es decir, el lema [4.3.1] tenemos

que
€

1 P0) = Fu )| < o @)
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Finalmente, combinando (4.5), (#.6) y (4.7) tenemos que

f(2) L] | Znin (F(Pn) = fu( D) + Enin(fa( D) = Fas(Pn)) + Bl (Fa( Pn) — L)

L [F(Pn) = (D) | + Ty [ fa( D) + Fa( P)| + Loy [Fa( Pn) — L]
MVEM(P)+ XM £ +e

eb—a)+e+e

(b—a+2)e.

ANVANRVAN|

Hemos demostrado que para cada particién de McShane &7 de [a, b] subordinada al calibre
0 se tiene que

|If(Z)—L| < (b—a+2)e.

La validez de la desigualdad anterior para todo € > 0 implica que f es integrable McShane
con integral L, que es lo que se querria probar. O]

4.4. La equivalencia de Lebesgue-McShane

E N esta seccion, vamos a probar la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de McS-

hane sobre funciones medibles definidas sobre intervalos compactos de R a valores
reales. Procederemos de la siguiente manera: demostraremos que las dos integrales son
equivalentes sobre el espacio de las funciones simples (medibles), luego, utilizaremos el
teorema de la convergencia monétona para extender el resultados sobre el espacio de las
funciones medibles.

Teorema 4.4.1. Sea f : [a,b] — R una funcién simple (medible), entonces, f es McShane

integrable y
b
/ f= / fdA.
a [a,b]

Demostracion. Basta probar el teorema suponiendo que f es la funcidn caracteristica de
un conjunto E C [a,b] medible. En el caso en que f fuese una funcién simple, se utiliza
la linealidad de la integral y se obtiene el resultado deseado.

Suponemos que f = yg con E C [a,b] medible. Sea E C [a, b] un subconjunto medible de
[a,b] y seal = [a,b] y H =TI\ E (también es medible por ser diferencia de dos conjuntos
medibles).

Dado € > 0, sean A1,A; dos conjuntos abiertos tal que

ECA;, y HCA,.
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También, supongamos que
AA) <AE)+e y AlA) <A(H)+el] (4.8)
Ahora sea § : [a,b] :—]0,0[ un calibre definida por

5(x) p(x,Al‘) s%xGE
p(x,A5) sixeH.

P ={([ci,di],xi) ri=1,---,n}

una particiéon de McShane del intervalo [a,b] subordinada a §. Evidentemente, por la
definicién de 98, si [¢;,d;] C E para algin i € {1,---,n}, entonces, x; € E. Sean P los
elementos de & cuyos puntos asociados estdn en E 'y Py = &\ . Entonces, por la
definicién de funcién caracteristica y se tiene que

xe(2) = xe(PE) < A(A1) <A(E) + ¢ (4.9)
X (D) = 21 (Pu) < A(A2) <A(H) +e. (4.10)
Ahora, como Yg = X7 — XH, entonces, se cumple que
Xe(2) = 21(P) = xu(P) = A1) — xu(P).
Ademas, por (4.10), concluye que
xe(P)=AI)—xu>A(I)—A(H)—e=A(E) —¢.

Por consiguiente,
AE)—xe(2) < e. (4.11)

Pero, por {#.9)), tenemos que
—(AME)—xe(2)) < e. 4.12)
Finalmente, por (.T1) y (4.12), se deduce que
A(E) — xe(2)| <e,

es decir, f = g es McShane integrable en [a,b] y su integral es A(E), que es lo que se
querria ver. [

"Podemos suponer que los abiertos Ay, A, que contienen E y H, respectivamente, satisfacen
A(A1) < A(E)+eyA(A2) < A(H)+ € porque la medida de Lebesgue es regular. El lector interesado puede
consultar lo anterior en el libro [[10] de Rudin pagina 334.
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A continuacion, vamos a probar la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de
McShane sobre funciones medibles definidas sobre intervalos compactos de R a valores
en R.

El siguiente resultado esta propuesto como ejercicio en el libro de Gordon [4].

Teorema 4.4.2. Sea f : [a,b] — R una funcion medible, entonces, f es McShane inte-

grable y
b
/f s

Demostracion. Supongamos que f es una funcion positiva [} Como f es medible, en-
tonces, por el teorema existe una sucesion (sy), de funciones simples medibles de
manera que

(1) s, > 0 paracadan € N.

(Ir) s, < s,+1 paratodon € N.
(1) 1im, e 5, (x) = f(x) para cada x € [a,b].

Para cada n € N, por el teorema4.4.1} s, es McShane integrable y

b
/sn:/ sy dA.
a [a,b]

b
lim [ s, = lim Sy dA. (4.13)

n—oo J, n— J[q,b]

Por lo tanto,

Ahora, por el teorema[4.3.2] f es McShane integrable y

hm/ sn—/ f (4.14)

Analogamente, por el teorema[3.1.9] f es medible y

lim SpdA = fdAa. (4.15)

n—ee Jla,b] [a,b]

Por (4.13)), (4.14) y (@.15)) se concluye que

/ f=lim sn = lim SpdA = fdA.

n—yoo n—yoo [a7b] [a7b}

2En caso contrario, escribimos f = f — f~ y aplicamos el mismo razonamiento a f* y f~. Finalmente,
usando la linealidad de la integral se obtiene el resultado deseado.
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Por consiguiente,
b
=] ra
a [a,b]

que es lo que queriamos probar. 0

Teorema 4.4.3. Sean f € MS[a,b]y F(x) = |, : f para cada x € [a,b]. Entonces

(a) F es continua en [a,b).
(b) F es derivable en casi todo punto en [a,b] y F' = f.
(c) f es medible.

La demostracion del teorema anterior se basa en el lema[d.3.1] de Saks—Henstock, el
lector interesado puede encontrar una prueba en el libro de Gordon [4] en la pagina 145.

Ademas por los teoremas y se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.4.4. Una funcion f : [a,b] — R es integrable de Lebesgue si y, solamente,
si lo es en el sentido de McShane. Ademds el valor de la integral es el mismo en ambos
sentidos.
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