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Modelos y modelizacion

Como ya se ha visto, existen muchos tipos de modelos, aunque normalmente cuando se trata de estudiat
cesos naturales se utilizan modelos matematicosnblelo matematicoes la expresion formal (en lenguaje
matematico) de las relaciones entre los componentes de un modelo. La construccion de un modelo de
tipo implica la seleccion y cuantificacion de los componentes, variables y relaciones presentes en el sist
para representarlo con el nivel de detalle requerido. Puede ser algo tan simple como sustituir las variable
una ecuacion por sus valores reales o puede ser un conjunto complejo de ecuaciones interrelacionadas «
variables se ven modificadas a lo largo del tiempo y a través del espacio.

El lenguaje matematico permite describir y modelizar sistemas de manera parsirﬁbmibjmiva Yy no am-
bigua; hasta el punto de que hoy en dia se considera a los modelos matematicos como representacion
teorias acerca de los sistemas que se modelizan. El lenguaje simbélico que aportan las matematicas pe
expresar ideas de gran complejidad.

Debe distinguirse entre esta concepcién de modelo, como representacion de una teoria mediante una ecu
mas o0 menos sencilla, y la idea de modelo como agrupacién de un conjunto de ecuaciones (que respol
a diferentes teorias) interconectadas de manera que representen las diferentes transferencias entre los ¢
nentes del sistema modelizado.

Por minimamente complejo que sea un modelo, y especialmente si tiene en cuenta variaciones en el espa
en el tiempo, requiere la resolucion de muchisimas operaciones matematicas. Por tanto se requiere un ordel
para su resolucion ordenada en formaabigritmo.

Las caracteristicas deseables de los modelos matematicos (M@byel 993) son:
e Parsimonia, un modelo no es necesariamente mejor por tener muchos parametros. La simplicidad
siempre deseable.

e Modestia, deben tratar de alcanzarse so6lo objetivos asequibles. Un modelo, al igual que un mapa,
debe aspirar a imitar la realidad sino s6lo a resaltar aquellos aspectos de interés para su aplicacion.

e Exactitud, el modelo debe reproducir en la medida de lo posible el funcionamiento del sistemay gener
valores para las variables de salida y estado similares a los observados en la realidad.

o Verificabilidad, los resultados del modelo deben poder compararse con datos reales y determinar de ¢
modo el grado de exactitud del modelo.

e Por otro lado, no basta con que funcionen bien, deben funcionar bien por las razones correctas

reduciendo el nimero de parametros, se considera que a igualdad de otras consideraciones es preferible un modelo simple
mas complejo
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4.1 Tipos de modelos matematicos
Una clasificacion de los modelos matematicos podria basarse en una serie de caracteristicas dicotomicas:

e Empiricos o basados en principios fisicos

El caracter empirico o fisico constituye la caracteristica fundamental de un modelo. Un modelo fisico
se basa en las leyes fisicas que rigen los procesos, un modelo empirico se basa en relaciones estadisti-
camente significativas entre variables. Las ecuaciones que describen un modelo estadistico no son por
tanto fisicamente o dimensionalmente consistentes ni universales, ya que en rigor solo son validas para el
contexto espacio-temporal en el que se calibraron. Se caracterizan por un alto poder predictivo pero una
escasa capacidad explicativa, es decir reproducen el funcionamiento del sistema razonablemente bien
pero no permiten saber por que el sistema funciona asi. Los modelos estadisticos se conocen también
comomodelos de caja negrgya que no permiten descubrir el funcionamiento interno del sistema.

Los modelos fisicos se denominan, por contraposiaitogelos de caja blancaSe trata de modelos

en los que las transferencias de materia y energia entre sus componentes se rigen mediante ecuaciones
fisicas y que ademas cumplen las leyes de conservacién de la materia y la energia, tanto para el conjunto
del modelo como para cada uno de los submodelos.

Una posibilidad intermedia son lasodelos de caja griso conceptuales Se trata de modelos en los

que el sistema se descompone en una serie de componentes que se resuelven como modelos empiricos
pero cuya integracion se basa en principios fisicos o al menos en cierto conocimiento a priori de como
funciona el sistema.

Para poder construir un modelo fisico es necesario un alto conocimiento acerca de como funciona el
sistema a modelizar. EI modelo resultante permite transformar unas variables de entrada en variables de
salida. En el caso de los modelos empiricos la falta de conocimiento acerca del sistema se compensa con
datos de calidad y en cantidad suficiente de las variables de entrada y de salida. A partir de estos datos
podemos construir un modelo empirico que nos permita, posteriormente, obtener las variables de salida
a partir de un nuevo conjunto de valores para las variables de entrada.

e Estocasticos o deterministas

Los primeros incluyen generadores de procesos aleatorios dentro del modelo que modifican ligeramente
algunas de las variables. De esta manera, para un mismo conjunto de datos de entrada, las salidas no
serian siempre las mismas. La distincién ente modelos deterministas o estocésticos se confunde a veces
con la anterior, relacionando equivocadamente modelos estocasticos con empiricos y deterministas con
fisicos. En realidad un modelo determinista es aquel en el que dado un conjunto de de parametros y
variables de entrada va a producir siempre el mismo conjunto de variables de salida. En el caso de un
modelo estocastico los valores de las variables de salida van a a variar de unas ejecuciones del modelo a
otras ya que se deja intervenir al azar.

Las razones por las que el comportamiento de un sistema puede resultar aleatorio son diversas:

Existencia de procesos realmente estocasticos

Existencia de procesos aparentemente estocasticos debido a nuestra falta de conocimiento

Errores aleatorios en la medicién de las variables

Procesos muy complejos que es preferible modelizar como estocasticos
La introduccion de un componente estocéstico en un sistema puede venir a su vez de:

— Utilizacion de generadores aleatorios de series de las variables de entrada (precipitacion por ejem-
plo)
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— Utilizacion de generadores aleatorios para dar valores a los parametros del modelo y a su distril
cion espacial, de esta manera se evita el problema que supone utilizar parametros estimados
cierto grado de incertidumbre. Por ejemplo al incluir la capacidad de infiltracién del suelo en u
modelo hidrologico podemos utilizar siempre la misma interpolacion o permitir que varie al aza
de unas ejecuciones a otras.

— Cuando en un modelo las salidas de un componente pueden dirigirse a varios componentes distil
y no es facil determinar a cual o en que cantidad, pueden determinarse las cantidades al azar.
ejemplo en un modelo hidrolégico basado en la rasterizacién de una cuenca la transferencia
agua de una celdilla a las celdillas aguas abajo puede hacerse de modo determinista (siempre ig
o aleatorio (puede variar).

La introduccion del componente estocastico permite ademas comprobar como se comportaria el moc
para diferentes conjuntos de parametros o valores de las variables de entrada. De este modo en lug
obtener un resultado a partir de un conjunto verosimil de datos, obtendremos un conjunto de resulta
a partir de varios conjuntos verosimiles de parametros y variables. De este modo no tenemos por
conformarnos con un valor esperable sino que tendremos un rango de variacién dentro del cual est:
los resultados esperables. Por ejemplo en el caso de estimacion del riesgo de inundacion resulta
dificil determinar cual sera la altura maxima de la lamina de agua. Los modelos estocasticos permitiri
obtener una distribuciéon de probabilidades de altura de agua, lo que seria mas interesante de cara
planificacion del territorio.

e Agregados o distribuidos

En el primer caso toda el area de estudio se considera de forma conjunta, por ejemplo una cuenca hi
grafica. Se tiene un Unico valor para todos los pardmetros del modelo. EI modelo predice unas sali
para las entradas aportadas sin informar de lo que ocurre dentro del sistema.

En un modelo distribuido, tendremos el area de estudio dividida en porciones cada una de ellas cor
propio conjunto de parametros y sus propias variables de estado. Cada porcidn recibe un flujo de mat
y energia de algunas de sus vecinas que a su vez reemite a otras.

Una tercera posibilidad son los modelos semidistribuidos que se construyen a partir de la yuxtapc
cion de diversos modelos agregados, por ejemplo diversas subcuencas de una cuenca hidrografica.
posibilidad a menudo explorada en hidrologia es dividir el area de trabdjmidades de Respuesta

Hidrologica. Se trata de segmentos de ladera homogéneos en cuanto a su pendiente, orientacion, litolc
y uso a los que se asume una respuesta hidrolégica Gnica. En un modelo semidistribuido las diferel
unidades generan sus propias salidas de forma agregada pero aparecen entradas y salidas de unas

La incorporacién de la componente espacial en los modelos resulta bastante compleja. Si se opta po
modelo distribuido es necesario establecemauelo de datos espacialegue permita asignar valores

de los parametros y las variables de estado a los diferentes puntos del area de estudio. Puede tratar
distribuciones de puntos de mallagaster o de redes irregulares de trianguld$N ). Si se trabaja con
modelos agregados o semidistribuidos hay que codificar, ademas, los limites de las diferentes unida
Todos estos proceso son mas complejos de lo que pudiera parecer a primera vista e implican la crea
de unmodelo de datos espacialeg la manera mas eficiente de hacerlo es mediant8isiema de
Informacién Geogréfica

e Estaticos o dinamicos

Se refiere a la forma en que se trata el tiempo. Los modelos estaticos dan un resultado agregado para
el periodo de tiempo considerado este puede ser por ejemplo un caudal medio o un caudal punta.
modelos dindmicos devuelven las series temporales de las variables consideradas a lo largo del per
de estudio. Por ejemplo podemos considerar un modelo estatico de cuenca en el que el caud@lmedio
depende de la precipitacion medid) y de los parametros de la cuendz]:
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Q' = f(P', Pc) (4.1)

0 un modelo dinamico en el que el caudal en cada intervalo de tiempo consid@radpdepende de
la precipitacién no sélo en dicho intervalo de tiempo sino también en los intervalos anteriores y de los
parametros de la cuenca:

Qt = f(Pt,Ptfl,Pt,Q,...,PC) (42)

Los parametros se distinguen de las variables en que aquellos son invariantes a la escala espacio-temporal del
modelo. Las variables de entrada y salida representan flujos de materia y energia desde y hacia el interior del
sistema (precipitacién y caudal por ejemplo). Las variables de estado representan cambios en la cantidad de
materia y energia disponible (humedad del suelo). La distincion entre variables y parametros depende de la
escala, espacial y temporal, del modelo.

En definitiva, un sistema natural recibe entradas de materia y energia de su entorno que devuelve a dicho entorno
con ciertas modificaciones. Entre estas modificaciones cabe destacar:

e Desplazamiento en el espacio

e Modulacién en el tiempo de los flujos

Si el modelo tiene en cuenta de forma explicita el espacio estamos ante un modelo espacialmente distribuido,
si se tiene en cuenta el tiempo tenemos un modelo dinamico.

La figurg 4.1 muestra un esquema del comportamiento general de un sistema. La figufas 8.7 y 4.1 muestran dos
ejemplos concretos, el primero se refiere a un balance de radiacion y el segundo a un modelo hidroldgico.

Variables de estado

Parametros

Figura 4.1: Modelos de procesos

4.2 Componentes de un modelo

La descripcién de un modelo suele hacerse atendiendo tanto a sus caracteristicas estructurales (componentes y
relaciones) como funcionales (ecuaciones y parametros que definen estas relaciones.

Las relaciones entre variables pueden formalizarse mediante un diagrama causal, generalmente se utiliza la
notacion:
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Energia retenida

Radiacién Terreno Radiacién
incidente reflejada

Pendiente
Orientaciéon
Albedo

Figura 4.2: Modelos de radiacion

Humedad del suelo

> Evapotranspiracio n}

Precipitacion Cuenca

Escorrentia J

Pendiente
Capacidad de infiltracion
Tipo de vegetacion

Figura 4.3: Modelos de procesos en una cuenca

a—Tb (4.3)

Cuando una variable afecta a otra y esta Ultima a su vez afecta a la primera tenemos un bucle de retroal
imentacion que suele codificarse mediante un circulo en cuyo interior se coloca unt+sijre bucle es
explosivo y un signe- si el bucle es depresivo.

e Cuando en una secuencia de retroalimentacién sélo aparecen signos positivos el bucle es explosivo
e Cuando sélo hay bucles negativos el bucle es depresivo

e Cuando hay signos positivos y negativos es explosivo si la suma de signos negativos es par (y as
compensan unos a otros) en caso contrario es depresivo

Los modelos de Dinamica de Sistemas, enunciados por primera vez por Forrester (1961) han aportado
nomenclatura y una simbologia ampliamente utilizada para la definicion de las caracteristicas estructurale
los modelos. En la figufa 4.1 aparece un ejemplo basado en un modelo hidrolégico.
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Figura 4.4: Modelos de procesos en una cuenca 2

. Variables de estado o nivelescorresponden a la cantidad de materia o energia almacenada en cada

uno de los componentes (subsistemas) que forman parte del sistema. Suelen representarse mediante un
rectangulo

. Flujos, indican la cantidad de materia 0 energia que viaja de un componente a otro en un intervalo

determinado de tiempo. Afectan por tanto a los niveles, llenando unos (flujos de entrada) y vaciando otros
(flujos de salida). Suelen representarse con una flecha, indicando la direccion del flujo, que atraviesa un
simbolo que recuerda a un grifo.

. Fuentes y sumiderosrepresentan niveles exégenos que, por ser exteriores al sistema no interesa con-

trolar. Suelen representarse mediante nubes. Los flujos que se dirigen de una fuente a una variable de
estado son lagariables de entrada los que se dirigen de una variable de estado a un sumidero son las
variables de salida

. Variables auxiliares, intervienen en las diversas ecuaciones que componen el sistema pero no se corre-

sponden con un nivel o flujo. Suelen representarse con un circulo.

. Variables exdgenasactian fuera del sistema pero condicionan las variables de entrada. Pueden modi-

ficarse para construgscenarios Un buen ejemplo seria la constante solar que, siendo ajena al sistema
climatico, modifica las trayectorias de este.

. Pardmetros similares a las variables auxiliares pero cuyo valor no varia a lo largo del periodo de simu-

lacion, si el modelo se construyera a una escala diferente podrian dejar de ser pardmetros para convertirse
en variables.

. Constantes corresponden a magnitudes fisicas que, como la aceleraciéon de la gravedad, no varian en

ningdn caso.



4.3. ECUACIONES DE LOS MODELOS 49

8. Canal de informacion, relacionan variables, parametros o niveles con los componentes en cuya ecuaci
se utilizan. Se representan con flechas, distantes de las utilizadas para representar flujos, o medi
lineas.

9. Condiciones inicialesvalores iniciales de las variables de estado.
10. Condiciones de contorngseries temporales de valores de las variables de entrada.

11. Escenarig conjunto plausible de variables exdégenas, parametros y condiciones iniciales y de contor
gue permiten experimentar con un modelo diversas situaciones. Por ejemplo los escenarios relative
diversas politicas de emisién de gases con que trabajan los Modelos Generales del Clima.

Todos estos componentes pueden resumirgaatcteristicas formalesque incluyen las variables de estado,
flujos, variables, canales de informacion, etc., formando un diagrama de flujo ura 4.@yraereristicas
funcionaleshacen referencia a las ecuaciones y valores de las variables y pardmetros que aparecen detr:
las caracteristicas estructurales.

MODELO EMPIRICO MODELO EMPIRICO DINAMICO

Parl, Par2, ..., Parn
fl

Parl, Par2, ..., Parn
fl

lfl
Entl fl J Sall Entl ‘

f1

‘ Sall

MODELO FISICO DINAMICO

Parl Par2
AL B
fl 13
Entl Estl 3
Est3 Sall
1 14
Ent2 f2 Est2 f2

Figura 4.5: Tipos de modelos

4.3 Ecuaciones de los modelos

Las ecuaciones de los modelos mateméticos establecen de manera explicita cuales son las influencias de
componentes sobre otros que ya se han representado en primer lugar mediante un grafo. El elegir un tip
modelo u otro implica generalmente elegir un tipo de ecuaciones u otro.

Los modelos fisicos se suelen construir mediante ecuaciones diferenciales que se resuelven mediante mé
numeéricos. Si el modelo es distribuido y dinamico se utilizardn métodos de diferencias finitas utilizando
resolucion espacial y temporal como valoresE y At respectivamente.

Los modelos empiricos utilizan modelos de regresién para establecer cual es la relacion entre las varia
de entrada y los parametros y las variables de salida. Los modelos empiricos y dindmicos utilizan ecuacic
especificas como los métodos autorregresivos y de medias méviles o las cadenas de Markov.
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Los modelos empiricos distribuidos son generalmente modelos de interpolacion que a partir de observaciones
de una variable en un conjunto de puntos, generan valores de dicha variable en todo el area de trabajo.

Los modelos estocasticas se utilizan como complemento a cualquiera de los anteriores. Se basan en la definicion
de las funciones de distribucion de las variables estudiadas y en la utilizacion de nimeros aleatorios para generar
series de valores a partir de estas.

En todo caso, estascuacionesjunto con losesquemas de flujopara su resolucion, constituyen hipoétesis
acerca del comportamiento de los procesos. Estas ecuaciones\tarisies de entraday producen una
serie devariables de salidaen funcidén depardmetros que reflejan las caracteristicas del territorio. Por otro
lado existe un conjunto deariables de estadanternas al sistema que se ven modificadas.

Simulacion por ordenadores la resolucién mediante un ordenador del conjunto de ecuaciones que conforman
un modelo matematico reorganizadas de forma algoritmica mediante un programa informatico.

4.4 Fases de la modelizacion
Los pasos a seguir en la definicion de un modelo son:

1. Identificacion es la determinacién de los componentes y relaciones, asi como de las ecuaciones matemati-
casf() que representan el modelo.

2. Calibracion es la determinacion de los valores de los parametros; bien midiéndolos en el campo o bien
estimandolos mediante algun modelo empirico.

3. Validacion es la obtencion de series de las variables de estado y salida en un tiempo pasado para su
comparacién con valores reales de las mismas. El objetivo es evaluar el error cometido por el modelo y
determinar si es asumible.

4. Simulacién Obtencion de series de las variables de estado y de salida en un tiempo futuro a partir de
series simuladas de variables de entrada.

5. Andlisis de sensibilidadSimulacion pero alterando los valores de los parametros para determinar la
influencia de cada uno de ellos en los resultados aportados por el modelo.

A continuacién se vera con mas detalle la fas@lédetificacion, en temas posteriores se veran las demas.

4.5 |dentificacion

Dentro de la identificacién del modelo es importante tener claro que problema se va a modelizar y con que
propdsito. Si el problema no esta claramente identificado es muy dificil que el modelo sirva para algo.

Limites espaciales y temporales y escalas del modelo

Es necesario determinar los limites espaciales y temporales del sistema asi como la resolucién con que se va a
modelizar. Estos limites marcan una frontera con el entorno del sistema que habra que tener en cuenta al mod-
elizar ya que puesto que ningun sistema ambiental es cerrado, habra flujos de materia, energia o informacién

hacia dentro y hacia fuera del sistema a través de estos limites.

Hay que tener en cuenta la importancia de las escalas espaciales y temporales sobre las que tienen lugar los pro-
cesos que tratamos de modelizar. En general diferentes procesos actlan a diferentes escalas. No es conveniente
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aplicar modelos en escalas diferentes a aquellas para las que se han disefiado. En modelizacién la escal
mas relacionada con la resolucion espacial y temporal del modelo que con la extension, espacial o temp
sobre la que opera.

En el caso de los modelos distribuidos el espacio se suele dividir en celdillas del mismo tamario (formato ras
debido a la facilidad de manejo de esta estructura de datos por parte de los ordenadores que, ademas, ¢
estructura muy utilizada por los Sistemas de Informacion Geografica que suelen utilizarse como herramie
para la gestion de modelos. Es importante utilizar un tamafio de celdilla adecuado para los procesos qu
pretenden modelizar. Pero si la resolucién es demasiado grande el modelo consumira muchos recursc
ordenador y serd demasiado lento sin aportar mejores resultados.

Los modelos semidistribuidos requieren la eleccion de unidades espaciales adecuadas en cuanto a que su
portamiento sea homogéneo y suficientemente distinto del comportamiento de las demas unidades.

Los modelos dinamicos requieren ademas establecer el intervalo temporal adecuado, las consideracione
similares al caso de la resolucion espacial.

Finalmente hay que tener en cuenta que, al menos en el caso de los modelos de base fisica, la resolt
espacial y temporal adecuadas estan muy relacionadas. Si asumimos que los procesos necesitan ser de
con una elevada resolucidn espacial, lo normal es que actien con una velocidad elevada y por tanto nece
un intervalo temporal reducido.

Este planteamiento puede resumirse en la denominada condicién de Courant que establece que:

Tt > Umazx (44)
es decir que la razén entre resolucion espacial y temporal representa la velocidad maxima a la que pue
producirse los procesos el modelo y por tanto debe ser mayor que la velocidad maxima de estos en la natura
Si no fuese asi nos encontrariamos con la paradoja de que un volumen dado de materia podria saltar de
celdilla del modelo a otra sin atravesar la intermedia.

Conceptualizacion

Uno de los primeros pasos en el desarrollo de un modelo, y a la vez una de las mayores ventajas de la utiliza
de este tipo de herramientas es la necesidad de especificar de la manera mas obijetiva posible los conocimi
gue el investigador o el equipo de trabajo tiene acerca del sistema o problema que se va a tratar de modelizz
hace necesaria una investigacion bibliografica para conocer cual es el conocimiento cientifico disponible ac
del problema a tratar y, en particular, que soluciones se han propuestos en trabajos de modelizacion anteri

En esta fase es necesario determinar cuales son los elementos y procesos que actlian en el sistema y
son los factores que influyen sobre estos. De este modo un modelo conceptual constituye una teoria acerc
funcionamiento del sistema. Si los resultados del modelo que se construye partiendo de esta teoria no se ajl
alarealidad, podemos concluir que la teoria se partida, el modelo conceptual, no era adecuada y debe revis

En la conceptualizacion del problema no basta con tener en cuenta aspectos puramente cientificos sinc
también habra que tener en cuenta los objetivos del modelo y las limitaciones técnicas con las que tenemos
trabajar. De nada serviria un modelo de prevencion de avenidas que predijese perfectamente por donde
desbordar el Segura 6 dias después de que ocurriese la catéstrofe.

Construccion del modelo

Supone traducir un modelo conceptual a un lenguaje de programacion y comprobar que el cédigo genet
funciona correctamente. Es importante, sin embargo, tener en cuenta que el hecho de que un programa funt
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correctamente no implica que el modelo que implementa sea correcto. La construccion de un modelo supone
las siguientes fases:

Modularizacion , se trata de descomponer el conjunto de ecuaciones que van a constituir el modelo en por-
ciones de cddigo mas facilmente abordables. Se trata de generar, en la medida de los posible, funciones
pequefias gue realicen tareas concretas y que sean faciles de programar y mantener. Las interrelaciones
entre todos estos madulos o funciones constituye el programa

Programacion , las diferentes ecuaciones se combinan utilizando las diferentes estructuras de control que
los lenguajes de programacion proporcionan. En muchos casos se reutiliza cédigo de otros modelos. En
definitiva se trata de escribir los algoritmos necesarios para la ejecucién del modelo.

Prueba , cada modulo por separado y la integracion de todos ellos deben ser probados para verificar que se
ejecutan correctamente, que los programas no se cuelgan y gue no aparecen mensajes de error.

Verificacion , si un médulo logra ejecutarse con éxito, habra que probarlo con un conjunto de parametros y
variables plausible

Existen programas que permiten generar pequefios modelos de manera grafica como VENSIM, STELLA o
SIMILE. Los SIG suelen permitir también la programacién de pequefos modelos distribuidos (GRASS o
PCRaster). Sin embargo cuando un modelo crece es preferible programarlo directamente en un lenguaje de
programacién como C. De esta manera el modelo se ejecuta mas deprisa y consume menos recursos. El incon-
veniente de este enfoque es la dificultad de este tipo de lenguajes y la necesidad de programar todas las rutinas
de acceso a los datos, representacién gréfica, etc. Una opcién intermedia podria ser el utilizar R como lenguaje
de programacion ya que incluye numerosas funciones de analisis de datos y representacion grafica que pueden
utilizarse para reducir el cédigo exclusivamente a las ecuaciones del modelo.



