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1. Introduccion

En esta segunda sesion trabajaremos aspectos realcionados con la estadistica, la obetncién de valores alea-
torios, o pseudoaleatorios, y el cdlculo numérico.

Una de las bases y el interés de la simulacion estriban en la obtencién de resultados de los modelos modifi-
cando las condiciones para la obencién: variacién de los valores de los parametros, de las condiciones iniciales,
Gracias a esta repeticién puede describirse cuales son los resultados mds esperados e incluso que frecuencia,

diponiendo entonces de una estima de la probablidad.

Durante esta sesion trabajaremos con la simulacién de variables aleatorias discretas y continuas. Tambien
elaboraremos una tabla de la distribucién normal por diversos métodos con el fin de contrastar los resultados.

2. Estadistica y azar (1:30 horas)

2.1. Tirando una moneda

EJERCICIOS

Puede utilizarse la funcién sample () para elegir al azar los elementos de un conjunto dado: sample (1:10)
lo que resulta equivalente a un sorteo. Esta funcién puede sustituir a la cldsica urna de los problemas de
estadistica.

1. Comprobar que la expresién anterior produce resultados distintos cada vez que es evaludada por R.
¢Qué resultados proporciona sample (1:10,2)?

2. De los resultados obtenidos anteiormente vemos que puede simularse el lanzamiento de una moneda
mediante la expresién sample (0:1, 1). Cada vez que se utilice la expresioén devolverd 0 o 1 de forma
aleatoria y equiprobable. ;Cémo puede comprobase esta afirmacion?



2.2,

Para modificar la probabilidad de aparicién de cada elemento puede utilizarse, por ejemplo, un vector
que indica el peso o probabilidad de cada elemento:

sample (0:1,1,prob=c(3,1)) osample(0:1,1,prob=c(0.75,0.25)).

Repetir el proceso ideado anteriormente para comprobar que los resultados siguen las ley de frecuencias
deteminada.

. Si se desea realizar un nimero repetido de lanzamientos es necesario considerar que la funcién considere

este reemplazamiento: Para obtener diez elementos en el muestro: ;Qué ocurre si utlizamos la expresién:
sample (0:1,10)? ;Y siindicamos que deseamos el reemplazamiento: sample (0:1,10, replace=T)?

. La funcién table () proporciona una tabla de frecuencias a partir de una vector (opcionalmente mds de

uno). Por ejemplo: table (rep (15:20, 3)) ;Cémo se expresan los resultados?

Utilizando la funcién table () y la opcién replace=T para sample () resulta muy facil comprobar
que R produce los resultados esperados como se habia planteado anteriormente. Asi considerando las
siguientes expresiones:

a) table (sample (0:1,1000, replace=T))
b) table (sample(0:1,1000, replace=T,prob=c(0.75,0.25)))

¢Cuales son los valores tedricos en cada caso? ;Qué diferencias hay entre los valores teérico y los obteni-
dos?

. Recordardo los test de hipétesis cldsicos: ;Hay alguna prueba estadistica que permita comprobar si las

diferencias son "importantesé

. Las variables discretas pueden “asimilarse” a un muestreo cualitativo. Sin embargo, la ley de aparicién

de los resultados es “fija”: asi tenemos variales de Poisson, binomiales, ... Para describir la proporcién de
hembras en una camada puede utiliarse una distribucién de binomial positiva. En el caso del nimero de
descendientes por camada puede ser una distribucién de Poisson.

. Para conocer la proporcién camadas con 0, 1, 2, ..., 5 hembras, sabiendo que la probabilidad del naci-

miento de una hembra es de 0.5 puede obtenerse mediante la funcién doinom (), para el caso cocreto de
una binomial (n=5,p=0.5).

Calcular las proporciones mediante dbinom (0:5,5,0.5) ;Cudl es la probabilidad de obtner camadas
sin hembras? ;Y con sélo 2 hembras?

. Para obtener un muestreo de una poblacién binomial se utiliza la funcién rbinom (). Asi, la expre-

sién rbinom (10000, 5, 0.5) proporcionarad 1000 valores procedentes de una distribucién binomial con
p=0.5 y n=5. ;Coinciden los valores teéricos obtenidos en el ejercicio anterior con los muestrales? Para
comparar los resultados dividase lo obtenido en la tabulacién por 10000. La funcién round (), puede
ayudar a exprear los resultados con mas claridad.

Eligiendo un rumbo

A diferencia de variable cualitativas o discretas, como es el caso anterior, puede ser necesario recurrir
a variables continuas, por ejemplo, elegir un valor entre 0 y 1. En este caso la funcién runif () puede
proporcionar el resultado deseado.

;Qué valores se obtienen con runif (1000) ? ;Qué ocurre al utilizar hist (runif (1000))? ;Qué ocu-
rre al elevar en ndmero de valores solicitado: 10000, 100000 y 10000007 ;Qué efectos tiene sobre el grafico:
hay alguna regién entre 0 y 1 mds probable que otra? ;Qué efectos tienen sobre el tiempo de respuesta
de R los distintos tamafios muestrales?

. Para representar los valores en un grafico puede recurrirse a la expresién: plot (runif (100)) ;Qué

representa el gréfico obtenido? ;Qué representamos en el eje de abscisas? ;Y en el de ordenadas?

El resultado anterior "puede"mejorarse mediante plot (runif (100), type="1") ;Qué diferencia hay
con el gréfico precedente?

. Dada una muestra de valores obtenida mediante la funciéon runi f () : ;Qué media de los valores cabria

esperar? ;Cuanto valdrian sus cuartiles y mediana? ;Por qué?

. Comprobar con la expresién summary (runif (1000)) que se cumple lo pronosticado en el ejercicio

anterior. ;Qué ocurre al considerar de un tamarfio muestral mayor?



3. Construyendo una tabla de la normal (2:00 horas)

Como ya se ha dicho, una de las utilidades de la simulacién es obtener una tabla de valores esperados y
su frecuencia tedrica. A continuacion, utilizaremos una funcién bien conocida para explorar distintas técnicas
de simulacién y célculo, para construir una tabla de probabilidad de los valores de una variable la normal,
N(0,1), para valores iguales o menores que uno dado: z, que expresa las desviaciones tipicas que nos alejamos
de la media.

Tal como aparece en la bibliografia cldsica debemos obtener los valores de probabilidad que corresponden
a z=0,0.01,0.02,..,3.9.

Esto valores se encuentran tabulados tal como se adjunta en la tabla. Utilizando una tabla publicada en
un manual de estadistica ;En qué falla la tabla adjunta? ;qué ocurre si se cambia el nimero de decimales
considerado?

3.1. Integracién y cdlculo numérico

EJERCICIOS
1. Sabiendo que la funcién de densidad de la normal es:

f( ) 1 —(z=w)?
zZ) = e 202
V2o

y que el drea bajo esta curva permite calcular la probabilidad para un intervalo sin mas que realizar la
integral definida:

Pl—o<z<a)= /Oa f(z)dz

De forma aproximada puede realizarse la integral utilizando la regla del trapecio: dividiendo el inter-
valo en varios subintervalos regulares de tamafio € (siendo este pequefio), y aproximando el drea a un
trapecio definido por la base (¢), los dos lados (f(z) y f(z + ¢€)). Sumando el 4rea aportada por todos los
subintervalos obtendremos el valor de probabilidad deseado.

Esquematizar el procedimiento descrito.

2. Escribir la férmula abreviada (usando f(z) en la expresion) para calcular el drea dado el intervalo y el
limite inferior del intervalo.

3. La funcién pnorm(z,mu, sigma) proporciona la probabilidad de encontrar valores menores que z en
una distribucién normal de media mu y desviacién tipica sigma. Por defecto se considera una distribu-
cibnnormal p =0y o = 1.

Calcular los probabilidad asociada a los valores -1, 0, 0.5, 1.96, 2, 3, 3,8 y compararlos con los de la tabla.
(Hay diferencias?

4. La siguiente funcién permite calcular el drea asociada a un trapecio cuyos vértices son (z,0), (z + €,0),
(z, f(2)) y (z + €, f(z + €)). ¢Estd ese trapecio bajo la curva correspondiente a la funcién de densidad de
una normal siendo € un valor muy pequefio?

areanormal<-function (x,i,mu=0,sigma=1) {
(1/ (sgrt (2+pi) *sigma) xexp (- (x — mu) *2/ (2+xsigma”2))+
1/ (sgrt (2+pi) *sigma) *xexp (- ( (x+1) — mu)~2/ (2+xsigma”2)))/2*1}

Calcular areanormal (0,0.01) y pnorm(0.01)-0.5 ;Calculan, teéricamente, el mismo valor? ;Pro-
porcionan resultados similares? ;De qué orden es el error?

5. Realizar el grafico que se indica a continuacién:

z<-c(0,0.01)

plot (z,dnorm(z),type="1")

points (z,dnorm(z),pch=15,cex=1.5)
zp<-seq(0,0.01,0.001)

points (zp,dnorm (zp))



¢Qué representan los puntos marcados con un cuadrado negro? ;y la linea que los une? ;Qué representan

los puntos representados por circulos vacios? ;Qué supone el drea encerrada entre la linea entre los
¢

cuadrados negros y la poligonal descrita por los circulos vacios? jHay algtin método rdpido para calcular

este area?

6. La funcién abline () puede resultar util para representar lineas o conjuntos de ellas. Podemos generar
una maya de densidad conocida mediante:

abline (v=seq(0,0.01,0.001))
abline (h=seq(dnorm(0.01),dnorm(0),0.00001))

Tenemos, en vertical una maya de densidad 0.001 y en horizontal de 0.00001. ;Cual es la superficie de
cada celdilla de la maya? ;Cudntas celdillas, aproximadamente estdn en el drea qué no interesa? ;Cual es
su superficie?

7. Un elemento importante en el calculo es la amplitud del intervalo. ;Qué ocurre si el intervalo considerado
es mas pequefio?
Al utilizar muchos intervalos ajustamos mejor el cdlculo al comportamiento de la curva:
sum (areanormal (seq(0,0.01,.001),0.001))

¢Qué diferencia hay con respecto al valor que nos porporciona la tabla pnorm(0.01)-0.5? ;De qué
orden es el error?

La funcién cumsum () proporciona una suma acumulativa de los valores de un vector o serie (por ej:
cumsum (1:5) ). Si utilizamos:

cumsum (areanormal (seqg(0,1,0.001),0.001))+0.5

(A qué se corresponden los valores? ;El valor décimo, vigésimo, ... son valores que aparecen en la tabla?
Sugerencia: presentar sélo los valores de interés mediante:

cumsum (areanormal (seqg(0,3.9,0.001),0.001)) [seq(1,3900,10)1+0.5

(Ayudaria en la comparacion disminuir el ndmero de cifras decimales mediante la funcién round () ?

8. Construyamos ahora la tabla mediante, de los valorse necesarios con la ayuda de la funcién matrix ()

1<-0.0001 #intervalo

c (0, cumsum (areanormal (seq(0,4,i),1))) [seg(1,40000,100)]1+0.5->N
N<-round (N, 4) #redondeo de los valores del vector a 4 cifras decimales
N<-t (matrix (N, 10)) #contruccidén de una tabla de 10 columnas

colnames (N)<-(0:9) /100
rownames (N)<-(0:39) /10
Nint<-N #Tabla resultante por integracidn

¢Es el resultado correcto consdierando la tabla adjunta? ;Cuéles son las pricipales diferencias? ;A qué
pueden atribuirse?

3.2. Simulacidon de valores normales

Puede utilizarse la generacién de ntiimeros aleatorios de procedentes de una distribucién normal asociada
a la funcién rnorm (). También es posible utilizar una funcién uniforme, runif (), para generar 12 valores
(%1 ...2)y a partir de ellos obtener un valor aleatorio normal de una distribucién N (0, 1):

12
z= E z; — 6
i=1

EJERCICIOS

1. Representar el histograma para los valores aleatorios generados y la funcién de densidad de la normal
mediante:

i<-seqg(-5,5,0.5)
hist (rnorm(10000), i, prob=T)
lines (i,dnorm (i), col=2)



¢Se puede mejorar la figura para que la curva sea “mds continua”? Sugerencia el intervalo mas pequefio.
¢Qué se puede mejorar ahora?

2. Puesto que la distribucién normal es simétrica cabe considerar todos los valores simulados como positi-
vos y duplicar el tamafio de la muestra en la regién deseada. ;Qué significa lo siguiente?

i<-seqg(-5,5,0.1)
hist (abs (rnorm(500000)),1i,prob=T)
lines (i,dnorm (i) *2, col=2)

:Qué efectos tiene sobre los resultados el uso de la funcién abs () ?

3. Construir la tabla asociada a los valores obtenidos por un muestro de ndmero aleatorios procedentes de
una distribucién normal mediante la funcién rnorm ()

table (cut (abs (rnorm (500000)),seq(0,5,0.01)))->N
c (0.5, cumsum(N) /500000/2+0.5) [1:400]->N

N<-t (matrix (round (N, 4),10))

colnames (N)<-(0:9) /100

rownames (N) <-(0:39) /10

Nrn<—-N

¢Qué diferencias hay entre esta tabla y la anterior? ;Cudl es la mayor de las diferencias? ;y en terminos
relativos?

4. Definiremos una funcién que automatice la tarea de generacién de valores normales a partir de valores
procedentes de una distribucién uniforme mediante:

normale<-function () {(normale<-sum(runif (12))-6)}

Como en el caso anterior podemos representar el histograma mediante:

i<-seqg(-5,5,0.5)
hist (replicate (500000, abs (normale())),1i,prob=T)
lines (i,dnorm (i) *2, col=2)

La tabulacién se consigue mediante:

table (cut (replicate (500000, abs (normale())),seq(0,5,0.01)))->N
c (0.5, cumsum(N) /500000/2+0.5) [1:400]->N

N<-t (matrix (round (N, 4),10))

colnames (N)<—(0:9) /100

rownames (N)<—-(0:39) /10

Nrul2<-N

5. ¢Cuales han sido las principales diferencia en los resultados de esta tabla con las anteriores? ;Pueden
considerarse igualmente costosas en cdlculo? ; Aporta alguna idea el uso del tltimo procedimiento?

4. Para entregar

Los resultados de la pratica se resumiran en un breve texto (max una cara de folio). En ellos se discutird
las principales diferencias que se producen para obtener una tabla correspondiente a las areas bajo la curva
normal (N(0,1)) de 0 a 3.99 con los distintos métodos empleados.

Para la elaboracion del texto se utilizara el esquema del procedimiento habitual'. Se asume que los obejivos,
planteados en el parrafo anterior, y los métodos emplados son conocidos por el lector y bastara con hablar de
los resultados y establecer algunas conclusiones.

Este texto se grabara en formato plano (editable por nano o block de notas) en el la cuenta de deimos, en el
directorio del usuario y con el nombre: s02 . txt.

Sugerencias: Pueden cosiderarse la similitud /diferencias entre los métodos y adecuacién por distintas ca-
racterfsticas: tiempos de célculo, tamafios muestrales, error, ...

Ademads, se grabard desde R la tabla mencionada anteriormente, y correspondiente a la simulacién de
valores normales mediante la funcién ‘rnorm()’, utilizando:

1Introduccién, material y métodos, resultados, discusion y conclusiones.



write.table (Nrn, "sl.dat")

Nota: En caso de realizar la tarea en una maquina personal se utilizara el servicio ftp para dejar los fichero
en el servidor.



Tabla

Areas bajo la curva normal para valores menores o iguales que z:

z

.00

.01

.02

.03

.04

.05

.06

.07

.08

.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.0
2.1
2.2
23
24

25
2.6
2.7
2.8
29

3.0
3.1
3.2
3.3
34

3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554

0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159

0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192

0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713

0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918

0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981

0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997

0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
1.0000

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591

0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186

0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207

0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920

0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997

0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
1.0000

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628

0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212

0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222

0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922

0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664

0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236

0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732

0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925

0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700

0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264

0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251

0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927

0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736

0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289

0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265

0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929

0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772

0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315

0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279

0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931

0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808

0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340

0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292

0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932

0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844

0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365

0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306

0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934

0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879

0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389

0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319

0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936

0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998

0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

Los valores de la tabla pueden obtenerse en R mediante:

N<-pnorm(seq(0,3.99,0.01))
N<-t (matrix (round (N, 4
rownames (N)<-(0:39) /10

colnames (N)<-(0:9) /100

#Calculo de la
,10)) #Tabulacidén de

#Etiquetado de
#Etiquetado de

probabilidad
los valores,
las filas de
las columnas

para z de 0 a 3.99
redondeando a diezmilésimas

la tabla
de la tabla
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