Integracion

4.1. La integral
Dada una funcién f : [a,b] — R, si escogemos niimeros a = tg < t1 < --- < t, = b,

y nimeros z; € [t;_1,t;], entonces la suma > | f(z;)(t; —t;—1) corresponde a la suma
de las areas de los rectangulos de la figura:

a i fg\ b

donde los rectdngulos sobre el eje X (azules) se toman con signo positivo, mientras
que los que quedan debajo (amarillos) restan. Cada rectdngulo tiene base t; — t;—1 y
altura f(z;).

La integral f; f(z)dx es el limite de las sumas Y ., f(z;)(t; — ti—1) cuando la
longitud de los intervalos [t;—1,¢;] tiende hacia 0,

b n
/ f(x)dx = Hmz F (@)t — tioq).

a t fg\ b
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2 Integracion
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De esta forma, f; f(z)dz es igual a la suma de las dreas de las regiones comprendi-
das entre el eje X y la grafica de la funcién, donde las regiones que quedan por encima
del eje X se toman con signo positivo y las quedan debajo del eje X con signo negativo.
Es decir, en la gréafica de la figura anterior se tendria

b
/ f =area(Ar) — area(As) + area(As).

4.2. Regla de Barrow

Una primitiva de una funciéon f es una funciéon F' cuya derivada es la funcién dada

f
F' =Ff
Asi por ejemplo, si f(z) = 2?2, la funcién F(x) = 23/3 es una primitiva de f(x),
puesto que F'(z) = 2. La primitiva de una funcién no es tnica, puesto que sumar
una constante no altera el valor de la derivada. Asi, G(z) = 23/3 + 5 también es una

primitiva de f(z) = z?. La primitiva de una funcién f se denota a veces como [ f,
usando el simbolo integral sin indicar los extremos:

/x2 = 2% /3 + constante

La Regla de Barrow establece que si f : [a,b] — R es una funcién, y F :
[a,b] — R es una primitiva de f, entonces

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

De esta forma, el calculo de integrales se puede reducir al calculo de primitivas. En
el ejemplo considerado anteriormente tendriamos:

4
/ ? =4%/3-1°/3 =64/3 —1/3 = 21.
1

MATEMATICAS J. ASENSIO, A. AVILES, S. SANCHEZ-PEDRENO @oee



4.3 Calculo de primitivas 3

4.3. Calculo de primitivas

Tabla de primitivas elementales.

funcién primitiva
TT
z", ”j’é —1 f:+1
z log(x)
sen(x) —cos(x)
cos(x) sen(x)
1£I2 arcsen(x)
=1
Vi arccos(x)
B arctan(x)

1 —1

Nota: En el caso de las funciones Tz Y i ha de tenerse en cuenta que su

dominio es el intervalo (—1,1).
Reglas para el célculo de primitivas

Operacion funciéon primitiva
Suma @) + 9@ | JT@ds + @)
Producto por constante | [af(z)dz a [ f(x)dz
Producto f(x)-g(x) No hay reglas

Férmula de integraciéon por partes.

[ 1@) g @y = f@yg(o) - [ £@)g(a)da
Foérmula del cambio de variable.

b g(b)
/ f(9(@)) - o' (@)dz = / L, T

Primitivas casi inmediatas y cambio de variable

A partir de la tabla inicial de primitivas inmediatas, mediante el cambio de variable
recuperamos una lista de primitivas casi inmediatas. He aqui algunos ejemplos:

/eu(z)u/(x) de — eu(®@) / Z((;)) dz = log |u(z)]

(
cos(u(z))u'(z) dz = sen(u(x))

/sen(u(m))u' x)dz = — cos(u(z))
[ costutz)

71/@) r = tg(u(x 71/@) r = arctg(u(x
/ S do = tg(u(a) / d tg(u(z))

cos? u(x 14+ u?(x)

Obsérvese que para aplicar el cambio de variable es fundamental observar la funcién
del integrando: debemos detectar en ella la composicién de dos funciones f(g(x)) junto
con la presencia de la derivada ¢'(x). Quizds no aparezca exactamente g'(x), puede
faltar alguna constante, pero eso no es un problema. Una vez detectada la presencia de
f(g(z)) y ¢'(x), siempre podemos intentar el cambio de variable y = g(z), pues de esa
forma, f(g(x)) se reducird a f(y), y ¢’(x) dz se reducird a dy, con lo que el integrando
se habra simplificado.

He aqui algunos ejemplos.
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Integracion

COosST

. ——dzx
V1+sen?zx
Se observa que cosz es la derivada de senz, por tanto el cambio adecuado es

t = senz, lo que nos da dt = cosx dzx y por tanto la primitiva se reduce al calculo
de

1
———dt = argsenht + C' = argsenh(senz) + C
[ = grenh(ven )
/ (arcsen x)?
[
21 — a2
Como vemos aparece el factor 1/v/1 — 22 que es la derivada de arcsen z, entonces
haciendo el cambio ¢ = arc senz obtenemos la primitiva

L[, 14 1 3
5/1& dt—§§+0—g(arcsenx) +C

Integraciéon por partes

Para que una primitiva sea facil de abordar por el método de integracién por partes,

su integrando debe venir dado (o poder ser transformado) como el producto de dos
funciones, una de ellas debe ser una derivada; es decir, debe ser facil calcular una
primitiva de una de ellas. Esto se observa inmediatamente en la formula:

/ (@) (@) de = f(x)g(z) - / g(0) () dx

donde interviene ¢’'(z) en el miembro de la izquierda, pero también interviene g(z) en
el de la derecha, lo que nos dice que tenemos que calcular una primitiva del factor que
vamos a tomar como ¢'(z). Asi el cdlculo de la primitiva de ese factor no deberia ser
maéas complicado que la propia primitiva que deseamos calcular.

Ejemplos.

. /xsenxdx

Aqui los dos factores son sencillos, ambos tienen una primitiva facil de calcular.
Pero entre las dos elecciones posibles observamos que si calculamos una primitiva
de x se obtiene 22, es decir el grado de la parte polinémica sube, lo que indica
que la otra opcién debe ser mas sencilla.

Asi, tomemos u = x y dv = senx dz, luego v = —cosx y du = 1, entonces:

/zsenzdz:f:ccosxf/fcosxdx:fzcosqusenx

= / arctgz dr Aqui, aparentemente no hay dos factores, pro siempre podemos

tomar como segundo factor un 1, asi la tnica eleccién posible es u = arctgz y
1-dx = dv (la opcién contraria significaria tener que calcular precisamente una
primitiva de arctgz que es el problema propuesto). Entonces v = x y

1
/arctgzdz:xarctgxf/lf—ﬁdz:zarctgxf510g(1+x2)

donde la dltima primitiva es casi inmediata (mediante un cambio de variable,
pues el numerador x es, salvo un factor 2, la derivada del denominador 1 + 22).
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4.4 Longitudes, areas y volimenes 5

Ejercicio 5. Calcular las siguientes primitivas.

sen3 T

1. ——dx
V14 cosz

1
'/x\/llogQ(x) "
/W%dx
./H%dm

sen \/x
Nz

6. /cos(tgz) i

w

N

o

dzr

cos? x
7. /xQIngdx
8. /1og2xdz
9. /xarcsenzdz
10. /xQegzdx
11. /xcosSacdac
12. /e‘”senbxdw
13. /sen(logm)dm
14. /COSQ$,d$

4.4. Longitudes, areas y volimenes

Calculo de areas

Supongamos que tenemos dos funciones f y ¢ definidas en un intervalo [a,b] de
forma que f(z) < g(z) para = € [a,b] (es decir, la grafica de f queda por encima de la
gréfica de g)

Q

|(L

S
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6 Integracion

Entonces, el area de la regién A comprendida entre la grafica de f y la grafica de
g viene dada por la férmula

Area(4) = / (f(2) — g(x))dx

f
g
a l;
;
If
a b
g
12
a l;

Ejemplo 4.1. Ejemplo de area f < g

En el caso general, si no tenemos que f < g, habria que calcular en qué puntos se
cortan las graficas de f y g, y dividir el intervalo [a, b] en subintervalos, en cada uno
de los cuales una funcién esté por encima de la otra.

Ejemplo 4.2. Supongamos que f y g son funciones con las siguientes graficas:

Entre a y ¢, la funciéon f es mayor que g, pero entre ¢ y b la funcién g es mayor
que f. En este caso, el area comprendida entre las dos graficas vendra dada por:

c b
Area(4) = / (f(2) - g(@))da + / (9(z) — F(x))da
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4.5 Teorema Fundamental del calculo 7

En cada intervalo, de entre las dos posiblidades f — g o g — f, siempre se escoge la
que es positiva. Esto permite escribir la siguiente férmula general para calcular el area
entre las graficas de funciones integrables en un intervalo

b
area= [ 15() - g(o)lds

Longitud de una curva

La longitud de la gréfica de una funcién derivable f(z) entre los puntos de abscisa
a y b viene dada por la formula

[ VTR

Volumen de un cuerpo de revolucién

Si A es una regién del plano XY, el cuerpo de revolucion de la regiéon A es el sélido
del espacio tridimensional obtenido al hacer girar A alrededor del eje X.

Ejemplo 4.3. Los cuerpos de revolucion de las siguientes regiones serian respectiva-
mente, una esfera, un cilindro y un cono

A )

N

Si A es la regién comprendida entre el eje X y la grafica de una funcién f : [a,b] —
[0, +00) no negativa, entonces el volumen del cuerpo de revolucién de A viene dado
por la siguiente féormula:

b
Vol(R) = 7r/ f(z)*dx
f

A
\J

4.5. Teorema Fundamental del calculo

Si f es una funcién integrable y fijamos un punto a de su dominio, podemos con-
siderar una funcién definida por una integral:

Pla) = / " f(tyar.

Si la funcién f es continua, entonces F' es una funcién derivable y su derivada es f, es
decir F'(z) = f(z). En notacién de Leibniz, esto se puede expresar como

d xT
- / f(tydt = f(z)
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8 Integracion

Ejemplo 4.4. Consideremos la funcién f(z) = e*IZ,

A partir de ella, podemos definir una nueva funcién integral F(z) = fom et dt. Ast
por ejemplo, para x > 0, el valor de F'(z) es el drea de la figura:

7

El teorema fundament2al del céalculo nos dice que esta funcion es derivable y su
derivada vale F'(x) = e~ 7
Ejemplo 4.5. La funcién F(z) = fos(m) et dt es derivable y podemos calcular su
derivada combinando el teorema fundamental del calculo y la reglzzl de la cadena.
Efectivamente, puedo escribir F(z) = G(cos(z)) donde G(y) = [, e~ dt, asi que

2

F'(z) = —sen(z)G' (cos(z)) = —sen(z)e™ "
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