Sistemas de ecuaciones lineales

6.1. Sistemas de ecuaciones lineales
Se llama ecuacion lineal en n incégnitas sobre R a una expresién de la forma
a1T] + asTo + -+ apxy, =0

conlos a; en R paral <i<mnybenR. Alosa;seles denomina coeficientes, a b
se le denomina término independiente y a x1,...,x, se les denomina incognitas
de la ecuacién.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas sobre R es un sistema
de la forma

aie a12T 4 a1pT = b
allml ia12x2 i i alnxn = bl aij,b; en R
2121 2272 o2nTn = 02 con 1<i<m
1<j<n
Am1T1 + AmaXs + -+ GmnTn = bm

Si todos los b; son nulos, se dice que el sistema es un sistema homogéneo.

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sobre R

a111 +aipra + -+ 1Ty = by
a2171 + aga®2 + -+ 2T = bo
Am1T1 + AmaZ2 + - + AppTn = bm
se llama solucidn del sistema a toda n-upla (r1, . .., r,) de nimeros reales que satisface

todas las ecuaciones del sistema; es decir, tal que

a;ry +apre 4+ -+ awr, = b
a171 + agare + - +agnr, = b
Am1T1 + QGm2T2 + -+ + AmnTn = bm
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2 Sistemas de ecuaciones lineales

Compatibilidad de sistemas

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es compatible si tiene alguna solucién;
si tiene una unica solucién se dice que es un sistema compatible determinado, si
tiene mas de una solucion se dice que es compatible indeterminado. Un sistema de
ecuaciones lineales se dice que es incompatible si no tiene solucién.

Todo sistema homogéneo es compatible, (0,0,---,0) es solucién del sistema.

Discutir un sistema de ecuaciones lineales consiste en determinar su compatibili-
dad.

Resolver un sistema consiste en encontrar las soluciones de dicho sistema.

6.2. El método de Gauss

Sistemas y matrices

Si m y n son dos niimeros naturales, una matriz A de tamano m x n sobre R es
una disposicién rectangular en m filas y n columnas de m - n nimeros reales.

a1 ai2 - Q1n

a21 az - A2n
A=

Am1 Am?2 et Amn

Al escalar a;;, que estd en la fila ¢ y la columna j, se le llama entrada (7,j) de la
matriz A. A esta matriz la representaremos abreviadamente como A = (a;;).

Al conjunto formado por todas las matrices m xn sobre R se le denota por M,, »(R).
Se dice que una matriz A es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de
columnas. Al conjunto formado por todas las matrices cuadradas n x n sobre R se le

denota por M, (R).

Toda la informacion del sistema de ecuaciones lineales

a1121 +apxe + -+ apr, = b
a2121 + ag2x2 + -+ agmT, = b
Am1T1 + GmaXa + -+ GmnTn = bm

puede resumirse en la matriz m x (n+ 1)

a1 a2 - Q1n b1
a21 a2 - A2n bo
Am1 am?2 Tt Amn bm

La matriz
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6.2 El método de Gauss 3

ail a2 - A1n
az1 Qg - A2n

A= . . . en My, »(R)
am1 Am2 - Amn

se denomina matriz de coeficientes del sistema, la matriz columna
b1
B= : en My, 1(R)
b,

se denomina matriz de términos independientes, a la matriz completa (A|B) se
le denomina matriz ampliada del sistema.

Dos sistemas de m ecuaciones lineales con n incégnitas sobre R se dice que son
equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Un método general para discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales , de-
nominado método de eliminaciéon de Gauss, consiste en obtener mediante “ciertas
manipulaciones” un sistema equivalente al inicial que sea maés facil de estudiar.

Veamos qué entendemos por un sistema facil de estudiar y qué manipulaciones son
posibles para llegar a él.

Matrices escalonadas. Operaciones elementales

Una matriz A se dice que estd en forma escalonada por filas si cumple las
siguientes condiciones:

= Las filas nulas, si las tienen, son las tltimas.

= El primer elemento no nulo de una fila no nula es un 1, a este elemento se le
llama pivote.

= Cada pivote estd en una columna posterior al pivote anterior.

Es decir, una matriz escalonada por filas tiene una forma del tipo

0o --- T v % % e ke ok eee %
o --- 0 --- 1 % - % o0 % eee %
0O --- 0 0 0 1 * *
0 0 0 0 0 0 0
O --- 0 -~ 00 - 0 - 0 -+ 0

donde en el lugar que ocupan los astericos, *, puede haber cualquier valor.

El hecho de que cada pivote de una fila no nula esté en una columna posterior
al pivote de la fila anterior hace que la columna en la que hay un pivote todos las
entradas que hay por debajo del pivote sean 0.
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

Si en una matriz escalonada por filas A se tiene que, ademés, en cada columna
que contenga un pivote todos los demas elementos de esa columna son nulos, entonces
se dice que A estd en forma escalonada reducida por filas. Es decir, una matriz
escalonada reducida por fila tiene una forma del tipo

0o --- 1 -+ 0 =« 0 -+ % -+ %
o --- o --- 1 *% o --- ke *
0 0 0 0 1 * *
0 0 0 0 0 0 0

Los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices correspondientes tienen forma escalon-
ada reducida son muy faciles de resolver: basta despejar las incégnitas correspondientes
a los pivotes en funcién de las restantes, que actuaran como parametros.

Asi, las soluciones del sistema

T1+x3—3r4 = 1
ro—ax3+x4 = 0 }

(cuya matriz tiene forma escalonada reducida) cumplen que 1 =1 —234+3x4 y 22 =

T3 — x4 y, para cualquier valor que asignemos a x3 y a x4, tomando z; = 1 — x3 + 324

y To = T3 — X4, Obtenemos una solucién del sistema. Es decir, todas las soluciones de

este sistema son de la forma (1 — x5 + 324,23 — T4, 3, 24).

Operaciones elementales. El método de Gauss

El método de Gauss estd basado en dos propiedades. La primera de ellas es que
las soluciones de un sistema son también las soluciones del sistema obtenido haciendo
en éste una operacién de alguno de los siguientes tipos:

1. Intercambiar dos de las ecuaciones.
Corresponde a intercambiar las dos filas correspondientes de la matriz ampliada
2. Multiplicar ambos miembros de una ecuacién por una constante no
nula.
Corresponde a multiplicar la correspondiente fila de la matriz ampliada por la
constante no nula (rF;).
3. Anadir a una ecuacion el resultado de multiplicar otra ecuacion por
una constante.

Corresponde a sumar a una de las filas de la matriz otra fila multiplicada por la
constante (F; + rFy).

A cada una de estas operaciones en las filas de la matriz se le denomina operacion
elemental por filas.
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6.2 El método de Gauss 5

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que Cualquier secuencia de opera-
ciones elementales transforma un sistema de ecuaciones lineales dado en
otro equivalente.

La segunda propiedad en la que se base el método de Gauss es la siguiente: Toda
matriz puede llevarse a una matriz en forma escalonada o escalonada re-
ducida por filas mediante una sucesion de operaciones elementales en las

filas.

El algoritmo para conseguirlo es el siguiente:

= Localizar la primera columna no nula de la matriz y en ella un primer elemento
no nulo, a.

= Intercambiando dos filas podemos poner este elemento a en la primera fila.

» Multiplicando esta nueva primera fila por a=!

mento no nulo sea un 1, que serd un pivote.

, conseguimos que el primer ele-

= Para cada una de las restantes filas, hacemos una operacién del tipo F; — cF}
para conseguir ceros debajo de este pivote.

= Repetimos el proceso con la submatriz que resulta de eliminar la primera fila
hasta que no nos queden filas o las que queden sean todas nulas. Tendremos una
matriz en forma escalonada.

= Con operaciones tipo F; —cF}, hacemos ceros encima del tiltimo pivote. Repetimos
el proceso desde el penultimo pivote hasta el primero. Obtenemos una matriz en
forma escalonada reducida.

Ejemplo 6.1. Dado el sistema de ecuaciones
r—2y+z—4t = 1

r—2y+2z4+2t = 7
—2x + 4y + 2z + 32t 22

haciendo operaciones elementales por filas en su matriz ampliada podemos llegar a
una matriz escalonada reducida

1 -2 1 —4] 1 1 -2 1 —4] 1 1 -2 1

1 -2 2 2| 7 | £y o 01 6|6 |22 01

9 4 2 32|22 2 4 2 32|22 0 0 4
1 —2 1 —4]1 1 -2 0 -10] -5
Bab g 01 6]6 | 2220 01 6| 6
0 00 0|0 O 00 0| 0

por lo que el sistema inicial es equivalente al sistema de ecuaciones

xr1 — 2$2 — 10$4 = -5
x3 + 6y = 6

cuyas soluciones son de la forma (—5 + 2x9 + 1024, x2,6 — 624, 4).

ocw
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6 Sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 1. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

2c+y—2 = 3
r+2y+3z = 2
—x4+y+4z = -1
3r+2y+22z = 2
r+2y+32 = 1

2r+y—2 = 3
—rx+y+4z = -1

Rango de una matriz. Teorema de Rouché-Frobenius

Se llama rango de una matriz A, y se denotard por rg(A), al nimero de pivotes
(filas no nulas) que se obtienen al transformarla en una matriz en forma escalonada o
escalonada reducida.

Se verifican las siguientes propiedades:

= El rango es menor o igual que el namero de filas y de columnas.

= El rango no decrece si le anadimos una columna a la derecha.

= Si una matriz se obtiene a partir de otra por operaciones elementales, ambas
tienen el mismo rango.

La caracterizacién de los sistemas de ecuaciones lineales compatibles y el niimero
de parametros de los que dependen sus soluciones nos los proporciona el Teorema de
Rouché-Frobenius que establece que si S es un sistema de ecuaciones lineales con n
incognitas y matriz ampliada (A|B), entonces:

1. S es un sistema compatible si y sélo si rg(A) = rg(A|B).
2. Si S es compatible, entonces S es determinado si y sélo si rg(A) = n.

3. Si S es compatible indeterminado, el conjunto de soluciones puede expresarse en
funcién de n — rg(A) > 0 pardmetros (grados de libertad).

Como consecuencia del Teorema de Rouché-Frobenius se cumplen:

1. Un sistema homogéneo con n incégnitas y matriz de coeficientes A es determinado
siy solo si rg(A) = n.

2. Un sistema con menos ecuaciones que incégnitas no puede ser compatible deter-
minado.

6.3. Operaciones con matrices

Suma y producto por escalares

Dadas dos matrices A = (ai;), B = (bi;) en M, ,(R) se define la suma de Ay B,
A+ B, como la matriz
A + B = (Cij) en an(]R)

Az
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6.3 Operaciones con matrices 7

donde ¢;; = a;; + b;; para cadai=1,...,my paracada j =1,...,n.

110_‘_7112_022
3 2 3 01 -3/) \\3 30

Dada una matriz A = (ai;) en My, »(R) y 7 en R se define el producto de r por
A, que se representard por rA, como la matriz

rA = (Cij) en Mm,n(R)

donde ¢;; =ra;; paracadal <i<my1l<j<n.

3 110\ (3 30
3 23/)7\9 6 9
Estas operaciones cumplen las siguientes propiedades:

1. A+ (B+C) = (A+ B) + C (asociatividad).

2. Existe una matriz, aquella cuyos elementos son todos nulos, denominada matriz
nula y que denotaremos por 0, que satisface A +0 = 0+ A = A para cada
A en My, ,(R) (elemento neutro para la suma de matrices).

3. A+ B = B+ A (conmutatividad).

4. Para cada matriz A en My, »(R) existe una matriz, —A, tal que A+ (—A4) =0
(matriz opuesta de A). Si A(a;;), entonces —A = (—a;j;).

5. (rs)A =r(sA).
6. (r+s)A =rA+ sA (distributividad).

7. r(A+ B) = rA+rB, (distributividad).

Producto de matrices

Dadas A = (a;j) en My, n(R) y B = (bi;) en M, »(R), se define el producto de A
y B, que se denotard por AB , como la matriz AB = (¢;;) en M,, ,(K) donde

n
Cij = @inbij + ainboj + - + Qinbpp = E Qikbrj -
k=1

El producto de dos matrices sélo es posible si el nimero de columnas de la primera
es igual al niimero de filas de la segunda.

(330) _18 _(00)
9 6 9 01 -3 9
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8 Sistemas de ecuaciones lineales

Teniendo en cuenta céomo es el producto de matrices, un sistema de m ecuaciones
lineales con n incognitas puede expresarse matricialmente de la forma AX = B

ail a2 - A1n Z1 b1
a1 Q2 -+ Q2p T2 bo
Am1 Am?2 Tt Amn Tn bm

El producto de matrices no es, en general, conmutativo, ni siquiera cuando es
posible multiplicarlas por ambos lados.

(09-(0)
(EDG-0)

El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:
1. (AB)C = A(BC).
2. A(B+C)=AB+ AC.

3. Para cada ntimero natural n, la matriz

10 - 0
In=0y5)=1 . . .| en M, (R),

denominada matriz identidad de tamario n, satisface que I, A = A para cada
matriz A en My, .,(R) y BI, = B para cada matriz B en M,, ,(R).

En particular, si A es una matriz cuadrada n x n se tiene que I, A = Al, = A.

4. r(AB) = (rA)B = A(rB).

Matrices inversibles

Una matriz cuadrada A en M, (K) se dice que es una matriz inversible si existe
una matriz B en M, (K) tal que

AB =BA=1,.

Dicha matriz, si existe, es tnica, se denominaréd matriz inversa de A y se repre-
sentard por A~L.

Si Ay B en M,(K) son dos matrices inversibles, entonces AB es también una
matriz inversible y, ademas,

(ABy"'=pB~1tA™!
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6.4 Determinantes 9

6.4. Determinantes

Determinante de una matriz

A cada matriz cuadrada A se le asocia un escalar llamado determinante de A

y que representaremos por |A| o por det(A), que permite estudiar algunas de sus
propiedades.

Para matrices 2 x 2 el determinante se define como:

a1 ai2

= aiiaz2 — a12a21
a1 a2

Para matrices 3 x 3 de la forma:

ailr a2 aig
a1 Q22 Q23 = (11022033 + G12023031 + 013021032
az1 asz ass

—a11G23032 — 1130224031 — 12021033

(Regla de Sarrus)

Si A = (ai;) en M,(R), dados ¢,j en {1,2,...,n}, se denomina menor comple-
mentario del elemento a;; al determinante |A;;| de la matriz A;; en M, _1(R) que
se obtiene eliminando la fila ¢ y la columna j de la matriz A.

aii e G151 a1j54+1 T Qln
|A- | | @i—11 - Qi—15—-1 Ai—1j41 - Qi—1n
il =
J Aiy11 v Gi415-1 Gi41541 0 Qi4ln
an1 e Qnj—1 Anj+1 e Ann

Se llama adjunto de a;; en A a A;; = (—1)"7|A4;].

El determinante se define, por recurrencia, como:
l(aij)] = (D" lanlAal+ -+ (1) | A
= ainli +aplip+ -+ Gin—18in—1 + ainAin
(Desarrollo del determinante por la fila 4) o, como
[(A)] = (1) ay;|Aij| + (=1) P agj|Agj| + - + (1) ay5| Ay

(Desarrollo del determinante por la columna j)

Ambas expresiones valen lo mismo.

Propiedades de los determinantes
Los determinantes verifican las siguientes propiedades:

» El determinante de la matriz identidad es 1.

v
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10 Sistemas de ecuaciones lineales

= Si una matriz tiene una fila nula, o una columna nula, su determinante es cero.

» Si se intercambian dos filas (F; <+ F}), o dos columnas, el determinante cambia
de signo.

= Si hacemos operaciones elementales del tipo F; + rF; en las filas, o las analogas
por columnas, el determinante no varia.

= Si una matriz tiene dos filas, o dos columnas proporcionales, su determinante es
cero.

= Si hacemos una operacion elemental del tipo rF; en las filas, o las columnas, el
determinante queda multiplicado por r.

= Si una fila de la matriz es suma de dos sumandos, el determinante es la suma de
los determinantes que resultan de sustituir en la matriz dicha fila por cada uno
de los sumandos.

Para calcular un determinante podemos hacer operaciones elementales fila o colum-
na para conseguir ceros en alguna fila (o columna) y hacer entonces el desarrollo por
dicha fila (o columna.

Ejemplo 6.2. FEl siguiente determinante se ha calculado restando la primera fila a
cada una de las restantes, desarrollando a continuacién por la segunda columna y,
después, por la segunda fila

11 -1 1 11 -1 1
21 1 —-1| | 10 24_53_3_21*2__8
L1 100 2 o | o0 g “|-2 0f
-1 1 1 1 -2 0 2 0

El determinante de un producto de matrices es el producto de los cor-
respondientes determinantes.

|AB| = |A]|B|

Los determinantes sirven para caracterizar las matrices inversibles ya que se tiene
el siguiente resultado:

Para una matriz A cuadrada de tamano n x n, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

1. A es inversible.
4] # 0.
rg(A) = n.

= W N

La tnica solucién del sistema de ecuaciones homogéneo con matriz de coeficientes
A es la nula (0,...,0).

5. Todo sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes A es compatible determi-
nado.
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Calculo de matrices inversas

Si A es una matriz inversible y la inversa de A tiene por columnas A=! = (O, Cs, . ..

entonces, tal y como esta definido el producto de matrices, se tiene que

AATL = A(Cr, G, Cr) = (ACY, ACy, -+ AC,) = 1,

y si denotamos por FE; las columnas de I,
0
E;, = 1 <« fila i-ésima
0
cada columna C; de A™! es solucién del sistema de ecuaciones lineales

AX = E;

Esto, junto con el método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones, nos pro-
porciona un método para el cdlculo de la inversa de una matriz: haciendo operaciones
elementales fila en la matriz ampliada (A|E;) del sistema AX = E; , se llegard a una
matriz en la forma escalonada reducida (A’|C;) donde, como A tiene rangon, A’ = I,

y C; es la solucién del sistema.

Como las operaciones fila que se han de hacer en A pueden ser las mismas para

todos los sistemas, podemos hacerlas para todos ellos simultaneamente;

(A|L,) = (A|Ey, Ea, -, EBn) 2955 (1,101, Cs, -+, C)

es decir, haciendo operaciones elementales fila en la matriz (A|I,), cuando en A lleg-
amos a la matriz identidad I,, en I,, habremos llegado a la matriz inversa de A, A~

Ejemplo 6.3. Aplicando el método a la matriz

1 -1 0
A= -1 11
0 1
1 -1 0|1 00 1 -1 0] 10 0 1 -1 0] 1
1 11{010}|=[0 o1 110]|=(0 2 1]-=2
2 0 1|0 0 1 0 2 1|-2 0 1 0 0 1| 1
1 -1 0 1 0 0 10 0]-1/2 —-1/2 1/2
10 1 0|-3/2 -1/2 1/2 | -0 1 0|=3/2 —1/2 1/2
0 01 1 1 0 00 1 1 1 0

obtenemos que su inversa es

-1/2 -1/2 1/2
ATt =1 -3/2 —1/2 1/2
1 1 0

= O O
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12 Sistemas de ecuaciones lineales

Los determinantes también nos proporcionan un método para calcular la inversa
de una matriz.

Si A = (ai;) es una matriz inversible y denotamos por
B = (bij) = (Ay)’
la matriz traspuesta de la matriz cuyas entradas son los adjuntos de la matriz A, como
|A| = ainAin + a2 + -+ + ain i, = ainb1i + aioba; + - - + ainbp
Y, sii # j,
aitAj1 + aipljo + -+ ainAjn = aitbij + aiobaj + -+ + @inbn; =0

se tiene que
AB =|A|I,

y, como |A| # 0, resulta que A‘T}‘B = I,,, de donde

1 1

Al = —_B=_"_(A;)

Ejemplo 6.4. Para la matriz

1 -1 0
A= -1 1 1
0 1
se tiene que |A| = —2 y la matriz de sus adjuntos es
1 3 -2
A= 1 1 -2
-1 -1 0
por lo que
R AR ~1/2 —1/2 1/2
At=—2| 3 1 -1 )= =32 12 12
-2 =2 0 1 1 0

matriz que ya habiamos obtenido por el método de las operaciones elementales.

6.5. Vectores. Bases

El concepto de vector aparece de forma natural en Fisica. Algunas magnitudes
pueden ser especificadas mediante un ntimero (en unidades apropiadas), se denominan
magnitudes escalares. Otras requieren de mas especificidades: direccién, velocidad,
etc.; son las magnitudes vectoriales.
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6.5 Vectores. Bases 13

Trabajaremos basicamente con vectores en el plano R? o en el espacio R3, en los
que supondremos fijados unos ejes cartesianos. Por tanto, los puntos del plano o el
espacio quedan determinados por 2 6 3 coordenadas:

R? = {(2,y) | con x,y nimeros reales}

R3 = {(z,y,2) | con x,y,z nimeros reales}

La mayoria de los conceptos que usaremos tendran sentido en R? y en R3, y seran
generalizables al espacio n-dimensional

R™ = {(x1,22,...,2,) | con z1,xs,...,2, nimeros reales}.

Aunque trabajemos con vectores de R? haremos los dibujos en R2.

Un vector 7 = (z,y,2) de R® (0o de R") es el segmento orientado (la flecha)
que une el origen con el punto de coordenadas (z,y, z), 0 mas generalmente cualquier
segmento orientado con la misma longitud, direccién y sentido que aquél (aunque
varien su origen y su extremo).

oYy

<y

<y

Operaciones con vectores. Combinaciones lineales

Los vectores se pueden sumar entre si o multiplicar por un escalar para obtener
nuevos vectores; ambas operaciones se hacen coordenada a coordenada :

(x,y,2) + (2,9, ") = (@ + 2",y + ¢, 2+ 2)

r(z,y,2) = (re,ry, rz)

Geométricamente, la suma es el vector que se obtiene al yuxtaponer los sumandos,
y el producto es el vector que se obtiene al escalar el vector dado por un factor r.
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14 Sistemas de ecuaciones lineales

L

3
Una combinacion lineal de los vectores U7, U, . . . , U es cualquier expresion de la
forma
U + rots + -+ - + T Uk
donde r1,79, ..., 7 son escalares (ntimeros reales) que se denominan coeficientes de

la combinacién lineal.

Por ejemplo, el conjunto de todas las combinaciones lineales posibles de dos vectores
consiste en los vectores que estan en el plano determinado por esos vectores (aqui se
supone que el origen de todos los vectores considerados esté el origen de coordenadas).

Se llama base canénica de R? al conjunto formado por los tres vectores
7=(1,0,00 7=(0,1,0) k=(0,0,1)

Cada vector v = (x,v,2) de R? se expresa como combinacién lineal de estos vec-
tores:

(x,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) = a7+ yJ+ 2k

y esta expresién es tnica en el sentido de que no se pueden elegir otros coeficientes.

Bases y coordenadas

A partir de ahora escribiremos las coordenadas de los vectores en columnas; aunque
a veces escribiremos estos vectores-columna como traspuestos de vectores-fila, como a
continuacion.

Dados dos vectores @ = (uy,u2) y ¥ = (v1,v2)! de R?, diremos que el conjunto
B = {i, 7} es una base de R? si la matriz

es inversible, o sea si
uy V1

det(Pg) = #0

Uz V2
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—

Analogamente, un conjunto B = {#,,w} de tres vectores de R® es una base de
R3 si la matriz
Uy vV wq
PB = (’J, 17, 117) = Uy Vg W2
us vV W3
es inversible, o sea si
uy v wq
det(PB) = | U2 V2 W2 75 0
uz vz w3

Si B = {ii, v} es una base de R?, entonces cualquier vector b de R? se puede poner
de modo tnico como combinacién lineal de los vectores de la base, es decir, existen
escalares tinicos z,y ( a los que denominaremos las coordenadas de b en la base B)
tales que

b=xii+ yu

-

El vector columna de estas coordenadas se denotard por [b|g, y se puede calcular
como la solucién, que ademas es tnica, del sistema

PsX =b

con matriz ampliada

-, -,

(P |b) = (a 7|b)

o mediante la férmula

—

[bls = Pg' b

En R? (y en dimensiones mayores) se tiene una situacién anloga: Si B = {i, 7, '}
es una base y b es cualquier vector , entonces existe una tnica terna [b]g = (z,y, 2)!
de coordenadas de b en B que verifica

5zxﬁ+yﬁ+zw

y que se calcula resolviendo el sistema

PsX =b
con matriz ampliada
(Ps|b)
o aplicando la féormula
bl =Pg' b

Un ejemplo especialmente simple, pero importante es el siguiente :

En R? el conjunto de vectores C = {(1,0)%,(0,1)!} da lugar a la matriz Pc = I2, y
por tanto es una base, la base canénica de R2.

., 1 s
Como también P, ~ = I, las coordenadas de un vector en la base canénica son sus
coordenadas “usuales”.
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Anélogamente, R? tiene la base candnica

¢ ={(1,0,0)%,(0,1,0)",(0,0,1)}
con las mismas propiedades.

Ejemplo 6.5. Dados los siguientes vectores de R?:

-(3) (1)
() (1) = ()

demostrar que B = {@, 9} es una base y calcular las coordenadas en B de los vectores

a,byc.
La matriz
2 4
(5 5)

tiene determinante —2 e inversa
1 [ —5/2 2
Fs = ( 32 -1 )

luego B es una base y las coordenadas pedidas son
o oo1s [ —5/2
[a]B*PB a< 3/2

son

- —5q+3q

a=—U+ U

2 2

b=2ii—7
L 43 23 _
C=—Uu——U

2 2

Este tipo de igualdades se pueden comprobar muy facilmente, incluso podemos
ahorrarnos las fracciones comprobando por ejemplo asi:

1) (1)-()- (8)-(2) -

430 — 230 =43 ( 3

Az
e L 4 J. ASENSIO, A. AVILES, S. SANCHEZ-PEDRENO ©IeEl
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Ejemplo 6.6. Dados los siguientes vectores de R3:

1 1 1
i=[ 2 g=| 1 w=| 0
0 3

1 1

a=1| 0 b=| 2

0 3

demostrar que B = {@, ¥, w} es una base y calcular las coordenadas en B de @ y b.

La matriz Pg = (4 ¥ W) tiene determinante —1 y por tanto B es una base. Para
calcular las coordenadas podriamos calcular la inversa de Pg y multiplicarla por @ y
b, pero se trabaja un poco menos resolviendo simultdneamente los sistemas (P |@) y

(P|b) como sigue:

1 1 1]1(1 1 1 1 11 1 1 1 1)1
21 0|02 ] —>10 -1 =2|-2]|0 | —1[0 1 2 210 | —
01 3(0|3 0 1 3 0|3 00 1|-2|3
1 1 0 3| -2 1 0 0|-3 4
-1 01 0| 6/-6 )] —=]101 0| 6|-—6
0 0 1|-2| 3 0 0 1|-2| 3
Por tanto [a@]g = (—3,6,—2)" y [b]z = (4, —6,3)".
Si tenemos k vectores ¥, Us, . .., U con coordenadas
ai as ag
=1 b Ua= | by U= br
C1 Co Ck
denotaremos por (¥1, s, . .., U) la matriz de tamaiio 3 X k que se obtiene al poner en
la columna j las coordenadas de ¥ ; es decir:
al a2 DY ak
(U, V2,...,0) = b1 by --- by
Cc1 Co — Ck
Dados k vectores de R3 como antes, y dados escalares 71,79, ..., 7%, se tiene
™
ay az - ak o riap +raaz + -+ rEag
by by -0 b . = r1b1 +1rabo + - 4 Tiby = r101+raUa+- - +rg U
c1ocg occeock : ricy +racy + -+ rpcy
Tk
Es decir, las coordenadas de una combinacién lineal de ¥4, 75, ..., 7, se obtienen
multiplicando (¥, ¥, . .., k) por la matriz-columna de los coeficientes.

Oz
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Por tanto, un vector ¥ = (a, b, ¢)! es combinacién lineal de ¥}, @2, . . ., Ty si y sélo si
el sistema con matriz ampliada

(Uh, Vo, ..., Uk | D)
es compatible (la solucién de dicho sistema corresponde los coeficientes de la combi-

nacién lineal).

Maés aun, la combinacion lineal serd tnica, en el sentido de que sélo hay un modo
de elegir los coeficientes, si y sélo si el sistema dado es compatible determinado.

Ejemplo 6.7. Dados los vectores
7 = (1,1,1)" ¥ = (1,2,3)" U3 = (3,2,1)"
describir el conjunto W de todas sus combinaciones lineales. ;Son tnicas las expre-

siones?

Un vector @ = (x,y, 2)" estd en W si y sélo si el correspondiente sistema es com-
patible. Operando, tenemos:

1 1 3|z 1 1 3 z 11 3 z
1 2 2y |=-|101 -1ly—2z |—=| 0 1 -1 Yy—x
1 3 1|z 0 2 -2|z—x 0 0 0lz—2y+=2

y esto ocurre si y sélo si no hay un pivote en la tltima columna , es decir, si y sélo si
z—2y+2z=0.
Por tanto, podemos describir el conjunto pedido como
W= {(z,y,2)' €R® |z — 2y + 2 =0}
Obsérvese que las expresiones no son tnicas porque el sistema nunca es determi-

nado: el rango de la matriz de coeficientes es menor que el nimero de incégnitas.

Por ejemplo, (1,0, —1)% y (7,5, 3)! estdn en W, mientras que (2,2,3)! y (1,0,0)* no
estdn. Si queremos dar una expresién explicita de (1,0, —1)* como combinacién lineal
de v, U2, U3, es decir, si queremos dar los coeficientes , tenemos que resolver el sistema
(con incégnitas 1,2, r3) que se obtiene cuando (z,y,2)" = (1,0, —1)! | para lo que

hacemos
1 1 3 1
01 —-1|-1 —>(1 (1) 4‘ 2)
0 0

Las soluciones del sistema (que ya hemos visto que no son dnicas) son

.T1:2—4)\ $2:)\—1 $3:)\

Asi, por ejemplo, para A = 0 se obtiene la combinacion lineal
(15 07 71)1& = 2171 - 172
y para A = —1 se obtiene la combinacién lineal

(1,0, —1)t = 601 + 205 — U3
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