Completar un Espacio Métrico

Un procedimiento, digamos estandar, permite “completar” un espacio métrico
cualquiera. En este apéndice vamos a desarrollar dicho procedimiento.

Sea (X, d) un espacio métrico. En el conjunto C de todas las sucesiones de Cauchy
en X, definimos la siguiente relacion:

(mn)zozl ~ (yn)?fﬂ si h;ILn d(xnvyn) = 0.

Lema A.0.5. La relacion “~” es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. -

Larelacién es, claramente, reflexiva; es simétrica como consecuencia de la simetria
de la distancia; y se comprueba, facilmente, que es transitiva aplicando la de-
sigualdad triangular. En efecto, si (2,,)02 ~ (Un)o2q € (Yn)o2q ~ (2n)024, se

tiene lim,, d(xy, yn) = lim,, d(yn, z,) = 0; aplicando la desigualdad triangular
d(xn, 2n) < d(Tp,yn) + d(yn, zn), paratodo n € N.

Como los términos que forman las sucesiones de las distancias son positivos, se
. ; _ : : 00 0

tiene lim,, d(xy,, z,) = 0, lo que implica que ()02, ~ (2,,)52; ¥y, en conse-
cuencia, la relacion es transitiva. OJ

Consideremos el conjunto cociente X=c /~, cuyos elementos denotaremos por
[x,,], indicando la clase de equivalencia de la sucesién (x,,)5% ;; y definamos la
aplicacién p : X x X — R mediante

p([an [yn]) = h;gn d(.%'n, yn)'
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Lema A.0.6. La aplicacion p estd bien definida y es una distancia sobre X.

DEMOSTRACION. -

En primer lugar, sefialemos que este limite siempre existe, puesto que dado € > 0,
como (x5,)2% 1 e (yn )5 ; son de Cauchy, existe ng (podemos tomar el mismo para
las dos sucesiones) tal que si m, n > ng se tiene

d(.%'n, .’Bm) < y d(ynv ym) <

| ™
| ™

Por tanto, si tomamos n,m > ng y aplicamos una propiedad conocida de la
distancia, se tiene

£ £

lo que nos permite concluir que (d(zy, yn))o> es una sucesién de Cauchy en R.
La completitud de R nos garantiza que dicha sucesion es convergente.

Para terminar de comprobar que la definicidon es consistente, queda demostrar

que no depende de los representantes elegidos. Supongamos que [z,] = [2]],

[yn] = [y},] y veamos que lim,, d(xy,, y,,) = lim,, d(x),, y.,). Podemos poner
A(@n,yn) < d(@n, 23) + A, Yn) + (Y Yn),
y como lim,, d(z,, z),) = lim,, d(yy,y,,) = 0 tenemos que
11'71111 d(Tp,yn) < h’rrln d(z),, yh).
De la misma forma
(25, yp) < A, 20) + d(@n, yn) + d(Yns Yn),

lo nos lleva a que
limd(z),,y,,) < Umd(zp, yn).
n n

De las dos desigualdades podemos concluir que

limd(z),,y.,) = Umd(zn, yn)-

Por dltimo, tal y como se ha definido p, es claro que p es una funcién no negativa

y simétrica: p([zn], [yn]) = 0y p([an], [yn]) = p([yn], [2n]). La desigualdad
triangular es una mera comprobacién a partir de la desigualdad triangular de la
distancia d. O

Proposicion A.0.7. (X, d) es isométrico a un subespacio Y de (X, p).
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DEMOSTRACION. - Tomemos Y como el subconjunto de X formado por los ele-
mentos que tienen por representante una sucesion constante y definimos la apli-
cacién f : X — Y como f(z) = [z], donde [z] denota la clase de equivalencia
que tiene por representante la sucesién constante cuyos términos son iguales a x.
f es claramente una biyeccion y la siguiente igualdad

plz], [y]) = timd(z, y) = d(z,y)
implica que también es una isometria. 0

Observacion A.0.8. A partir de aqui podemos identificar X con'Y .

Proposicion A.0.9. Se verifican:

(a) Toda sucesion (x,,)52 , de Cauchy en X es convergente en X y su limite es,
precisamente, v = [y,], es decir, la clase de equivalencia determinada por
o
(‘rn)nzl'

(b) X es denso en X.

DEMOSTRACION. -

(a) Podemos identificar la sucesion (x,,)22 ; con la sucesion (&) ; en X, donde
cada ,, es la sucesion constante cuyos términos son todos iguales a x,,. Si proba-
mos que para todo £ > 0, existe ng tal que si n > ng entonces p(Zp,x) < &,
habremos probado que la sucesién (&,)2°; converge a = en X y, mediante la
identificacién de la Observacién anterior, habremos probado (a).

En efecto, como (z,)5 ; es de Cauchy en X, existe ng tal que si m,n > ng
entonces d(x,,, Tn,) < €/2. Tengamos en cuenta que, tal y como se ha definido la
relacion, la clase de equivalencia de ()52 ; es la misma que la sucesion (z,,)52,,
que resulta de suprimir los m — 1 primeros términos. Por tanto, fijado n > ny,
tenemos

p(Zn,z) =lmd(zy, xm) < = <e, paratodo n > ng,
m

N ™

luego (Z,,)5° ; converge a .

(b) Segun el apartado (a) anterior, para todo x = [z,,] € X, la sucesion (xn)22 4
es de Cauchy en X y converge a x. Entonces x es un punto adherente a X y, por

tanto, X es denso (X = X). O

Teorema A.0.10. (X' , p) es un espacio métrico completo.

DEMOSTRACION. -

Tenemos que demostrar que toda sucesién de Cauchy en X es convergente en X.
Sea (#,,)72 ; una sucesién de Cauchy en X, de modo que para todo £ > 0 existe
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ng tal que si n, m > ng, se tiene que p(&y, Ty) < /3. Observemos que podemos
tomar ng > 3 /¢ para que se cumpla
1 ¢ 1

- <z <
n3ym

W m

Como X es denso en X, para cada %, existe un elemento z,, € X tal que
Ty, xy) < % (identificando x,, una vez mas, con la clase de equivalencia de-
terminada por la sucesién constante cuyos términos son todos iguales a x,,). De
este modo obtenemos una sucesion (x,,)2° ; en X que es de Cauchy; en efecto, si
n,m > ng tenemos

. A . 1 ¢ 1
(T, Tm) = p(Tns Tm) < P(Tns Tn) +0(Zn, T ) +p(Tm, Tm) < ﬁ+§+a < €.
Entonces (,,)°; converge a un punto z € X que es precisamente = = [a,].
Veamos que lim,, £,, = «, con lo que habra terminado la demostracion. Como
()02 converge a x, existe mg, que podemos tomar mayor o igual que ny, tal
que sin > mg se tiene p(zp, x) < €/3. Entonces tomando n, m > mg tendremos

(A )< (A ) ( ) ( )<1 3 €<€ 9 9 c
P\ Tn, T O\ Zn, Tyn) + p(Tn, T + p(xm, -+ =+ = -+ -+ ==
ny = nyn nym ms n 3 3 3 3 3 )

con lo que lim,, ,, = z, concluyendo la demostracién. O

Teorema A.0.11. Sea (X,d) un espacio métrico y (X, p) el completado de X.
Entonces cualquier otro espacio (Y, 0) completado de X es isométrico a X.

DEMOSTRACION. -

Podemos contemplar X como un subespacio de Y, X = Y, luego para todo
y € Y existe una sucesion (z,,)7°; C X convergente a y que es, por tanto, de
Cauchy. Definimos entonces la aplicacién f : ¥ — X como f(y) = [zn],
la clase de equivalencia determinada por la sucesion (x,,)22 ;. La aplicaciéon f
estd bien definida pues si (z;,)7° ; es otra sucesién en X que converge a y, se
tiene lim,, d(xy,, z,) = 0 por lo que [z,,] = [z,].

Por otra parte, f es sobreyectiva pues si [z,] € X, entonces (z,)3; es una suce-
sién de Cauchy en X C Y que, por la completitud de Y, converge a algin punto
z € Y, de modo que f(z) = [zy]. Por dltimo, veamos que f es una isometria.
Sean y,z € Y, que serdn limites de dos sucesiones en X, (yn)o2; ¥ (2n)oe;
respectivamente; entonces

p(f(y)a f(Z)) = p([yn]a [Zn]) = 11;1111 d(xnayn) = 1f£n5(ym Zn)

= o(limyy,,lim z,) = d(y, 2),

con lo que concluye la prueba. O
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