Conjuntos, aplicaciones y
nameros

En este capitulo presentamos los conceptos fundamentales sobre la teoria de con-
juntos que nos serdn muy utiles en el desarrollo de la asignatura. En primer lu-
gar recordamos las operaciones bdsicas: pertenecia, union, interseccién y diferen-
cia. A continuacién introducimos el producto cartesiano de 2 0 mas conjuntos y
el conjunto potencia. Después recordamos el concepto de aplicacién y sus dife-
rentes tipos: inyectiva, sobreyectiva y biyectiva, asi como la composicion de apli-
caciones. Dedicamos una seccién a los conjuntos finitos e infinitos, numerables y
no numerables, y finalizamos con una seccién dedicada a los niimeros reales y sus
principales propiedades.

0.1. Teoria de conjuntos

A la hora de estudiar los conjuntos no se pretende elaborar una teoria demasia-
do formalista y rigurosa que se aleje, a veces demasiado, de los objetivos de la
asignatura. Por esto, nosotros adoptaremos un punto de vista, mayoritario por otra
parte, simple: supondremos que todo el mundo sabe lo que es un conjunto, al
menos una idea intuitiva bastante razonable.

Para avanzar un poco también supondremos conocidos algunos conceptos basicos
sobre los conjuntos. No obstante, recordaremos brevemente, y sin entrar en mu-
chos detalles, las ideas necesarias para abordar un curso de introduccién a la
Topologia de Espacios Métricos.
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20 0.1. Teoria de conjuntos

0.1.1. Operaciones basicas

Como siempre, fijaremos una notacién bdsica antes de empezar. La primera opera-
cién que se define con un conjunto es la de pertenencia de sus elementos: si un
elemento a pertenece a un conjunto A escribiremos

a€A,

mientras que utilizaremos el simbolo ¢ para indicar que el objeto a no es un
elemento del conjunto A.

Utilizaremos la notacién A C B para indicar que todos los elementos de A son
también elementos de B. Entonces se dird que A es un subconjunto de B. Si
existe algin elemento de B que no estd en A, entonces diremos que A es un
subconjunto propio de B,y se representard como A C B.

Cuando se trabaja en alguna de las dreas de Matematicas, normalmente se tiene
un conjunto de referencia que se suele llamar conjunto universal o conjunto to-
tal, y que nosotros denotaremos habitualmente por X . Por ejemplo, en geometria
euclidea plana este conjunto es el formado por todos los puntos del plano; en
otras dreas de las matematicas, este conjunto puede ser el formado por todos los
numeros reales, o por todas las funciones, etc. En Topologia de Espacios Métricos
serd un espacio métrico.

Dado un conjunto cualquiera A C X, definimos el complementario de A (en X),
y lo denotaremos por A° 0 X — A, como el conjunto

A=X-A={reX z¢gA

Es necesario recordar también el concepto de conjunto vacio, que representare-
mos por &, y que es el conjunto que no tiene ningln elemento; lo consideraremos
finito y supondremos que estd contenido en cualquier otro conjunto. Ademads,
satisface las siguientes igualdades:

X-X=X‘=g y X-g=0=X.
Dados dos conjuntos A y B, podemos definir tres operaciones elementales entre

ellos: la unién, la interseccién y la diferencia.

Unién de conjuntos

La union de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que
pertenecen a A, a B 0 a ambos, y se representa por

AUB={z:x€ Aoz € B}.

Los elementos que son comunes a ambos conjuntos no se duplican. Por ejemplo,
siA={1,2}y B ={2,3}, entonces AU B = {1,2, 3}. Véase la Figura[l]
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0. Conjuntos, aplicaciones y niimeros 21

AUB ANB A-B

Figura 1 — Unioén, interseccion y diferencia de conjuntos.

Interseccion de conjuntos

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos
que pertenecen simultineamente a los conjuntos A y B, y se representa como

ANB={z:zx€ Ayx € B}.

La interseccion de dos conjuntos puede ser el conjunto vacio. Por ejemplo, si
A={1,2}y B ={3,4}, entonces AN B = @. Véase la Figura[l]

Diferencia de conjuntos

La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos
de A que no pertenecen a B, y se representa como

A-B={z:xe€Ayx ¢ B}.

El conjunto A — B se llama a veces el complemento o el complementario de B
en A. Véase la Figurall]

Ejemplos

Ej.0.1. Consideremos los conjuntos A y B (véase la Figura 2)definidos como:

A = {zeR:(z—-1)%* <4},
B = {zeR:jz|>2}

Observemos que A = (—1,3) y que B = (—00, —2) U (2, +00). Vamos a
determinar los conjuntos AU B, AN By A— B (también graficamente). En
primer lugar, analiticamente, los conjuntos se pueden expresar como sigue:

s AUB={z€eR:z<—-20x>—1}.
s ANB={reR:2<2<3}=(2,3).
» A-B={zeR:(x—-1)2<4dyl|z|>2}=(-1,2.

Grificamente, dichos conjuntos estdn representados en la Figura 2]
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22 0.1. Teoria de conjuntos
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Figura 2 — Unién, interseccion y diferencia de dos conjuntos.

Algunos conjuntos de uso habitual.

Recordemos la notacién habitual para referirnos a los conjuntos de niimeros:
N (nimeros naturales o enteros positivos), Z (nimeros enteros), Q (nimeros
racionales), R (nimeros reales) y C (nimeros complejos).

Ejercicios y Problemas

Pruebe que A — B= AN (X — B).

Estudie cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas. En caso de
ser verdadera, demuéstrela; y si es falsa, encuentre un contragjemplo.
(a ACByAcC=AcCBUC.
b) ACByAcCcC=AcCBnC.
(c) ACBoACC&« ACcBUC.
d AcCcByAcCs AcCBnNnC.

0.1.2. Otras operaciones
El producto cartesiano

Ya hemos visto que la union (U), la interseccion (M) y la diferencia son opera-
ciones que nos permiten obtener, a partir de dos conjuntos dados, un nuevo con-
junto. Pero también podemos construir el conjunto formado por todas las parejas
de elementos de ambos conjuntos.
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0. Conjuntos, aplicaciones y niimeros 23

Mas precisamente, dados dos conjuntos A y B, el producto cartesiano A x B es
el conjunto definido por

AxB={(z,y):x € Aey € B}.

Dado que la notacién (x,y), cuando estamos trabajando en el conjunto R de los
nimeros reales, indica también el intervalo abierto de extremos x e y, es posible
también utilizar la notacién x x y para indicar el elemento del conjunto A x B.

El conjunto potencia

(Y qué ocurre cuando los elementos de un conjunto A son, a su vez, conjuntos?
Bueno, para evitar malentendidos y no caer en contradicciones, en este caso dire-
mos que A es una coleccion de conjuntos o una familia de conjuntos. No obstante,
como suele ser habitual, también se utiliza el término conjunto de conjuntos. Uti-
lizaremos letras caligraficas para referirnos a las familias de conjuntos: A, B, etc.

El ejemplo mas inmediato es el siguiente. Dado un conjunto A, el conjunto for-
mado por todos los subconjuntos de A se denomina conjunto potencia de A 'y se
denota por P(A). También se suele decir que P(A) es el conjunto de las partes
de A.

Ejemplos

Ej.0.2. Si A es el conjunto de tres elementos {a, b, c}, entonces el conjunto po-
tencia de A, P(A), es la coleccién de (jtodos!) los subconjuntos de A.
Asi pues:

P(A) = {{2}, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}

Algunas propiedades.
= Leyes distributivas: Son dos: (pruébelas como ejercicio)
AN(BuUuC) = (ANB)U(ANCO) y
AUu(BNC) = (AUB)N(AUQ).
= Leyes de De Morgan: También son dos:

A—(BUC) = (A-B)N(A-C) vy
A—(BNC) = (A—B)U(A- Q).
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24 0.1. Teoria de conjuntos

Ejercicios y Problemas

Sean X e Y dos conjuntos, A,C C X y B,D C Y. Demuestre las
siguientes igualdades y contenidos:

(@) Ax(BNnD)=(ANB)x (AND).

(b) Ax (BUD)=(AUB) x (AUD,).

() Ax(Y—-B)=(AxY)—(AxB).

d (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

() (Ax B)U(C x D) C (AUC) x (BU D). Encuentre un ejemplo
que muestre que la inclusion puede ser estricta.

) (X xY)—(AxB)=(Xx (Y -B)U((X—-A4)xY).

Demuestre las leyes de De Morgan.

Estudie cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas. Demuéstre-
las cuando lo sean y proporcione un contraejemplo en caso contrario.

(@ AcCCyBcCc D= (AxB)cC (CxD,).

b) (AxB)c(CxD)=AcCyBcCD

(c) (AxB)C (CxD)=AcCyB C D,suponiendo que Ay B son
no vacios.

(d (AxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD,).

0.1.3. Familias de conjuntos

Las operaciones unién e intersecciéon que hemos definido para dos conjuntos se
pueden extender sin ninguna dificultad a una familia arbitraria de conjuntos.

Sea A una familia de conjuntos. Entonces la unién de los elementos de A se
define como el conjunto de todos los elementos que pertenecen a alguno de los
conjuntos de A y lo representaremos por

U A={z:2 € Aparaalgin A € A}.
AcA
De modo similar, la interseccion de los elementos de A se define como el conjunto

formado por los elementos que pertenecen a todos los elementos de A, es decir,

ﬂ A={x:x € Aparatodo A € A}.
AeA

Las leyes distributivas y de De Morgan que hemos visto anteriormente pueden
extenderse sin excesiva dificultad al caso de familias arbitrarias de conjuntos.
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0. Conjuntos, aplicaciones y nimeros 25

Proposicion 0.1.1 (Leyes distributivas). Sea A = {A; : i € I} una familia
arbitraria de conjuntos y B un conjunto. Entonces:

(1) BU([)4:) =((BUA).

icl icl
2) Bn(JA4) =JBnA4).
icl icl

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos la propiedad (1), pues la otra se prueba
de manera totalmente anéloga.

Seaz € BU (Nier4;). Six € B, entonces x € (B U A;) para todo 4, por lo que
x € Nier(B U A4;). En otro caso, © € N;erA;, por lo que z € A; para todo .
Entonces x € B U A; para todo 4, por lo que estard en su interseccion.

Reciprocamente, si z € N;c;(B U A;) entonces x € BU A; paratodo i;siz € B
entonces también x € B U (N;erA;). En otro caso, x € A; para todo i, es decir,
x € NierAi,yasiz € BU (Nier4y). O

Proposicion 0.1.2 (Leyes de De Morgan). Sea A = {4; : i € I} una familia
arbitraria de subconjuntos de un conjunto dado X. Entonces:

() X - (JA) =X - 4).

icl icl
(2) X —((4) = JX - 4.
icl icl

DEMOSTRACION. Probaremos sélo el apartado (1), pues el (2) es totalmente
andlogo.

Siz € X — (Ujer4;) entonces x ¢ A; para todo i, de modo que x € X — A;
para todo ¢, luego x € N;er(X — A;). Reciprocamente, si z € Njer(X — 4;)
entonces x ¢ A; para todo i, por lo que = ¢ U,;crA;; entonces debe estar en su
complementario. O

Para finalizar esta seccion enunciamos el siguiente resultado acerca de la diferen-
cia de conjuntos.

Proposicion 0.1.3. Sean A y B dos subconjuntos de X. Entonces se verifica lo
siguiente:

(1) A—(A—B)=ANB.
(2) A—- (ANB)=A—B.
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26 0.2. Aplicaciones

DEMOSTRACION. La prueba es bastante sencilla y basta repetir las ideas expues-
tas en las demostraciones anteriores. Demostremos, por ejemplo, el apartado (1).

Siz € A— (A — B)entoncesx € Ayx ¢ A— B. Esta segunda condicién
implica que z € B. Entonces z € AN B. Reciprocamente, si x € AN B entonces
x€Ayxr € B,queimplicaz € Ayr g A—B.Yasix € A—(A—B). O

0.2. Aplicaciones

En esta seccién nos proponemos recordar otro concepto igual de importante que
el de conjunto: el concepto de aplicacién o funcién. Grosso modo, una aplicacion
entre dos conjuntos A y B es una regla que asigna a cada elemento del conjunto
A otro elemento del conjunto B.

Y

Figura 3 — Aplicacién entre dos conjuntos X e Y.

Definicion 0.2.1. Sean X e Y dos conjuntos. Una aplicacion (también se le lla-
ma funcion) f entre X e Y es una correspondencia o regla de asignacion entre
ellos tal que a cada punto x de un subconjunto de X (dicho subconjunto puede
coincidir con X ), se le asocia un tinico punto y de 'Y, denominado imagen de x y
denotado por f(x). La denotaremos por

f:X—vy o x-Lvy
X se llama el origen de f e Y se llama recorrido o rango de f. El subconjunto
de X en el que estd definida f se denomina dominio y se denota por Dom( f); el
subconjunto de Y formado por todas las imdgenes de elementos del dominio se
denomina conjunto imagen y se denota por Im( f).

Una funcién f : X — Y puede ser considerada como un subconjunto del pro-
ducto cartesiano X x Y con la propiedad de que cada elemento de X aparece
como la primera coordenada de, a 1o sumo, un par ordenado. Podemos concebir f
como el conjunto I'( f) definido por

I'(f) ={(z,y) € X xY : 2z € Dom(f), y = f(z)}

y que denominaremos grdfica de f o grafo de f.
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Definicion 0.2.2. Sea f : X — Y una funcion y sea A C X. El conjunto
imagen de A por f, que denotaremos por f(A), es el subconjunto de'Y formado
por todas las imdgenes de los elementos de A, es decir:

f(A) ={y €Y :y= f(z)paraalgiin x € A}.

La aplicacion f restringida al subconjunto A se denomina la restriccion de f a
Ay se denota por f| 4.

Ejemplos

Ej.0.3. Sean las aplicaciones f : R — R,y g : R — R™, donde R" denota
los niimeros reales no negativos definidas como f(z) = z*y g(z) = z*.
Es facil ver que dichas aplicaciones son distintas, ya que aunque estan
definidas de la misma manera y tienen el mismo origen, sin embargo el

recorrido de ambas funciones es distinto.

Definicion 0.2.3. Sea f : X — Y una funcion y sea B C Y. La imagen inversa
de B por f, que denotaremos por f~1(B), es el subconjunto de X formado por
todos los elementos cuya imagen pertenece a B, es decir:

fY(B)={zeX: f(z) e B}.

Si B es un conjunto unipuntual, por ejemplo B = {y}, usaremos la notacién
f~(y) para referirnos a f~*({y}).

También es importante tener en cuenta que f~!(B) no es mis que una notacion,
y el simbolo f~! no indica que exista una aplicacién entre Y y X que sea inversa
de f.

Proposicion 0.2.4. Sea f : X — Y una aplicacion y consideremos los subcon-
juntos A C X y B C Y. Entonces se satisfacen:

(1) Ac f71(f(4)).
(2) f(f~Y(B)) C B.

DEMOSTRACION. La demostracién de ambas propiedades es inmediata y se le
propone como ejercicio. O

Las inclusiones que aparecen en la proposicidn anterior no son, en general, igual-
dades. Pueden encontrarse ejemplos de funciones donde las inclusiones son propias.
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28 0.2. Aplicaciones

Ejemplos

Ej.0.4. A continuacién mostramos dos ejemplos de funciones f en los que las
inclusiones de la Proposicién[0.2.4] son estrictas.

(1) Consideremos f : R — R, f(x) = 22, y el conjunto A = [1,/2].
Entonces f(A) = [1,2] y por tanto

f_l(f(A)) = [_\/ﬁv _1] U [17 \/5] ¢ A

(2) Consideremos f : R — R, f(z) = senz, y el conjunto B = [—2, 2].
Entonces f~1([-2,2]) = R pero

fF(f71(B) =[-1.1] 2 B.

Veamos ahora algunas propiedades de las aplicaciones en relacién con las inclu-
siones, las uniones, las intersecciones y las diferencias. Las demostraciones se le
proponen, de nuevo, como ejercicio.

Proposicion 0.2.5. Sea f : X — Y ysean B; C Y para i = 1,2. Entonces:

(a) Bi C By = f~1(B1) C f~'(Ba).

(b) fH(B1UBy) = 1(Bl)Uf L(By).
(c) f~X(B1NBs) = f~YB1)N f1(By).
(d) f~1(B1— Bz) = f~'(B1) — [1(Ba).

Proposicion 0.2.6. Sea f : X — Y ysean A; C X para i = 1,2. Entonces:

(a) Ay C Ay = f(A1) C f(A2).
(b) f(A1U Ag) = f(A1) U f(A2).
(¢) f(A1NAz) C f(A1) N f(A2).
(d) f(A1— A2) D f(A1) — f(Ag).
La generalizacion de los apartados (b) y (c) de la Proposici6n[0.2.5]a un nimero

arbitrario de subconjuntos de Y se enuncia a continuacién. Haga, como ejercicio
la demostracion.

Proposicion 0.2.7. Sea {B; C Y : i € I} una familia de subconjuntos de Y.
Entonces se verifica:

) YUB) =

1€l el
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2) 1\ B) =" (B

iel el

A continuacién se generalizan los apartados (b) y (c) de la Proposicién [0.2.6] a
un nimero arbitrario de subconjuntos de X. La demostracién, como en el caso
anterior, se deja como ejercicio.

Proposicion 0.2.8. Sea {A; C X : i € I} una familia de subconjuntos de X.
Entonces se verifica:

() f(lJ4) = r)

el el
(2) F(()As) € () f(A)
el el

0.2.1. Tipos de aplicaciones

Definicion 0.2.9. Una aplicacion f : X — Y se dice que es inyectiva (o uno-a-
uno) si para cada par de puntos distintos de X, sus imdgenes por f son distintas.
Se dice que es sobreyectiva (o que [ aplica X sobre Y) si cada elemento de Y
es la imagen por la funcion f de algiin elemento de X. Si f es a la vez inyectiva
y sobreyectiva, se dice que es biyectiva (o se llama una correspondencia uno-a-
uno).

Cuando f es biyectiva entonces existe una aplicaciéon de Y en X, denominada

inversa de f, que se representa por f~! : Y — X, definida como f~!(y) = =,
donde z es el tnico elemento de X tal que f(z) = y.

Ejercicios y Problemas

Conteste las siguientes preguntas, justificando las respuestas.

(a) (Cual de las siguientes funciones f : R — R es inyectiva?
fle)=2°, flx)=2" f(z)=tan(z).

(b) (Cual de las siguientes funciones f : R — R es sobreyectiva?
@) =%, f@)=a% f(x)=tan(a).

(c) (Cuadl de las siguientes funciones f : R — R es biyectiva?

fle)=a%, f(z) =2, f(z)=cos(z).
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30 0.2. Aplicaciones

f(@) = cos(a) /(@) = tan(x)

Figura 4 — Gréficas de algunas funciones.

Proposicion 0.2.10. Sea f : X — Y una aplicacion y consideremos los sub-
conjuntos A C X y B C Y. Entonces se satisface:

(1) Si f es inyectiva entonces A = f=1(f(A)).
(2) Si f es sobreyectiva entonces f(f~*(B)) = B.

DEMOSTRACION. La demostracién de ambas propiedades es inmediata y se le
propone como ejercicio. O

Para completar las propiedades indicadas en la Proposicién[0.2.6] presentamos el
siguiente resultado.

Proposicion 0.2.11. Sea f : X — Y una aplicacion inyectiva y sean A; C X
parai = 1,2. Entonces:

(a) f(A1NA2) = f(A1) N f(A2).
(b) f(A1— Az) = f(A1) — f(A2).
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0.2.2. Composicion de aplicaciones

Para construir nuevas aplicaciones a partir de otras dadas, podemos restringir los
conjuntos origen o modificar los rangos de las mismas, como ya hemos visto. Otro
mecanismo para formar nuevas aplicaciones es componerlas.

/_\

o f(X)=Yy

\\»
S

Y

Figura 5 — Composicién entre dos aplicaciones.

Definicion 0.2.12. Sean las funciones f : X — Y yg : Y — Z. Se define
la composicion g o f de fy g como la aplicacion g o f : X — Z dada por
(g0 f)(@) = g(f(z)).

Ejemplos

Ej.0.5. La composicién g o f de las aplicaciones siguientes

fiR—R, f(x)=32%+T,
g:R—R, g(z)=42>

es la funcién (g o f)(z) = 4(32% + 7)%.

Proposicion 0.2.13. Sean f : X — Y yg:Y — Z. Se verifica lo siguiente:

(a) Si C C Z, entonces (go f)~1(C) = f~1 (g1 (O)).

(b) Si fy g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(c) Sigo f esinyectiva, entonces f es inyectiva.

(d) Si fy g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

(e) Sigo f essobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. La demostracidn se le propone como ejercicio. O
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32 0.3. Conjuntos finitos y numerables

0.3. Conjuntos finitos y numerables

En esta ultima parte del capitulo vamos a introducir algunos tipos destacados de
conjuntos: finitos, infinitos, numerables y no numerables.

0.3.1. Conjuntos finitos

Dediquemos unas palabras a los conjuntos mas sencillos: los finitos.

Definicion 0.3.1. Un conjunto X se dice que es finito si existe un niimero natural
n y una aplicacion biyectiva entre X y el conjunto {1,...,n}. El nimero n se
llama el cardinal de X. Si X = O entonces su cardinal es 0.

Algunas propiedades relativas a los conjuntos finitos son las siguientes.

Proposicion 0.3.2. (1) Si X es finito, entonces no existe una aplicacion biyec-
tiva entre X y un subconjunto propio de X.

(2) El cardinal de un conjunto finito X estd univocamente determinado por el
conjunto X.

(3) Si A esun subconjunto de un conjunto finito X, entonces A es finito. Si A es
un subconjunto propio, entonces el cardinal de A es menor que el cardinal

de X.

DEMOSTRACION. La demostracion de estas propiedades no es nada trivial, en
contra de lo que pudiera pensarse a primera vista. Las claves son las dos propieda-
des siguientes, que enunciamos sin demostracion:

(a) Sea n un entero positivo. Sean X un conjunto y xg un elemento de X.
Entonces existe una aplicacién biyectiva f entre el conjunto X y el conjunto
{1,...,n 4 1} si, y s6lo si, existe una aplicacién biyectiva del conjunto
X —{xo}con{l,...,n}.

(b) Sea X un conjunto y supongamos que f : X — {1,...,n} es una apli-
cacion biyectiva para algin n € N. Sea A un subconjunto propio de X.
Entonces no existe biyeccién alguna g : A — {1,...n},ysi B # &

entonces existe una aplicacién biyectiva h : A — {1,...,m} para algin
m < n.
]
Ejemplos

Ej.0.6. El conjunto N de los numeros naturales no es finito ya que la funcién
f: N — N — {1}, definida por f(n) = n + 1, es una biyeccién entre N y
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un subconjunto propio de si mismo, lo que contradice el apartado (1) de la
Proposicién|0.3.2)

Proposicion 0.3.3. Si X es un conjunto no vacio, son equivalentes:

(1) X es finito.

(2) Existe un niimero natural n 'y una aplicacion f : {1,...,n} — X so-
breyectiva.
(3) Existe un nimero natural n'y una aplicacion f : X — {1,...,n} inyec-
tiva.
DEMOSTRACION. Se le propone como ejercicio. 0

Proposicion 0.3.4. Las uniones finitas y los productos cartesianos finitos de con-
Jjuntos finitos son finitos.

DEMOSTRACION. Lo veremos sélo para el caso de dos conjuntos. La demostra-
cién en el caso general es andloga y se realiza por induccién en el niimero de
conjuntos.

Demostraremos primero que si X e Y son conjuntos finitos, también loes X UY".
Si X oY es vacio no hay nada que probar. En caso contrario, existirdn biyecciones
f:AL...,m}y—Xyg:{l,...,n} — Y para determinados m y n. Definimos
entonces una funciéon i : {1,...,m +n} - X UY delaforma h(i) = f(i) si
i=1,2....omyh(i) =g(i—m)sii=m+1,...,m+ n. Es fcil ver que h
es sobreyectiva, de lo que se deduce que X U Y es finito.

Veamos ahora que el producto cartesiano de dos conjuntos finitos X e Y también
es finito. Dado x € X, el conjunto {x} X Y es finito, pues tiene el mismo cardinal
que Y. Pero X xY eslaunién de estos conjuntos, por lo que X x Y es una unién
finita de conjuntos finitos, y por tanto finito. O

0.3.2. Conjuntos numerables

Definicion 0.3.5. Todo conjunto X que no sea finito se dice que es infinito. Si
X es un conjunto infinito que estd en correspondencia biyectiva con N, entonces
se dice que es infinito numerable. En otro caso X se dice que es infinito no
numerable. Diremos que X es numerable si es finito o infinito numerable.
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Ejemplos

Ej.0.7. Todo subconjunto A C N de los niimeros naturales es numerable. Supon-
gamos que A es infinito. Vamos a construir una aplicacion biyectiva f entre
Ay N. f(1) serd el menor elemento de A y, entonces llamaremos

Ar=A-{f(L}

f(2) serd el menor elemento de A; y ahora llamaremos

Ay = A —{f(2)} = A-{f(1), F)};

y asi sucesivamente. En general, sea f(m) el menor elemento de A,,_1
y denotemos A,, = A,,—1 — {f(m)}. Como A no es finito, el proceso
anterior no acaba y para cada m € N existe f(m) > f(i), para ¢ < m.
Es fdcil ver que f es una aplicacion biyectiva (observemos que f(m) > m
para todo m).

La siguiente propiedad es andloga a la Proposicion[0.3.3] pero en términos de los
conjuntos numerables.

Proposicion 0.3.6. Si X es un conjunto no vacio, entonces son equivalentes:

(1) X es numerable.
(2) Existe una aplicacion sobreyectiva f : N — X.

(3) Existe una aplicaciéon inyectiva g : X — N.

Hagamos un inciso aqui para referirnos a las aplicaciones f : N — X. Este
tipo de aplicaciones se denominan sucesiones y habitualmente se denotan como
(xn)0% 1 0 {xn}22, donde =, = f(n). No debemos confundir una sucesién con
su conjunto imagen.

Proposicion 0.3.7. Si A es un subconjunto de un conjunto numerable X, entonces
A es también numerable.

DEMOSTRACION. Como X es numerable, existe una aplicacién f : N — X
sobreyectiva. Definimos una aplicacién g : X — A por la condicién g|4 = 1,
de modo que h = go f : N — A es una aplicacidn sobreyectiva, lo que implica
que A es numerable. O

Lema 0.3.8. El producto finito de copias de N es un conjunto numerable.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos para el producto N x N; el caso general se
hace por induccién en el nimero de copias.

Ordenemos el conjunto N x N de la siguiente forma:
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Es facil ver que la aplicacion f : N — N x N, representada por el grafico ante-
rior, es una aplicacién sobreyectiva. Explicitamente, la funcién f anterior puede
definirse como sigue. Si ponemos f(k) = (m(k),n(k)), entonces

B r(r—1)
m(k) = k- —

nk) = r+1—m

donde r es el tinico nimero natural tal que

r(r—1)
2 - 2
Los conjuntos numerables satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicion 0.3.9. (1) La unién numerable de conjuntos numerables es un
conjunto numerable.

(2) El producto finito de conjuntos numerables es un conjunto numerable.

DEMOSTRACION. (1) Sea {X;};c; una familia numerable de conjuntos numera-
bles y supongamos, sin pérdida de generalidad, que cada conjunto X; es no vacio.
Como cada X; es numerable, para cada ¢ existe una aplicaciéon f; : N — X
sobreyectiva. Pero I también es numerable, por lo que es posible encontrar otra
aplicacion sobreyectiva g : N — I. Ahora definimos

h:NxN—X=[]JX;
icl
mediante la ecuacién
h(k,m) = fo(e)(m).
Es facil ver que h es sobreyectiva. Como N x N es numerable, podemos encontrar

una aplicacidén sobreyectiva de N en X, lo que concluye la demostracion.

(2) Supongamos X e Y dos conjuntos numerables no vacios. Elegimos apli-
caciones sobreyectivas f : N — X y g : N — Y. Entonces, la aplicacién
h : Nx N — X x Y definida mediante la ecuacién h(n,m) = (f(n),g(m))
es sobreyectiva y, por tanto, X X Y es numerable.

La demostracién en el caso general se realiza por induccién en el niimero de fac-
tores del producto. O
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Ejemplos

Ej.0.8. El conjunto QQ de los niimeros racionales es numerable. Observemos que
el conjunto Z de los nimeros enteros es numerable, ya que es la unién de
tres conjuntos numerables: Z = NU(—N)U{0}. Pero Q se puede considerar
incluido en Z x Z, que es numerable, y por tanto es también numerable.

Ej.0.9. El intervalo [0, 1] C R no es numerable. Por tanto, R tampoco es numer-
able. En efecto, supongamos que [0, 1] es numerable y consideremos una
enumeracién del mismo: {z1,zo,...,}, es decir, supongamos que existe
una funcion sobreyectiva f : N — [0, 1], , = f(n). Expresemos cada
numero x,, en notacion decimal:

/
1'1 = Oa11a12...a1n...

/
1‘2 = Oa21a22...a2n...

Podemos suponer que cada x,, tiene infinitos decimales; en efecto, en caso
contrario podemos considerar la expresion alternativa consistente en una
sucesi6n infinita de 9. Por ejemplo, 1/2 = (0’5 se puede escribir como
0'499999 - - - .

Definimos el nimero y = 0'b1by - - - by, - - - mediante b; # a;; y b; # 0. Es
claro que y # x; para todo 7, por lo que y ¢ [0, 1], lo cual es absurdo.

Ejercicios y Problemas

Demuestre que el conjunto de los nimeros irracionales no es numerable.

Sea X“ el conjunto formado por todas las aplicaciones de N en {0, 1}, es
decir:
X ={f:N—{0,1} : f es una aplicacion}.

Siguiendo las mismas ideas del Ejemplo[Ej.0.9.] demuestre que el conjunto
X“ no es numerable.

0.4. Los nameros reales

Para finalizar este capitulo, recordemos algunas de las principales propiedades de
los nimeros reales.
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En el conjunto R de los niimeros reales podemos definir dos operaciones binarias
+y -, llamadas suma y multiplicacion, respectivamente, y una relacion de orden
< sobre R, tales que se cumplen las siguientes propiedades:

Propiedades algebraicas

M (@+y)+z=z+(y+2),
(r-y)-z=z-(y-2) paratodox,y,zenR.

@ r+y=y+uo,
r-y=y-x paratodoz,yenR.

(3) Existe un tnico elemento de R llamado cero, representado por 0, de forma
que z + 0 = z paratodo = € R.
Existe un unico elemento de R llamado uno, distinto de 0 y representado
por 1,talque z - 1 = x paratodo =z € R.

(4) Paracada x € R existe un tnico y € R tal que z + y = 0.
Para cada = € R distinto de 0 existe un tnico y € Rtalque z - y = 1.

B) z-(y+2)=(r-y)+ (x-2) paratodo x,y, z € R.
Una propiedad mixta algebraica y de orden

(6) Six > y,entonces x + z > y + 2.
Siz>yyz>0,entonces -z >y - 2.

Otras propiedades

(7) Larelacion de orden < verifica la propiedad del supremo.

(8) Six < y,existeun elemento ztalque z < 2y z < .

La “propiedad del supremo” se puede definir también para un conjunto orde-
nado arbitrario. En primer lugar, necesitamos algunas definiciones preliminares.
Supongamos que X es un conjunto ordenado por la relacion < y sea A un sub-
conjunto de X. Decimos que un elemento b es el mdximo de Asib € Ay si
x < bparatodo z € A. Es facil ver que un conjunto tiene, a lo sumo, un maximo.

El subconjunto A de X estd acotado superiormente si existe un elemento b de
X tal que x < b para todo x € A; el elemento b se denomina una cota superior
para A. Si el conjunto de todas las cotas superiores de A tiene un minimo, ese
elemento se denomina el extremo superior o supremo de A. Se representa por
sup A y puede pertenecer o no a A. Si pertenece, es el maximo de A.

Ahora ya podemos definir la propiedad del supremo.
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Definicion 0.4.1. Un conjunto ordenado A se dice que tiene la propiedad del
supremo si todo subconjunto no vacio A de X que esté acotado superiormente
tiene supremo.

Andlogamente se pueden definir los conceptos de minimo, conjunto acotado infe-
riormente, extremo inferior o infimo y la propiedad del infimo.

Un ndmero real es positivo si x > 0, y negativo si © < 0. Los reales positivos
se denotaran por R, . Las propiedades (1)-(5) implican que R es un cuerpo; y la
propiedad (6) nos permite decir que es un cuerpo ordenado.

Por otro lado, las propiedades (7) y (8) implican sélo a la relacién de orden; por
satisfacer estas propiedades, se dice que R es un continuo lineal.

Otra propiedad interesante de los nimeros reales es la propiedad arquimediana,
de la que presentamos dos versiones.

Proposicion 0.4.2 (Propiedad arquimediana, v.1). Para cualquier niimero real
positivo € > 0, existe un niimero natural n tal que ne > 1.

Proposicion 0.4.3 (Propiedad arquimediana, v.2). Para cualquier par de niimero
reales x < vy, existe un niimero racional q tal que r < q < y.

Ejercicios y Problemas

Demuestre que A tiene la propiedad del supremo si, y sélo si, tiene la
propiedad del infimo.

P.0.10 | Calcule los siguientes conjuntos:
(a) mneN(_%v %)
(b) UneZ(n - ].,’I’L + 1)
(C) UnEN(
() Nyen(—n,n)
P.0.11 | Calcule la diferencia A — B en cada caso:

@ A=[0,1] () A=(-1,1]
B =(~1,0) B=[-1,1].

n,n)
n

Dados los conjuntos A, B 'y C, exprese cada uno de los siguientes con-
juntos en términos de A, B y C, utilizando los simbolos U, Ny —:
D={z:z€Ay(xe Boxe ()},
E={z:(re€AyzeB)oxe(},
F={r:2cAy(xreB=zcC)}

P.0.13 | Dos conjuntos tienen el mismo cardinal si se pueden poner en correspon-
dencia biyectiva. Pruebe lo siguiente:
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(1) Ryelintervalo (—1, 1) tienen el mismo cardinal.
(2) Dos intervalos abiertos acotados tienen el mismo cardinal.
(3) R tiene el mismo cardinal que cualquier intervalo (a, b).
P.0.14 | Sea R el conjunto de los ntimeros reales. Determine si cada uno de los

siguientes subconjuntos de R x R es igual al producto cartesiano de dos
subconjuntos de R.

(a) {(z,y) : x es un entero}.

®) {(z,y): 0 <y <1}

© {(z,y) 1y > z}.

(d) {(z,y) : = no es un entero e y es un entero}.

@ {(z,y):2? +1y* < 1}.

P.0.15| Sea f : R — R la funcién f(z) = 2 — x. Restringiendo adecuadamente
el dominio y el rango de f, obtenga a partir de f una funcién biyectiva g.
Dibuje las grificas de g y g~ ' (hay diferentes elecciones posibles para g).

P.0.16 | Represente graficamente los siguientes subconjuntos de R?:
A={(z,y):z € n,n+1], y € [n,n+ 1] paraalginn € Z}

B={(z,y): 0<f€*y<1}

C={(x,y): 1 <2 +y? <4}
D={(z,y):1<a®<4}

E={(z,y): (z+20°+(y—1)* <16; z <y}
F={(z,y) : [zy| > 1} U{(0,0)}

P.0.17 | Considere las funciones f,g : R — R dadas por f(z) = 2z + 1y
g(z) = x? — 2. Determine explicitamente las funciones compuestas fo gy

gof

P.0.18 | Sea el intervalo A = [—1, 1] y considere las funciones f,g,h: A — A
definidas por f(x) = senx, g(x) = sen(wx) y h(xz) = sen(wz/2). Estudie
si estas funciones son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

P.0.19 | Considere la funcién f : R — R definida por f(z) = x2. Calcule:
(@) f7(25)
®) S ({w iz >0}
) fl{z:4 <2 <25}

P.0.20 | Calcule los siguientes conjuntos:

@ Myenl0; 3]
() MNpen(0; 2]
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(C) mnEN[Ov %)
(@) Npen(n, +00)

P.0.21 | ;Son ciertas o falsas las siguientes igualdades? Razone la respuesta.

D[O’l—i]Z[Oal] ﬁ(a—i,b—ki):[a,b]

n=1 n=1

P.0.22 | Sea A un conjunto cualquiera y, para todo x € A, sea G, un subconjunto
de Atal que x € G, C A. Demuestre que A = Uz 4Gy.

Considere las familias de conjuntos A,, = {x : z es mdltiplo de n},
n €N,y B, = [m,m + 1], m € Z. Determine los siguientes conjuntos:
(a) A3NAs
(b) U,cp Ai, donde P denota el conjunto de los nimeros primos.
(c) B3N By
(d) Upnez Bm
) As N (U7 Bm)

P.0.24 | Para toda aplicacién f : X — Y se define la aplicacién asociada f
entre los conjuntos potencia f : P(X) —s P(Y') como sigue:

A~

f(A)={y €Y :y= f(r)paraalginz € A}.
Demuestre que si f es inyectiva entonces f también lo es.

P.0.25 | Sean f, g : R — R las funciones definidas como:

2r —5 si x>2
f(x)_{ a? =20z siox <2 y g(z)=3z+1

Encuentre: (a) (g o f)(1), (b) (f 0 9)(2), (©) (f © f)(3). (Puede determinar
explicitamente las funciones compuestas f o gy go f?

P.0.26 | Sea g : X — X una funcién constante g(z) = x( paratodo x € X.
Demuestre que para cualquier funcién f : X — X la composicién g o f
es constante e igual a z. /Qué puede decirse de f o g?

P.0.27 | Demuestre que una aplicacion f : X — Y es biyectiva si, y sélo si,
f(AC) = [f(A)]¢ paratodo A C X.

P.0.28 | Demuestre que todo conjunto infinito contiene un subconjunto infinito
numerable.
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