Subconjuntos destacados en la
topologia métrica

En este capitulo, introducimos una serie de conceptos ligados a los puntos y a con-
juntos que por el importante papel que juegan en la topologia métrica, llamamos
destacados; como son los entornos, la adherencia de un conjunto, los puntos aisla-
dos, de acumulacion, interiores, exteriores y frontera, presentando relaciones entre
ellos. Cuando entra en juego un subespacio, es necesario estudiar la adherencia, el
interior y la frontera relativos. Finalizamos con una seccion dedicada a las suce-
siones, ya que juegan un importante papel en los espacios métricos. Se pretenden
alcanzar las siguientes competencias especificas:

1. Utilizar los conceptos bésicos asociados a la nocion de espacio métrico.
2. Reconocer y utilizar las propiedades sencillas de la topologia métrica.

3. Saber calcular la adherencia, el interior y la frontera de subconjuntos de
algunos espacios métricos, en particular, de los espacios euclideos.

4. Saber caracterizar diferentes propiedades y conceptos topolégicos mediante
el uso de sucesiones, particularmente la continuidad, la adherencia, los sub-
conjuntos cerrados y los subconjuntos compactos.

Los contenidos desarrollados son los siguientes:

= Adherencia, interior y frontera.
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76 2.1. Entornos

Puntos aislados y de acumulacion.

Adherencia, interior y frontera relativos.

Sucesiones. Convergencia.

Caracterizacion mediante sucesiones de los puntos adherentes y puntos fron-
tera.

Conjuntos densos y espacios separables.

2.1. Entornos

Definicion 2.1.1. Si (X, d) es un espacio métrico, diremos que un subconjunto
U C X es entorno de un punto x € X si verifica que x € U y existe un abierto
A e T, tal que x € A C U. A la familia de entornos de un punto x € X la
denotaremos por Uy;.

Proposicion 2.1.2. Si (X, d) es un espacio métrico, son equivalentes:

(a) U C X es entorno de un punto x € X.

(b) Exister > 0, tal que B(x,r) C U.

DEMOSTRACION. -
“(a)=-(b)” Por ser U entorno de =z, existe A abierto con z € A C U, luego para
alginr > 0, B(z,r) C Ay por tanto B(z,r) C U.

“(b)=-(a)” Como B(z, ) es abierto, es consecuencia de la definicion.

Ejemplos

Ej.2.1. En un espacio discreto, un subconjunto U es entorno de un punto z si, y
sOlo si, x € U; en particular un conjunto unipuntual es entorno del punto
en cuestion, pues segin hemos visto en el [Ej.1.23] todos los subconjuntos
de un espacio discreto son abiertos (y también cerrados).

Ej.2.2. En R con la distancia usual, el intervalo [0, 2] es entorno del 1 (;por qué?).
En consecuencia un entorno no es necesariamente, un conjunto abierto.

Ej.2.3. Una bola abierta es entorno de todos sus puntos, pues segiin hemos vis-
to en la Proposicion [I.3.3] contiene una bola centrada en cada uno de sus
puntos.
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Proposicion 2.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Son equivalentes:

(a) A C X es abierto.

(b) A es entorno de todos sus puntos.

DEMOSTRACION. -
“(a)=(b)” Six € Ay A es abierto, entonces x € A C A, es decir, A € U,.

“(a)=(b)* Si A es entorno de cada uno de sus puntos, para cada uno de ellos,
existe A, € Ty abierto, tal que z € A, C A, lo que significa que A = Ugca 4,
que es abierto por ser unidn de conjuntos abiertos. O

Proposicion 2.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico y un punto x € X. La familia
de entornos de x, Uy, verifica las siguientes propiedades:

(1) SiU € U,, entonces x € U.

2) SiU eU, yU CV, entonces V € U,.

3) SiU,V € Uy, entonces U NV € U,.

4) SiU €Uy, existe V eUytalquex € V CUyV € Uy paratodoy € V.

DEMOSTRACION. -

(1) Por la propia definicién de entorno.

(2) Como U € U,, entonces existe un abierto A de modo que z € A C U, pero
entonces x € A C V; por tanto, V' € U,,.

3) SiU,V € U, existen abiertos A, B, talesquex € ACUyx e BCV.
Esto implicaque z € AN B C UNV,ycomo AN B es abierto por ser
interseccion de dos abiertos, tendremos que U NV € U,.

(4) Como U € U,, existe un abierto A € T tal que x € A C U; basta tomar
A =V, yaque al ser abierto es entorno de todos sus puntos.

O

La familia de todos los entornos es habitualmente muy grande y, con frecuencia,
dificil de manipular. Incluso en el caso de R, con la topologia usual, los entornos
pueden no ser sencillos, lo que se resuelve trabajando con los intervalos. En el caso
general introduciremos un concepto que facilitara el trabajo de forma semejante.

Definicion 2.1.5. Sea (X, d) un espacio métrico, un punto x € X y una subfa-
milia B, C U, de la familia de entornos de x. B, es una base de entornos de x,
o base local de x en (X, d), si se verifica que para todo entorno U € U, existe
V eB,talqueV CU.
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Ejemplos

Ej.2.4. En un espacio métrico, las bolas abiertas centradas en un punto son base
de entornos de dicho punto, como consecuencia de la Proposicion 2.1.3]y
de que todo abierto es unién de bolas abiertas (Proposicién|1.3.7).

En concreto, en R con la distancia usual, una base de entornos para cada

punto x € R es la familia formada por los intervalos abiertos de centro x y
radio r > 0, es decir, {(z —r,z + ) : 7 > 0}.

Ej.2.5. Si (X,dp) es un espacio métrico discreto, {x} es un entorno de z, para
todo x € X. Entonces la familia formada sdlo por este entorno 5, = {{x}}
es claramente una base de entornos de x.

Estamos en condiciones de practicar y profundizar un poco por cuenta propia. De
modo que puede trabajar con los ejercicios y problemas siguientes. Por otra parte,
la parte correspondiente al estudio de los entornos en los subespacios presenta dos
resultados bdsicos que se enuncian en los Problemas [P.2.1]y a los que debe
prestar atencion.

Ejercicios y Problemas

Sea (X, d) un espacio métricoy sea H C X . Dado = € H, un subconjun-
to V C H es un entorno relativo de z, es decir, en (H,dp,) (V € U) si,
y s6lo si, existe U entorno de x en el espacio total ( U € U,,) de forma que
V=UnNH.[] |[R]

Sea (X, d) un espacio métrico y sea x € H C X. Si B, es una base de
entornos de z en (X, d), la familia B = {BN H : B € B,} es una base
de entornos para la distancia relativa. [l] [R]

Demuestre que, en un espacio métrico, todo punto tiene una base de en-
tornos numerable. [l]

En R con la topologia (distancia) usual, estudie si los siguientes intervalos
son entornos de 0 0 no lo son: (—3, 3]; (—1,0]; [0, 3); (0,1].

Considere el espacio métrico (R?, dy). Estudie cudles de los siguientes
conjuntos son entornos del origen de coordenadas:
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2.2. Adherencia

Definicion 2.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto de X. Se
dice que v € X es un punto adherente de A si todo entorno U de x cumple que
UNA # @, es decir, no hay ningiin entorno de x totalmente contenido en X — A.
El conjunto de puntos adherentes de A se llama la adherencia o la clausura de
Ay se representa por A.

Observacion 2.2.2. Tal y como hemos definido la adherencia de un conjunto A,
es evidente que A C A.

Proposicion 2.2.3. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un conjunto. En-
tonces, © € X es x € A si, sélo si, para todo r > 0, se cumple B(x,r) N A # &.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las definiciones de entorno y de
punto adherente. 0

Teorema 2.2.4. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Entonces:

(a) El conjunto A es cerrado.

(b) A es el menor cerrado que contiene a A, es decir, si B es un conjunto
cerrado tal que A C B, entonces A C B.

DEMOSTRACION. -

(a) Veamos que el complementario de A es abierto. Si z € X — A, de acuerdo
con la Proposicién existe r > 0 tal que B(z,7r) N A = &, lo que
significa que B(z,r) C X — A; veamos que, ademés, B(z,r) C X — A con
lo que este ultimo conjunto serd abierto. En efecto, para todo y € B(x,r),
la bola B(z, ) es un entorno de 3 que no corta a A, luego y ¢ A. Es decir,

B(z,r) C X — A, como deseabamos probar.

(b) Razonaremos por reduccién al absurdo. Sea B un cerrado tal que A C B
y supongamos que A ¢ B, es decir, que existe un punto € A tal que
x ¢ B.Entonces X — B es un abierto que contiene al punto x y como que
A C B, se cumple que (X — B) N A = @. Por tanto, = no es un punto
adherente de A, lo cual es una contradiccion.

Corolario 2.2.5. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Se verifican:

(a) A es el conjunto interseccion de todos los conjuntos cerrados en X que
contienen a A.
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(b)

A es cerrado si, y solo si, A = A.

DEMOSTRACION. Ambas son consecuencia inmediata del Teorema O

Proposicion 2.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico, Ay B subconjuntos de X.
Entonces se cumplen las propiedades siguientes:

(a)
(b)

Si A C B entonces A C B.
AUB=AUB.

DEMOSTRACION. -

(a)

(b)

Si z € A, entonces para todo U € U, se cumple que U N A # &. Como
UNA CUnN B, secumple también que U N B # &. Por tanto, z € B.

“C” Tenemos que A C AU By B C AU B, luego por la propiedad (a) se
cumpleque AC AUBy B C AUB.Portanto AUB C AU B.

“>” Para ver la inclusion contraria, sea x € AU B. Si z no es adherente
a A ni a B, existirdn dos entornos Uy,Us € U, talesque U1 NA = Oy
UsNB=g.

Por otra parte, U1 NUs es entorno de x tal que (U1NU2)N(AUB) = &; pero
esto es contradictorio con el hecho de que € A U B pues todo entorno de
x deberia cortara A U B.

Veamos algunos ejemplos que ayuden a asimilar estos tltimos resultados.

Ejemplos

Ej.2.6. Consideremos R con la distancia usual. Si A = (0, 1] entonces A = [0, 1],

ya que cada entorno del nimero O interseca a A, mientras que cada punto
fuera de [0, 1] tiene un entorno disjunto con A. En efecto, si (—r,7), con
r > 0, es un entorno de 0, esta claro que (—r,r) N (0,1] # &, con lo que
0 € Ay, por tanto, [0,1] C A. Para comprobar que la anterior inclusién
es una igualdad, supongamos que = € A pero x ¢ [0,1]; si z > 1 existe
d >0talque 1 < x — 4, por lo que (z — J,z + ) es un entorno de = que
verifica (z — 6,z + 0) N A = &, en contra de que = es un punto adherente.
Anglogamente se comprueba que si x < 0 entonces = ¢ A.

Ej.2.7. En un espacio discreto, un punto = es adherente a un conjunto si, y sélo

si, pertenece a dicho conjunto, ya que los conjuntos unipuntuales son bolas
abiertas.
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Proposicion 2.2.7. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X un subconjunto.

Entonces un punto x € A si, y solo si, la distancia de v a A es d(x,A) = 0. En
otras palabras A = {x € X : d(x, A) = 0}.

DEMOSTRACION. -

“=“ Supongamos que z € Ay que, sin embargo, d(z, A) = A > 0; entonces
B(z,A\/2)NA =g, yaquesiy € B(x,\/2) N A, entonces d(z,y) < A\/2 < A
y A no seria el infimo. Esto contradice el hecho de que x es un punto adherente de
A.

“«=* Reciprocamente, si 0 = d(z, A) = inf{d(x,y) : y € A}, entonces para
cualquier n € N existe un punto y € A tal que d(x,y) < 1/n, de modo que
B(z,1/n)N A # . Por tanto, z € A O

Practique por su cuenta.

Ejercicios y Problemas

Determine la clausura de los siguientes subconjuntos de R, justificando
adecuadamente su respuesta:

(1) B={1/n|necZ4}.

(2) C ={0}uU(1,2).

(3) Q (el conjunto de los nimeros racionales).

(4) N (el conjunto de los nimeros enteros).

(5) R (el conjunto de los niimeros reales positivos).

Demuestre que si A es un cerrado en un espacio métricoy = ¢ A, entonces
d(z,A) > 0.[1]

Demuestre que una bola cerrada, en un espacio métrico, es la adherencia
de la correspondiente bola abierta.

Encuentre en R con la topologia usual (o en R?), ejemplos de conjuntos
Ay B, de manera que los conjuntos siguientes sean distitntos

ANB, AnB, AnB y ANB.

P.2.10| Si A y B son dos subconjuntos de un espacio métrico, demuestre que

(ANB)C AN B.

El ejercicio [P.2.9] anterior le habrd proporcionado un ejemplo que muestre
que la inclusién puede ser estricta.
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2.2.1. Adherencia relativa

Veamos cual es el comportamiento de los subespacios con respecto a la adheren-
cia. Si tenemos un espacio métrico (X, d) y un subconjunto H C X, se puede

. . . —H
estudiar la adherencia de un subconjunto A C H, tanto en H, A", como en X,

A. (Cudl es la relacion entre ambas? Vamos a estudiarla a continuacion.

Proposicion 2.2.8. Sea (X, d) un espacio métricoy H C X. Consideremos el
subespacio métrico (H,dp) y sea A C H C X. Entonces

a7 —AnH.

DEMOSTRACION. -

“C” Como A es cerrado en X, segiin la Proposicién |1.3.14} el conjunto A N H
es cerrado en H. Ademas, como A C H, tenemos que A C AN H y como
la adherencia de A en H es el menor de los cerrados de H que contiene a A,

tendremos que A CANH.

“>” Reciprocamente, sea z € AN H. Para ver que = € ZH, hay que ver que toda
bola By (x,r) tiene interseccion no vacia con A. En efecto, segin la Proposicion
1.3.8) By (z,7) = B(x,7) N H;y como x € A, tenemos que B(z,7)NA# @,y
por tanto By (x,7)NA = B(x,r)NHNA # @, 1o que significaque = € a7 o

Ejemplos

Ej.2.8. La adherencia de (0, 1) en (0, +00) (considerado este tltimo como sube-
spacio topoldgico de R con la topologia usual) es (0, 1], ya que, aplicando
la Proposicién [2.2.8] anterior

0,0 Z (0,17 (0, +00) = [0,1] N (0, +00) = (0, 1].

2.3. Puntos de acumulacion (o limite) y puntos aislados

Definicion 2.3.1. Sea (X, d) un espacio topolégico y A C X. Diremos que un
punto x € X es un punto de acumulacion (o punto limite) de A si cualquier
entorno U de x contiene un punto de A distinto de x. Es decir, si

(U—{z})NA+#2.

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado
de A, y se representa por A'.
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Proposicion 2.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X un subconjunto.
Entonces x € X es un punto de acumulacion de A si, y solo si, para todo r > 0
se cumple que (B(xz,r) —{z}) NA# @

DEMOSTRACION. Se trata Gnicamente de aplicar la definicién de abierto en un
espacio métrico. 0

Un concepto dual, en cierto sentido, es el de punto aislado.

Definicion 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Diremos que un punto
x € A C X es un punto aislado de A si existe un entorno U de x tal que
UNA={z}

Proposicion 2.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X un subconjunto.
Entonces x € X es un punto de aislado de A si, y solo si, existe r > 0 de modo
que que B(z,r)N A = {x}

DEMOSTRACION. Se trata Gnicamente de aplicar la definicién de abierto en un
espacio métrico. O

El siguiente resultado proporciona una relacién entre puntos adherentes, puntos
de acumulacién y puntos aislados.

Proposicion 2.3.5. Sea (X, d) un espacio topoldgicoy A C X. Entonces:

(a) EI conjunto de puntos aislados de A es A — A'.
(b) A=AUA.

DEMOSTRACION. -

(a) Si x € A es un punto aislado, también es un punto adherente puesto que
A C A, pero, sin embargo, no puede ser punto de acumulacién puesto que existe
r > 0con B(xz,r)NA={z}.

Reciprocamente, si + € A — A’, significa que toda bola centrada en x corta al
conjunto A, pero como x ¢ A’, existe una bola B(xz,r) — {z} = @, es decir
B(xz,r) N A= {z}, luego x es un punto aislado de A.

(b) “D” Six € A’, cada bola de centro x interseca a A en un punto distinto de x,
luego = € A, luego A’ C Ay, como A C A, se sigueque A D AU A’

“C” Supongamos ahora que  es un punto de A. Siz € A, esclaroquez € AUA’.
Supongamos que x ¢ A; como x € A, cada bola B(z,r) interseca a A, pero
como z ¢ A, dicha bola tener en comtin con A un punto distinto de x y, por tanto
x € A’; en definitiva, z € AU A, O

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplos

Ej.2.9. Consideremos la recta real R.

(a) El punto 0 es un punto de acumulacién de A = (0, 1] , puesto que toda
bola B(0,7) = (—r,r) cumple (—r,r) N (0, 1] # &. De hecho, cada punto
del intervalo [0, 1] va a ser un punto de acumulacién de A, pero ningtin otro
punto de R es un punto de acumulacién de A. En efecto, si < 0 entonces
existe § > 0 tal que x + ¢ < 0, de modo que (x — d,z + ) N A = (), por lo
que x ¢ A’. Andlogamente se prueba que si x > 1 entonces = ¢ A’.

(b) El conjunto derivado de B = {1/n : n € Z} es B' = {0}, pues 0
es un punto de acumulaciéon de B y cualquier otro punto x de R tiene un
entorno que, o no llega a intersecar a B, o interseca a B sélo en el propio
punto x.

En efecto, 0 € B’ pues para todo r > 0, el intervalo (—r,r) es un entorno
de 0y existe m € N tal que 1/m < r conlo que [(—r,r) — {0}] N B # .
Para comprobar que ningin otro ndmero real estd en B’ vamos a contem-
plar varios casos. Primero, supongamos que x = 1/m para algin m € N;
entonces si tomamos 7 < 1/m — 1/(m + 1) esta claro que el intervalo
(1/m — r,1/m + r) corta a B en un dnico punto que es, precisamente,
1/m; segundo, si x ¢ By x > 1 basta tomar r < x — 1 para que
(x — r,x +r)N B = &; de forma andloga se razona si x < 0. Por
dltimo si, para algin m € Nes 1/(m + 1) < = < 1/m, tomamos
r < min{x —1/(m +1),1/m — z} y entonces (z — r,x + )N B = @.
Con esto queda probado que B’ = {0}.

(¢) Si C = {0} U (1,2), entonces C’ es igual a [1,2]. La demostracion es
andloga a la del apartado anterior.

Ej.2.10. Vamos a determinar los conjuntos derivados de Q, Ny R en (R, d,). En
primer lugar, es fécil ver que cada punto de R es un punto de acumulacién
de Q, pues en cualquier intervalo abierto existen nimeros racionales.

En cuanto a N, ningtn punto de R es un punto de acumulacién de N. En
efecto, si ¢ N entonces existe un nimero natural n tal que n < = < n+1.
Sea § < min{z —n,n + 1 — z}. Entonces (z — 0,z + §) "N = (, por
lo que = ¢ N (y, por tanto, x ¢ N'). Pero si ahora suponemos que x € N
entonces (x — 1,2 + 1) NN = {x}, por lo que z & .

Finalmente, si R es el conjunto de los reales positivos, entonces cada pun-
to de {0} U R es un punto de acumulacién de R, y ningtin otro punto de
R es un punto de acumulacion. El razonamiento es andlogo al [Ej.2.9/(a).

Ej.2.11. En R con la topologia usual, todo nimero natural n € N es un punto
adherente de N pero no es de acumulacidn; es decir, los naturales son puntos
aislados en (R, d,,). En efecto, la bola (B(n,1/2) — {n}) NN = @.
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2.4. Interior de un conjunto

Definicion 2.4.1. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un subconjunto. Dire-
mos que x € A es un punto interior de A, si A es un entorno de x. El conjunto
[}

de los puntos interiores de A se denomina el interior de A y se representa por A
o Int A.

Un punto x ¢ A se dice que es exterior a A si x € Int(X — A), y el conjunto de
puntos exteriores de A se denomina exterior de Ay se representa por Ext A.
Observacion 2.4.2. Es obvio que para cualquier conjunto A C X se satisface

ACACA

[¢]
Observacion 2.4.3. Si A es un subconjunto de un espacio métrico, entonces A
es, obviamente, un conjunto abierto.

Ejemplos

Ej.2.12. En R con la topologia usual, Int[0, 1) = (0, 1). En efecto, como (0, 1)
es abierto, es entorno de todos sus puntos y, por tanto, se da la inclusién
(0,1) C Int[0,1). Por otra parte, 0 ¢ Int[0,1), pues para todo § > 0,
se tiene claramente que (—4d,d) N [0,1)¢ # &, luego la inclusién es una
igualdad.

Ej.2.13. En R con la topologia usual, @ = O pues para todo ¢ € Q y todo
r > 0, el entorno (¢—r, g+r) contiene irracionales. De la misma manera se
comprueba que el exterior de Q, es decir, el interior de R — Q (irracionales),
también es vacio.

Proposicion 2.4.4. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X, entonces
A=X-X—- A

DEMOSTRACION. -

Tenemos que z € A, si, y sélo si, existe » > 0, tal que B(z,r) C A, es decir
B(z,r)N (X — A) = &, lo que es equivalente a que = ¢ X — A. O

Una importante caracteristica del interior de un conjunto es que se trata del mayor
abierto contenido en dicho conjunto.
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Proposicion 2.4.5. Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es abierto si,

y sdlo si, A = A.

DEMOSTRACION. -
[¢]
Como A C A, s6lo hay que probar la inclusion en sentido contrario. Si z € A,
[¢]
como A es abierto, se tiene que el propio A es entorno de x, por tanto x € A, de
o

donde se deduce que A C A. O

Las propiedades que se recogen en los tres Problemas [P.2.11] [P.2.12] y [P.2.13]
siguientes son importantes y conviene que les preste atencion.

Ejercicios y Problemas

P.2.11| Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Entonces un punto z € A es
un punto interior de A si, y s6lo si, d(x, X — A) > 0.[l] [R]

P.2.12 | El interior posee las siguientes propiedades, que son duales de las corre-
spondientes de la adherencia, probadas en la Proposicion [2.2.6]
Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A; y Ay subconjuntos de X. En-
tonces:
(a) Si Ay C As, entonces A1 C Ay
(b) AiNAy = (Al N AQ)O.

(c) (A1 U A3)° D A; U As. Encuentre un ejemplo en el que se muestre
que la inclusién puede ser estricta. [l] [R]

P.2.13 | Sea (X, d) un espacio métrico y H C X. Consideremos el subespacio
métrico (H,dy) y sea A C H C X. Entonces

Inty ADANH.

(1l [R]

P.2.14 | Compruebe que la inclusién anterior puede ser estricta considerando Q
como subespacio de R con la topologia usual; para ello compare el interior
de Q en R y el interior de Q en el subespacio
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2.5. Frontera de un conjunto

Definicion 2.5.1. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un subconjunto. Dire-
mos que x € X es un punto frontera de A si para todo entorno U de x se cumple
que UNA#2yUnN (X — A) # @. El conjunto de los puntos frontera de A se
denomina la frontera de A, y se representa por Fr(A), o también como 0A.

Como consecuencia de la definicion, el siguiente resultado es obvio.

Proposicion 2.5.2. Si (X, d) es un espacio métricoy A C X, entonces x € Fr(A)
si, y sélo si, para todor > 0, B(z,r)NA# @y B(zx,r)N (X — A) # @.

Ademads se cumplen las dos propiedades recogidas en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.5.3. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto.
Entonces:

(a) Fr(A)=ANnX — A
(b) Fr(A) es cerrado.

DEMOSTRACION. -

El apartado (a) es una consecuencia inmediata de las definiciones de frontera y
adherencia (aseguirese de que para usted es inmediato). El apartado (b) se deduce
del (a), ya que la interseccion de dos cerrados es un cerrado. O

Algunos ejemplos nos ayudardn a ilustrar los tltimos conceptos y resultados. Vea-
mos algunos ejemplos.
Ejemplos

Ej.2.14. La frontera de (0,1) en (IR, d,) es el conjunto de dos elementos {0, 1}.
En efecto, utilizando la Proposicién se tiene

Fr(0,1) = (0, 1) NR — (0,1) = [0,1] N {(—00,0] U [1, +o0)} = {0, 1}.

Ej.2.15. Todos los nimeros reales son puntos frontera de Q, es decir, Fr(Q) = R,
ya que si ¢ € Q entonces el entorno (¢ —r, ¢+1), para todo r > 0, contiene
ndmeros racionales e irracionales.
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Corolario 2.5.4. Sea (X, d) un espacio métricoy H C X. Consideremos el
subespacio métrico (H,dp) y sea A C H C X. Entonces, si Fry(A) es la
frontera de A relativa a H,

Frpy(A) C Fr(A)n H.

DEMOSTRACION. -

La frontera de A en H estd dada, segin la Proposicion[2.5.3] por

Frp(A) = A"nH-A" =(@AnH)n(H-AnH)
= ANH-ANHCANX - ANH=Fr(A)NH.

O

Ejemplos
Ej.2.16. En general, la inclusion del Corolario[2.5.4]es estricta ya que

FroQ=0 CcFQNR=QNR =Q.

Para finalizar veamos una bonita relacién entre los conjuntos interior, clausura y
frontera.

Proposicion 2.5.5. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto.
Entonces Fr(A) = A — A.

DEMOSTRACION. -

La Proposicién implica que Fr(A) = A N X — A. Entonces usando la
Proposici6n [2.4.4] tenemos

ANX —A=AN(X - A)=A4— A,

O]

El Problema [P.2.15]siguiente, corresponde, de nuevo, a una interesante propiedad
a la que debe prestar atencién.

Ejercicios y Problemas

P.2.15| Sea (X, d) un espacio topoldgicoy A C X. Entonces A es abierto si, y
sélosi, Fr(A)NA=a.[l] [R]
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P.2.16 | En (R, d,,) se consideran los subconjuntos
A=1[0,1), B=QnI[L,2], C=(2,3]u{4}, D=AUBUC.

Calcule las adherencias de A, B y C relativas a D, es decir ZD, B" y c”.
En (R2,ds) calcule el interior, el exterior y la frontera de los conjuntos
siguientes:
A={(z,y) eR?:2=1/n,neN, 0<y <1},
B ={(z,y) e R? : 2y > 1},
C={(z,y) eR?:2=n, y=1/n, n € N}

P.2.18 | Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A C B, entonces todo
punto de acumulacién de A es un punto de acumulacién de B, es decir,
A'c B.

P.2.19 | Demuestre que un conjunto A es abierto en un espacio métrico (X, d) si,
y s6lo si, para todo M C X tal que AN M = @, también se cumple que
MnNA=a.[] [R]

2.6. Sucesiones

En esta seccién vamos a estudiar el concepto de sucesidn en un espacio métrico.
Estos subconjuntos juegan un papel importante en la topologia de los espacios
métricos.

Definicion 2.6.1. Sea (X, d) un espacio métrico, una sucesion en X es un sub-
conjunto de X definido mediante una aplicacion x : N — X, de tal modo que
xz(n) = z, € X; denotaremos a la sucesion mediante (xy)nen, 0 (Tn)02, 0
simplemente (x,,)n,; y a los elementos de la sucesion les llamaremos términos.

Observacion 2.6.2. la aplicacion que define la sucesion no ha de ser necesaria-
mente inyectiva, lo que significa que puede haber términos repetidos en una suce-
sion; por ejemplo ((—1)"),, es la sucesion {—1,1,—1,1,...}.

Definicion 2.6.3. Sea (X, d) un espacio métrico 'y (xy,)o° | una sucesion de pun-
tos de X. Diremos que (xy,)22, converge a x en (X,d), y lo denotaremos por
T, — xolim, x, = x, si

para todo € > 0, existe ny € N, tal que si n > ny, entonces d(x,,x) < €.

En otras palabras si
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para toda bola B(x, ), existe ng € N, tal que si n > ny, entonces x,, € B(x,¢).

En este caso se dice que la sucesion es convergente hacia el punto x, o que x es
el limite de la sucesion.

Ejemplos

Ej.2.17. Si (X, dp) es un espacio discreto una sucesion (x, ) ; converge a un
punto z si, y s6lo si es constante igual a x a partir de un término (a estas
sucesiones se les llama de cola constante, ya que las bolas de centro x y
radio menor que 1 coinciden con el conjunto unipuntual {z}.

Ej.2.18. El concepto de convergencia que acabamos de definir coincide con el
ya conocido de convergencia en R con el valor absoluto, es decir, en la
topologia usual. Recordemos que una sucesion (z,)5° ;z C R converge a
x € Rsiparatodo e > 0, existe ng tal que si n > ng, entonces |z, —z| < €.

Fijémonos que si |z, — x| < &, entonces
—Ee<Tp—T<e Yy T—e<xy,<T+¢g,

lo que significa que x,, € (z —e, x +¢) y tenemos la definicién en términos
de bolas.

En los espacios métricos, en caso de existir, el limite de una sucesidn es tnico.

Teorema 2.6.4. Si (x,)0° | es una sucesion convergente en un espacio métrico
(X, d), su limite es tinico.

DEMOSTRACION. - Supongamos que (x,,)22 ; tiene dos limites distintos = # .
Segtin el Teorema|l.3.4] X es un espacio de Haussdorff y, por tanto existe r > 0
tal que B(x,r) N B(y,r) = &.

Por otra parte, como (x,,)72 ; converge a z, tenemos que dado r > 0, existe n;
tal que si n > ny, entonces =, € B(x,r); ademas como (x,)22; converge a y,
dado r > 0, existe ng tal que si n > ng, entonces x,, € B(y,r); si tomamos
n > npyalavezn > ng se verifican ambas condiciones ala vezy x,, € B(x,r)
y &y, € B(y, ), lo que contradice que la interseccién de estas dos bolas es vacia.

O]

Ejercicios y Problemas

P.2.20 | Considere R con la distancia usual.
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(a) Demuestre que la sucesién de nimeros reales (1/n),, con la distancia
usual, converge a cero.

(b) Demuestre que si (), es una sucesién de nimeros reales no nega-
tivos tal que z,, < 1/n para cada n € N, entonces lim,, z,, = 0.

P.2.21 | Toda sucesi6n convergente en un espacio métrico (X, d), es un conjunto
acotado. [l]

El siguiente resultado caracteriza la convergencia de sucesiones en espacios métri-
cos, a través de la convergencia de sucesiones de nimeros reales no negativos del
siguiente modo.

Teorema 2.6.5. Sea (X,d) un espacio métrico y (x,)s>; una sucesion en X.
Entonces (xy,)5°, converge a x si, y sélo si, la sucesion (d(zn,))5>; de las
distancias, converge a 0 en (R, | |).

DEMOSTRACION. - Se trata de una consecuencia directa de la definicién de suce-
sién convergente. ]

La convergencia de sucesiones, en los espacios métricos, caracteriza algunos de
los conjuntos destacados que se han estudiado en las secciones anteriores, asi co-
mo otros conceptos topoldgicos. De ahi su importancia.

Proposicion 2.6.6. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A C X. Entonces v € A
si, y s6lo si, existe una sucesion (xy,)7>; C Atal que x,, — .

DEMOSTRACION. -

“=" Supongamos que = € A. Entonces tenemos que B(z,1/n) N A # &, para
cada n € N. Podemos construir entonces una sucesion de la siguiente forma:

» Paran = 1 tomamos z; € B(x,1) N A.
» Paran = 2 tomamos z2 € B(x,1/2) N A.

= Y asf sucesivamente: para cada n tomamos z,, € B(z,1/n) N A.

De esta manera obtenemos una sucesion (x,,)° ; de puntos de A que converge a
x puesto que para cadan € Nes d(zy,z) < 1/n. Por tanto segiin hemos visto en
el Problema [P.2.20] la sucesién (d(zy, x)),, converge a cero lo que implica por el
Teorema[2.6.5|que z,, — =.

“<=" Si existe una sucesion (z,)>° ; en A tal que lim,, x,, = z, entonces para todo
e > 0, ng tal que n > ng implica que z,, € B(x,¢), es decir, B(z,e) N A # @.
Por tanto, z € A. O
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o
Proposicion 2.6.7. Sea (X, d) un espacio métrico, y A C X entonces x € A si,
y s6lo si dada una sucesion (x,)°; en X tal que lim,, x,, = x, existe ng € N tal
que si n > ng, entonces T, € A.

DEMOSTRACION. -

(o]
“=7”Sixz € A, existe r > 0tal que B(z,r) C A;y si(x,)52, es una sucesion
que converge a z, dado r > 0, existe ng tal que si n > ng entonces se tiene que
Ty € B(z,r) C A.

“«” Reciprocamente, si para cada sucesion (x,,)° ; que converge a = todos los
términos a partir de un x,,, estdn en A y, razonando por reduccién al absurdo,

o
suponemos que x ¢ A, significa que cualquier bola de centro x contiene puntos
que no son de A. Podemos construir entonces una sucesion

= Paran = 1 tomamos 21 € B(x,1), z1 ¢ A.
= Paran = 2 tomamos z3 € B(x,1/2), 22 ¢ A.

= Sucesivamente, para n, tomamos z,, € B(z,1/n)y z, ¢ A

La sucesion ()52 ; asi construida, converge a = puesto que d(z, x,,) < 1/n para
cada n pero sin embargo no tiene ninguno de sus términos en A, lo que nos lleva
a una contradiccion. 0

Como consecuencia inmediata de los dos tdltimos resultados tenemos el siguiente
corolario donde se caracterizan los abiertos y los cerrados.

Corolario 2.6.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Se cumplen:

(a) Un subconjunto A C X es cerrado si, y sélo si (x,)52; C A es una
sucesion convergente, entonces limnpx, € A.

(b) A C X es abierto si, y sélo si para cada sucesion (x,)5>, en X que
converge a un punto r© € A, existe ng tal que n > ng implica que x,, € A.

Respecto a los puntos de acumulacién y los puntos frontera, los resultados corre-
spondientes estdn enunciados en los dos siguientes ejercicios, cuya demostracion
debe hacer con detalle.

Ejercicios y Problemas

P.2.22 | Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Unpuntoz € X esz € Fr A
si, y s6lo si, existen sucesiones (z,,)72 ; en A e (y,)0>, en X — A tales que
Ty — x €Yy — .l
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P.2.23 | Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Unpunto z € X esxz € A’ si,
y s6lo si, existe una sucesién (x,)52; C A de términos distintos dos a dos
convergente a x. [l] [R]

2.6.1. Subconjuntos densos y espacios separables

Concluimos este capitulo con la definicién de conjunto denso y el estudio de algu-
nas de sus propiedades. Este tipo de conjuntos desempefian un papel importante
en la topologia de los espacios métricos y dan motivo para definir el concepto de
espacio separable.

Definicion 2.6.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que un subconjunto
A C X esdenso en X si A = X.

Los subconjuntos densos pueden ser caracterizados de la siguiente forma.

Proposicion 2.6.10. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces A es
denso en (X, d) si, y solo si, BN A # & para todo abierto B € X.

DEMOSTRACION. -

“=" Supongamos que - A C X es denso, es decir, A = X y sea B # @ un abierto.
Six e X,comoz € A= Xy B esentorno de x se cumple, por la definicion de
adherencia, que BN A # @.

“«<" Supongamos ahora que todo abierto B # @ satisface BN A # @. En
particular ocurre que para cada x € X, cualquier bola abierta B(z,r) verifica
B(x,7) N A # &, lo que signitica que » € A; es decir A = X. O

Ejemplos

Ej.2.19. El conjunto de los racionales Q es denso en R con la distancia usual
segtin la Proposicién pues cualquier intervalo abierto no vacio (a, b)
contiene nimeros racionales. Por tanto, R contiene un subconjunto numer-
able denso.

Por la misma razén los irracionales R — Q también son un subconjunto
denso en R.

Ej.2.20. En R con la distancia usual, podemos considerar el subespacio (0, 1); el
conjunto de los racionales contenidos en (0, 1), es decir Q N (0, 1), es den-
so en (0, 1). En efecto, segin la Proposicién se obtiene el resultado
buscado puesto

—(0,1

QY =TQn(0,1)=RN(0,1) = (0, 1).
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Las sucesiones nos permiten caracterizar los subconjuntos denso de la siguiente
manera.

Proposicion 2.6.11. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un subconjunto.
Entonces A es denso en X si, y sélo si, para todo x € X existe una sucesion
(xr)0%, en A tal que x,, — x.

DEMOSTRACION. Simplemente hay que tener en cuenta la Definicién de
conjunto denso y la Proposicién[2.6.6 O

Los subconjuntos numerables densos juegan en la topologia un papel importante,
de hecho los espacios que poseen un conjunto de este tipo reciben un nombre
propio.

Definicion 2.6.12. Un espacio métrico (X, d) es separable si contiene un sub-
conjunto numerable denso.

Ejemplos

Ej.2.21. La recta real R con la distancia usual es separable, puesto que Q es
numerable y denso, como hemos visto.

Teorema 2.6.13. Sea (X, d) un espacio métrico separable; entonces toda familia
de abiertos disjuntos entre si es numerable.

DEMOSTRACION. Como el espacio es separable, existe un conjunto A C X nu-
merable y denso. Si {B;};cs es una familia de abiertos en X que son disjuntos
entre si, se tiene que AN B; # & segun la Proposicion[2.6.10} y ademds AN B; es
numerable. Por otra parte, para cada i, j € I se tienen (AN B;) N (AN Bj) = @.
Entonces, como A es numerable, también lo es la familia {A N B; };cs y esta fa-
milia se puede poner, claramente en correspondencia biyectiva con {B; }icy, 1o
que significa que también esta ultima familia es numerable. O

Ejercicios y Problemas

P.2.24 | Demuestre que dos distancias d y d’ sobre un conjunto X son equiva-
lentes si, y sélo si, se verifica la propiedad siguiente:

Una sucesion (z,,);2 ¢ C X converge a x € X en (X,d) si, y sélo si
convergeax en (X,d).[1] [R]
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P.2.25| Considere en R?, con la distancia usual el conjunto
M={(1/n,y) eR*:n=1,2,...;y €[0,1]}.
Calcule el interior y la adherencia de M (con la adecuada justificacion).

P.2.26 | Sea C' C R cerrado y acotado con la topologia usual. Entonces C' est con-
tenido en un intervalo [a, b] de manera que a,b € C.[l] [R]

P.2.27 | Considere el siguiente subconjunto de la recta real
A=10,1)U(1,3) U {5},
con la topologia 7, inducida por la usual de R.

(a) Estudie si {5} es abierto o cerrado en A.
(b) Estudie si (1, 3) es abierto o cerrado en A.
(c) Calcule la adherencia de [0,1) en A.

(d) Estudie si [0,1/2] es un entorno de 0 en A.

P.2.28 | Sean A y B dos subconjuntos cerrados disjuntos en un espacio métrico
(X, d). Entonces existen dos abiertos disjuntos G'y H tales que A C Gy
B cC H.[] [R]

P.2.29 | Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Se dice que

o

A es fronterizo cuando A C Fr(A) y que A es raro cuando A = &.

[¢]
(a) ¢Es cierto que A es fronterizo si, y sélo si, A = &?

(b) (Es cierto que A es fronterizo si, y sélo si, el complementario de A es
denso en X?

(c) Encuentre en (R, d,,) dos ejemplos de conjuntos fronterizos.
(d) Encuentre en (R, d,,) dos ejemplos de conjuntos raros.
(e) (Todo conjunto raro es fronterizo?
(f) (Todo conjunto fronterizo es raro?
(2) (A abierto implica que Fr(A) es raro?
(h) (Todo conjunto cerrado y raro es la frontera de un conjunto abierto?
(1]
Sea (X, d) un espacio métrico:

(1) Demuestre que D C X es denso en X si, y solo si, X — D tiene
interior vacio.
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(2) Pruebe que un subconjunto A C R con la topologia usual es denso en
R si, y sélo si, todo punto de R es limite de una sucesién de puntos de
A.

(3) Sealasucesion (1/n)22 ; en R. Pruebe que R — {(1/n)9° ; } es denso
en R y que la sucesién no es densa en R.

Sean (X, d) e (Y,d") dos espacios métricos y el producto X x Y dotado
de la distancia d((z,y), (2',y)) = méax{d(z,2’),d (y,y')}. Si ()02,
y (yn)52; son dos sucesiones en X e Y respectivamente, demuestre que
la condicion necesaria y suficiente para que la sucesién (z,,)5° ; conver-
jaaz € X y lasucesion (y,)0°, converjaay € Y es que la sucesion
(2n)0% = (p,yn)s2;en X X Y, converjaa z = (z,y) € X x Y.

P.2.32 | Considere los siguientes subconjuntos de R y calcule su interior, exterior,
frontera y adherencia primero considerando la distancia discreta y después
la distancia usual.

(0,1), [0,1], {(_;)n:neN}, Q
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