Funciones continuas

De entre todas las aplicaciones que pueden definirse entre dos espacios métrico,
las aplicaciones continuas ocupan un papel preponderante. Su estudio es funda-
mental no sélo en topologia, sino también en andlisis, geometria diferencial y en
general, en la mayoria de ramas de las matematicas.

En este capitulo estudiamos la continuidad de funciones entre espacios métricos.
Caracterizamos las continuidad a través de sucesiones, de conjuntos abiertos o
de conjuntos cerrados, y presentamos las principales propiedades de las aplica-
ciones continuas. Estudiamos algunas aplicaciones especiales: abiertas, cerradas
y homeomorfismos. Finalizamos estudiando la continuidad uniforme en espacios
métricos.

Se pretenden alcanzar las siguientes competencias especificas:
= Utilizar los conceptos basicos asociados a la nocién de espacio métrico.
= Reconocer y utilizar las propiedades sencillas de la topologia métrica.

= Determinar cudndo una funcién entre espacios métricos es continua y, en
particular, cudndo es un homeomorfismo.

= Saber caracterizar diferentes propiedades y conceptos topoldgicos mediante
el uso de sucesiones, particularmente la continuidad.

Se desarrollardn los contenidos siguientes:

= Continuidad de funciones entre espacios métricos. Continuidad en un pun-
to. Continuidad global.

97



98 3.1. Aplicacion continua

» Caracterizacion de la continuidad mediante sucesiones.
» Principales propiedades de las aplicaciones continuas.
= Aplicaciones abiertas, cerradas y homeomorfismos.

= Aplicaciones continuas en subespacios.

= Continuidad uniforme.

= [sometrias.

3.1. Aplicacion continua

Definicion 3.1.1. Sean (X,d) e (Y, d') dos espacios métricosy f : X — Y una
aplicacion. Diremos que f es continua en a € X, si

para cada £ > 0, existe § > 0 tal que d(z,a) < 6, implica d'(f(x), f(a)) < &
en otras palabras
para cada By (f(a),¢€), existe Bx(a,d) tal que f(Bx(a,d)) C By (f(a),e).

Observacion 3.1.2. Légicamente, coincide con la definicion, ya conocida, de fun-
cion f : R — R continua en un punto a € R, es decir, f es continua en a si

para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que |x — a| < 0, implica |f(x) — f(a)| < &;
que en términos de entornos (bolas) es:

para cada € > 0, existe (a—9,a+0) tal que f((a—0d,a+6)) C (f(a)—e, f(a)+e).

Ejemplos

Ej.3.1. Toda aplicacién constante entre dos espacios métricos (X,d) y (Y,d') es
continua. En efecto, si f(z) = yo para todo = € X, es evidente que toda
bola By (yo,r) contiene a f(X) = {yo} y por tanto cumple la definicién.

Ej.3.2. La aplicacién identidad 1y : (X,d) — (X, d), de un espacio en si mis-
mo, es continua en cada punto z € X, pues B(1x(x),r) = B(z,r). (Y si
las distancias son diferentes, es decir, si ahora consideramos la aplicacién
1x: (X,d) — (X,d")cond # d?

Ej.3.3. Si(X,dp) esunespacio discreto e (Y, d) es un espacio métrico cualquiera,
entonces toda aplicacién f : X — Y es continua en cada punto z € X, ya
que si consideramos una bola By(f(x),r), basta con que tomemos la bola
By, (z,1/2) = {z} para que f(Bg,(x,1/2)) C B4(f(z),r). {Ocurre lo
mismo si la aplicaciénes f : Y — X?
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3. Funciones continuas 99

Ej.3.4. El concepto de continuidad es conocido en R, lo que nos proporciona
numerosos e interesantes ejemplos de aplicaciones f : (R, | |) — (R, ]| |)
continuas como son las funciones elementales x%, sen(x), cos(x), €* y sus
inversas en sus dominios de definicién. De la misma forma sabemos que la
suma y el producto de funciones continuas da como resultado una funcién
continua; asi como la inversa de una funcién continua no nula.

Las sucesiones caracterizan la continuidad en los espacios métricos, convirtiéndose
asi, en una herramienta frecuentemente util. Lo vemos en el siguiente Teorema.

Teorema 3.1.3. Sean dos espacios métricos (X,d) e (Y,d'), f : X — Y una
aplicacion entre ellos y a € X. Entonces son equivalentes:
(a) f es continua en a.

(b) Si (x5,)02 es una sucesion en X con limite a, entonces (f(x,))02 es
convergente 'y su limite es f(a).

DEMOSTRACION. -
“=" Supongamos que (f(x,))>>; converge a f(a)y f no es continua en a. Esto
significa que existe ¢ > 0 tal que para cada § > 0 hay un punto z5 € X tal que
d(zs,a) < oy d(f(zs), f(a) > . Entonces:

» Dado ¢ = 1 existe z1 con d(z1,a) < 1tal que d'(f(x1), f(a)) > e.

» Dado § = } existe x5 con d(z2,a) < 1 tal que d'(f(22), f(a)) > e.

= Y asf sucesivamente:

dado § = 1 existe z,, con d(z,,,a) < Z tal que d'(f(zy,), f(a)) > e.

Hemos obtenido una sucesion (z,,)72; en X que converge hacia a, puesto que
la sucesién de términos positivos (d(zp,a))5>, converge a 0; sin embargo, la

sucesion (f(zy))5° no converge a f(a), ya que siempre es d'(f(xy,), f(a)) > &,
para cada n € N, con lo que llegamos a una contradiccion.

“«" Reciprocamente, supongamos que f es continua en ¢ € X y que una suce-
sién (z,,)9 ; es x, — a. Para demostrar que f(z,) — f(a), tenemos que probar
que para todo € > 0 existe ng tal que si n > ng entonces f(x,) € By (f(a),e).
Como f es continua en a, dada By (f(a), ¢), existe § > 0 tal que

f(Bx(CL, 5)) - BY(f(a)7€)'

Por otra parte, como (z,,)5° ; converge hacia a, dado Bx (a, §), existe ng tal que
si n > ng entonces x,, € Bx(a,d), con lo que

f(@n) € f(Bx(a,9)) C By (f(a),¢),

que es lo que queriamos probar. O

OCW-Universidad de Murcia Pedro José Herrero Pifieyro



100 3.1. Aplicacién continua

Ejemplos

L sz #£1
Ej.3.5. La funcién f : R — R, definida por f(z) = { ”"Il g1

-54

Figura 3.1 — Gréfica de la funcion f(z) del Ejemplo|[Ej.3.5]

considerando la distancia usual en ambos casos (véase la Figura3.1)), no es
continua en x = 1, pues la sucesiéon z,, = 1 + % tiene por limite 1y, sin
embargo,

1

Li1-1

n

lim f(z,) = lim
n

= h'inn # f(1).

La composicién de aplicaciones continuas es también una aplicacién continua.
Encontramos, por tanto, un interesante método para construir numerosas aplica-
ciones de este tipo.

Proposicion 3.1.4. Sean (X,d), (Y,d') y (Z,d") tres espacios métricos, y sean
dos aplicaciones f : X — Y yg:Y — Z tales que f es continuaena € Xy
g es continua en f(a) € Y. Entonces g o f es continua en a.

DEMOSTRACION. -

Sea ¢ > 0; como g es continua en f(a), existe § > 0 tal que si d'(f(a),y) < 9,
entonces d’(g(f(a)),g(y)) < e. Por otra parte, como f es continua en a, da-
do el § > 0 anterior, existe n > 0 de modo que si d(z,a) < ), entonces
d'(f(a), f(z)) < §. Para concluir la prueba s6lo hay que combinar las dos afir-
maciones anteriores. O

Topologia de Espacios Métricos Pedro José Herrero Pifieyro



3. Funciones continuas 101

3.1.1. Continuidad global

Definicion 3.1.5. Sean dos espacios métricos (X,d) e (Y,d)ysea f: X — Y
una aplicacion. Diremos que f es continua si lo es en todo punto de X.

La Proposicién siguiente una caracterizacion de la continuidad global en términos
de los conjuntos abiertos y de los conjuntos cerrados. Se trata de un importante
resultado que, ademds serd de utilidad frecuente.

Proposicion 3.1.6. Sean (X, d) e (Y,d') dos espacios métricosy f : X — Y
una aplicacion. Entonces son equivalentes:

(a) f es continua.
(b) Para todo abierto A C 'Y, el conjunto f~1(A) es abierto en X.
(b) Para todo cerrado F C'Y, el conjunto f~1(F) es cerrado en X.

DEMOSTRACION. -

“(a)=-(b)” Supongamos que f es continua y que A C Y es un abierto. Veamos
que f~1(A) es abierto. Seax € f~1(A), entonces f(z) € Ay como A es abierto,
existe € > 0 tal que By (f(x),e) C A. Por otra parte, como f es continua, para
este ¢ > 0 existe 0 > 0, tal que f(Bx(x,0)) C By(f(z),e) C A, lo que
significa que Bx (x,8) C f~1(A). Como esto es para cadaz € f~1(A), tenemos
que f~1(A) es abierto en X.

“(b)=(c)” Si F' C Y es cerrado, entonces su complementario Y — F' es abierto y
por tanto X — f~1(F) = f~1(Y — F) es abierto, de donde se deduce que f~'(F)
es cerrado en X.

“(c)=(a)” Consideremos f(x) € Y y una bola abierta By (f(x), ¢); entonces el
conjunto Y — By (f(z), ) es cerrado en Y, por tanto

X — 1 (By(f(x).€)) = (Y = By(f(2),¢))

es cerrado en X, lo que significa que f~1(By(f(x),¢)) es abierto en X y en-
tonces, para algiin § > 0 se tienen que Bx (z,8) C f~1(By(f(x),¢)); de donde
deducimos que f(Bx(x,d)) C By (f(x),e)y f es continua en x. O

Aunque las anti-imagenes, mediante una aplicacién continua, de un abierto o de
un cerrado, son a su vez, abierto o cerrado respectivamente, las imdgenes de abier-
tos o de cerrados no son, en general, abiertos o cerrados. Veamos un ejemplo.

Ejemplos

Ej.3.6. La funcién f : R — R, dada por f(x) = senwz, es continua para
la topologia usual y, sin embargo no transforma abiertos en abiertos pues
f((—=2m,2m)) = [-1, 1] no es un abierto en R.
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102 3.1. Aplicacién continua

Ej.3.7. En el Ejemplo hemos visto que toda aplicacion entre un espacio
discreto y cualquier otro espacio métrico es siempre continua. En particular,
la aplicacion identidad 1x : (R,dp) — (R, | |), es continua. Cualquier
subconjunto de R es cerrado para la topologia discreta, por ejemplo (0, 1);
y sin embargo, 1x(0,1) = (0, 1) no es cerrado en R con la topologia usual,
de modo que esta aplicacién no transforma cerrados en cerrados.

Ejercicios y Problemas

Si A es un subespacio de un espacio métrico (X, d), demuestre que la
funcion inclusion j : (A,da) — (X, d) (j(x) = z) es continua. [I] [R]

Sea f : (X,d) — (Y, d’) una aplicacién.

(a) Demuestre que f es continua en un punto a € X si, y sélo si, para
todo entorno U de f(a) se cumple que a € [f~(U)]°

(b) Demuestre que f es continua en X si, y sélo si, para todo conjunto
B C Y se cumple

N B) (B
(l [R]
Sea (X, d) un espacio métrico y z9p € X un punto. Demuestre que la

aplicacién f : (X,d) — (R,| |) definida como f(x) = d(z,x0), es
continua. [l]

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto no vacio determi-
nado. Demuestre que g : (X, d) — (R, | |) definida como g(x) = d(x, A),
es continua. [I]

Sea (X, d) un espacio métricoy fi,..., fn : X — R, una coleccién de
n funciones continuas (considerando R con la distancia usual). Entonces la
funcién f : X — R"™ (R" también con la distancia usual) definida como

f(x) = (fi(x),..., fn(x)) continua.

3.1.2. Continuidad y subespacios

Proposicion 3.1.7. Si f : (X,d) — (Y, d') es continua y A es un subespacio de
X, entonces la funcion restringida f|a : (A,da) — (Y, d') es continua.

Topologia de Espacios Métricos Pedro José Herrero Pifieyro


http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf
http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf
http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf
http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf
http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf
http://ocw.um.es/ciencias/topologia-de-espacios-metricos/ejercicios-proyectos-y-casos-1/prob-cap-3.pdf

3. Funciones continuas 103

DEMOSTRACION. -

Como en el ejercicio (3.1) hemos visto que la inclusién j es continua y la fun-
cion f|4 se puede expresar como f|4 = f o j, es composicién de aplicaciones
continuas y, por tanto, f|4 es continua. O

Definicion 3.1.8. Sea f : (X,d) — (Y, d’) una aplicaciony A C X un subcon-
junto. Diremos que f es continua en A si f|a : (A,da) — (Y, d') es continua.

3.2. Homeomorfismos y embebimientos

3.2.1. Aplicaciones abiertas y cerradas

Hemos visto que aunque la imagen inversa de un conjunto abierto, mediante una
funcién continua, es un abierto (lo mismo ocurre para cerrados), las imagenes
de abiertos o de cerrados no son, necesariamente, abiertos o cerrados respectiva-
mente. Las aplicaciones que transforman abiertos en abiertos o cerrados en cerra-
dos, juegan un papel importante.

Definicion 3.2.1. Sean dos espacios métricos (X,d) e (Y,d)y f: X — Y
una aplicacion. Diremos que f es abierta si para todo abierto A C X, f(A) es
abierto en'Y y diremos que f es cerrada si para todo C' C X cerrado, f(C) CY
es cerrado.

Ejemplos

Ej.3.8. Consideremos R con la topologia usual y [0, 1] con distancia inducida por
la usual de R. Entonces la aplicacion inclusién j : [0, 1] — R es cerrada
puesto que al ser cerrado [0, 1], todos los cerrados en este espacio también
son cerrados en R (vea la Proposicion y, sin embargo no es abierta
pues [0, 1/2) es abierto (;por qué?) en [0, 1] pero no en R.

Ej.3.9. Las aplicaciones pueden ser abiertas y cerradas a la vez; en efecto la apli-
cacion f : R — R (en ambos casos con la distancia usual), definida como
f(x) = kx con k € R, no nulo, es continua, es abierta y cerrada.

Ej.3.10. Las aplicaciones abiertas y/o cerradas no son, necesariamente, conti-
nuas. Consideremos el espacio X = {a, b}, formado por dos tinicos puntos
con la distancia discreta dp; y sea la aplicacién f : (R, | |) — X, definida

como
asix>0
€Tr) =
/(@) {b si x <0
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104 3.2. Homeomorfismos y embebimientos

Es facil (;,?) ver que es abierta y cerrada. Sin embargo no es continua, pues
el conjunto {a} es abierto y cerrado en X y f~*({a}) = [0,00) no es
abierto en IR, con lo que la Proposicién [3.1.6]no se verifica.

Ej.3.11. Laproyeccién 7 : (R?, dy) — (R, d,,) del plano sobre el eje de abcisas,

C={(x,y) : x>0,xy=1}

miB((a,b),n] )0, + )
Figura 3.2 — Las proyecciones son aplicaciones abiertas pero no cerradas.

m(x,y) = x, es una aplicacion abierta puesto que la proyeccién de cualquier
bola abierta B((a,b),r) es un intervalo abierto (a — r,a + ). Pero no es
cerrada, puesto que la proyeccion del conjunto cerrado

C={(z,y) €eR* |z >0, zy > 1}

es el intervalo (0, +00), que no es cerrado (véase la Figura[3.2).

3.2.2. Homeomorfismos

Vamos a estudiar ahora unas importantes aplicaciones continuas entre espacios
métricos.

Definicion 3.2.2. Sean (X,d) e (Y, d') dos espacios métricos. Un homeomorfis-
mo entre X e Y es una aplicacion biyectiva f : X — Y tal que tanto f como
su inversa f~1 son continuas. Diremos que dos espacios topolégicos son homeo-
morfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Diremos que una propiedad en un espacio topolégico es una propiedad topologi-
ca si es invariante por homeomorfismos.

La siguiente proposicién proporciona una caracterizacion de los homeomorfis-
mos.

Proposicion 3.2.3. Sea f : X — Y una aplicacion biyectiva entre dos espacios
métricos (X, d) e (Y,d'). Son equivalentes:
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(a) f es un homeomorfismo.
(b) Un subconjunto A C X es abierto si, y sélo si, f(A) es abierto.

(¢) Un subconjunto C C X es cerrado si, y sélo si, f(C) es cerrado.

DEMOSTRACION. -

Es consecuencia directa de la definicién y de la Proposicién[3.1.6 O

Veamos ejemplos de homeomorfismos entre espacios topolégicos. Algunos nos
van a resultar ttiles e incluso, quizas, hasta sorprendentes.

Ejemplos

Ej.3.12. Dos espacios métricos discretos son homeomorfos si, y sélo si, existe
una biyeccion entre ellos.

Ej.3.13. Laaplicacién sen : (0,7/2) — (0, 1) es un homeomorfismo, ya que res-
tringida a estos intervalos es biyectiva, y también es continua su aplicacién
inversa arcsen : (0,1) — (0,7/2) (véase la Figura[3.3).

2

Figura 3.3 — El sen « es un homeomorfismo entre (0,7/2) y (0, 1).

Ej.3.14. La funcién f : R — R dada por f(z) = 3z + 1 es un homeomorfismo
(véase la Figura[3.4). Si definimos ¢ : R — R mediante la ecuacién

9(y) = %(y —-1)

entonces se puede comprobar facilmente que, para todos los nimeros reales

zey, f(g(y)) =yyqueg(f(x)) = x. Se sigue que f es biyectiva y que

g = f~ ' 1a continuidad de f y g es un resultado conocido de analisis.
Ej.3.15. La funcién f : (—1,1) — R definida por

x
1— 22

f(z)
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f(x)=3x+1

-14

Figura 3.4 — Homeomorfismo en la recta real.

|

CEEER

Figura 3.5 — Ejemplo de homeomorfismo entre un intervalo abierto y R.

es un homeomorfismo (véase la Figura [3.3).
En primer lugar, observemos que f es una correspondencia biyectiva que

conserva el orden; su inversa es la funcién g definida por

_ 2y
Sl (L44y2)l2

9(y)

El hecho de que f sea un homeomorfismo se puede probar usando la con-
tinuidad de las funciones algebraicas y la funcién raiz cuadrada. En efecto,
tanto f como g son continuas al ser composicién de funciones continuas.

Ej.3.16. El hecho de ser acotado no es una propiedad topoldgica. El intervalo
(—1,1) y R son topolégicamente equivalentes (como se prueba en el Ejem-
plo (3) anterior) pero el primero de ellos estd acotado y el segundo no.
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Ej.3.17. Una funcién biyectiva puede ser continua sin ser un homeomorfismo.
Denotemos por S! a la circunferencia unidad

St={(z,y):2® +y* =1}
considerado como subespacio del plano R?, y sea
f:]0,1) — St

la aplicacion definida por f(t) = (cos 27t, sen 27t). Entonces f es biyecti-
va y continua (véase el Problema|P.3.5), pero no es un homeomorfismo.

El hecho de que f sea biyectiva y continua se sigue de propiedades fami-
liares de las funciones trigonométricas, que ya suponemos conocidas. Pero
la funcién f~! no es continua ya que, por ejemplo, la imagen mediante
f = (f~1)~! del conjunto abierto U = [0, 1) del dominio no es abierta en
S, puesto que el punto p = f(0) no pertenece a ningiin conjunto abierto
V de R? tal que V N S* C f(U) (véase la Figura[3.6).

f(U)

E—— ---—-

Figura 3.6 — Ejemplo de aplicacién biyectiva que no es homeomorfismo.

Ejercicios y Problemas

Sea la aplicacién f : (R,d,) — (R, d,) definida por

1

T =1z

(Es abierta? ;Es cerrada? Justifiquelo.

Estudie la continuidad de la funcion ‘“valor absoluto”
tancia usual). ;Es homeomorfismo?

| iR — R (dis-

Encuentre un homeomorfismo entre el intervalo (a, b) de R y el propio R,
con las topologfas usuales. Idem para los intervalos [a, b] y [0,1].[I] [R]
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Sea (a,b) € X x Y. Demuestre que la “rebanada horizontal” X x b es
homeomorfa a X, y que la “rebanada vertical” a x Y es homeomorfa a Y
con la topologia usual definida para el producto de espacios (vea el Ejemplo

[Ej.L.9).

P.3.10| Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y f : X — ¥ una apli-
cacion. Demuestre:

(a) f es cerradasi, y s6lo si, f(A) C f(A) paratodo A C X.

o

(b) f es abierta si, y s6lo si, f(A) C [f(A)]° paratodo A C X.[I] [R]

P.3.11 | Pruebe que las siguientes son propiedades topolégicas: (i) punto de acu-
mulacidn; (ii) interior; (iii) frontera; (iv) desidad y (v) entorno. [l] |[R]

P.3.12| Sean (X,d), (Y,d') y (Z,d") tres espacios métricos y dos funciones
continuas f : X — Yyg:Y — Z.Sigof: X — Zesun
homeomorfismo, demuestre:

(a) Si g es inyectiva, entonces f y g son homeomorfismos.

(b) Si f es sobreyectiva, entonces f y g son homeomorfismos. [[I] [R]

3.2.3. Embebimientos

Ahora supongamos que f : (X,d) — (Y,d’) es una aplicacién continua e in-
yectiva. La ffuncién f : X — f(X), donde f(X) C Y tiene la topologia
inducida, obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que f es un
homeomorfismo de X con f(X), decimos que la aplicacién f : X — Y es un
embebimiento topolégico, o simplemente un embebimiento, de X en Y.

Ejemplos

Ej.3.18. La aplicacion sen : (0, 7/2) — R es claramente un embebimiento.

Ej.3.19. La aplicacién f : (0,+o0c) — R, dada por f(z) = 1/, es un embe-
bimiento, ya que f : (0,4+00) — (0, +00) es un homeomorfismo.

Ej.3.20. Consideremos la funcién g : [0,1) — R? obtenida a partir de la fun-
cién f del Ejemplo [Ej.3.17.| al extender el recorrido. La aplicacién ¢ es un
ejemplo de una aplicacion continua e inyectiva que no es un embebimiento.
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3.3. Continuidad uniforme

En la Definicién de continuidad que venimos manejando, el nimero real §
depende de ¢ y, en general, también depende del punto en el que estamos “estu-
diando” la continuidad. No obstante, hay casos en los que esto dltimo no ocurre y
0 s6lo de pende de €. Observemos los siguientes ejemplos.

Ejemplos

Ej.3.21. Consideremos la conocida pardbola. Se trata de una funcién f : R — R
(distancias usuales), definida como f(z) = z2. Sabemos que esta apli-
cacién es continua y si tomamos ¢ = 1072 y estudiamos la continuidad en
a = 0, basta tomar |z| < V10~2 = 107!, para que |2%| < ¢ = 1072. Sin
embargo si pensamos en a = 3 y tomamos el mismo valor ¢ = 1072, tene-
mos que si z = 3 + 1071 /2 = 3 + 1/20, entonces |z — 3| = 1/20 < 1/10
y, sin embargo,

|22 —33| = |22 —9| = |z—3||z+3| = (1/20)(6+1/20) = 121/400 > 1072
Es decir el valor de § tomado para a = 0 no es valido para el punto a = 3.

Ej.3.22. Consideremos ahora la aplicacion f(z) = z+3,y seae > 0 observemos
que para x = a, para que

[f(z) = fla)| = |z +3—a=3|=|z—a| <¢,

basta tomar § = &, y esto es valido para cualquier punto = = a.

Las aplicaciones que tienen esta tltima, digamos, “peculiaridad” reciben un nom-
bre particular.

Definicion 3.3.1. Una aplicacion entre espacios métricos [ : (X,d) — (Y,d')
es uniformemente continua si para cada € > 0 existe & > 0 tal que para todo
z,y € X cond(x,y) < 0 se verifica que d'(f(z), f(y)) < e.

Observacion 3.3.2. Es fécil probar que toda aplicacion uniformemente continua
es continua, pero el reciproco no es cierto: basta considerar la funcién f(z) = 22
del ejemplo anterior. No obstante lo podemos hacer de forma mds general. En
efecto, dado € > 0, para todo § > 0 siempre podemos encontrar dos nimeros x e
y en R tales que |z — y| < §y, sin embargo, |72 — y?| > €. Observemos que

2’ —y* = (z —y)(z +y).
Dados € y §, tomamos x e y tales que |z — y| = /2y |z + y| > 2¢/4, entonces

22— =z —y|lz+y| > e
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3.3.1. Isometrias

Definicion 3.3.3. Dados dos espacios métricos (X,d) e (Y,d'), diremos que una
aplicacion biyectiva f : X — Y es una isometria si conserva la distancia, es
decir, d(x1,x2) = d'(f(x1), f(x2)) para todo x1, x5 € X. En este caso decimos
que (X,d) e (Y,d") son espacios isométricos.

Proposicion 3.3.4. Una isometria es una aplicacion uniformemente continua.

DEMOSTRACION. -

Se trata de una consecuencia directa de la definicion. O

Proposicion 3.3.5. Si dos espacios métricos son isométricos, entonces también
son homeomorfos.

DEMOSTRACION. -

De nuevo, no es mas que una consecuencia de las definiciones de isometria y
homeomorfismo.

O]

Ejemplos

Ej.3.23. El reciproco de la dltima proposicién no es cierto, en general; es decir
no todo homeomorfismo es isometria. Si consideramos R con la distancia
discreta dp y con la distancia

~ 2 siz#y
d(z,y) = 0 siz—y

entonces la aplicacion identidad Id : (R,dp) — (R, d) es un homeomorfis-
mo que no es isometria, pues si x # y entonces dp (z,y) = 1 mientras que
d(1d(z),1d(y)) = d(z,y) = 2.

Ej.3.24. Vimos en el Ejemplo que C es un espacio métrico con la distan-
cia d(21, 22) = |21 — 22| La aplicacién f : (R% ds) — (C,d) definida
como f(x,y) = x+iy, es una isometria entre ambos espacios. Demostrarlo
se reduce a una mera comprobacion.
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Ejercicios y Problemas

P.3.13 | Se dice que una aplicacién f : (X, d) — (Y, d’) es de Lipschitz si existe
un ndmero real £ > 0 tal quep, paratodo z,y € X,

d'(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Demuestre que una aplicaciéon de Lipschitz es uniformemente continua.

P.3.14| Sea f : (X,d) — (Y,d’) continua y sobreyectiva. Demuestre que si
D C X es un conjunto denso, entonces f (D) también es densoen Y.

P.3.15| Sea f : (X,d) — (Y,d') y a C X. Demuestre que si f es continua en
Ay constante en A, entonces es constante en A. [I] [R]

P.3.16 | Demuestre que la aplicacién f : (0,1) — R, f(x) = 1/x, es continua
en (0, 1] con la distancia usual relativa, pero no es uniformemente continua.

P.3.17 | Sea (X, d) un espacio métrico y (R, d,,).
(a) Sia € X, demuestre que la aplicacién f : X — R, f(x) = d(a, )
es uniformemente continua.
(b) Si A C X, demuestre que la aplicaciéon g : X — R, g(x) = d(A4, z)

es uniformemente continua. [[I]

P.3.18 | Sean (X,d) e (Y, d’) dos espacios métricos y f,g : X — Y una apli-
cacion continua. Demuestre:

(a) Elconjunto {z € X : f(x) = g(x)} es cerrado en X.
(b) Elconjunto {x € X : f(z) = a}, cona €Y fijo, es cerrado en X.
(c) Si{x € X : f(z) = g(x)} es denso en X, entonces f = g.

P.3.19| Sean (Y1,p01),..., (Yn, pn) y (X, d) espacios métricos y una aplicacion

f: X — Y] x - xY,. Demuestre que f es continuaen a € X si, y s6lo
si, f=mof: X — Y;escontinuaena € X paracadai = 1,...,n.[l]

P3.20| Sea f : (X,d) — (R,d,). Demuestre que f es continua si, y sélo si,
para cada a € R, son abiertos los conjuntos

Ao={zeX:f(x)<a}l y Ba={zx e X : f(z)>a}.
P.3.21 | Seala funcién f : R — R definida como

o) = {xzsi Tz <2

2 81 x> 2
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Si d,, es la distancia usual, dp es la distancia discreta y p(z,y) = 2|z — yl,
estudie la continuidad de la funcién en los siguientes casos

f:(R,dy) — (R,dy), f:(R,dy) — (R,dp),

[ (Ra dD) — (RMO)? [ (R,p) — (Ra du)

P.3.22 | Sea (X, d) un espacio métrico y A, B C X cerrados (o abiertos) tales
que X = AUB.Sean f: A — Y yg: B — Y continuas. Demuestre

que si f(z) = g(x) paracadax € AN B, entonces es continua la aplicacion
h: X — Y definida como

h(z) = {f(:r;) s.i reA
g(z) si x € B

Estudie la continuidad de las siguientes funciones de R en R con la topologia

usual:
z si <0 z—2s1 <0
f(x) = . , g(x) = . :
x/2 si x>0 x+2si >0
h(z) = T —2 S%$<0
r+2sixz>0
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