Un poco de historia

La Topologia es bdsica en la formacién de cualquier matematico actual; no en
vano, forma parte de las materias troncales (fundamentales) de los primeros cursos
de la titulacion en Matematicas en cualquier facultad. La Topologia se encuentra
presente en casi todas las dreas de las Matemdticas: el Algebra, la Geometria, el
Andlisis, etc. (y éstas, como no, también en la Topologia). Sus métodos y sus
resultados facilitan el tratamiento de numerosos problemas e incluso permiten
abordar otros que no tienen un origen estrictamente topolégico.

La Topologia ha alcanzado, digamos su madurez, recientemente. La mayoria de
los estudiosos de la historia de las Matematicas sitian su puesta de largo en las
primeras décadas del s. XX, a partir de los trabajos de F. Hausdorff (1914), P.
Alexandroff (1926) y W. Sierpinski (1928). Cuando decimos madurez o puesta
de largo, queremos decir que es en esos afos, y después de bastantes aproxima-
ciones (como mds adelante veremos), cuando se fijan las definiciones fundamen-
tales, cuando el perfil de su actuacién, de los problemas de los que se ocupa, etc.,
quedan dibujados de manera suficientemente clara. A partir de ese momento, la
Topologia inicia (o continda) un rdpido desarrollo hasta convertirse en un area
imprescindible.

Los inicios pueden situarse, sin embargo, un poco mds lejos, retrocediendo al
siglo XVIII. Hasta entonces los problemas matematicos habian estado vinculados,
en mayor o menor grado, a la idea de medida, magnitud o distancia, y en esa
época se empiezan a plantear problemas en los que estos aspectos dejan de tener
importancia. Son problemas que no dependen de la distancia o el tamafio, sino del
lugar, de las conexiones, etc. De hecho, los primeros matematicos que los abordan
dan al estudio de estos problemas el nombre de Geometria situs o Analysis situs
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cuya traduccién viene a ser Geometria o Andlisis de la situacion o de la posicion.

Fue G. Leibniz (1646—1716) el primero que parece referirse a este tipo de prob-
lemas y con el nombre anterior Geometria situs, como atestigua L. Euler (1707—
1783) en Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis publicado en 1736,
que constituye lo que podriamos llamar el origen de la Topologia y en cuyo
comienzo, Euler escribe lo siguiente.

Ademds de esta parte de la geometria que trata de las mag-
nitudes y que desde siempre ha sido cultivada con mucho
celo, existe otra completamente desconocida hasta nues-
tros dias, de la que Leibniz habloé por primera vez y que
llama “Geometria Situs”. Segiin él, esta parte de la geo-
metria se ocupa de determinar solamente la posicion y
buscar las propiedades que resulten de esta posicion; en
este trabajo no es necesario considerar las magnitudes por
s mismas, ni calcular; pero atin no estd muy bien estable-
cido cudles son los problemas de este tipo que pertenecen
a la “Geometria Situs” y cudl es el método que hay que
utilizar para resolverlos; es por lo que, cuando reciente-
mente se me presento un problema que parecia ligado a
la geometria ordinaria, pero cuya solucién no dependia de
la determinacion de las magnitudes ni del cdlculo de las
cantidades, no he dudado en relacionarlo con la “Geome-
tria Situs”, tanto por las consideraciones de posicion que
inicamente entran en la solucion, como porque el cdlculo
no interviene para nada. Por tanto, he creido itil expresar
aqut, como un ejemplo de la “Geometria Situs”, el méto-
do que he encontrado para resolver los problemas de este
género.

El problema al que se refiere Euler es . ..

El problema de los puentes de Konigsberg

El rio Pregel atraviesa la ciudad de Konigsberg formando una isla a partir de la
cual el rio continua con dos brazos como se puede apreciar en el plano de la ciudad
en la época de Euler.
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Dicha isla estd unida a la ciudad por siete puentes cuyo esquema puede verse de
una manera mas clara en el siguiente gréfico:

El problema consistia en determinar si una persona que partiera de un lugar deter-
minado de la ciudad podria regresar al punto de partida tras cruzar cada puente una
sola vez. Parece claro que en este problema son intrascendentes las dimensiones;
no importa la longitud de los puentes, la anchura del rio o el tamafio de laisla o la
ciudad; lo que realmente caracteriza el problema es la situacion de los puentes, la
ciudad y la isla. Euler demostré que el problema era equivalente (topolégicamente
equivalente) a recorrer el siguiente grafico con un ldpiz sin levantarlo del papel,
de manera que se empiece en un punto y se regrese a él recorriendo cada camino
una sola vez.
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Podemos reflexionar sobre este problema durante unos minutos; no obstante, pues-
tos a jugar, y con el fin de comprender mejor estos problemas, pensemos que una
figura esta dibujada en una superficie de goma que se puede deformar: estirar,
retorcer, encorvar, etc., es decir, modificaciones que llevan consigo cambios del
tamaiio o de la forma de la figura original. No valen transformaciones como cor-
tar, hacer agujeros, pegar otro trozo, etc. Las primeras son transformaciones que
podemos llamar continuas, son transformaciones que no cambian la topologia de
la figura y que dan lugar a la misma figura, topolégicamente hablando; las se-
gundas no son continuas, llevan consigo algin tipo de ruptura, no son topoldgi-
cas y, consecuentemente, no dan lugar a la misma figura desde el punto de vista
topoldgico. Por ejemplo, dibuje un cuadrado dividido en dos regiones A y B me-
diante un segmento como el de la figura:

Podemos estirar o retorcer la superficie de goma, pero las dos regiones estardn
separadas por una linea y las letras A y B no podran estar nunca en la misma
region. El cuadrado anterior es topoldgicamente equivalente a la figura siguiente:

Sin embargo, no es topoldgicamente equivalente a ninguna de las situaciones que
se muestran en las tres figuras siguientes:

A
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En la primera, la regién B esta contenida totalmente en la regién A; en la segunda,
las dos regiones no tienen un “lado” en comun sino sélo un punto, y en la tercera
hemos hecho un agujero. (En el libro Aventuras topoldgicas de J.L. Carlavilla y
G. Fernandez, Ed. RUBES, 1994, se pueden encontrar numerosos € interesantes
problemas “topoldgicos”.)

Ahora es mas comprensible por qué Euler concluy6 que el problema de los puentes
de Konigsberg era equivalente al del grifico que proponiamos antes:

<’3

Para terminar de ilustrar estas ideas, digamos que en el clasico libro Topologia
General (Ed. EUDEBA, 1975), el autor John L. Kelley escribe en una nota a
pie de péagina lo siguiente: “un topdlogo es un sefior que no sabe la diferencia
entre una rosca (bizcocho en forma de anillo) y una taza de cafe”. Si pensamos
que el rosco estd hecho de una masa eldstica, por ejemplo plastilina, un hébil
modelador podria efectuar una transformacion topolédgica para, sin hacer rupturas
y respetando el agujero central de la rosca, llegar a la taza de café haciendo que
dicho agujero sea el del asa y viceversa.

Un poco mas de historia

Antes de hacer un recorrido histérico més concreto, una nueva cita, esta vez
del profesor J.M. Rodriguez Amilibia en el prélogo del libro Introduccion a la
Topologia (J. Margalef y E. Otourelo, Ed. Complutense, 1993):

Cuando un topologo es invitado a dar una conferencia, o
a escribir unas lineas sobre el significado de la Topologia,
no es raro que comience hablando de toros y de tazas de
café; de superficies y de bandas de Mobius; de botellas
de Klein y planos proyectivos, y tal vez coja una cuerda y
comience a mostrarnos prdcticamente la teoria de nudos.
Pero el mismo topologo, una vez en clase, no dird nada de
eso, y partiendo de un método axiomdtico, frio 'y duro como
un trozo de acero, nos hablard de entornos, de abiertos, de
espacios conexos, de compactificaciones, de redes, etc.
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Eso es, precisamente, lo que vamos a hacer aqui. Las razones de esto vienen a
coincidir con las que el propio profesor Rodriguez Amilibia aduce en el citado
prélogo; hay que buscarlas en la evolucion histérica de 1la Topologia y en su vin-
culacién con otras areas.

Como indicaba Euler, podriamos decir que la Topologia surge como una hermana
pequeiia de la Geometria, pero pronto se hace mayor y permite el estudio de
nuevos problemas e incluso de problemas antiguos con perspectivas diferentes.
Se vincula con otras ramas como el Andlisis interactuando mutuamente. Una de
las consecuencias es que podemos dividir la Topologia en dos grandes ramas que
tienen desarrollos paralelos y cuya vinculacién no es demasiada: la Topologia Al-
gebraica y la Topologia General (que estudia los conjuntos de puntos). Esta dltima
es el objeto del presente curso y tiene sus primeras aproximaciones en el s. XIX.

Un breve recorrido cronolégico

J.B. Listing (1808-1882) fue el primero en utilizar la palabra topologia en un
articulo cuyo titulo fue Vorstudien zur Topologie (Introduccién al estudio de la
Topologia), aunque no se puede decir que éste fuera el comienzo de una rama
consolidada como tal. Listing hace un trabajo, digamos parcial, sobre la conexion
de superficies. Lo cierto es que en el s. XIX hubo una gran preocupacioén por la
busqueda del rigor en las definiciones y conceptos (limite, continuidad, etc.), in-
tentando abandonar las ideas mds intuitivas que se habian ido manejando hasta
entonces; esto y, entre otras cosas, los trabajos de G. Cantor (1845-1918) so-
bre conjuntos dan pie a plantearse la necesidad de extender conceptos, basados
esencialmente en los nimeros, a otros conjuntos cuyos elementos eran diferentes:
funciones, curvas, etc. Se hacen esfuerzos en la elaboracién de una teoria de es-
pacios abstractos que permita sistematizar todas estas ideas que son vislumbradas
por algunos matemaéticos. Hasta consolidar el tratamiento axiomadtico definitivo,
son numerosas las aproximaciones que se van haciendo y que resumimos a con-
tinuacion.

Algun autor atribuye la paternidad de la Topologia a B. Riemann (1826-1866),
aduciendo que se acerca a la nocién actual de espacio topolégico como una teoria
auténoma y que incluso concibe un programa de estudios al respecto; no obstante,
sus ideas todavia quedaban un poco lejos de lo que seria la propia Topologia.

También H. Poincaré (1854—1912) contribuye con su obra Analysis situs (1895)
haciendo un estudio muy riguroso sobre conexién vinculado a lo que actualmente
se llama Topologia Algebraica; algtin autor escribe que, de no ser por lo disperso
de su quehacer matemdtico (Poincaré estudi6 de casi todo), suya habria sido la
sistematizacién a que nos venimos refiriendo; en todo caso, también hay que decir
que Poincaré mostré poco interés sobre la Topologia conjuntista, como muestra
su intervencién en el Congreso Internacional de Matematicas de 1908, donde se

Topologia de Espacios Métricos Pedro José Herrero Pifieyro



-1. Un poco de historia 15

refirié a la teoria de conjuntos de Cantor como una enfermedad de la que las
generaciones posteriores estarian curadas.

F. Riesz (1880-1956) y M. Fréchet (1878-1973) hacen importantes trabajos que
suponen una nueva aproximacioén; de hecho, Fréchet introduce los espacios métri-
cos en su tesis doctoral (1906).

Concluyamos diciendo que la primera definicion de espacio topoldgico en térmi-
nos de entornos fue dada en 1914 por F. Hausdorff (1868-1942), partiendo de
los trabajos de Riesz, afadiendo la propiedad de separacién de puntos (que se
conoce como propiedad 75 o de Hausdorff), que mas adelante seria eliminada de
la definicién. Las definiciones de espacios topoldgicos en términos de abiertos
son obra de P. Alexandroff (1896—-1982) en 1926 y W. Sierpinski (1882—-1969) en
1928. A partir de entonces la Topologia ha ido evolucionando y reveldndose, como
deciamos al comienzo, como una rama fundamental en la formacién de cualquier
matematico actual.

Algunos nombres propios de la Topologia

G. Leibniz (1646-1716)

Aunque es una figura destacada dentro del
Célculo, fue el primero que se refiri6 como
Geometria Situs (Geometria de la posicidn)
a problemas en los que no intervenian las
magnitudes: estaba intentando resolver pro-
blemas combinatorios de posicién. Se puede
considerar como un precursor de la teoria de
grafos y de la Topologia.

L. Euler (1707-1783)

Public6 en 1736 el primer trabajo sobre Geo-
metria de la posicion, con el problema de Los
puentes de Konigsberg, donde se dio cuenta
de que existia un nuevo tipo de Geometria
donde la distancia no es relevante. En 1752
enuncid su conocido teorema que relaciona el
ndmero de caras C', de aristas A y de vértices
V' de un poliedro: C — A+ V = 2.
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J.B. Listing (1808-1882)

Es el primero en utilizar la palabra topologia
en su libro Vorstudien zur Topologie, pero
se trata de un trabajo parcial. En 1862
publicé Der Census raumlicher Complexe
oder Verallgemeinerung des Euler’schen
Satzes von den Polyedern en el que estudiaba
diversas generalizaciones de la férmula de
Euler.

B. Riemann (1826-1866)

En 1851 Riemann defendié su tesis doc-
toral, que contiene importantes ideas tanto
topolégicas como analiticas, como por
ejemplo las superficies de Riemann y sus
propiedades. Concibié las ideas cercanas a
lo que después serfa la Topologia como una
teoria auténoma.

G. Cantor (1845-1918)

En 1874 publicé su primer articulo sobre
teoria de conjuntos, donde describia riguro-
samente la nocién de infinito y probaba el
controvertido resultado de que casi todos los
nimeros reales son trascendentes. Con sus
estudios sobre conjuntos dio pie a la for-
mulacién de ideas “topoldgicas”; él mismo
proporcioné las primeras definiciones de
conjunto derivado y punto limite.

Topologia de Espacios Métricos
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F. Hausdorff (1868-1942)

Figura indiscutible de la topologia y la teoria
de conjuntos, introdujo la idea de conjunto
parcialmente ordenando en 1906. En 19o7
introdujo tipos especiales de ordinales en un
intento de probar la hipétesis del continuo.
En 1914 publicé Grundziige der Mengen-
lehre donde presentd la primera definicién
axiomatica de espacio topoldgico.

ML.R. Fréchet (1878-1973)

Introdujo la idea de conjunto compacto,
aunque actualmente dicho concepto se de-
nomina compacidad por punto limite o de
acumulacion. También introdujo en 19o6 los
espacios métricos y prob6 que las ideas de
Cantor de subconjuntos abiertos y cerrados
podian extenderse de manera natural a los
espacios métricos.

F. Riesz (1880-19506)

Trabajo sobre las ideas de Fréchet expuestas
en su tesis doctoral, proporcionando un
vinculo entre los trabajos de Lebesgue (sobre
funciones reales) y Hilbert (sobre ecuaciones
integrales). Introdujo el concepto de conver-
gencia débil de una sucesién de funciones
y realiz6 una aproximacion a la definicién
axiomatica de espacio topoldgico.
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W. Sierpinski (1882-1969)

Comenzé a interesarse en la teoria de
conjuntos en 1907 y en 1912 publicé su
libro Outline of Set Theory. En los afios 20
amplié su interés a la topologia general,
realizando contribuciones importantes en
el axioma de elecciéon y la hipétesis del
continuo. Particularmente famosa es la curva
de Sierpinski, que llena todo el cuadrado
unidad.

P. Alexandroff (1896-1982)

En 1922 introdujo, junto con Uryshon, los
espacios numerablemente compactos, local-
mente compactos y compactos, tal y como
se conocen actualmente. En 1928, estando
en la Universidad de Princeton, decidi6 junto
con Hopf publicar una obra, en 3 volimenes,
sobre Topologia, que no veria la luz hasta
1935. En ella, presentd la definicion de
espacio topoldgico en términos de conjuntos
abiertos.
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