Capitulo 2

Ejercicios y Problemas

Sea (X, d) un espacio métrico y sea H C X. Dado x € H, un subcon-
junto V' C H es un entorno relativo de = ( V' € U) si, y sélo si, existe U
entorno de z en el espacio total (U € U,) de formaque V =U N H.

Indicacidn: Aplique la Proposicion|1.3.8

Resolucidn: Si V es un entorno relativo de z, existe B C H abierto tal que
x € B C V. Entonces existird un abierto A ¢ X tal que B = AN H. Sea
U=AUV;evidentemente U € U,,puesc € B=ANHyxzc ACAUV.
Ademas:

UNH=(AUV)NH=(ANH)U(VNH)=BUV =V.

Reciprocamente, sea U € U, y tomemos V = UN H. Existe A C X abierto
talquex € ACU.Entoncesz €c ANHCUNH=YV.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea x € H C X. Si B, es una base de
entornos de z en (X, d), la familia B = {BN H : B € B,} es una base
de entornos para la distancia relativa.

Indicacion: Utilice el problema [P.2.1]

Resolucion: Evidentemente BY c u/!'. SeaV € U ; entonces V = UNH,
con U € U,. Por tanto, existe B € B, tal que x € B C U; de manera que
entonces BNH CUNH=VyBNH e B

Demuestre que, en un espacio métrico, todo punto tiene una base de en-
tornos numerable.

Indicacidn: Vea que tomando las bolas de radio 1/n, con n € N, se obtiene
el resultado.

En R con la topologia (distancia) usual, estudie si los siguientes intervalos

son entornos de 0 0 no lo son: (—3, £]; (—1,0]; [0, 3); (0,1].

Considere el espacio métrico (R?, do). Estudie cudles de los siguientes
conjuntos son entornos del origen de coordenadas:
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Determine la clausura de los siguientes subconjuntos de R, justificando
adecuadamente su respuesta:

(1) B=A{1l/n|ne€Zs}.
(2 € ={0}u(1,2).
(3) Q (el conjunto de los nimeros racionales).

(4) N (el conjunto de los nimeros enteros).
(5) R (el conjunto de los nimeros reales positivos).

Demuestre que si A es un cerrado en un espacio métricoy x ¢ A, entonces
d(xz, A) > 0.
Indicacidn:Utilice la Proposicion [2.2.7}

Demuestre que una bola cerrada, en un espacio métrico, es la adherencia
de la correspondiente bola abierta.

Encuentre en R con la topologia usual (o en R?), ejemplos de conjuntos
Ay B, de manera que los conjuntos siguientes sean distitntos

ANB, AnB, AnB y AnNB.

P.2.10| Si Ay B son dos subconjuntos de un espacio métrico, demuestre que

(ANB) C AN B.

El ejercicio [P.2.9] anterior le habrd proporcionado un ejemplo que muestre
que la inclusién puede ser estricta.

P.2.11| Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Entonces un punto z € A es
un punto interior de A si, y sélo si, d(z, X — A) > 0.
Indicacion: Observe la Proposicién y el Problema

Resoluciéon: Hemos visto que x es un punto interior de A si, y sélo si,
x ¢ X — A (Proposicién [2.4.4). Por otra parte, sabemos que = € X — A4
si, y solo si, d(z, X — A) = 0 (Proposicion [2.2.7). Por tanto, = es un punto
interior de A si, y sélo si, d(z, X — A) # 0.

P.2.12 | El interior posee las siguientes propiedades, que son duales de las corre-
spondientes de la adherencia, probadas en la Proposicién 2.2.6]
Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A; y As subconjuntos de X. En-
tonces:
(a) Si A1 C As, entonces A1 C Ay
(b) A{NAy = (Al N AQ)O.
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() (A1 U A3)° DO A U As. Encuentre un ejemplo en el que se muestre
que la inclusién puede ser estricta.

Indicacidn: En el apartado (b) puede usar la Proposicion|2.4.4] (c) también
es obvio.

Resolucidn: (a) Es obvio. (b) Segiin hemos visto en la Proposicién [2.4.4}

ANAy=(X-X "A)N(X-X M) =X (X A, UX — 4A)
X - (X —ADUX —A) = X — X — (A N A) = (A, N Az)°.

Por dltimo (c) es obvio y la inclusion puede ser estricta; basta tomar los
conjuntos 4; = [1,2] y A2 = [2, 3] en R con la topologia usual.

P.2.13| Sea (X, d) un espacio métrico y H C X. Consideremos el subespacio
métrico (H,dy)ysea A C H C X. Entonces

Inty A AN H.

Indicacion: Puede utilizar que Inty A es el abierto relativo mas grande
incluido en A.

Resolucion: Es claro que A N H es un abierto de H incluido en A. Por
otra parte, Int; A es el abierto relativo mas grande incluido en A, luego se

cumple ;1 NH C Intyg A.

P.2.14 | Compruebe que la inclusion anterior puede ser estricta considerando Q
como subespacio de R con la topologia usual; para ello compare el interior
de Q en R y el interior de Q en el subespacio

P.2.15| Sea (X, d) un espacio topologicoy A C X. Entonces A es abierto si, y
solosi, Fr(A) N A= @.

Indicacion: Utilice las caracterizaciones de la frontera.

Resolucidn: ‘=" Si A es abierto entonces A = ;1 de modo que entonces
Fr(A) = A — A de donde se deduce Fr(4) N A = .

“<” Si Fr(A) N A = @, entonces
G =Fr(A)NA=A-ANA=A— A

lo que significa que A C A. Por tanto, A es abierto.

P.2.16 | En (R, d,,) se consideran los subconjuntos
A=1[0,1), B=QnI[L,2], C=(2,3]u{4}, D=AUBUC.

Calcule las adherencias de A, B y C relativas a D, es decir A~, B_ y C" .
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P.2.17| En (R? dy) calcule el interior, el exterior y la frontera de los conjuntos

siguientes:
A={(z,y) eR?:2=1/n,neN, 0<y <1},
B ={(z,y) € R : xy > 1},

C={(r,y) €ER?:2=n, y=1/n, n € N}

P.2.18 | Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A C B, entonces todo
punto de acumulacién de A es un punto de acumulaciéon de B, es decir,
A" c B.

P.2.19 | Demuestre que un conjunto A es abierto en un espacio métrico (X, d) si,
y s6lo si, para todo M C X talque AN M = @, tambiénes M N A = 2.

Indicacion: En la implicacién directa suponga que A N M # & para llegar
a una contradiccién. En la implicacion directa, puede tomar M = X — Ay,
a partir de aqui, comprobar que A es entorno de todos sus puntos.

Resolucion: “=” Si A es abiertoy AN M = @, supongamos que existe
x € ANM;entonces x € My x € A, luego por la definicion de adherencia,
como A es abierto, debe cumplirse AN M # @, en contra de la hipétesis.
“<” Tomemos M = X — A; entonces (X —A)NA=MnNA= gy por
la hipotesis, se tiene que X —ANA = MNA = @; por tanto, si z € A,
r ¢ X — A, luego existe » > 0 tal que B(z,r) N (X — A) = @, es decir
B(z,r) C A, de donde concluimos que A es entorno de z; y como esto es
para cada x € A, A debe ser abierto.

P.2.20| Considere R con la distancia usual.

(a) Demuestre que la sucesion de nimeros reales (1/n),, con la distancia
usual, converge a cero.

(b) Demuestre que si (), es una sucesién de nimeros reales no nega-
tivos tal que =, < 1/n para cada n € N, entonces lim,, z,, = 0.

P.2.21| Toda sucesidn convergente en un espacio métrico es un conjunto acotado.

Indicacion: Observe que si la sucesién converge, todos los términos ex-
cepto, quizas, una cantidad finita, estan contenidos en una bola centrada
en el limite.

P.2.22 | Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Unpuntoz € X esz € FrA
si, y s6lo si, existen sucesiones (x,,)2 ; en A e (yn)22, en X — A tales que
Ty — T €Yy —> T.

Indicacion: Tenga en cuenta las Proposiciones a)y

P.2.23 | Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Unpunto z € X esx € A’ si,
y s6lo si, existe una sucesién (z,)52; C A de términos distintos dos a dos
convergente a .
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Indicacidn: En el caso directo, intente construir una sucesidon que conver-
ja a z, para lo que puede repasar las Proposiciones y ase-
gurandose de que los términos pueden ser distintos. Para la demostracién
en sentido contrario observe la Proposicion|2.3.5

Resolucidén: “=” Sea = € A’; entonces para todo » > 0, se tiene que
(B(z,r) —{z}) N A # @; en particular si tomamos r = 1, existe un punto
x1 € (B(z,1) — {z}) N A; si ahora el radio que tomamos es r = 1/2,
existe zo € (B(z,1/2) — {z}) N A con z1 # z2, pues si no hubiera ningun
punto distinto de =y, como x; # z, sera d(z,z1) = 6 > 0y la bola B(z,J)
s6lo tendria en comun con A el propio z, con lo que = ¢ A’. De forma
similar y tomado radios 1/n, obtenemos una sucesion (z,)52, C A de
términos distintos dos a dos, que converge a x puesto que la sucesién de
las distancias cumple d(x, z,,) < 1/n, lo que significa que converge a cero.

“<” Si existe una sucesion de términos distintos dos a dos que converge a
x, entonces x € A, pero = no puede ser un punto aislado, ya que toda bola
B(z,e) contiene puntos de la sucesion (distintos dos a dos) distintos de z,
por tanto, en virtud de la Proposicion zeA.

P.2.24 | Demuestre que dos distancias d y d’ sobre un conjunto X son equiva-
lentes si, y solo si, se verifica la propiedad siguiente:

Una sucesion (x,)52 & C X converge a v € X en (X,d) si, y sélo si
converge a x en (X, d').

Indicacion: En el caso directo utilice la Proposicion y para el inverso
puede usar el Corolario b).

Resolucion: “=” Supongamos que (x,,)5°, converge a z en (X,d) y vea-
mos que también lo hace en (X, d’). Dado ¢ > 0, la bola By (z, <) contiene
una bola By(z,r), ya que suponemos que las distancias son equivalentes;
entonces para este » > 0, como la sucesion converge para la distancia
d, existe ng tal que n > ng implica que z,, € By(z,r) y como esta bola
esta contenida en By (x,¢) también ocurre que x,, € Bg (z,¢), Si n > nyg,
es decir (z,)52, converge a z en (X, d').

“<” Para ver que ambas distancias son equivalentes tenemos que ver
que las topologias generadas por cada una de ellas tienen los mismos
abiertos. Para esto podemos aplicar el Corolario [2.6.8{b). En efecto, sea
A C X, abierto en T;, y veamos que también lo es en 7. Supongamos
que (z,)5 4 es una sucesion que converge para d’ a un punto « € A, como
por hipétesis, también converge para dy A € Tg, en virtud del corolario, ex-
iste ng tal que n > ng implica que x,, € A, lo que implica que A es abierto
en Ty.

P.2.25 | Considere en R?, con la distancia usual el conjunto
M={(1/ny) eR*:n=1,2,...;y €[0,1]}.
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Calcule el interior y la adherencia de M (con la adecuada justificacion).

P.2.26 | Sea C' C R cerrado y acotado con la topologia usual. Entonces C' esta con-
tenido en un intervalo [a, b] de manera que a,b € C.

Indicacion: Puede usar que todo conjunto de R acotado tiene infimo y
supremo y después pruebe que, si tal conjunto es cerrado, debe contener
al infimo y al supremo.

Resolucion: Si C es acotado, existen a = inf C'y b = sup C. veamos que,
como C' es cerrado, entonces b € C; en efecto, si b ¢ C, al ser cerrado,
existe e > 0 tal que la bola B(b,e) = (b — ¢,b + €), no tiene ningn punto
en comUn con C, en contra de que b es el supremo. Analogamente para el
infimo.

P.2.27| Considere el siguiente subconjunto de la recta real
A=10,1)u(1,3)u{5},
con la topologia T4 inducida por la usual de R.

(a) Estudie si {5} es abierto o cerrado en A.
(b) Estudie si (1, 3) es abierto o cerrado en A.
(c) Calcule la adherencia de [0, 1) en A.

(d) Estudie si [0,1/2] es un entorno de 0 en A.

P.2.28 | Sean A y B dos subconjuntos cerrados disjuntos en un espacio métrico
(X, d). Entonces existen dos abiertos disjuntos G 'y H tales que A C Gy
B CH.

Indicacion: Puede utilizar la Proposicion [2.2.7} el Problema

Resolucidn: Si uno de los dos conjuntos es vacio no hay nada que probar.
Supongamos entonces que A y B son no vacios. Sea a € A, como a ¢ B,
segun el Problema [P.2.7} d(a, B) = r, > 0; del mismo modo, si b € B,
d(b, A) = r, > 0. consideremos los conjuntos

G = UaeAB(a,ra/Q)} y H= UbeBB(b,Tb/Q)}.

Estos conjuntos son abiertos y cumple A ¢ Gy B ¢ H. Ademas son
disjuntos pues siy € G N H, entonces y € B(ay,rq,/2) € y € B(by,1,/2).
Por otra parte d(ay, B) = 14, < d(ay,by)y d(by, A) =y, < d(ay,by,). Pero
por la desigualdad triangular tendriamos

T“y + Tby < d(a’y7 by) + d(ayv by)

= d(ay, by)
lo cual es imposible.
P.2.29 | Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Se dice que

[}

A es fronterizo cuando A C Fr(A) y que A es raro cuando A = &.
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(a) ¢Es cierto que A es fronterizo si, y solo si, ;1 =7

(b) (Escierto que A es fronterizo si, y s6lo si, el complementario de A es
denso en X?

(c) Encuentre en (IR, d,,) dos ejemplos de conjuntos fronterizos.

(d) Encuentre en (R, d,,) dos ejemplos de conjuntos raros.

(e) (Todo conjunto raro es fronterizo?

(f) (Todo conjunto fronterizo es raro?

(g) (A abierto implica que Fr(A) es raro?

(h) (Todo conjunto cerrado y raro es la frontera de un conjunto abierto?
Indicaciodn: (a) si. (b) si. (e) si. (g) si. (h) si.
P.2.30 | Sea (X, d) un espacio métrico:

(1) Demuestre que D C X es denso en X si, y sélo si, X — D tiene
interior vacio.
(2) Demuestre que un subconjunto A C R con la topologia usual es denso

en R si, y sdlo si, todo punto de R es limite de una sucesién de puntos
de A.

(3) Sealasucesion (1/n)>° ; en R. Pruebe que R — {(1/n)>% } es denso
en R y que la sucesion no es densa en R.

Sean (X, d) e (Y, d’) dos espacios métricos y considere el espacio X X
y dotado de la distancia d((x,y), (2/,vy')) = méx{d(z,2’),d (y,y’)}. Si
()21 Y (yn)o2; son dos sucesiones en X e Y respectivamente, de-
muestre que la condicién necesaria y suficiente para que la sucesion ()02
converjaax € X ylasucesion (y,)5° ; converjaay € Y es que la sucesién

(2n)22 1 = (2, yn)22;en X x Y, converjaaz = (z,y) € X x Y.

P.2.32 | Considere los siguientes subconjuntos de R y calcule su interior, exterior,
frontera y adherencia primero considerando la distancia discreta y después
la distancia usual.

(0,1), [0,1], {(_;)n:neN}, Q
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