Capitulo 3

Ejercicios y Problemas

Si A es un subespacio de un espacio métrico (X, d), demuestre que la
funcion inclusion j : (A,da) — (X, d) (j(z) = z) es continua.

Indicacion: Utilice la definicion de abiertos en subespacios.

Resolucion: Si B es abierto en X, entonces, j~'(B) = AN B que es
abierto en A.

Sea f : (X,d) — (Y, d’) una aplicacién.

(a) Demuestre que f es continua en un punto a € X si, y s6lo si, para
todo entorno U de f(a) se cumple que a € [f~(U)]°

(b) Demuestre que f es continua en X si, y sélo si, para todo conjunto
B C Y se cumple

F7B) € B

Indicacién: (a) En la implicacién directa puede utilizar que si U es entorno
de f(a), U contiene una bola centrada en f(a) y a partir de aqui “jugar”
con la continuidad. En el reciproco puede tomar U una bola.

Resolucidn: (a) Supongamos que f es continua ena € X y, sea U un
entorno de f(a) en Y, hay una bola By (f(a),e) C U; como f es con-
tinua en a, existe 6 > 0 tal que f(Bx(a,d)) C By(f(a),e), y por tanto
Bx(a,8) C f~Y(By(f(a),e) C f~1(U), luego a € [f~*(U)]°. Reciproca-
mente, si tomamos U = By (f(a),e), como a € [f~1(U)]°, existe § > 0 tal
que f(Bx(a,0)) C U.

(o)

(b) Si f es continua, f~!(B) es abierto en X y ademas esta incluido en
[f~1(B)]° ya que este conjunto es el mayor abierto que contiene a f~*(B).
Reciprocamente, si B es abierto en Y, entonces B = 103 luego se tiene
f—l(é) = f~4(B) c [f~1(B)]°, de donde se deduce que f~!(B) es abier-
to.

Sea (X, d) un espacio métrico y zp € X un punto. Demuestre que la
aplicacién f : (X,d) — (R,| |) definida como f(x) = d(z,x¢), es
continua.

Indicacion: Puede utilizar la Proposicion(1.1.4
Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un subconjunto no vacio determi-

nado. Demuestre que g : (X,d) — (R, | |) definida como g(x) = d(x, A),
es continua.
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Indicacion: Puede utilizar la Proposicion b).

Sea (X, d) un espacio métricoy fi,..., fn : X — R, una coleccién de
n funciones continuas (considerando R con la distancia usual). Entonces la
funcion f : X — R"™ (R™ también con la distancia usual) definida como

f(x) = (fi(x),..., fn(x)) es continua.

Sea la aplicacion f : (R, d,) — (R, d,,) definida por

1

f@) =1

(Es abierta? ;Es cerrada? Justifiquelo.

Estudie la continuidad de la funcién “valor absoluto” | | : R — R (dis-
tancia usual). ; Es homeomorfismo?

Encuentre un homeomorfismo entre el intervalo (a, b) de R y el propio R,
con las topologias usuales. Idem para los intervalos [a, b] y [0, 1]

Indicacion: Puede intentar definir una aplicacion que sea homeomorfis-
mo entre (0,1) y (a,b) y después componer con la aplicacion del Ejemplo

Ej-3.15]

Resolucion: Es facil ver que la aplicacion f : (0,1) — (a,b) definida
como f(t) = (1 — t)a + tb es un homeomorfismo (también es valida en
el caso de que los intervalos sean cerrados). CoOmo la composicién de
homeomorfismos es homeomorfismo, basta componer la aplicacion que
acabamos de definir tomando (a,b) = (-1, 1), con la aplicacion definida en

el Ejemplo[E].3.15]

Sea (a,b) € X x Y. Demuestre que la “rebanada horizontal” X x b es
homeomorfa a X, y que la “rebanada vertical” a x Y es homeomorfa a Y
con la topologia usual definida para el producto de espacios (vea el Ejemplo

[Ej.L9).

P.3.10| Sean (X, d) e (Y,d’) dos espacios métricos y f : X — Y una apli-
cacion. Demuestre:

(a) f escerradasi,y sélosi, f(A) C f(A) paratodo A C X.
(b) f es abierta si, y s6lo si, f(;l) C [f(A)]° paratodo A C X.

Indicacién: (a) En la implicacién directa puede utilizar que, si f es cerrada,

f(A) es cerrado. Para el reciproco, tenga en cuenta que si un conjunto es
cerrado, coincide con su adherencia.

Resolucion: (a) Si f es cerrada, entonces f(A) es cerrado 'y como A C A,

se cumple f(A) c f(A). Reciprocamente, si A es cerrado, A = A, luego
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f(A) = f(A), pero f(A) C f(A) = f(A), de donde concluimos que f(A)
es cerrado por contener a su adherencia.

P.3.11 | Pruebe que las siguientes son propiedades topoldgicas: (i) punto de acu-
mulacidn; (ii) interior; (iii) frontera; (iv) desidad y (v) entorno.

Resolucién: Suponga que tiene un homeomorfismo y utilice las defini-
ciones en cada caso, combinandolas con la definicién de aplicacion con-
tinua y el hecho de que dispone de tal homeomorfismo.

Resolucion: (i) Si f : X — Y es un homeomorfismo entre dos espacios
métricos y M C X, veamos que si z € M’, entonces f(x) € [f(M)]'. En
efecto, f es continua, luego dado ¢ > 0, existe 6 > 0tal que siy € Bx(z, ),
entonces f(x) € By (f(x),¢). Por otra parte, si x € M’, paracada § > 0 se
tiene que [Bx (z,d) —{z}|N M # @, luego existe y € [Bx (z,d) —{z}|N M,
x # y; como f es biyectiva, f(z) # f(y) y por tanto como se cumple
que f(y) € [By(f(z),e) — {f(x)}] N f(M) (para todo ¢ > 0), entonces
fl@) € [fD)).

(i) Se trata de aplicar el apartado (b) del Problema[P.3.10]

(iii) , (iv) y (v) se obtienen de forma similar a (i).

P.3.12| Sean (X,d), (Y,d') y (Z,d") tres espacios métricos y dos funciones
continuas f : X — Yyg:Y — Z. Sigof: X — Zesun
homeomorfismo, demuestre:

(a) Si g es inyectiva, entonces f y g son homeomorfismos.
(b) Si f es sobreyectiva, entonces f y g son homeomorfismos.

Resolucidn: Utilice propiedades elementales de la composicion de aplica-
ciones respecto de la inyectividad o sobreyectividad y vea que f y g son
abiertas.

Resolucidn: (a) g o f es homeomorfismo, luego es biyectiva y por tan-
to g es sobreyectiva que, al ser inyectiva por hipotesis, es biyectiva; y f
es inyectiva. Por otra parte podemos poner f = g~ o g o f, es decir co-
mo composicion de dos aplicaciones biyectivas, g=' y g o f, luego f es
biyectiva. Para ver que f y g son homeomorfismos, sélo resta probar que
sus inversas respectivas son continuas o lo que es equivalente, que f y
g son abiertas. ¢ lo es puesto que si B C Y es abierto, entonces por la
continuidad de f, tenemos que f~*(B) es abierto y como g o f es homeo-
morfismo, g(B) = (g o f)f~(B) es abierto. De forma parecida se puede
ver que f es abierta. El apartado (b) se puede realizar de forma similar.

P.3.13 | Se dice que una aplicacion f : (X,d) — (Y, d’) es de Lipschitz si existe
un numero real £ > 0 tal quep, para todo x,y € X,

d'(f(x), f(y)) < kd(z,y).
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Demuestre que una aplicacién de Lipschitz es uniformemente continua.

P.3.14| Sea f : (X,d) — (Y, d’) continua y sobreyectiva. Demuestre que si
D C X es un conjunto denso, entonces f (D) también es denso en Y.

P.3.15| Sea f : (X,d) — (Y,d') y a C X. Demuestre que si f es continua en
Ay constante en A, entonces es constante en A.

Indicacion: Puede utilizar las caracterizaciones de la adherencia y la con-
tinuidad por sucesiones.

Resolucion: Como f es constante en A, sera f(x) = ag, para todo z € A.
Por otra parte, si a € A existe una sucesion (a,),, C A cuyo limite es a, de
modo que, como f es continua f(a,) converge a f(a); pero la sucesion de
las imagenes es constante f(a,) = ao para todo n € N, lo que implica que

f(a) = ap.

P.3.16 | Demuestre que la aplicacién f : (0,1) — R, f(x) = 1/x, es continua
en (0, 1] con la distancia usual relativa, pero no es uniformemente continua.

P.3.17 | Sea (X, d) un espacio métrico y (R, d,,).
(a) Sia € X, demuestre que la aplicacién f : X — R, f(x) = d(a, )
es uniformemente continua.
(b) Si A C X, demuestre que la aplicacién g : X — R, g(x) = d(A, z)

es uniformemente continua.

Indicacion: Puede utilizar las Proposiciones y b) respectiva-
mente.

P.3.18 | Sean (X, d) e (Y,d') dos espacios métricos y f,g : X — Y una apli-
cacion continua. Demuestre:
(a) El conjunto {z € X : f(x) = g(z)} es cerrado en X.
(b) Elconjunto {x € X : f(z) = a}, cona €Y fijo, es cerrado en X.
(c) Si{z € X : f(z) = g(x)} es denso en X, entonces f = g.
P.3.19| Sean (Y1, p1),..., (Yo, pn) y (X, d) espacios métricos y una aplicacion

f: X — Y] x - xY,. Demuestre que f es continua en a¢ € X si, y s6lo
si, f=m0f: X — Y;escontinuaena € X paracadai=1,...,n.

P.3.20| Sea f : (X,d) — (R,d,). Demuestre que f es continua si, y solo si,
para cada a € R, son abiertos los conjuntos

As={ze X : f(x)<a} y Ba={r e X: f(z)>a}.
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P.3.21 | Seala funcién f : R — R definida como

(@) = {:p2si <2

2 81 x> 2

’

Si d,, es la distancia usual, dp es la distancia discreta y p(x,y) = 2|z —y
estudie la continuidad de la funcién en los siguientes casos

(R, dy) — (R, dy), f:(R,dy) — (R,dp),

[ (Rv dD) - (R,p), [ (R,p) — (R7du)'

P.3.22 | Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X cerrados (o abiertos) tales
que X = AUB.Sean f: A — Y yg: B — Y continuas. Demuestre

que si f(z) = g(x) paracadax € AN B, entonces es continua la aplicacion
h: X — Y definida como

h(z) =

{f(x) si xe A
g(z) si x € B

Estudie la continuidad de las siguientes funciones de R en R con la topologia

usual:

, gz

Fz) = )_{x—2sifc<0 ’

T+2 st x>0

x siz<0
x/2 si x>0

h(z) = T —2 s?a:<0
r+2 st x>0
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