Capitulo 5

Ejercicios y Problemas

Demuestre que, si ()22, e (y5)52; son dos sucesiones de Cauchy en
R (topologia usual), entonces las sucesiones (z, + yn)o>; ¥ (Zn¥n)or,
también son de Cauchy.

Indicacion: En el caso de la suma puede utilizar la desigualdad triangular
y que ambas sucesiones son de Cauchy; en el del producto, ademas, que
toda sucesion de Cauchy es acotada.

Resolucion: La suma: como (z,,)22; e (y,)3>, son de Cauchy, dado e > 0
existe n tal que si n,m > ng, entonces |z, — x,| < /2 Y |ym — yn| < &/2.
Entonces se cumple

|($m+ym)_(xn+yn)‘ < ‘xm_$n|+‘ym_yn‘ <5/2+5/2:55

por tanto (z, + y,)» €s de Cauchy.

El producto: Como (z,)%2; ¥ (y.)5, son de Cauchy, también son aco-
tadas, lo que significa que, paratodon € N, |z,| < M y |y,| < N para cier-
tas constantes positivas M y N. Por otra parte, al ser ambas de Cauchy,
dado ¢ > 0 existe ng tal que si n,m > ng, entonces |z,, — z,| < /Ny
|Ym — yn| < €/M; de modo que

‘xmym*l'nyﬂ = |xmym*xmyn+$myn*$nyn| = |xm(ym7yn)+yn(xm*mn)|
<@ Ym = Yu)| + |Yn(@m — T0)| = [Tml|ym — Yn| + [YnllTm — 24
< M(e/M)+ N(e/N) =¢;
de donde se deduce que el producto es de Cauchy.
Sea (X, d) un espacio métrico y (z,,)22; C X una sucesion de Cauchy
que posee un punto de acumulacion x; entonces la sucesion converge a .
Indicacion: Puede usar la Proposicion [5.1.5

Resolucion: Si (z,)3°, tiene un punto de acumulacién z, entonces en
(z,)22, hay una sucesion, es decir, una subsucesion convergente a z, y
segun la Proposicién([5.1.5} (z,)52, converge a x.

Sean d y d’ dos distancias definidas sobre un mismo conjunto X. De-
muestre que si d y d’ son equivalentes, entonces toda sucesion de Cauchy
en (X, d) es también de Cauchy en (X, d’) y viceversa.

Indicacion: Puede usar la Proposicion|1.4.2

Resolucion: Si (z,,)2, es de Cauchy en (X,d), entonces, dado ¢ > 0,
existe ng tal que si n > ng, entonces d(x,,zn,+1) < €, €s decit, z,, €
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Bi(xp,+1,¢). Veamos que es de Cauchy en (X, d’), sear > 0, al ser ambas
distancias equivalentes, existe ¢ > 0 tal que By(zpny+1,¢) C Ba (Tng+1,7).
Sélo hay que combinar esto con que (z,,)5°, es de Cauchy en (X, d) tal y
como lo hemos puesto antes.

Demuestre que, en R con la distancia usual, una sucesion es de Cauchy si,
y s6lo si, es convergente.

Indicacion: En la implicacién directa, puede usar el Problema [P.4.24]y la
Proposicién[5.1.5

Demuestre que toda sucesién de Cauchy en un espacio métrico es total-
mente acotada.

Sea ¢ > 0, entonces existe ng tal que si n > ny se tiene que =, €
B(zpy+1,€), portanto (x,)52; C B(z1,e) U+ U B(Zp,,€) U B(Zngt1,€)-

El teorema de encaje de Cantor necesita de todas las hipétesis:

(a) El espacio métrico ha de ser completo. El espacio (0,1) con la dis-
tancia inducida por la usual de R no es un espacio completo y ademds
{(0,1/n]}5° 5 es una familia de cerrados que verifican las hipétesis
del teorema cuya interseccion es vacia.

(b) Los conjuntos han de ser cerrados. Demuestre que {(0, 1)}°2 , es una
familia de conjuntos “no cerrados” en R (que es completo) que verifica
el resto de las hipdtesis del teorema y, sin embargo, su interseccién es
vacia.

(c) La sucesion de los didmetros ha de ser convergente a 0. {[n,c0)}>2

es una familia decreciente de conjuntos cerrados en R cuya sucesion
de didmetros no converge a 0 y tiene interseccidn vacia.

(Teorema del punto fijo de Banach) Si (X, d) es un espacio métrico, una
aplicacion f : X — X se dice que es una contraccion si existe un nimero
a < 1tal que

d(f(x), f(y)) < ad(z,y),

para todos =,y € X. Demuestre que si f es una contraccioén de un espacio
métrico completo, entonces existe un tnico punto x € X tal que f(z) = .

Consideremos un punto cualquiera 2o € X y llamemos x; = f(xq), z2 =

f(x1) = f(f(x0)) = f(x0), asi sucesivamente z,, = f(z,_1) = f"(20),
etc. hemos construido una sucesion (z,,)32, en X

(x,,)22, es de Cauchy. En efecto, sim > n
d(f™ " (o), f*(20)) < ad(f™ " (xo), f"7H(20))

< a%d(f" 2 (wo), 17 (wo)) < - < @Md(f™ (w0), o)) (%)
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si aplicamos la desigualdad triangular

(x) < a™[d(f"(xo), [~ (w0)) + -+ + d(f(20), 20)]

Por otra parte, observemos que, para cada k € N
d(f" (o), fF (o) < oFd(f (o), x0);

de modo que haciendo esto en la desigualdad anterior tenemos

d(f™ " (wo), f™ (o))
< o™ d(f(w0), o) + " 2d(f (w0), x0) + - -+ + d(f (20), T0)]
= a™d(f(x0),x0)(@" " + -+ a+1) < a™d(f(x0),x0)(1/(1 — @),
puesto que se trata de una progresién geométrica de razén menor que 1.

En definitiva d(m4n, zn) < @™ /(1 — a)d(x1,z9). De donde se deduce que
la sucesion (x,)%2 ; es una sucesion de Cauchy y por tanto convergente a
un punto z € X. Veamos, para finalizar que f(z) = . Como f es continua
por se de Lipschitz, tenemos que f(z,) — f(x), es decir z,+1 € f(z),
luego f(z) = =.

Sea (x,,)5% ; una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d) y sea
(yn)$2; una sucesion tal que d(zp,y,) < 1/n para todo n € N. De-
muestre:

(@) (yn)52 es también una sucesién de Cauchy.
(b) (yn)pZ, converge aun punto y € X si, y sélo si, (z,);2; converge al
punto y.

@) d(Ym, Yn) < dYm, Tm) + d(Tom, ) + d(z,,y,) y SOlO queda aplica que
(2,,)22, es de Cauchy y que d(zn,yn) < 1/n. Para (b), =" d(z,,y) <
d(x, yn) + d(yn,y) y se aplican las hipétesis.

Sean (X, d) e (Y, d’) dos espacios métricos; considere el espacio X x Y
con cualquiera de las distancias del Ejemplo (dso sin ir mas lejos).
Demuestre:

(a) Una sucesion (zp,y,)52 es de Cauchy en X x Y si, y sélo si, las
sucesiones ()52 y (yn)o2; son de Cauchy en X e Y respectiva-
mente.

(b) X eY son completos si, y s6lo si, X X Y es completo.
P.5.10 | Sea (X, d) un espacio métrico en el que toda bola cerrada es compacta.

Demuestre que X es completo y que los subconjuntos compactos de X son
los cerrados y acotados.
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Sea (x,)%2; una sucesién de Cauchy en X, entonces dado ¢ > 0 existe ng
tal que n > no, entonces x,, € B(x,,+1,¢) Y esta bola es compacta, luego
completa, lo que significa que la sucesion converge y, por tanto, que X es
completo.

Si A c X es cerrado y acotado, estd contenido en una bola cerrada que
es compacta. Como A es cerrado contenido en un compacto, también es
compacto.
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