Topologia de Espacios Métricos

Control n° 2
Justifique adecuadamente cada respuesta.

(30 puntos)

(a) Demuestre que una aplicacién entre dos espacios métricos es continua si, y sélo si, la imagen

de cada sucesién (z,,)22; convergente es una sucesién convergente cuyo limite es la imagen
. oo

del limite de (xy,)52 ;.

(b) Demuestre que en un espacio métrico, el conjunto formado por una sucesién convergente y
su limite, es un conjunto compacto.

(c) Sea f:(X,d) — (Y,d) una aplicacién entre espacios métricos. Demuestre que, si f|x es
continua en cada subconjunto K C X compacto (con la distancia inducida), entonces f es
continua en X.

(20 puntos) Demuestre que una aplicaciéon f : (X,d) — (Y,d') entre espacios métricos es
continua si, y sélo si, para todo subconjunto A C X, se cumple f(A4) C f(A).

(15 puntos) Estudie si son, o no compactos en R con la distancia usual, los dos conjuntos
siguientes.

n n—

(35 puntos) Escriba la definicién de conjunto totalmente acotado en un espacio métrico y de-
muestre:

(a) Un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) es totalmente acotado si, y sélo si, para
cada € > 0, existe una cantidad finita de puntos {z1,...,2,} C A, tales que, para todo
x € A, d(x,x;) < g, para algin z; € {z1,...,z,}.

(b) (Es cierto que ser acotado es equivalente a ser totalmente acotado?
(¢) Demuestre que si un conjunto es compacto, también es totalmente acotado.

(d) ¢La imagen por una aplicacién continua, de un conjunto totalmente acotado es un conjunto
totalmente acotado?
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