Topologia de Espacios Métricos

Control n° 2
Justifique adecuadamente cada respuesta.

(30 puntos)

(a) Demuestre que una aplicacién entre dos espacios métricos es continua si, y sélo si, la imagen

de cada sucesién (z,,)22, convergente es una sucesién convergente cuyo limite es la imagen
.o o0

del limite de (x5,)5% ;.
Solucion: Véase el Teorema 3.1.3 del material de clase.

(b) Demuestre que en un espacio métrico, el conjunto formado por una sucesién convergente y
su limite, es un conjunto compacto.
Solucidn: Se trata del ejercicio propuesto en el material de clase con el nimero 4.13, donde
estd resuelto.

(c) Sea f:(X,d) — (Y,d) una aplicacién entre espacios métricos. Demuestre que, si f|x es
continua en cada subconjunto K C X compacto (con la distancia inducida), entonces f es
continua en X.

Solucién: Aplicamos los apartados anteriores. Sea (z,,)2° ; una sucesién en X cuyo limite es
x € X; como el conjunto formado por dicha sucesion y su limite es compacto, por hipdtesis, f
es continua en tal conjunto y, por tanto, (f(zy)), converge a f(x).

(20 puntos) Demuestre que una aplicacién f : (X,d) — (Y,d’) entre espacios métricos es
continua si, y sélo si, para todo subconjunto A C X, se cumple f(A4) C f(A).

Solucién: Supongamos que f es continua y sea y € f(A), entonces y = f(x) para algiin = € A4;
por otra parte, como x € A, existe una sucesién (x,)°, € A tal que x,, — x; como f es continua
f(xn) — f(x), y (f(2,))n es una sucesién en f(A) que converge a f(x) =y, de donde y € f(A).

Reciprocamente si f(A) C f(A), sea F C Y un cerrado y veamos que A = f~1(F) es cerrado
(A= A). Tenemos

(A)=f(fHF) Cf(fHF)=F=F

S~

Por tanto
AcC Y (fA) = (F)=A4

y como A C A, concluimos que A = Ay que f es continua.

(15 puntos) Estudie si son, o no compactos en R con la distancia usual, los dos conjuntos
siguientes.

n

ny L _ [ 23 _
A—{(—l) —I—n.neN} y B—{1,1,2,... ,ooo:neN {1}}

n—1
Solucién: Algunos elementos de conjunto Ason 0,3/2, —2/3,5/4,—4/5,... (paran =1,2,3,4,5,...
respectivamente. No es compacto por no ser cerrado, pues la sucesién de los términos pares es
((2n+1)/(2n))52, que converge a 1 pues |(2n+1)/(2n) — 1| =1/(2n) y 1 ¢ A.

El conjunto B es precisamente la sucesién (n/(n+1))52,, que converge a 1, unién con {1}. Es decir
es una sucesién junto con su limite, luego segin el apartado (b) del problema n°1 de este control, B
es compacto.

(35 puntos) Escriba la definicién de conjunto totalmente acotado en un espacio métrico (vea el
capitulo 4 del material de clase) y demuestre:
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(a) Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado si, y sélo si, para
cada € > 0, existe una cantidad finita de puntos {z1,...,z,} C A, tales que, para todo
x €A, dz,x;) < e, para algin z; € {x1,...,2,}.
Solucién: Si suponemos que A es totalmente acotado, dado € > 0, hay una cantidad finita de
puntos {z1,...,z,} C A, tales que A C B(z1,e) U---U B(zy,¢) lo que significa que cada
x € A esta en una de estas bolas z € B(x;,¢) y por tanto d(x;,z) < . Para el reciproco, sélo
hay que invertir el razonamiento.

(b) (Es cierto que ser acotado es equivalente a ser totalmente acotado?
Solucién: Vea la Proposicién 4.5.5 y Ejemplo Ej.4.15.

(¢) Demuestre que si un conjunto es compacto, también es totalmente acotado.
Solucién: Si A es una conjunto compacto, dado r > 0, la familia de bolas {B(z,7)}{zca}
es un recubrimiento abierto de A. Por tanto se puede extraer un subrecubrimiento finito
B(z1,7)...,B(xy,,r). Como esto es para todo > 0, A es totalmente acotado.

(d) ¢{La imagen por una aplicacién continua, de un conjunto totalmente acotado es un conjunto
totalmente acotado?
Solucién: No. La aplicacién f : (0,+00) — R, ambos espacios con la topologia usual,
definida como f(z) = 1/x es continua. El conjunto (0, 1) es totalmente acotado y su imagen
f(0,1) = (1,400) no es un conjunto acotado y, por tanto no estotalmente acotado.
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