Topologia de Espacios Métricos

Examen final
Justifique adecuadamente cada respuesta.

(80 puntos) Considere un espacio métrico (X, d) y sea la aplicacién p : X x X — R, definida
como p(z, y) = min{2, d(z, y)}.
(a) Demuestre que p es una distancia.
(b) Encuentre las bolas de centro € X y radio r > 0.

(c) Demuestre que una sucesién (x,,)22; C X es de Cauchy en (X, d) si, y sélo si, es de Cauchy
en (X, p).

(d) Demuestre que (X, d) es completo si, y sélo si, (X, p) es completo.

Resolucién: (a) Tengamos en cuenta que d es distancia. Entonces
>

= p(x,y) > 0 por ser el minimo de dos cantidades no negativas.

= p(z,y) =0si, y sélo si 0 = min{2,d(x,y)} = d(z,y) si, y sélo si (d es distancia), z = y.
= p(z,y) = min{2,d(z,y)} = (d es distancia) = min{2,d(y,z)} = p(y, z).

= p(z,y) =min{2,d(z,y)} <min{2,d(z,z) +d(z,y)} <

min{2,d(z, z)} + min{2,d(z,y)} = p(z, 2) + p(z,y)

(b) By(z,r) = {y € X : min{2,d(x,y)} < r. Como se trata del minimo entre 2 y d(z,y), si r > 2
el minimo de ambas cantidades siempre es menor o igual que 2, lo que significa que, en este caso
la bola coincide con todo el espacio B,(x,r) = X. Si suponemos que r < 2, entonces ha de ser
min{2,d(zy)} < r < 2, es decir ha de ocurrir que min{2, d(z,y)} = d(x,y) < ry, por tanto la bola
coincide con la bola para la distancia d: B,(z,r) = Bg(x, ).

(c) “=" Si (x,)52 es de Cauchy en (X, d), entonces, dado £ > 0, existe ng tal que, si m,n > ng,
entonces d(x,,, z,) < €; observemos que siempre podemos tomar € < 2, pues si fuera mayor, como
esto se cumple para todo ¢, tomando uno mds pequefio también se verifica para el mas grande.
Entonces resulta evidente que si n,m > ng, se cumple que p(Xy,, z,) = min{2,d(xm, x,)} < ey
(2r)52, es de Cauchy en (X, p). El reciproco se obtiene invirtiendo el razonamiento.

(d) "=" Si (X,d) es completo, toda sucesién de Cauchy es convergente. Para ver que (X, p) es
completo, si (z,,)22, es de Cauchy para p, por el apartado (c) anterior, también es de Cauchy
para d, luego para esta distancia es convergente a un punto x € X. Por tanto dado ¢ > 0 (y
menor que 2), existe ng tal que n > ng implica que d(x,,z) < &; por tanto también sucede que
p(xy, x) = min{2,d(zy,, z)} < min{2,e} = ¢, lo que significa que (x,,)5; converge a z en (X, p) y
este espacio también es completo. El reciproco consiste en invertir adecuadamente el razonamiento.

(10 puntos) Sea (X, d) un espacio métrico, A C X abierto y B C X un subconjunto cualquiera.
Demuestre que ANB C AN B; proporcione un ejemplo que ponga de manifiesto que la inclusion
puede ser estricta.

Resolucién: Sea x € AN By veamos que x € AN B. Como = € A abierto, entonces, para todo
r >0 B(z,r)NA # &; ademas esta interseccién es un abierto (por ser interseccién de dos abiertos),
que contiene a x y como = € B, tenemos que (B(x,7) N A) N B # @ y aplicando la asociatividad
de la interseccién B(z,r) N (AN B) # &; recordemos que esto es para todo r > 0, lo que significa
quer € AN B.

La inclusién puede ser estricta, basta tomar A = (0,1), B = (0,2], entonces B = [0,2] y AN B =
(0,1), AnB=(0,1)y AnB =10,1].
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(10 puntos) En R con la distancia usual, estudie la adherencia, el interior, la frontera y los puntos

de acumulacién del conjunto
_1)"
A:{1+():neN}.
n

. Es compacto?

Resolucidn: Escribamos algunos de los elementos de conjunto, que no es otra cosa que una sucesion.
Si a cada elemento le llamamos a,, tenemos a1 =0, aa =1+1/2=3/2, a3 =1-1/2 =1/2,
as=1+1/4=5/4,a5=1-1/5=4/5,a6 =1+1/6 =7/6, etc.

Observemos que la sucesién de los términos impares (n impar) es (1 —1/n), y la de los pares (n
par) (1+1/n),, parece claro que ambas convergen a 1y que también lo hard la sucesién completa;
en efecto, [1 — (14 (-1)"/n)|=|1—-1—(-1)"/n)| =|—(=1)"/n)| = 1/n sucesién que converge
a cero y por tanto nuestra sucesién converge a 1, pero 1 ¢ A. Entonces 1 € A y no hay mas puntos
adherentes ya que cualquier punto adherente deberia ser limite de una subsucesién de A y como A
es una sucesién convergente, todas las subsucesiones tienen el mismo limite; por tanto A = {1} U A.
Esto implica que el tnico punto de acumulacién también es 1.

e}

Respecto al interior, A = & pues se trata de un conjunto de nimeros racionales y toda bola centrada
en uno de ellos contiene irracionales.
Por dltimo no es compacto pues no es cerrado.

(25 puntos)
a) Demuestre que, en un espacio métrico (X, d), un subconjunto F' C X es denso si, y solo si,
para todo abierto A C X se cumple que AN F # &.

b) Sea f : R — R una aplicacién continua (topologia usual) tal que f(xz) = 0 para cada
x € Q. Demuestre que f(x) = 0 para todo = € R.

c¢) Estudie si Q es denso en R con la distancia discreta. {Cémo son los conjuntos densos en R
con la topologia discreta?.
Resolucién: (a) Se trata de la Proposicién 2.6.10 del material de clase.

(b) f es continua en un punto z si, y solo, para cada sucesién (x,,)0° ; convergente a = se cumple
que f(z,) — f(x). Cémo Q = R, cada ndmero real = es limite de una sucesién de racionales
(gn)224, por tanto, seguin la afirmacién anterior f(g,) — f(z), pero f(g,) = 0 por hipétesis, de
modo que se trata de la sucesidn constante con todos sus términos nulos, luego su limite es 0, es
decir f(x) =0.

(c) Q no es denso en R para la distancia discreta ya que no verifica el apartado (a) anterior. En
efecto, los conjuntos unipuntuales son abiertos y si z es irracional, {} no contiene racionales. Segtn
esto el Unico conjunto denso es el espacio total.

(25 puntos)

a) Demuestre que en un espacio métrico un subconjunto compacto es cerrado.
b) Muestre con un ejemplo que el reciproco no es cierto, en general.
¢) ¢Conoce alguna condicién que se le pueda imponer a un espacio métrico para que un
subconjunto cerrado sea compacto?
Resolucidn: (a) Se trata de la Proposicién 4.2.5 del material de clase.
(b) El intervalo [0, 00) es cerrado y no es compacto ya que no es acotado.

(c) Que el espacio sea compacto. Para demostrarlo vea la Proposicién 4.2.4 del material de clase.
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