Capitulo 2

Campos de vectores y campos de tensores

CONTENIDOS. Campos de vectores diferenciables. Expresion en coordenadas y cri-
terios de diferenciabilidad. El corchete de Lie de dos campos. Campos de vectores a
lo largo de una aplicacién. Campos tangentes sobre una subvariedad. Curva integral de
un campo de vectores. Existencia y unicidad de curvas integrales. Curva integral ma-
ximal. Campos de vectores completos. El flujo de un campo. Grupos uniparamétricos
de transformaciones. El corchete de Lie y su interpretacion geométrica. Uno-formas di-
ferenciables. Expresion en coordenadas y criterios de diferenciabilidad. La diferencial
de una funcién diferenciable. Definicién de tensor sobre un espacio vectorial. Campo
de tensores sobre una variedad. Expresion en coordenadas y criterios de diferenciabili-
dad. Componentes tensoriales. El producto tensorial. Algebra de tensores. Contraccién
tensorial. El pullback y el pushforward de un tensor. Propiedades.

2.1. Campos de vectores: definiciones y resultados basicos

En el capitulo anterior hemos introducido el concepto de vector tangente a una variedad M en un punto
P, esto es, un elemento X, de 7,M. Ahora vamos a extender este concepto.

Definicion 2.1 (Campo de vectores)
Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que asigna a cada punto p
de M un vector tangente X, € T,M.

Teniendo en cuenta que el conjunto de todos los vectores tangentes a M, el fibrado tangente TM,
puede dotarse de estructura de variedad diferenciable, un campo de vectores X puede interpretarse como una
aplicacién de M en su fibrado tangente tal que si 7 es la proyeccién natural del fibrado en la variedad, se tiene
que mwoX es la identidad sobre M; esto es, X es una seccién de 7.

M X ™

Dado que estamos interesados en extender el clculo a variedades, parece razonable exigir que nuestros
campos de vectores sean diferenciables.
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Definicion 2.2 (Campo de vectores diferenciable)
Un campo de vectores X se dira diferenciable si como aplicacién X : M — TM entre la variedad y su fibrado
es diferenciable. El conjunto de todos los campos de vectores diferenciables sobre M se denotara por X(M).

({Coémo se “lee” la diferenciabilidad de un campo de vectores en un sistema de coordenadas?

Sea (U, x) una carta local, con x = (x1,...,x,). Entonces el campo X restringido al entorno coordenado

U se puede expresar como sigue:
n
X, =Yalp) 2| .
i=1 tip

para ciertas funciones a; definidas en U. Entonces puede probarse ficilmente que un campo de vectores X es
diferenciable si en cada sistema de coordenadas se cumple que las funciones a; son diferenciables.

Sea X un campo de vectores sobre M. Para cada punto p de M, X (p) = X,, es un vector tangente a M
en py, por consiguiente, es una derivacién local (en el conjunto de las funciones diferenciables en un entorno
de p) de manera que los campos de vectores se pueden considerar aplicaciones

X:6"(M)—E(M)
dadas por
X(f): M— R
p— X(N)p):=X(f)-
Esta interpretacién permite caracterizar a los campos de vectores diferenciables como aquellos que transfor-
man funciones diferenciables en funciones diferenciables. Es decir,

Proposicion 2.3
Un campo de vectores X es diferenciable si, y solo si, X(f) es una funcion diferenciable para toda funcion
diferenciable f.

En el conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M podemos definir dos operaciones
naturales, la suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Suma: SiX,Y € X(M) entonces X +VY : (M) — ¢ (M) esta definida por
X+Y)(f):M =R, (X+Y)(/)(p) =X,(f) +Y,(f)-
Producto: SiX € X(M)y f € (M) entonces fX : €°(M) — €>=(M) esta definida por
(fX)(g): M =R, (fX)(g)(p) = f(P)Xp(8)-

Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X(M) admite estructura de mddulo sobre el anillo
¢ (M) de las funciones diferenciables.

Hemos definido un vector tangente a M en un punto p como el vector tangente a una curva que pasa
por p y hemos visto que puede interpretarse como una derivacién sobre " (p). Veamos a continuacion que
es posible caracterizar un campo de vectores de una manera similar.

Definicion 2.4 (Derivacion)

Una derivacion sobre € (M) es una funcién 2 : € (M) — €~ (M) satisfaciendo las siguientes condiciones:
(1) R-linealidad: Z(af +bg) =a2(f)+bZ(g), paraa,b c Ry f,g € €= (M).

(2) Regla de Leibnitz: 2(fg) = 2(f)g+f%(g).

Como una consecuencia de esta definicion, todo campo de vectores diferenciable X es una derivacién
sobre (M), considerando X como una aplicacién f — X (f). El siguiente resultado nos proporciona el
reciproco.

Proposicion 2.5
Si 9 es una derivacion sobre ¢ (M) entonces existe un tinico campo de vectores diferenciable X € X(M)
tal que Z(f) = X (f) para toda funcion diferenciable f.
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2.2. El corchete de Lie

Otra consecuencia interesante de la interpretacion discutida en la seccidn anterior es que nos permite
considerar las derivaciones iteradas. Si X e Y son dos campos de vectores diferenciables y f es una funcién
diferenciable, entonces X (Y (f)) e Y(X(f)) son funciones diferenciables. Sin embargo, este tipo de opera-
ciones no conduce en general a nuevos campos de vectores diferenciables, ya que envuelven derivadas de
orden superior a la primera. No obstante, la diferencia de ambas iteraciones si produce a un nuevo campo de
vectores.

Proposicion 2.6
Sean X eY dos campos de vectores diferenciables sobre M. Entonces existe un tinico campo Z € X(M) tal
que

Z(f) =Xx(¥(f) =Y (X))

para toda funcion f € €=(M). El campo Z se denomina el corchete de Lie de X e Y y se denota por [X,Y].

Esta forma de construir nuevos campos a partir de otros ya existentes nos permite definir la operacion

corchete: []: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) - [X.Y]

que a cada par de campos le asocia su corchete de Lie, la cual posee las siguientes propiedades.

Proposicion 2.7

Sean X,Y,Z € X(M) campos de vectores diferenciables sobre M, a,b € R y f,g € €~ (M) funciones dife-
renciables. Entonces:

(1) [X,Y] = —[Y,X] (antisimetria).

(2) [aX +bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z] (R-linealidad).

) [[X,Y],Z]+[Y,Z],X]|+[[Z,X],Y] = 0 (identidad de Jacobi).

() [/X,g¥] = Fe[X. Y]+ FX(g)Y — g¥ (/)X.

2.3. Campos relacionados por una aplicacion diferenciable

La diferencial de una aplicacién f : M — N traslada vectores tangentes a M en vectores tangentes a V.
Sin embargo, no hay ninguna forma, en general, de trasladar campos de vectores. Este problema lo vienen
a solucionar, de forma satisfactoria, los campos de vectores relacionados por una aplicacién diferenciable,
siendo una de sus propiedades mds importantes la de conservar el corchete de Lie de dos campos.

Definicion 2.8 (Campos f-relacionados)
Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, X € X(M), Y € X(N). Se dice que X e Y estan f-relacionados,
y se denota por X ~¢ Y, si

dfp(Xp) =Yg(p)
para todo punto p € M.

El siguiente resultado nos proporciona un criterio para saber si dos campos estdn f-relacionados.

Proposicion 2.9
Dos campos de vectores X € X(M) eY € X(N) estdn f-relacionados si, y s6lo si, X(go f) =Y(g) o f para
toda funcion g € €~ (N).

Este criterio permite probar que el corchete de Lie se conserva mediante la f-relacién. Mds concreta-
mente, se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 2.10
Sean X1,X, € X(M) eY,,Y> € X(N) campos de vectores tales que X; ~Y;, i = 1,2. Entonces

X1,X2] ~f 11, Y2].

En el caso especial en que f es un difeomorfismo, para cada campo de vectores X sobre M existe un
Unico campo de vectores Y sobre N relacionado con X mediante f. En efecto, dado ¢ € N existe un dnico
punto p € M tal que f(p) = q. Basta definir ¥, := d f,(X,).

Finalizamos la seccién con los campos de vectores sobre una variedad que son tangentes a una subva-
riedad de la misma, los cuales se caracterizan por la existencia de campos de vectores en la subvariedad que
estin j-relacionados con ellos, siendo j la inclusién candénica de la subvariedad en la variedad. Concretamente
tenemos el siguiente resultado.

Definicion 2.11 (Campo tangente a una subvariedad)
Sea P una subvariedad de M y X € X(M). Se dice que X es tangente a P si X, € T,,P para todo punto p € P.

Proposicion 2.12

Sea P una subvariedad de M.

(1) Si X € X(M) es un campo de vectores tangente a P entonces su restriccion X|p a P es un campo de
vectores diferenciable sobre P.

(2) SiY € X(M) es otro campo de vectores tangente a P, entonces [X,Y]|p = [X|p,Y |p].

2.4. Curvas integrales: definiciones y resultados basicos

En el estudio de los campos de vectores hemos interpretado éstos de dos formas distintas. En primer
lugar hemos visto los campos como aplicaciones (diferenciables) de la variedad en su fibrado tangente vy,
en segundo lugar, hemos probado que podian considerarse como derivaciones en el dlgebra de las funciones
diferenciables. En esta seccidn se interpretan los campos de vectores como ecuaciones diferenciales sobre la
variedad.

Comenzamos definiendo lo que se entiende por curva integral de un campo X.

Definicion 2.13 (Curva integral)
Una curva & : I — M es una curva integral de un campo X € X(M) si o' (t) = Xq ) paratodo z € 1.

Se plantean ahora dos cuestiones importantes como son la existencia y unicidad de las curvas integra-
les, por un lado, y la bisqueda de métodos practicos para su obtencion, por otro, cuestiones que en realidad
tendrdn una solucién comun. Estos problemas se reducen, localmente, a la resolucién de un sistema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden.

Sea (U,x) un sistema de coordenadas en M. Supongamos que la representante local de o en este
sistema de coordenadas es (xo ) (t) = (u;(¢),...,u,(t)), y que el campo X se expresa localmente como

1 0
X = —
i:ZI fl axl_ ’
donde f; = X(x;) € € (U) para todo i. Si denotamos por F; : R” — R a la representante en coordenadas de

fi, entonces ¢ es una curva integral de X en U si, y sélo si,

du,‘
dt

=F(ui(t),...,uy(t)), i=1,...,n.
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El teorema fundamental de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias permite obtener
el siguiente resultado.

Proposicion 2.14
Para todo campo de vectores diferenciable X y todo punto p en la variedad existe un intervalo del origen en
R y una tnica curva integral del campo, definida en dicho intervalo y con punto inicial p.

Definicion 2.15 (Punto critico de un campo)
Sea X € X(M) un campo de vectores diferenciable. Un punto p € M es un punto critico de X si X,, = 0.

Definicion 2.16 (Campo completo)
Un campo de vectores X es completo si todas sus curvas integrales estdn definidas en todo R.

Ejemplo
Consideremos el campo de vectores de R? definido en términos de la carta identidad (x1,x;) por
X d n d
=xj5— +x25—.
! ox1 2 x>

Las curvas integrales de X estan dadas por
a(t) = (ae',be'), a,beR,

y un esquema de todas las curvas integrales es el siguiente:

Observemos que el inico punto critico es el origen de coordenadas. Todas las curvas integrales estan definidas
para todo ¢ € R por lo que el campo X es completo.

Open Course Ware — Universidad de Murcia Geometria y Topologia — Dr. Pascual Lucas Saorin
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Ejemplo
Sean A;,A, € R dos constantes y consideremos el campo de vectores de R? definido en términos de la carta

identidad por

d d
X = AIXIT)C] +AZX287)62'

Las curvas integrales de X estan dadas por

o(t) = (ae™' be®"), a,beR.

Igual que en el ejemplo anterior, el campo X es completo y los puntos criticos son aquellos que satisfacen las
ecuaciones A1x; = Ayxy =0.

Ejemplo
Consideremos el campo de vectores definido en términos de la carta identidad (x1,x;) por
1 4
X=——=—,1#0.
er oxy’ 7

Las curvas integrales de X estan dadas por

alt) = Glog(x(wr ie’“’)),b) .

Consecuentemente, X no es un campo completo, ya que para ciertos valores de ¢, el argumento del logaritmo
seria negativo.

Veamos a continuacién dos resultados sencillos de demostrar pero que nos seran muy ttiles mas ade-
lante.

Proposicion 2.17
Sea o : J — M una curva integral de un campo X y seaty € J. Entonces la curva B : 1 — M, B(t) = a(t +1o),
definidaenl = {t |t +1ty € J}, es una curva integral de X .

Proposicion 2.18
Si o, B : I — M son dos curvas integrales de X, definidas en un intervalo conexo I, tal que o(a) = B(a) para
algin a € I, entonces o, = f3.

Si consideramos todas las curvas integrales del campo X con punto inicial p, dado que dos cualesquiera
de ellas coinciden en la interseccidn de sus dominios, podemos definir la curva integral maximal de X con
punto inicial p, cuyo dominio de definicién es el mayor posible. En particular, si el dominio de todas las
curvas integrales maximales de un campo es R, dicho campo es completo. La curva integral maximal de un
campo X que empieza en un punto p es tnica en el siguiente sentido.

Proposicion 2.19
SeaX € X(M),peMy a,:1,— M la curva integral maximal de X que empieza en p. Si q = o,,(s) entonces
I,=1,—5syo0yut)=0ay(s+t) parat € I,.

El resultado anterior implica que la completitud de un campo de vectores es equivalente a la existencia
de un intervalo del origen en R en el cual estan definidas todas las curvas integrales maximales. Como
consecuencia de esta caracterizacion se tiene que todo campo de vectores con soporte compacto es completo
y, en particular, todo campo definido sobre una variedad compacta es completo.
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Proposicion 2.20

(1) X € X(M) es completo si, y solo si, existe un entorno I de 0 en R tal que cada curva integral maximal de
X estd definida en I.

(2) Todo campo X € X(M) sobre una variedad compacta es completo.

Para finalizar esta seccion vamos a dar un resultado sobre cémo pueden ser las curvas integrales. Antes
introduciremos algunos conceptos.

Definicion 2.21 (Curva periddica)

Sea y: R — M una curva diferenciable.

(1) v es periddica si existe un niimero ¢ > 0 tal que y(t) = y(r + ¢) para todo 7. Si ¢ es el menor nimero
positivo satisfaciendo dicha propiedad, se dice que c es el periodo de 7.

(2) Si v es una curva periddica, de periodo c, e inyectiva en algin intervalo [a,a + ¢), entonces 7 se dice que
es simplemente periodica.

Proposicion 2.22 (Clasificacion de la curvas integrales maximales)
Sea X € X(M). Todas las curvas integrales maximales de X son inyectivas, simplemente periédicas o cons-
tantes.

2.5. Elflujo de un campo

Ligado al concepto de campo de vectores se encuentra el de flujo del campo, que determina el grupo
local uniparamétrico de transformaciones {¥, };cr asociado al campo de vectores X, donde ¥, esta definido
en un cierto subconjunto dependiente de 7, y es tal que si p es un punto de M entonces ¥, (p) es el valor en ¢
de la curva integral maximal de X con punto inicial p. En otras palabras, ¥, nos describe la posicién de cada
punto de su dominio en el instante ¢; es como una fotografia de una parte de M tomada justo en el instante z.
Estas aplicaciones nos permiten caracterizar a los campos de vectores completos como aquellos para los que
las transformaciones ¥, estan definidas en todo M.

SeaD={(t,p) e R xM |t € I,}. Se define el flujo de X como la aplicacién

¥Y:D

M
(t,p) ¥

_>
— W(t,p) = 0,(1).

Consideremos X € X (M) un campo de vectores completo. A partir del flujo se pueden obtener dos tipos de
funciones:

(1) Para cada p € M, la aplicacion ¥, : R — M definida por ¥,(¢) := ¥(¢, p) no es mds que la curva
integral maximal de X que sale de p y, por tanto, nos describe la trayectoria del punto p a lo largo del
tiempo 7.

(2) Paracadar € R, laaplicacion ¥, : M — M definida por ¥, (p) := ¥(¢, p) nos proporciona la posicién de
cada punto de M en el instante ¢. Por esta razén, ¥, se denomina el estado t del flujo ¥, y en ocasiones
el conjunto {W¥, },cr se dird que es el flujo del campo X.

Proposicion 2.23 (Grupo uniparamétrico de transformaciones)

Si {W¥,}, es el flujo de un campo de vectores completo X, entonces se cumple lo siguiente:

(1) Wo=1.

2)W;0¥, =Yy, para todo s,t € R (es decir, los estados de ¥ conmutan).

(3) ¥, es un difeomorfismo con ¥, L

Por verificar estas propiedades, {¥,},cr se dice que es un grupo uniparamétrico de transformaciones (o
difeomorfismos).
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Como una aplicacién del flujo de un campo, puede probarse el siguiente resultado.

Proposicion 2.24

Dado un campo de vectores diferenciable X y un punto p de M tal que X, # 0, existe un entorno del punto y
una carta local de la variedad definida en dicho entorno tal que si (x,...,x,) son las funciones coordenadas
correspondientes a dicha carta, entonces X = d /dx; en los puntos del entorno.

Los grupos uniparamétricos de transformaciones nos permiten dar una interpretaciéon geométrica del
corchete de dos campos de vectores X e Y como la derivada (de Lie) de Y con respecto a X. Concretamente,
dado un punto p de M, si {¥, }, es el grupo local uniparamétrico de transformaciones asociado a X, podemos
considerar el valor de Y en ¥,(p), Y, (), que serd un vector tangente a M en ‘¥,(p), y trasladarlo a T,M
mediante a aplicacion d'¥'_,. Se obtiene asf la aplicacion diferenciable d¥_; (Y, (,,)) definida en un entorno
del origen en R y con valores en 7,M, cuya derivada en el origen resulta ser [X,Y],. En otras palabras, se
tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.25
Sean X,Y € X(M), p € M y ¥ el flujo local de X en un entorno de p. Entonces

.1
X, Y], = }}g}); (d¥—i (Y, () = ¥p)

2.6. Uno-formas: definiciones y resultados basicos

Definicion 2.26 (1-forma)
Una 1-forma (o uno-forma) 0 sobre una variedad diferenciable M es una correspondencia que asigna a cada
punto p € M un covector 6, € T, M.

En otras palabras, si 7% : TM* — M es la proyeccién canénica del fibrado cotangente en M, entonces
una 1-forma es una aplicacion 6 : M — TM* tal que ©* 0 0 = 1. La 1-forma se dice diferenciable si lo es
como aplicacién diferenciable de M en TM*. El conjunto de las 1-formas diferenciables serd denotado por
X*(M).

Por otra parte, toda 1-forma puede interpretarse, de una manera natural, como una aplicacién entre
el conjunto de los campos de vectores diferenciables X(M) y el conjunto de las funciones reales, lo que
nos conduce a caracterizar las 1-formas diferenciables 6 como aquellas para las que 6(X) es una funcién
diferenciable, siempre que X sea un campo de vectores diferenciable. Es decir:

Proposicion 2.27
Sea M una variedad diferenciable. Una 1-forma 6 es diferenciable si, y solo si, 0(X) € €~ (M) para todo
campoX € X(M).

En el conjunto de las 1-formas diferenciables sobre M podemos definir dos operaciones naturales, la
suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Suma: Si 6, ® € X*(M) entonces 6 + @ : X(M) — €(M) estd definida por
(0+0)(X):M =R, (0+0)X)(p)=0,(Xp) + 0p(Xp).
Producto: Si 6 € X*(M)y f € €(M) entonces f6 : X(M) — €>(M) est4 definida por
(fO)X):M =R, (f6)(X)(p)=f(p)6p(X,).

Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X*(M) admite estructura de médulo sobre el anillo
¢ (M) de las funciones diferenciables.
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2.7. La diferencial de una funcion

Entre los covectores tangentes existen unos que son especiales, y son aquellos que provienen de una
funcién diferenciable. Si f : M — R es una funcién diferenciable y p es un punto de M, podemos pensar en
la aplicacion diferencial df,, como un covector en p, después de hacer la natural identificacion entre el espacio
tangente 77, R y R. Esta interpretacion nos permite considerar la 1-forma df, que a cada punto p le asocia
la aplicacién diferencial df),, y que se denomina la diferencial de f. El siguiente resultado se demuestra con
facilidad.

Proposicion 2.28 (La 1-forma diferencial)
Sea M una variedad diferenciable y f € €*(M) una funcion diferenciable. Entonces df es una I-forma
diferenciable.

Sea (U,x) un sistema de coordenadas y consideremos 6 una 1-forma diferenciable. Es facil ver que,
en el abierto U, se tiene la siguiente igualdad:

6= 0 < J )dxi.
i=1 8xi

Por tanto, las componentes de 8 son las funciones 6; = 9(8%). En particular, la diferencial de una funcién
diferenciable f puede escribirse como

n af
df =) =—dx;.
f 1:21 axi 1
Esta manera de construir 1-formas nos conduce a definir una aplicacién d entre las funciones dife-
renciables € (M) y las 1-formas diferenciables X* (M), denominada la aplicacion diferencial y que posee
interesantes propiedades.

Proposicion 2.29 (La aplicaciéon diferencial)

(1)d: ¢ (M) — X*(M) es R-lineal.

(2)Sif,g€€~(M), entonces d(fg) = gdf + fdg.
B)Sife€ (M) yhe € (R) entoncesd(ho f) =Nl (f)df.

2.8. Campos de tensores: definiciones y resultados basicos

Los campos de tensores sobre una variedad diferenciable son a los tensores sobre un espacio vectorial
(las aplicaciones multilineales) lo que un campo de vectores es a un vector tangente. Asi pues, comenzamos
la leccién recordando lo que se entiende por un tensor sobre un espacio vectorial, que tiene como casos
particulares y distinguidos a los covectores y las formas bilineales.

Introducimos a continuacion los campos tensoriales de tipo (7, s) sobre una variedad M como las aplica-
ciones ¢ (M)-multilineales de X*(M)" x X(M)* en € (M ). Cuando r = 0 se tienen los tensores covariantes
de orden s y en el caso s = 0 aparecen los tensores contravariantes de orden r. Mds explicitamente:

Definicion 2.30 (Campo tensorial covariante y contravariante)
(1) Un campo tensorial A de tipo (r,s) sobre una variedad M es una aplicacion € (M)-multilineal A :
X*(M)" x X(M)* — €= (M). El conjunto de los tensores de tipo (r,s) se denotara por .7;"(M).

(2) Un campo tensorial covariante de orden s sobre una variedad M es una aplicacién ¢ (M )-multilineal
A:X(M)S — €~ (M).

(3) Un campo tensorial contravariante de orden r sobre una variedad M es una aplicacion € (M)-
multilineal A : X*(M)" — €~ (M).
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Ejemplo
(1) Sea la aplicacion E : X*(M) x X(M) — (M) dada por E(0,X) = 6(X). Es facil ver que E es un
tensor de tipo (1,1). E se denomina el tensor evaluacion.

(2) Toda 1-forma 8 puede considerarse un tensor de tipo (0,1).

(3) Todo campo de vectores diferenciable puede interpretarse como un tensor de tipo (1,0), considerando
X : X*(M) — €~ (M) definido por X(6) = 0(X). En otras palabras, se trata de identificar X(M) con su
modulo bidual X(M)*.

(4) Seauna I-formano nula 6 € X*(M) y definamos F : X(M) x X(M) — €= (M) por F(X,Y)=X(0(Y)).
Entonces es facil ver que F no es un tensor; ;qué propiedad falla?

Cuando disponemos de varios tensores los podemos operar de diversas maneras. Las operaciones dis-
ponibles son las siguientes:

Suma: Sean A,B € .J (M), entonces A+ B : X*(M)" x X(M)* — € (M) se define como sigue:
(A+B)(6',...,0".X1,...,.X,) =A(0',...,0".X,....X;) +B(6',....0".X1,....X,).
Es facil ver que A+ B € .7 (M).
Producto por funciones: Sea A € .7 (M)y f € €= (M). Definimos fA : X*(M)" x X(M)* — € (M) por
(fA)(6',...,0".X,,....X,) = f-A(0',....0".X1,....X,).
Es facil ver que fA € .7 (M).

Producto: Mientras que sélo se pueden sumar dos tensores del mismo tipo, podemos realizar el producto
de dos tensores de cualquier tipo. Sean A € 7 (M) y B € 7/ (M). Definimos A ® B : X* (M) x
X(M)H — €=(M) por

(A®B)(0',...,0"" X|,... . Xery) =A0',...,0".X1,....X,) - B0, ..., 0" X1, .. Xory).

Es fécil probar que A® B € ysfr";f/ (M). La operacién ® se denomina producto tensorial.
Como toda funcion diferenciable f puede considerarse un tensor de tipo (0,0), entonces si A € 7" (M)

se tiene que
fRA=ARf = fA.

Finalizamos este apartado con el siguiente resultado, cuya demostracion es un mero ejercicio de mani-
pulacion algebraica.

Proposicion 2.31

(1) EI producto tensorial ® es € (M )-bilineal.

(2) El producto tensorial ® es asociativo y no conmutativo.
(3)Si f€ €= (M), A€ T/ (M)yB¢c I (M), entonces

f(A®B) = (fA)®B=A® (fB).

Ejercicio
Demuestra, con un ejemplo, que el producto tensorial no es conmutativo.
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2.9. Tensores en un punto

Si V es un espacio vectorial y V* denota el espacio vectorial dual, entonces los tensores de tipo (r,s)
sobre V son las aplicaciones multilineales 7 : V*" x V¥ — R. En esta seccién vamos a probar que todo campo
tensorial sobre una variedad diferenciable M puede interpretarse como una aplicacidn que asigna a cada punto
p de M un tensor en su espacio tangente.

Dado un espacio vectorial V, denotamos por 7V el conjunto de las aplicaciones multilineales de tipo
(r,;s),1:V* x VS — R. Es fécil ver que 7V es un espacio vectorial de dimensién n"**, siendo n la dimensién
de V (;Demuéstralo!). Consideremos ahora M una variedad diferenciable n-dimensional, y definamos el
siguiente conjunto:

TvrM = U Tvr(TpM) = {(pvt) | pe M7 re Tvr(TpM)}'
PEM

No es dificil probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.32
El conjunto T'M admite estructura de variedad diferenciable de dimensién n+ n"**. Con esta estructura
diferenciable, T/ M se denomina el fibrado tensorial de tipo (r,s) sobre M.

Como casos particulares se obtienen los fibrados tangente 7M y cotangente 7*M.

Lema 2.33
Sea A € 7/ (M). Si cualquiera de las uno formas 6' o de los campos X; es igual a cero en un punto p € M,
entonces

A(BY,....0".X,,....X,)(p) =0.

Como consecuencia de este lema es facil deducir la siguiente propiedad.

Proposicion 2.34
Sea A € F(M). Sean uno formas 6, @', i=1,...,r, y campos de vectores X;, Y, i=1,...,s, tales que
0'(p) = o'(p) y X;(p) =Y;(p) para un punto p € M. Entonces

AB,....0".X,....X,)(p) =A(@',..., 0", Y1,....Y)(p).

En virtud de este resultado, si A € .7;”(M) podemos definir para cada punto p de M una aplicacion
multilineal A, € T (T,M). En efecto, si al,....a" € T,Myvi,...,vs € )M, se define la aplicacion A, :
(T,M)" x (T,M)* — R por la siguiente férmula:

Ay, o v, vy) =A(B',...,0".X1,....X,)(p),

donde las uno formas 6’ y los campos X ; son extensiones globales de los covectores o'y de los vectores v s
respectivamente. Pero, ;como podemos construir tales extensiones?

Extensiones globales de un vector (o de un covector)

Sea (U,x) un entorno coordenado de M que contiene al punto p. Si v € T,M, entonces

V= iai i
i=1

8xi p
para ciertas constantes a;. Consideremos el campo X’ € X(U) definido por

_v.2
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Sea f € €*(M) una funcién salto en p con soporte contenido en U. Entonces podemos definir una extension
global X € X(M) del vector v como sigue:

fl@)X; sigeU

X(q) =
@) 0 sig¢sop(f)

De manera totalmente andloga se puede extender un covector & € T,;M a una uno forma 6.

Ejercicio
Justifica que X es, efectivamente, un campo de vectores diferenciable.

Ahora podemos interpretar un tensor A € .7, (M) como una aplicacién diferenciable A : M — T, M tal
que 7, oA =1, donde 7] : T/M — M denota la proyeccion canénica del fibrado tensorial de tipo (r,s) sobre
la variedad diferenciable M.

2.10. Las componentes tensoriales

En esta seccidén vamos a generalizar a campos tensoriales las ecuaciones que nos daban las componen-
tes de un campo de vectores o de una uno forma en funcién de la bases canénicas asociadas a un sistema
de coordenadas. Surgen, de este modo, las componentes tensoriales, que identifican univocamente el cam-
po tensorial del que proceden y permiten dar, al mismo tiempo, la interpretacion clésica de los tensores en
coordenadas.

Definicion 2.35 (Componentes de un tensor)
SeaA € .7/(M)y (U,x) un sistema de coordenadas en M. Las componentes de A respecto de (U,x) son las
funciones

d d

iy i i
AT =A(dx",...,dx I

)€€ (U),
con todos los indices variando de 1 a n.

A continuacién, y con el fin de relacionar el concepto de tensor con el cldsico por coordenadas, con-
viene indicar cémo son operados los tensores en coordenadas, y asi se calculardn las componentes del tensor
suma, del tensor producto tensorial y del tensor producto por una funcién diferenciable.

Proposicion 2.36 (Operaciones tensoriales en coordenadas)
Sean A y B tensores sobre M y f € €*(M). Entonces:

iy pdrei i

(1) (A+B)} 5 =AY} +B) "
i "‘ir _ i “'ir

2) (fA)jj, = JAG T,

fedyyr gy it i
) (A®B)j,..j7, =AGB il
Como consecuencia de la definicion de componentes de un tensor se tiene la siguiente propiedad.
Proposicion 2.37
SeaA € I/ (M) y (U,x) un sistema de coordenadas en M. Entonces se satisface lo siguiente:

Rdx @ - @dxh

0
J— i “'lr
Alu= AN 5w © 9

donde cada indice va sumado de 1 an.
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2.11. La contraccion de un tensor

No obstante, una de las operaciones mds destacables que podemos hacer con los tensores es la con-
traccion, la cual transforma tensores de tipo (r,s) en tensores de tipo (r— 1,5 — 1), y cuya definicién general
deriva del caso especial denominado contraccion (1,1), que transforma tensores de ese tipo en funciones
diferenciables.

Lema 2.38 (La contraccion (1,1))
Existe una tnica aplicacion € (M)-lineal C : 7' (M) — €* (M), denominada contraccién (1,1), tal que

CX®0)=0(X),
paratodoX € X(M) y 6 € X*(M).

Generalicemos ahora la aplicacién contraccion para tensores arbitrarios. Sea A € .7, (M) y considere-
mos dos indices 1 <i<r, 1< j<s. Se define C}A € ﬂsr:ll(M) como sigue:

(CIA)(0',....0" 1 X1,... . X)) =C{A(8',...,0,...,0" " X1,...,0,... X, 1)},
donde A(0',...,e,...,0" 1 X|,... 0,....X; 1) es el tensor de tipo (1,1) definido por
(0,X) > A(0',...,0,....,0" L X1,... X,... . X;_1).

Proposicion 2.39
Seal <i<r,1<j<syAec.Z'(M).Silas componentes de A relativas a un sistema de coordenadas son

Al , entonces las componentes de CjA son

Tlugar i-ésimo
i1...Mm...0p
Jiem...jg*

n Jlugar j-ésimo

Si pensamos en un tensor A de tipo (1, 1) como una correspondencia que a cada punto p le asigna un
operador lineal A, sobre T,M, entonces la contraccién (1,1) sobre A es la funcién diferenciable que a cada
punto le asocia la traza del operador A,,.

Ejercicio
Haz los detalles de la anterior interpretacién de la contraccién (1,1).

2.12. El pullback/pushforward de un tensor mediante una aplicacion

Un hecho bésico de los covectores, que se generaliza a cualquier tensor de orden covariante s > 0, es
que toda aplicacién lineal entre espacios vectoriales V' y W induce una aplicacién lineal entre los espacios
TV) y Z2(W). En exacta analogia, cualquier aplicacién diferenciable f : M — N entre dos variedades
diferenciables induce una aplicacién f* : .Z°(N) — Z2(M) que a cada tensor covariante A sobre N le
asigna un tensor del mismo orden sobre M, f*(A), que se denomina el pullback de A mediante f.

Proposicion 2.40 (El pullback de un tensor)
Sea f : M — N una aplicacién diferenciable y A € Z'(N), s > 1, un tensor covariante. Pongamos

(ffA) p (v, vs) = Appy (dfp(v1), -, dfp(vs))

para todo punto p € M, v; € T,M. Entonces f*A € 7,°(M) y se denomina el pullback de A mediante f.
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Asi pues, fijada una aplicacion diferenciable f, la asignacion que a cada tensor le asocia su pullback
mediante f permite definir la operacién pullback, la cual posee unas propiedades interesantes, entre las que
podemos destacar las siguientes.

Proposicion 2.41 (Propiedades del pullback)

Sea f : M — N una aplicacion diferenciable y consideremos la aplicacién pullback f* : T2(N) — T2(M).
Entonces se cumple:

(1) f* es R-lineal.

(2) f* se comporta de manera natural respecto del producto tensorial, i.e., f*(A®B) = f*(A) ® f*(B).

(3) El pullback conserva la composicion de aplicaciones, ya que si g : N — P es otra aplicacion entre varie-
dades, entonces (go f)* = f*og".

Una operacién de propiedades similares al pullback es el pushforward de un tensor mediante una
aplicacion f : M — N, a la cual hay que exigirle en este caso que sea un difeomorfismo. Esta operacion
traslada tensores sobre M en tensores sobre N del mismo tipo.

Proposicion 2.42 (El pushforward de un tensor)
Sea f : M — N un difeomorfismo y A € 7 (M), r,s > 0. Pongamos

(fA)gla el vi,vy) = Ap(dfy(al),....dfy(a)dfy (vi),..dfy (), p=f(q),

para todo punto g € N, o € T/N, vi € T;N, donde df, es la aplicacion lineal transpuesta. Entonces f.A €
T (N) y se denomina el pushforward de A mediante f.

Teniendo en cuenta el resultado anterior podemos construir una aplicacion f, que satisface las siguien-
tes propiedades.

Proposicion 2.43 (Propiedades del pushforward)

Sea f: M — N un difeomorfismo y consideremos la aplicacion pushforward f : (M) — 7 (N). Entonces
se cumple:

(1) f« es un isomorfismo lineal.

(2) f« se comporta de manera natural respecto al producto tensorial, i.e., f.(A® B) = f.(A) ® f«(B).

(3) EI pushforward conserva la composicion de aplicaciones, ya que si g : N — P es otra aplicacion entre
variedades, entonces (go f). = g« © f.

FIN DEL CAPITULO 2




