Capitulo 3

Derivaciones tensoriales y formas
diferenciales

CONTENIDOS. Definicién de derivacién tensorial. Interpretaciéon como derivacion
sobre el dlgebra de los campos de tensores diferenciables. El producto conmutador o
corchete de dos derivaciones tensoriales. El dlgebra de Lie de las derivaciones tenso-
riales. Cardcter local de las derivaciones. La regla del producto. Construccién de de-
rivaciones tensoriales. La derivada de Lie. Tensores simétricos y antisimétricos sobre
un espacio vectorial. Formas. Los operadores simetrizacion y antisimetrizacién. Pro-
ducto exterior de formas. El dlgebra exterior o dlgebra de Grassmann sobre un espacio
vectorial. Campos de tensores simétricos y antisimétricos. Formas sobre una variedad.
El producto exterior de formas diferenciales. El dlgebra exterior sobre una variedad.
Homomorfismo inducido por una aplicacion diferenciable. La diferencial exterior de
una variedad: existencia y unicidad local, globalizacion. Derivaciones y antiderivacio-
nes sobre el dlgebra exterior de una variedad. La diferencial exterior y el pullback. El
producto interno. La derivada de Lie de formas diferenciales.

3.1. Definicion y primeros resultados

Definimos en esta seccioén lo que se entiende por una derivacion tensorial & sobre una variedad dife-
renciable M, que es un conjunto de funciones R-lineales & de los tensores de tipo (r,s) en los tensores del
mismo tipo, tales que satisfacen la regla de Leibnitz del producto y conmutan con las contracciones. En el
caso especial en que r = s = 0, entonces se trata de una derivacién sobre las funciones diferenciables y, en
consecuencia, proviene de un tinico campo de vectores diferenciable. Més precisamente:

Definicion 3.1 (Derivacion tensorial)
Una derivacion tensorial & sobre una variedad M es un conjunto de aplicaciones R-lineales

D =95 T (M) = T/ (M), rs=0,

tales que para cualesquiera tensores A y B se tiene:
(1) Z2(A®B) = 2AQB+AR® ZB.
(2) 2(CA) = C(ZA), para cualquier contraccién C.
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3.1.1. El algebra de Lie de las derivaciones

Proposicion 3.2 (El producto conmutador o corchete)
Si 9\ y 9, son derivaciones tensoriales, entonces [, %] es una derivacion tensorial, donde

(D1, Do)(A) = D1(22(A)) — D2(Z1(A)).
La derivacion (2, %] se denomina el producto conmutador o corchete de las derivaciones 9y y 2.

Consideremos el conjunto (M) de todas las derivaciones tensoriales sobre la variedad M. En dicho
conjunto podemos definir las siguientes tres operaciones:

Suma: (21 + 2,)(A) = Z1(A) + 2»(A).
Producto por funciones: (f-2,)(A) = f- 2:(A).
Corchete: (21, 2:](A) = 21(2:2(A)) — 22(21(A)).
El siguiente resultado es directo. La propiedad mds laboriosa de demostrar es la identidad de Jacobi:
(21, Do), 23] + ([P, D3], Ph] + (D3, 1), Z»] = 0.

Proposicion 3.3 (El algebra de Lie de las derivaciones)
El conjunto (M) de todas las derivaciones tensoriales sobre la variedad M, con las operaciones anteriores,
admite estructura de dlgebra de Lie.

3.1.2. Regla del producto

Un resultado interesante es aquél que nos da la férmula de la derivacién tensorial de un tensor a partir
de la derivacién de campos de vectores y uno formas, de lo que se deduce que si dos derivaciones coinciden
sobre los campos de vectores y sobre las uno formas entonces son iguales.

Proposicion 3.4
Sea 9 una derivacion tensorial sobre M 'y A € 7" (M). Entonces

D(AB',...,0".X1,....X;)) = (24)(6',...,0".X1,....X,)

L, D0',...,0".X1,....X,)
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Como un caso particular de la proposicion que acabamos de enunciar, si 0 es una uno-forma sobre M
podemos deducir la siguiente expresion para su derivada tensorial:

(20)(X)=2(6X)—6(ZX).
Por tanto, basta conocer cémo actia & sobre las funciones y los campos de vectores. En otras palabras,

Corolario 3.5
Si dos derivaciones tensoriales 9, y %, sobre M coinciden sobre las funciones diferenciables y los campos
de vectores entonces 91 = D.
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3.1.3. Construccion de derivaciones tensoriales

Una consecuencia destacable del Corolario 3.5 es que nos da la pista para construir derivaciones ten-
soriales:

Teorema 3.6
Sea un campo de vectores V y una funcion 0 : X(M) — X(M) R-lineal, satisfaciendo

8(fX) = V()X +3(X).

Entonces existe una tinica derivacion que coincide con V actuando sobre las funciones diferenciables y con
0 actuando sobre los campos de vectores.

3.1.4. Caracter local de las derivaciones

Las derivaciones tensoriales no son, en general, 4" (M)-lineales. Por este motivo, el valor del tensor
ZA en un punto p de M no puede obtenerse sélo a partir de A, esto es, del valor de A en p. Sin embargo,
(2A)(p) depende de los valores de A en un entorno arbitrariamente pequefio de p, lo cual nos recuerda la
conocida propiedad relativa a la diferencial de funciones diferenciables.

El carécter local de las derivaciones puede expresarse diciendo que la derivacién tensorial conmuta con
la restriccién a abiertos de la variedad. Mds precisamente, podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 3.7
Si 9 es una derivacion tensorial sobre M y U C M es un abierto, entonces existe una tinica derivacion tensorial
Yy sobre U tal que

Pu(Aly) = (ZA)|y

para cualquier tensor A sobre M. 9y se denomina la restricciéon de & a U.

3.2. Laderivada de Lie

Como una de las aplicaciones mas importantes del Teorema 3.6 podemos citar la construccion de la
derivada de Lie.

Proposicion 3.8 (La derivada de Lie respecto de un campo)

SeaV un campo de vectores diferenciable y consideremos la aplicacion diferenciable 8 : X(M) — X(M) dada
por 6(X) = [V, X]. Entonces existe una tinica derivacion tensorial .4y sobre M tal que 2y (f) =V (f) sobre
las funciones diferenciables y £ (X) = [V, X] sobre los campos de vectores. £y se denomina la derivada de
Lie respectode V.

Podemos, pues, construir un operador .Z definido sobre X(M) y con valores en Z(M), que a cada
campo V le asigna la derivada de Lie respecto de V, y que se denomina la derivada de Lie:

L X(M) = 2(M)
% — fv

La aplicacion .Z asi definida satisface las siguientes propiedades.

Proposicion 3.9 (Propiedades de la derivada de Lie)
(D) D%VerW =ay +b Ly, a,b eR.

Q) [Ly, L] = Ly w-

(3) L (df) =d(Vf).
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3.2.1. Relacion de las derivaciones tensoriales con la derivada de Lie

Si B € Z;'(M) es un tensor de tipo (1,1) sobre M e interpretamos B como una aplicacién ¢ (M)-
lineal B : X(M) — X (M), entonces existe una tnica derivacion tensorial Zp tal que Zp(f) =0y Z(X) =
B(X). Por otra parte, si Z es una derivacion tal que .@(} es una aplicacién ¢ (M)-lineal, entonces % puede
interpretarse como un tensor B de tipo (1,1), y por este motivo la derivacién la denotaremos por Zp. Esta
familia de derivaciones nos permite probar que la derivada de Lie forma parte de cualquier derivaciéon. En
efecto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.10
Dada una derivacion arbitraria &, existe un tnico campo de vectores V y un tinico tensor B de tipo (1,1) tal
que la derivacién se descompone como 9 = £y + .

3.3. Tensores simétricos y antisimétricos

Para tensores covariantes (o contravariantes) de orden al menos 2, pueden definirse unas subclases
especiales que juegan un papel destacado en el célculo tensorial. Nos estamos refiriendo, como es natural, a
los tensores simétricos y a los tensores antisimétricos o alternados.

Definicion 3.11 (Tensor simétrico y tensor antisimétrico)

Sea A € .Z.°(M) y ¢ una permutacioén de orden s con signatura &g, s > 2.
(1) A es simétrico si A(XG(1)7 .. 7Xc(s)) = A(X] o ,XS).

(2) A es antisimétrico si A(Xq(1), - -, Xo(5)) = EA(X1, ..., Xy).

Teniendo en cuenta que toda permutacion se puede expresar como un producto de trasposiciones, en-
tonces no es dificil probar que un tensor es simétrico si la trasposicion de cualesquiera dos de sus argumentos
deja inalterado su valor, y es antisimétrico si cada trasposicion de argumentos produce un cambio de signo.

3.3.1. Relacion del pullback/pushforward con los tensores simétricos/antisimétricos

En este sentido, otras de las propiedades fundamentales tanto de la operacién pullback como de la ope-
racion pushforward es que aplica tensores simétricos (respectivamente, antisimétricos) en tensores simétricos
(respectivamente, antisimétricos).

Proposicion 3.12
Sea f : M — N una aplicacion diferenciable y consideremos la aplicacién pullback f* : T2(N) — T2(M).
SiA € F°(N) es simétrico (resp. antisimétrico) entonces f*(A) es también simétrico (resp. antisimétrico).

Proposicion 3.13
Sea f : M — N un difeomorfismo y consideremos la aplicacién pushforward f, : Z°(M) — F°(N). Si
A € T2(M) es simétrico (resp. antisimétrico) entonces f,(A) es también simétrico (resp. antisimétrico).

3.4. Las formas diferenciales y el producto exterior

Una clase especial de tensores son las formas diferenciales definidas en un abierto de una variedad;
éstas no son mds que tensores covariantes antisimétricos.

Definicion 3.14 (Forma diferencial de grado s)
Una forma diferencial de grado s (abreviadamente, una s-forma diferencial) sobre una variedad M (respec-
tivamente, sobre un abierto U) es un tensor covariante antisimétrico de tipo (0, s) sobre M (respectivamente,
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sobre U). El conjunto de las s-formas diferenciales sobre M se denota por A\*(M), y el conjunto /(M) deno-
tard el conjunto de todas las formas diferenciales sobre M, es decir, A(M) = U= A\’ (M).

Si denotamos por *(M) el subespacio de .7,°(M) formado por los tensores simétricos, entonces existe
otro subespacio, que podemos denotar por R*(M), tal que .Z.°(M) = (M) & \*(M) @ R*(M), 1o que nos
permitird obtener tensores simétricos y/o antisimétricos a partir de tensores dados.

Ejemplo (El tensor determinante)
Sea M = R? y consideremos el tensor A € .7,)(M) definido como sigue:

A(X,Y) =x1y2 — x2y1,

donde X = x;0; +x,0, ¢ Y =y, 0| + y20». Es facil probar que A € \*(M).

3.4.1. Los operadores simetrizacion y antisimetrizacion

Definimos entonces dos operadores sobre .7,°(M) denominados simetrizacién . y antisimetrizacion
7, los cuales asocian a cada tensor T los siguientes tensores:

1
Y(T):;Z c
o
g 1
S o

donde o recorre el conjunto de las permutaciones de s letras, €; es la signatura de o y T es esencialmente
el tensor T cuando se han modificado sus argumentos por la accién de la permutacion:

T()'(X17"'7XS) = T(XG(I)v"'7XG(S))'

Los operadores simetrizacién .% y antisimetrizacion </ poseen interesantes propiedades entre las que
destacan las siguientes.

Proposicion 3.15 (Propiedades de .7 y <)
Los operadores simetrizacion . y antisimetrizacion </ cumplen:

a) @/ y. son proyecciones, esto es, > = o y.S* =.7.
b) Laimagen de <f son las formas diferenciales.

¢) Laimagen de .¥ son los tensores covariantes Simétricos.

El resultado anterior nos permite caracterizar a los tensores simétricos y antisimétricos como sigue.

Proposicion 3.16
a) Un tensor T es simétrico si, y sélo si, ST =T.

b) Un tensor T es antisimétrico si, y solo si, /T =T.
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3.4.2. El producto exterior

No es dificil probar que el producto tensorial de dos formas diferenciales no es, en general, una forma
diferencial. Sin embargo, como sabemos que cada tensor determina, bajo la accién del operador .27, un tensor
antisimétrico, podemos definir otra multiplicacién para las formas diferenciales que es extraordinariamente
util. Se trata l16gicamente del producto exterior A de formas diferenciales, que a dos formas de grado ry s le
asocia otra forma diferencial de grado r+s.

Proposicion 3.17 (El producto exterior de dos formas)
Sean w € \" (M), 6 € \*(M). Definimos @ A 0 por la férmula

r+s)!
(@A) (X1, Xrss) = (m') A (0 0)(Xi,. .. Xoss)
1
= TS‘ZSG(O(XG(I)V"7X0(r))e(XO'(r+l)7'"?XG(V-‘rS))?
'steE

donde o recorre las permutaciones de r+ s letras. Entonces @ A @ € \"™*(M) y se denomina el producto
exterior de ® y 6.

El producto exterior cumple las siguientes propiedades.

Proposicion 3.18 (Propiedades del producto exterior de formas)
= A es una operacion bilineal, asociativa y no conmutativa.

= Sia y B son dos formas de grados r y s, respectivamente, entonces:
aoANB=(-1D)"BAa,

El producto exterior nos permite generar cualquier forma diferencial, de cualquier grado, a partir de
las formas diferenciales de grado uno (las uno formas).

Proposicion 3.19

Si{w',...,®"} es una referencia local de uno formas sobre una variedad diferenciable M (o sobre un abierto
U de la misma) entonces el conjunto {@"' \--- A @™ | 1 <i; < --- < iy <n}, constituye una base para \*(M)
(6 N°(U), respectivamente).

3.5. Derivaciones y antiderivaciones en las formas

Si en lugar de considerar los tensores arbitrarios de tipo (7, s) nos centramos en las formas diferenciales,
entonces podemos definir dos tipos de operadores con propiedades muy especiales.

Definicion 3.20 (Derivacion de grado 2k)

Un operador T : A\(M) — A\(M) se dice que es una derivacion de grado 2k,k € Z, si satisface las siguientes
tres propiedades:

(1) Tw € A\PT?*(M) para toda @ € AP (M).

(2) T es R-lineal.

A T(wNO)=(To)NO+oN(TH).

De manera dual podemos definir las antiderivaciones.

Definicion 3.21 (Antiderivacion de grado de 2k+1)

Un operador T es una antiderivacion de grado 2k + 1,k € 7Z, si satisface:
(1) Tw € A\PTT1(M) para toda @ € \P(M).

(2) T es R-lineal.

A T(wNOB)=(Tw)NO+(—1)’w A (T0), siendo p el grado de w.
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La relacién entre derivaciones y antiderivaciones queda reflejada de manera clara en el siguiente resul-
tado:

Proposicion 3.22

(1) Si Dy y D, son derivaciones sobre /\(M) entonces [D1,D;] es una derivacion sobre \(M) de grado igual
a la suma de los grados de D y D;.

(2) Si D es una derivacion y A es una antiderivacion sobre \(M), entonces [D,A] es una antiderivacion sobre
AM).

(3) Si A} y A, son dos antiderivaciones sobre \(M), entonces AjA; + AyA; es una derivacion sobre \(M).
Como consecuencia, si A es una antiderivacién, entonces A% es una derivacion.

3.5.1. Caracter local de las derivaciones y antiderivaciones

Sea D un operador sobre A (M), entonces la restriccién Dy al abierto U es un operador sobre A(U),
siendo U un abierto de M. Se dice que D es un operador local si (D)|y = Dy(®y ), para toda @ € A(M).
Entonces demostramos que las derivaciones y antiderivaciones son locales, es decir:

Proposicion 3.23
Si D es una derivacion (antiderivacion) sobre A\(M) y U C M es un abierto, entonces existe una tinica deri-
vacion (antiderivacion) Dy sobre \(U) tal que

Dy (6ly) = (DO)u
para cualquier forma 6 sobre M.

Este resultado permite probar que si D es una derivacion (o antiderivacion) tal que D(f) = 0 para toda
funcién diferenciable f y D(®) = 0 para toda uno forma o, entonces D = 0. Como consecuencia, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 3.24
Si Dy y D, son dos derivaciones (o antiderivaciones) que coinciden sobre las funciones diferenciables y sobre
las uno formas, entonces son iguales.

3.6. La diferencial exterior y el producto interior

Para finalizar el capitulo introducimos dos antiderivaciones que estan intimamente relacionadas con la
derivada de Lie: la diferencial exterior y el producto interior por un campo de vectores diferenciable.

Proposicion 3.25 (La diferencial exterior)

Existe una tinica antiderivacion d de grado +1 sobre \(M) tal que:

(1) d(f) = df (la diferencial ordinaria) para toda funcion diferenciable f.
(2)d*=0.

d se denomina Ila diferencial exterior.

Explicitamente, la diferencial exterior puede calcularse del siguiente modo. Sea w € A\?(M), p > 0.

Para todo X, ...,X,1, p > 0, campos de vectores, se tiene:
ptl _ A
(dco)(X1 youn 7X17+1) = Z (—1)’+1Xl~(a)(X1 D, CR 7X17+1))

i=1
+ Y (Do (X, X X1, Ko Xy Xpi1),

i<j
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y para p = 0:
(do)(X) =X (o),

donde X; significa que el campo X; no aparece. En particular, si @ es una 1-forma se tiene lo siguiente:
do(X,Y) =X(o(Y)) - Y(o(X)) - o([X,Y]).

Proposicion 3.26 (Relacion entre la diferencial exterior y el pullback)
Sea ¢ : M — M’ una aplicacion diferenciable. Entonces se cumple:

(@) @* (0N 0) = (¢*w) A (¢*0), para @ y 6 formas diferenciales.

(b) @* conmuta con la diferencial exterior, es decir, ¢*(d®w) = d(¢* ).

Proposicion 3.27 (El producto interior)
Sea X € X(M) un campo de vectores diferenciable. La aplicacion ix : N(M) — A\(M) dada por

(ixw)(Xl yoen aXr—l) = (O(X,Xl, e 7Xr—1)
es una antiderivacion de grado —1 sobre \(M). ix se denomina el producto interior por X.

Si f es una funcidon diferenciable, se define ix f = 0. Entre las relaciones mas importantes entre estos
tres operadores estdn las siguientes:

Proposicion 3.28

Sean X eY campos de vectores diferenciables. Entonces se satisface lo siguiente:
(1) % = ixd + diy.

(2) Zxd =dZx = dixd.

(3) Zxiy —iy Lx = ix y)-

4) Zix = ix%x.

FIN DEL CAPITULO 3




