Capitulo 4

Integracion en variedades
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4.1. Orientacion en variedades

4.1.1. Orientacion en un espacio vectorial
Recordemos brevemente algunos conceptos sobre la orientacion en un espacio vectorial.

Definicion 4.1 (Orientacion de una base)
Sea V un espacio vectorial n-dimensional y consideremos dos bases {¢;} y {fi}. Se dice que estas bases

tienen la misma orientacion si det(aij ) > 0, donde ((xij ) es la matriz del cambio de base.

Sea # el conjunto de todas las bases del espacio vectorial V. Es muy facil ver que la relacion tener
la misma orientacion, segtn la definicion anterior, determina una relacion de equivalencia ~ en %, y que el
conjunto cociente de las clases de equivalencia estd formado por exactamente dos clases.

Definicion 4.2 (Orientacion de un espacio vectorial)

Un espacio vectorial orientado es un par formado por un espacio vectorial junto con una de las dos cla-
ses de equivalencia del conjunto cociente %/ ~. Las bases que pertenecen a esta clase se dice que estdn
(positivamente) orientadas.
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En ocasiones, y por abuso del lenguaje, se considera que un espacio vectorial orientado es un espa-
cio vectorial junto con una base predeterminada, entendiendo que la orientacién del espacio vectorial es la
determinada por la base elegida.

Lema 4.3
Sea 0 # Q € N"(V) un tensor covariante antisimétrico sobre V de orden n = dim(V), y sea {ej,...,e,} una
base de V. Entonces para cualesquiera vectores {vi,...,v,}, conv; = Zaij ej, se cumple

Qv1,...,va) = det(a))Qey, ..., en).

Como consecuencia de lo anterior podemos enunciar lo siguiente.

Corolario 4.4

Un tensor 0 # Q € \"(V) tiene el mismo signo (o signo contrario) sobre dos bases si éstas tienen la misma
orientacion (o distinta orientacion, respectivamente). Consecuentemente, la eleccion de una n-forma €2 no nu-
la determina una orientacién en V. Ademas, dos de tales n-formas Q, y Q, determinan la misma orientacién
si, y solo si, Q; = AQ, donde A > 0.

Si Q # 0, entonces los vectores {v,...,v,} son linealmente independientes si, y s6lo si, Q(vy,...,v,) #
0. Dado que A"(V) tiene dimension 1, el corolario anterior nos dice coémo podemos cambiar de orientacion:
basta elegir la n-forma —Q.

Un caso especial aparece cuando consideramos un espacio vectorial euclideo, es decir, un espacio
vectorial dotado con un producto escalar definido positivo (a veces llamado producto interno). Entonces
la orientacion queda determinada al elegir una base ortonormal {ey,...,e,}, y podemos seleccionar una n-

. . . B j
forma Q imponiendo que su valor sobre {ey,...,e,} sea +1. Entonces si {fi,...,fn}, fi = L e;, es otra
base ortonormal, se tiene que

Qv1,...,vn) = det(a))Qey,...,e,) = £1,

segun que {fi,...,f,} esté orientada postivamente o no. Casos especiales aparecen en dimensiones 2 y 3,
pues Q(vi,v2) y Q(vi,v2,v3) representan el drea determinada por el paralelogramo {v;,v2} o el volumen del
paralelepipedo {v;,v,,v3}, respectivamente.

4.1.2. Orientacion en una variedad

Definicion 4.5 (Orientacion de una variedad)

Una variedad diferenciable M se dice que es orientable si es posible definir una n-forma diferenciable Q €
N'(M) que no se anule en ningtin punto de M. En este caso se dird que M estd orientada por la eleccion de Q
y se escribird como el par (M, Q).

Como una consecuencia del Corolario 4.4, si Q determina una orientacién en M, entonces cualquier
otra n-forma Q' = 1 Q, donde A > 0 es una funcién diferenciable, determina la misma orientacién en M.

Ejemplo
Sea R” con el sistema de coordenadas usual (xi,...,x,). Entonces Q = dx; A --- Adx, determina una orien-
tacién en R”, que se corresponde con la orientacion determinada por la base canénica {d,,...,dk, }.

Si M es una variedad orientada por una n-forma Q y U C M es un abierto, entonces U puede orientarse
mediante la n-forma Qy = Q|y, definida de modo natural.
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Definicion 4.6 (Difeomorfismos que preservan la orientacion)

(a) Sea (M, Q) una variedad orientada y consideremos F : U — V un difeomorfismo entre dos abiertos de
M. Se dice que F preserva la orientacion si F*(Qy) = AQy, donde A > 0 es una funcién diferenciable en el
abierto U.

(b)Sea F : (M,Q1) — (M2,9,) un difeomorfismo entre dos variedades orientadas. Diremos que F preserva
la orientacion si F*Q, = A, donde A > 0 es una funcién diferenciable en M;.

Definicion 4.7 (Cartas orientadas coherentemente)

Sea M una variedad orientada y consideremos dos cartas (Uq, @) Y (Up, @g). Se dice que dichas cartas estdn
orientadas coherentemente si Uy, NUp = & 0, en caso contrario, si la aplicacion de cambio de cartas g o Pg !
preserva la orientacion.

Teorema 4.8
Una variedad diferenciable M es orientable si, y solo si, admite un atlas {(Uqy, ®y)}o cuyas cartas estan
orientadas coherentemente.

Sea M una variedad diferenciable. Un tensor métrico g sobre M es un tensor covariante de orden
2y simétrico con la propiedad que en cada espacio tangente 7,M, g, es un producto escalar. Cuando g,
es un producto definido positivo, entonces se dice que g es un tensor métrico riemanniano o una métrica
riemanniana. El par (M, g) formado por una variedad diferenciable y una métrica riemanniana se denomina
variedad riemanniana.

Teorema 4.9
Sea M una variedad riemanniana orientable con tensor métrico g. Dada una orientacién de M existe una tinica
n-forma Q que proporciona la orientacion y que vale +1 sobre cada referencial ortonormal orientado.

La n-forma € que nos proporciona este teorema se denomina el elemento de volumen de la variedad
riemanniana orientada M. Es fécil ver que en coordenadas locales (U, ¢), ¢ = (xi,...,x,), dicho elemento

de volumen est4 dado por
(?71)*9 = det(gij) dxi \---Ndx,,

donde g;; son las funciones componentes del tensor métrico. Cuando M = R" con las coordenadas usuales
(x1,...,x,), entonces Q = dxj A--- Adxy,.

4.2. Repaso a la integracion en R”

Como paso previo a la integracién en una variedad diferenciable orientada, en esta seccién recordare-
mos brevemente los conceptos y resultados basicos de la integracion en el espacio euclideo R”. En primer
lugar, un cubo (abierto) C en R” es un conjunto de la forma

n
C={(x1,....,x0) ER" | a; <x; < by, i = 1,...,n}=H(a,~,b,~),
i=1

para ciertas constantes a; < b;, i = 1,...,n. Cuando los extremos estdn incluidos entonces se dice que es un
cubo cerrado:

{(x1,..yx) ER" |a; <x; < b;, i=1,...,n} :H[ai,bi].
i=1

Definicion 4.10 (Contenido de Jordan cero)
Un conjunto A C R” tiene contenido de Jordan cero, c(A) = 0, si para todo € > 0 existe una coleccidn finita
de cubos Ci,...,C; recubriendo A y tales que }.7_, vol(C;) < €.
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Definicion 4.11 (Medida de Lebesgue cero)
Un conjunto A C R” tiene medida de Lebesgue cero, m(A) = 0, si para todo € > 0 existe una coleccion
numerable de cubos {C;}; recubriendo A y tales que Y~ ; vol(C;) < €.

Es fécil ver que estos conceptos no son equivalentes. Obviamente todo conjunto de contenido de Jordan
cero tiene medida de Lebesgue cero; el reciproco no es cierto, como se comprueba con el conjunto Q C R de
los ndmeros racionales.

Definicion 4.12 (Dominio de integracion)

Un conjunto D C R" es un dominio de integracion si estd acotado y su frontera tiene contenido cero,
c(Fr(D)) = 0. Una funcién f sobre R" se dice casi continua si el conjunto de los puntos de discontinui-
dad tiene contenido cero.

Teorema 4.13
Sea D C R" un dominio de integracion y f : D — R" una funcién acotada y casi continua. Entonces existe
la integral de Riemann [, f dv. La funcion f se dice que es integrable sobre D.

Recordemos que la integral de Riemann se define como el limite, cuando existe, de las sumas de
Riemann sobre particiones del dominio cuya norma tiene a cero. La prueba en el caso n-dimensional es
totalmente andloga a la demostracion en el caso cldsico de funciones f : [a,b] C R — R.

4.2.1. Propiedades elementales de la integral de Riemann

Antes de enunciar estas propiedades, veamos otras propiedades bésicas de los dominios de integracion,
muy ficiles de probar.

Proposicion 4.14 .
(a) Si D es un dominio de integracion, entonces también lo son su interior D y su adherencia D.
(b) Si D y D, son dominios de integracion, también lo son Dy UD,, DN D, y Dy — D».

Observemos que la propiedad (b) se extiende a las uniones e intersecciones finitas. Enunciemos ahora
4 propiedades bésicas de la integracién en R".

Proposicion 4.15
(a) Si D es un dominio de integracion con ¢(D) = 0, entonces

/Dfdv:O.

(b) Si D y D, son dominios de integracion, entonces

/DIUDZfdv:/ledw/szdv/szfdv_

(c) Si f y g son funciones integrables, entonces

/D(af—l—bg) dv:a/Dfdv—l—b/ngv,

para cualesquiera constantes a,b € R.
(d) Si f >0 yc(D) # 0, entonces

/fdvzo,
D

ddndose la igualdad si, y solo si, f = 0 en los puntos de continuidad.
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Si f: R" — R es una funcién acotada, con soporte compacto y casi continua, entonces podemos

definir
/ fdv:= / f dv,
Rn D

donde D es cualquier dominio de integracién que contiene al soporte de f.

Definicion 4.16 (Volumen de un dominio de integracion)
Sea D un dominio de integracion. Se define el volumen de D, vol(D), como

VOI(D) = kD dv = / kD dV,
R~ D

donde kp es la funcion caracteristica de D.

Recordemos que la funcién caracteristica k4 de un conjunto A de un espacio X se define como +1 en los
puntos de A y O en los puntos del complementario X — A. Por tanto, k4 estd acotada y es discontinua en los
puntos de la frontera Fr(A). En particular, si D es un dominio de integracién entonces c¢(Fr(D)) = 0, por lo
que kp es una funcién integrable y la definicidn anterior es correcta.

Proposicion 4.17
Sea D C R" un dominio de integracion y f una funcion integrable. Se cumple lo siguiente:

(@) (igf f) vol(D) < /D fdv< <sgp f) vol(D).

(b) Si D es conexo y f es continua, entonces

[ rav=fip)voli).
D

donde p es un punto del dominio D. Esta igualdad se denomina propiedad del valor medio.

Presentamos a continuacién una version simplificada del teorema de Fubini, que nos permite expresar
una integral n-dimensional como # integrales 1-dimensionales consecutivas.

Proposicion 4.18 (Teorema de Fubini simplificado)
Si f es una funcién continua sobre un dominio de integracion D que es un cubo [T\, [a;, b;], entonces

bn bl
/fdv:/ flx1,..,x) dxy -+ - dxy
D an aj

Teorema 4.19 (Cambio de variable)

SeaG:U C R" — U’ C R" un difeomorfismo y sea det(G) el determinante de su matriz jacobiana. Supon-
gamos que D C U y D' = G(D) C U’ son dominios de integracion y que f’ es integrable sobre D'. Sea la
funcion f = f' o G. Entonces f es una funcion integrable sobre D y se cumple la igualdad

}ﬂwwe/j@mmmuu
D D

Ejemplo
Consideremos el conjunto

D=Km6wﬂ0<a§¢§hosegg, <p<

}

NN
SRS

y sea D' la zona del primer cuadrante del espacio xyz entre las esferas centradas en el origen y de radios a y
b, y que esta fuera del cono invertido que tiene por ecuacion z2 = x> + y? (véase el siguiente dibujo).
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A2

Rz

- /77/2 [¢]

(@ (b
Consideremos la aplicacién G dada en coordenadas como sigue:

X = psen@cosH,
y = psen@senb,
= pcosQ.

Si la funcién f’ esta dada por f’(x,y,z) = x> +y? 4z entonces la funcién f estd definida por f(p, 8, 9) = p,
y el determinante de la matriz jacobiana de G esta dado por det(G) = p?sen ¢, de modo que

/(x2+y2+z2) dxdydzz/p“sen(p dpded6.
D' D

Lema 4.20
Sea A C R" un conjunto compacto y sea F : A — R™, n < m, una aplicacion de clase €’'. Entonces F (A) tiene
contenido cero sin < m o sin=m Yy A tiene tiene contenido cero.

Este lema nos permite extender a variedades los conceptos y resultados que hemos recordado en esta
seccion.

4.3. Integracion en variedades

Definicion 4.21 (Conjunto de contenido cero y de medida cero)

(1) Un conjunto A C M tiene contenido cero, c(A) = 0, si estd contenido en una union finita de subconjuntos
compactos A C AjU- - -UAy, cada uno de los cuales estd en un entorno coordenado (U, ¢;) tal que c(;(A;)) =
0 en R", para todo i.

(2) Un conjunto B C M tiene medida cero, m(B) = 0, si es la unién de una familia numerable de conjuntos
B; de contenido cero.

Corolario 4.22
Si A C M tiene contenido (o medida) cero y F : M — N es una aplicacion de clase €' con dim(M) < dim(N),
entonces F(A) tiene contenido (o medida) cero. En particular, esto sucede cuando F es un difeomorfismo.

Definicion 4.23 (Dominio de integracion)
Un conjunto D C M es un dominio de integracion si es relativamente compacto y su frontera tiene contenido
cero.

Recordemos que en el espacio euclideo R” los conceptos relativamente compacto y acotado son equi-
valentes.
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Teorema 4.24
Sea M una variedad diferenciable.

(e} —
(1) Si D C M es un dominio de integracion, también lo son D y D.
(2) Las uniones e intersecciones finitas de dominios de integracion también son dominios de integracion.
(3) La imagen de un dominio de integracion por un difeomorfismo es un dominio de integracion.

La demostracion de este resultado es una consecuencia directa de la Definicion 4.21 y de los resultados
andlogos que se satisfacen para dominios de integracién en el espacio euclideo R”.

Sea M una variedad diferenciable orientada. Esto significa que hemos escogido una n-forma Q €
N'(M) que no se anula en ningtin punto de M. La llamaremos el elemento de volumen de M. Cualquier
otra n-forma € \"(M) esta dada por @ = fQ, para una cierta funcion diferenciable f € € (M).

Definicion 4.25 (Funcion integrable)
Una funcién f sobre M se dice que es integrable si esta acotada, tiene soporte compacto y es casi-continua.
Una n-forma o se dice que es integrable si @ = f€, donde f es una funcién integrable.

Una propiedad importante es que la integrabilidad de una n-forma es independiente de la n-forma que
determina la orientacién de M.

Proposicion 4.26
La propiedad de ser integrable no depende de Ia n-forma Q.

En efecto, si Q es otra n-forma que proporciona la misma orientacién, entonces Q= gQ, con g > 0 una
funcién diferenciable. Por tanto, fQ = (f/g)€2, de modo que si f es integrable (i.e. estd acotada, tiene
soporte compacto y es casi-continua) también lo es f/g.

Proposicion 4.27
Sea \o(M) el conjunto
NoM) ={w € \"(M) | o es integrable }.

Entonces /\;(M) es un espacio vectorial sobre R, cerrado para la multiplicacion por funciones continuas o
integrables.

Definicion 4.28 (Cubo de una variedad)
Un conjunto Q C M se dice que es un cubo si existe un entorno coordenado orientado (U, @) tal que Q C U
y ©(Q) es el cubo C =[] [0, 1] en R". En particular, un cubo Q es un conjunto compacto.

Consideremos w € A\g(M) tal que sop(@) CQ 'y sea (U, @) la carta asociada. Podemos escribir
(97!) (@) = f(x) dx' A~ N

como la representacion de @ en las coordenadas locales. Entonces la funcién f estd acotada y es casi-continua
en C, por lo que es integrable (de Riemann). Definimos

/ 0= / fdv
M c
Proposicion 4.29

La anterior definicion es buena, es decir, el valor de la integral es independiente del cubo elegido.

Este resultado implica que la integral [;, @ estd univocamente determinada para cualquier n-forma
integrable @ cuyo soporte esté dentro de un cubo. Veamos que puede extenderse a cualquier n-forma.
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[e] o
Sea K = sop(w) y escojamos un cubrimiento finito de K formado por interiores de cubos Q;,...,Q,,
o
cubos que estdn asociados a sistemas de coordenadas {(U;,¢;)}"_,. Los conjuntos abiertos {M — K, Q,

,-..,0p} recubren M. Tomemos una particién diferenciable de la unidad { f;} subordinada a dicho cubrimien-
to; por la compacidad de K y la propiedad de ser localmente finita, existe un indice s tal que K Nsop(f;) = &
parai > s, de modo que f;@ = 0 en este caso. Como Y, f; = 1 entonces

0= o+ -+ f0.
Definimos

/Ma):/Mfla)+--~+/Mfsm. 4.1)

Cada una de las integrales de la parte derecha estd bien definida, ya que sop(f;) CQ;C Q.

Proposicion 4.30
Sea w una n-forma integrable. EI valor de la integral (4.1) no depende ni del cubrimiento de cubos ni de la
particion diferenciable de la unidad.

El siguiente resultado recoge algunas de las propiedades més elementales de la integracién en varieda-
des.

Teorema 4.31
(1) Si —M denota a la misma variedad M pero con la orientacién opuesta, entonces

| o=/ o

-M JMm

(2) La aplicacion @ — [;; @ es R-lineal.

(3) Si @ es una n-forma que proporciona una orientacion en M 'y ® = gQ, g > 0, entonces

/a)zo,
M

dandose la igualdad si, y solo si, g = 0 en los puntos de continuidad.
(4) Si F : My — M, es un difeomorfismo y @ € \j(M-), entonces F*@w € N\g(M1) y

/ FFo=+| o,
M, M,

donde el signo depende de que F conserve o invierta la orientacion.

4.4. Integracion en variedades riemannianas

Sea (M, g) una variedad riemanniana. Si M es orientable, entonces podemos escoger una n-forma Q
que vale 41 sobre cada base ortonormal orientada. Dicha n-forma se denomina el elemento de volumen de
la variedad riemanniana y en un sistema de coordenadas ¢ = (x1,...,x,) estd caracterizado por la igualdad

(e Q= \/(ngj)dxl A Adx".
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Ejemplo

Sea M C R3 una superficie (diferenciable y regular) y consideremos (U, ) una carta local con coordenadas
(u,v). Sea j : M — R la inclusién canénica y consideremos y la representante local de j (respecto de ¢), de
modo que podemos escribir

W(uv V) = (x(u, V)ay(uv V)7Z(u7 V))

La base usual de campos tangentes a la superficie estd dada por

dv  ox. dy. oz
E| = 5 aa-l-aa-i-aa
AP PP

v v dv dv

Entonces los coeficientes de la métrica inducida en la superficie M, j*(go), estdn dados por:

ax\2 [ay\?* [dz\*
sutu = (22) 4 (2) ()’

(uv) = dxdx dydy Jdzoz
SRV = Suav " Judv | duov’

ox dy 7\ >
o= (5) +(3) +(5)
Usualmente estos coeficientes se denotan con las letras E, F' y G, respectivamente. Entonces podemos escribir
¢ 1)'Q=+VEG—F2duNadv.

Si D es un dominio de integracién en M tal que D C U y h es una funcién integrable en D, entonces

/hdA:/( )h(u,v)\/EG—deudv.
D (D

Supongamos que M es una variedad riemanniana compacta cubierta por un nimero finito de dominios
de integracion Dy, ..., D; con las siguientes propiedades: (1) ¢(D; N D;) = 0, siempre que i # j; (2) cada D;
estd contenido en un entorno coordenado (U, ¢;). Entonces se tiene la igualdad siguiente:

/Mfdv—g/l)ifdv,

donde cada integral de la derecha puede calcularse como sigue:

/fdv: f(x)y/det(gi;) dx' A--- Adx™.
D; ¢i(D;)

4.5. Variedades con frontera

Para poder extender en toda su generalidad la integracion del espacio euclideo necesitamos introducir
una nueva clase de variedades diferenciables, cuya diferencia bédsica es que no estdn modeladas sobre el
espacio R”, sino sobre el semiespacio H" definido por

H"={x=(x1,...,x,) € R" | x, > 0},

con la topologia relativa como subespacio de R". Ejemplos tipicos de esta clase de variedades son un seg-
mento o un rayo de R, un disco en el plano o una bola cerrada en R".
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El conjunto dH", definido por
JH"={xe H" | x, =0}

se denomina el borde (o la frontera) de H" y su topologia es la misma tanto si se considera en H" como en
R™. Ahora extendamos el concepto de diferenciabilidad a funciones de H".

Sean dos abiertos U,V C H" tales que no cortan a la frontera de H, es decir, U NdH" = & =V NJIH".
Entonces un difeomorfismo F : U C H" — V C H" se define del mismo modo que en R": la aplicacién F
debe ser biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable (en el sentido usual).

Cuando U NdH" # &, entonces debe ser VNIH" # &y F(UNJH") C VNJIH". En otras palabras, los
difeomorfismos sobre abiertos de H" llevan puntos de la frontera en puntos de la frontera, y puntos interiores
en puntos interiores. Esto se deduce directamente del teorema de la funcién inversa.

Observemos que U NdH" y VN JH" son subconjuntos abiertos de dH", que es una subvariedad de R”
difeomorfa a R"~!, y las aplicaciones F y F~! restringidas a estos abiertos en R” son difeomorfismos.

Por otra parte, tanto F como F~! pueden extenderse a conjuntos abiertos U’ y V'’ de R” con la propiedad
de que U =U'NdH" y V =V'NJH". Estas extensiones no son, evidentemente, tnicas. Sin embargo, las
diferenciales de F y F~! en U y V son independientes de las extensiones.

En este contexto, una carta local (U, @) en M es una aplicacién biyectiva de un subconjunto U de M
en un abierto de H". Si partimos de un espacio topoldgico M que es Hausdorff y posee una base numerable
(esto es, un espacio paracompacto), entonces se pide que ¢ sea un homeomorfismo de U en un abierto de
H". Ahora podemos introducir la siguiente definicion.

Definicion 4.32 (Variedad diferenciable con borde)

Una variedad diferenciable con borde es un espacio de Hausdorff M con una base numerable que posee
una estructura diferenciable en el siguiente sentido: % = {(Uq, @)} es una familia de abiertos Uy C My
homeomorfismos ¢, de U, en abiertos de H" (con la topologia de subespacio) tal que:

(1) UgUy =M.

(2) Si Uy NUp # @, entonces las aplicaciones @g o o Ly 0B o Py ! son difeomorfismos entre los abiertos
¢a(UaNUp) y 9p(UaNUp) de H".

(3) % es maximal para las propiedades (1) y (2).

Sea M una variedad con borde y (U, ¢) una carta local. Si p € U es un punto tal que ¢(p) € dH",
entonces lo mismo ocurre para cualquier otro sistema de coordenadas alrededor del punto p. La coleccién
de tales puntos se denomina el borde de M (o la frontera de M) y se denota por M. La diferencia M — oM
es una variedad diferenciable en el sentido ordinario, que denotaremos por IntM. Si M = &, entonces M es
una variedad diferenciable ordinaria; en ocasiones nos referiremos a ella como variedad sin borde, cuando
sea necesario hacer la distincion frente a una variedad con borde.

Teorema 4.33

Si M es una variedad diferenciable con borde, dim(M) = n, entonces la estructura diferenciable de M deter-
mina una estructura diferenciable de dimension n — 1 sobre el subespacio dM de M. La inclusién canénica
i : dIM — M es un embebimiento.

La estructura diferenciable % sobre dM estd determinada por las cartas (U, @), donde U = U N oM,
@ = ¢|ynom para cualquier carta (U, @) de la estructura diferenciable de M que tenga puntos de dM.

Todos los conceptos que se han definido para variedades diferenciales ordinarias (es decir, sin borde)
pueden definirse también para las variedades con borde, siempre en términos de los sistemas de coordenadas.
Por ejemplo, veamos con algo de detalle cdmo extender a las variedades con borde el espacio tangente en un
punto.

Para la variedad modelo H" C R" se considera

T\H"=TR"'=R"
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para todo punto x € H", incluyendo los puntos del borde dH".

En el caso de una variedad con borde M, si el punto p estd en el interior de M entonces el espacio
tangente 7,M se define como en el caso ordinario. Si p € dM, se define un vector tangente X, € 7,M como
una correspondencia que en cada carta local (U, @) le asigna una n-upla de nimeros («!,..., a"), las compo-
nentes locales de X, respecto de (U, @), satisfaciendo la siguiente condicién: si (x!,...,x") e (y!,...,)") son
coordenadas alrededor de p, en cartas (U, @) y (V, ), entonces las componentes (a',...,a")y (B!,...,8")

relativas a U y V estdn relacionadas por

Esto significa que a cada punto p € M le asociamos un espacio vectorial T,M tal que cada carta (U, @)
determina un isomorfismo @, : T,M — Ty, H" que aplica X)), con componentes (a!,...,a"), en el vector

Yo s

o | ETepH"
i=1 dx o(p) !

Como es habitual, {E,...,E,} serd la base del espacio tangente definida por ¢, (E;) = %.

Definicion 4.34 (Dominio regular) .
Un dominio regular D en una variedad M es un subconjunto cerrado de M con interior D no vacio tal que si

p€dD=D— D, entonces p admite un sistema de coordenadas (U, @) tal que @(p) =0, ¢(U) =C¢(0) y
@(UND) = {x e CE0) | x" > 0}; por tanto x" = 0 sobre dD.

Como consecuencia, dD es una subvariedad regular de M. Si D fuese compacto entonces seria un
dominio de integracion.

Teorema 4.35
Toda variedad diferenciable M con borde puede considerarse un dominio regular de una variedad mds grande
M.

Aunque la demostracidn rigurosa del teorema es dificil, sin embargo la idea bdsica es muy elemental:
se trata de pegarle un duplicado (como una imagen especular) a lo largo de la frontera para construir las
variedad M’. Por ejemplo, si consideremos un disco en R?, al pegarle otra copia a lo largo de la frontera
obtenemos otra variedad que no es mas que una esfera.

Analizaremos a continuacién la cuestion de la orientabilidad.

Definicion 4.36 (Variedad con borde orientable)

Una variedad con borde M es orientable si admite un sistema de coordenadas {(Uq, @)} que esta orientado
coherentemente, esto es, si Uy N Up # @& entonces el jacobiano del cambio de cartas tiene determinante
positivo.

Esto equivale a la existencia de una n-forma  sobre M que no se anula en ningtin punto. La prueba de
este hecho es la misma que para las variedades ordinarias, excepto que en lugar de una particién diferenciable
de la unidad subordinada a un cubrimiento regular, nos debemos limitar a cubrimientos formados por cubos
satisfaciendo la siguiente condicién: si Uy NIM # & entonces @ (Uy) = CE(0)NH".

Teorema 4.37
Sea M una variedad orientada y supongamos que dM #+ &. Entonces dM es orientable y la orientacion de M
determina una orientacion sobre dM. En particular, esto sucede para dD si D es un dominio regular en M.
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De la demostracion del teorema anterior se deduce el siguiente hecho. Si p € dM, entonces los vec-
tores de 7,M — T,,(dM) estan en dos clases, aquellos cuya tltima componente es positiva, que llamaremos
vectores que apuntan hacia dentro (o vectores entrantes), y aquellos cuya tltima componente es negativa,
que llamaremos vectores que apuntan hacia afuera (o vectores salientes). Ademas, esta clasificacion es inde-
pendiente de la orientacién de M. Recordemos que los sistemas de coordenadas (x!,...,x") para los puntos
de la frontera cumplen la condicién x" = 0 en los puntos de dM y x" > 0 en el resto de puntos del entorno
coordenado.

4.6. FEl teorema de Stokes

Sea M una variedad orientada con borde dM, orientado por la orientacién de M. Consideraremos
sistemas de coordenadas orientados (U, @) tales que si U NdM # &, entonces (U = UNIM,p = ¢|;) es un
sistema de coordenadas en dM orientado.

Observemos que todos los conceptos sobre integracidn introducidos anteriormente para variedades or-
dinarias pueden definirse también, sin ninguna dificultad, para variedades con borde: conjuntos de contenido
cero, dominios de integracién, etc. En particular, dM tiene medida cero y, si es compacto, tiene contenido
cero.

Un cubo Q siempre esta asociado a una carta (U, @); si U NJM # & entonces supondremos que Q
tiene una cara sobre dM, esto es,

eUNIM)={xcH"|0<x' <1, x"=0}.
En este caso se tiene:

(a) O = QN M es un cubo de M asociado con la carta (T, @).

b)) Q=0 '({xeH"|0<x <1,i=1,...,n—1,0 <x" < 1}), que es diferente al caso en que U C
IntM.

Supongamos ahora que M es una variedad compacta orientada y que @ es una (n — 1)-forma diferencia-
ble. Consideremos la inclusién candnica i : dM — M, de modo que i*® es una (n — 1)-forma sobre dM. Para
simplificar el enunciado del siguiente teorema, oM denotard dM (el borde de M con la orientacién positiva)
si n es par, y —dM (el borde de M con la orientacién negativa) si n es impar. Es decir, M = (—1)"dM.

Teorema 4.38 (Teorema de Stokes)
Sea M una variedad compacta orientada de dimensién n (o un dominio regular compacto de una variedad

orientada M') y supongamos que el borde tiene la orientacién OM descrita anteriormente. Entonces

/cwﬁ:/ "o,
M oM

para cualquier (n — 1)-forma @ € N"~'(M). Si IM = & (esto es, si M es una variedad ordinaria), entonces

/dw:0
M

Observemos que cuando n = 1, entonces M = [a,b] C R y el teorema de Stokes no es mds que el
teorema fundamental del cdlculo integral para funciones reales de variable real:

/ " df = £(6) - fla).
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4.6.1. Casos especiales: el teorema de Green y el teorema de la divergencia

Sea D un dominio regular acotado en R?, de modo que dD es una curva cerrada diferenciable (o una
unién de curvas cerradas diferenciables). Si @ es una 1-forma entonces podemos escribir @ = adx + bdy,
para ciertas funciones diferenciables a y b. Entonces

db da
do = <ax 8y>dx/\afy

Aplicando el teorema de Stokes deducimos lo siguiente.

Teorema 4.39 (de Green)

db da
/D<8x 8y>d Ndy = / (adx+ bdy).

Si pensamos que la integral de la izquierda es una integral doble y suponemos que el borde dD es la
unién de las curvas cerradas {C;} entonces se tiene el cldsico enunciado del teorema de Green:

// (817_8;1) dxdy:zi:/q(adx—l-bdy).

Consideremos ahora M un dominio regular en R3, esto es, la adherencia de un conjunto abierto acotado
por una superficie diferenciable. Sea @ una 2-forma:

o =PdyNdz+ Qdz Ndx+ Rdx Ady,

donde P, Q, R son funciones diferenciables. Entonces

opP aQ JR

y como aplicacién directa del teorema de Stokes se deduce lo siguiente.

Teorema 4.40 (de la divergencia)

/// <8P 8Q 3R>dxdydz—// (Pdydz+ Qdxdzdx + Rdxdy)

donde S representa la superficie frontera.

4.6.2. Integral de linea de una 1-forma

Sea F : [a,b] — M una aplicacién diferenciable (aunque bastaria que fuese de clase C') cuya imagen
en M esunacurva Yy C M. Si @ es una 1-forma en M, se define la integral de linea de @ a lo largo de y como

sigue:
/ [a,b] b )

Observemos que F*(®) es una 1-forma en R, por lo que F*(®) = f(¢)dt, de modo que

/ya):/abf(t)dt
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Proposicion 4.41

Sea Yy C M una curva en M parametrizada por una aplicacion F(t), t € [a,b]. Supongamos que t = f(s),
s € [c,d], es un cambio de pardmetro sobre y. Entonces el valor de la integral fya) no cambia de signo si
f'(s) > 0, es decir, si la orientacién de G = F o f es la misma. Cuando f'(s) < 0 entonces la integral cambia
de signo.

La definicién anterior puede extenderse a curvas diferenciables a trozos. Supongamos que vy = 7 U
---U7;, donde cada 7; es una curva diferenciable y el punto final de ¥; coincide con el punto inicial de ;1.
Se define la integral de @ sobre y como sigue:

p
/a): Z/ o.
Y i=17%
Ejemplo

Un caso especial aparece cuando @ = df, para una funcién diferenciable f. Entonces si ¥ es una curva
diferenciable a trozos entre dos puntos p y g, se tiene

[ar=r@-fp).
14
En particular, este valor es independiente del camino entre los puntos.
Una primera aplicacién de la integral de linea de una 1-forma es la siguiente version del cldsico teorema

de Stokes.

Corolario 4.42 (Version simple del teorema de Stokes)
Sea @ una I-forma definida en el cuadrado Q = [0, 1] x [0,1] y sea y el borde de Q orientada positivamente.

Entonces:
/ do = / .
0 4

4.7. Introduccion a la cohomologia de De Rham

En esta seccién vamos a presentar ciertos resultados sobre variedades diferenciables que son tradicio-
nalmente del dominio de la topologia algebraica.

4.7.1. Formas diferenciales cerradas y exactas

Definicion 4.43 (Forma diferencial cerrada y exacta)
Una forma diferencial @ € A\(M) es cerrada si dw = 0. Se dice que @ es exacta si es la diferencial de otra
forma, es decir, si @ = d0. En este caso, 6 se denomina forma potencial o primitiva de ®.

Teniendo en cuenta que d” = 0 es facil ver que toda forma exacta es también cerrada. Sin embargo, el
reciproco no es cierto, como veremos posteriormente con un ejemplo en R? — {0}.

Por tanto, es la “forma” de M, y no su “tamafio”, lo que determina si una forma diferencial cerrada
sobre M es, 0 no es, exacta. En otras palabras, podemos obtener informacién sobre la forma de M analizando
en qué medida las formas cerradas son necesariamente exactas.



Capitulo 4 4.7. Introduccién a la cohomologia de De Rham 61

4.7.2. Grupos de cohomologia de De Rham

Una manera conveniente de tratar esta cuestion es definir, para una variedad diferenciable M, ciertos
espacios vectoriales de la manera siguiente. El conjunto C¥(M) de las k-formas cerradas sobre M y el conjunto
EX (M) de las k-formas exactas sobre M son subespacios lineales del espacio vectorial N (M) de las k-formas
diferenciales. En efecto, C*(M) es el niicleo del operador d : A\¥(M) — A¥T1(M), mientras que E¥(M) es la
imagen del operador d : A*"1(M) — \¥(M).

Como toda forma exacta es cerrada (d> = 0), E¥(M) esté contenido en C¥(M) y podemos construir el
espacio vectorial cociente.

Definicion 4.44
El espacio vectorial cociente H*(M) = C*(M)/E*(M) se denomina el k-ésimo grupo de cohomologia de De
Rham de M. Si n = dim(M), denotaremos por H*(M) la siguiente suma directa:

H*M)=H"M)®oH'(M)®---®H"(M).

Asi pues, dos formas diferenciales cerradas estdan en la misma clase si, y s6lo si, su diferencia es una
forma diferencial exacta.

Antes de proseguir conviene hacer una observacién. Para calcular H°(M) notemos que E°(M) = 0, por
lo que H°(M) coincide, como espacio vectorial, con el conjunto de las aplicaciones diferenciables f tales
que df = 0. Si M es conexa, la condicién d f = 0 implica que f es constante y, asi, H’(M) ~ R. En general,
la dimensién de H(M) es el nimero de componentes conexas de M.

Proposicion 4.45
Sea M una variedad diferenciable con r componentes conexas. Entonces H(M) ~ V', un espacio vectorial
real de dimension r.

Observemos también que H*(M) =C(M)/E (M), donde C(M) y E(M) son el nicleo y la imagen de la
aplicacion d : A(M) — A(M), respectivamente. También puede comprobarse que

CM)=C(M)@C' (M) @ &C"(M),
EM)=E"M)DE'(M)®---©E"(M).

Es facil ver que H*(M) es un dlgebra con la multiplicacién inducida por el producto exterior de formas.
Esto se sigue de la formula
dwNnB)=doN0+(—1)wAd0,

siendo r el grado de o, de lo cual se deduce que C(M) es un édlgebra que contiene a E(M) como un ideal.

Ejemplo

Consideremos el caso de la circunferencia unidad S'. Sabemos que A”(S') = 0 para p > 1, por lo que
HP(S') = 0 para p > 1. Veamos ahora qué pasa cuando p = 0, 1. No existen O-formas exactas y una 0-forma
cerrada sobre una variedad conexa es simplemente una funcion constante, por lo que deducimos

HO(SY) ~R.

Consideremos ahora 0 la funcién angulo, que no estd globalmente bien definida sobre S', ya que sélo puede
definirse salvo multiplos enteros de 27. Sin embargo, su diferencial 40 es una 1-forma globalmente bien de-
finida y que no se anula en ningtin punto de S'. De hecho, d6 es el elemento de volumen de la circunferencia
(aunque serfa mds propio decir elemento de longitud) inducido por el elemento de volumen canénico de R.
Veamos que d6 no es exacta; si lo fuera entonces su integral sobre la circunferencia seria cero, pero su valor
exacto es 27.
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Probemos que si & es una 1-forma (que siempre serd cerrada), entonces existe una constante c tal que & —cd 0
es exacta. En efecto, si @ = f(0)d0, sea
1
cC=_— 04
2 /sl ’

§0)= [ (7(0) —eao.

Como g(0 +27n) = g(0) para todo entero n, entonces g es una funcién diferenciable bien definida en S!
y dg = (f(8) —c)d® = a — cd@. Por tanto, cualquier 1-forma sobre S' difiere de una forma exacta en un
multiplo entero de 40 y deducimos

y consideremos

H'(S") ~R.

Teorema 4.46
Si M es una variedad simplemente conexa, entonces H*(M) ~ R y H' (M) = {0}.

La prueba de este teorema es consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 4.47
Sea w una I-forma cerrada en una variedad simplemente conexa M. Entonces existe una funcion diferenciable
f tal que @ = df. Ademas, si g es otra funcién tal que ® = dg entonces f — g es constante.

4.7.3. Aplicaciones entre los grupos de cohomologia

Sea f: M — N una aplicacién diferenciable, entonces tenemos el homomorfismo pullback f*: A(N) —
A(M). Dado que f*od = do f*, deducimos que f*(CX(N)) Cc CK(M) y f*(E¥(N)) C E¥(M). Por tanto, f*
inducido un homomorfismo (que denotaremos de la misma manera f*) entre H*(N) y H*(M).

Lema 4.48

(a) Una aplicacién diferenciable f : M — N induce un homomorfismo de 4lgebras f* : H*(N) — H*(M) para
todo k. Si f es la aplicacion identidad sobre M, entonces f* : H*(M) — H*(M) es el isomorfismo identidad.
(b) Sean f : M — N y g : N — P aplicaciones diferenciables. Entonces (go f)* = f*og*.

Corolario 4.49
Si M y N son variedades difeomorfas, entonces H*(M) y H*(N) son algebras isomorfas.

Sean M y N dos variedades diferenciables, no necesariamente de la misma dimensién, y consideremos
dos aplicaciones g : M — Ny h: N — M. Si goh: N — N es diferenciablemente homotépica a la
aplicacion identidad de N, y hog : M — M es diferenciablemente homotopica a la aplicacién identidad de
M, entonces g* y h* son isomorfismos lineales de los grupos de cohomologia. Por consiguiente, vemos de
nuevo que si f : M — N es un difeomorfismo, entonces f* : H*(N) — H*(M) es un isomorfismo. Asf pues,
la cohomologia de De Rham es un invariante diferenciable de la variedad. El teorema de De Rham, que no
probaremos en esta leccién introductoria, afirma que, de hecho, es un invariante topoldgico, esto es, depende
solamente de la estructura topoldgica subyacente a la variedad.

4.7.4. Ellema de Poincaré

Un resultado de especial interés en este contexto es el lema de Poincaré, el cual afirma que si una va-
riedad diferenciable M puede contraerse (diferenciablemente) a un punto de M, entonces toda forma cerrada
es una forma exacta. Como caso particular, toda forma cerrada definida sobre un conjunto estrellado de R”
es exacta. En términos de los grupos de cohomologia, el lema de Poincaré afirma que H*(M) = 0, para k > 0,
si M puede contraerse a un punto.
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4.7.5. Cohomologia de De Rham de los espacios euclideos punteados y de las esferas

Un resultado ttil, que es un caso especial del teorema de Mayer-Vietoris, puede enunciarse de la
siguiente manera.

Teorema 4.50

Sean U y V dos subconjuntos abiertos de R" que son homolégicamente triviales en todas las dimensiones.
SeaM = U UV y supongamos que N = U NV es no vacio. Entonces H’(M) es trivial y H**' (M) es isomorfo
a H*(N) para todo k > 0.

Como aplicacién del uso de estas herramientas puede probarse que la esfera S"~! y el espacio euclideo
punteado R™\ {0} tienen los mismos grupos de cohomologia en todas las dimensiones. Ademés:

(a) dim H*(R™\{0})=0 para0 < k <n— 1,

(b) dim H*(R™\{0})=1 parak =n—1.

En otras palabras, toda k-forma cerrada es exacta, para 0 < k < n— 1, y existe una (n — 1)-forma 1
cerrada y no exacta, tal que para cualquier otra (n — 1)-forma cerrada 1 existe un nimero ¢ para el cual

N — cno es exacta. Esto dltimo significa que H"~'(R™\{0}) =~ R. Por otro lado, utilizando el teorema de
Stokes podemos dar la siguiente caracterizacion de las formas exactas.

Proposicion 4.51
Una (n— 1)-forma cerrada n en R"\ {0} es exacta si, y solo si, fg»11 = 0.

FIN DEL CAPITULO 4




