Variedades diferenciables y subvariedades

EJERCICIOS

1.1. Consideremos el cuadrado M en R? descrito por la siguiente figura:

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

(Admite M una estructura de variedad diferenciable?

1.2. Sea S! la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen de R?, S! = {(x,y) € R? | x* +y* = 1}.

(0,1)

(~1.0) (0,0) (1,0)

(07_1)

Consideremos los siguientes subconjuntos de S':

Ui {(z1,22) €S' | z1 > 0},
U, = {(z1,22) €S' |z >0},
Us = {(z1,22) €S'|z1 <0},
Uy = {(z1,22) €S' |22 <0},
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

y definamos las siguientes funciones:

x1: U — R, x(21,22) = 22,
x: U — R, x(z21,22) =21,
x3:U3 — R, x3(z21,22) = 22,
x4:Us — R, x4(z1,22) =21

(a) Prueba que {x,x7,x3,x4} forma un atlas para S!.
(b) Prueba que el atlas definido en (a) es equivalente al formado por las dos cartas siguientes:

y:{(sen2ms,cos2ms) [0 <s<1} — R
(sen2ms,cos27s) — s

¥ :{(sen2ms,cos2ms) | —1/2<s<1/2} — R
(sen2ms,cos27s) — s

Consideremos los siguientes subconjuntos de R”:
A={(x,yz) eR|x>+y>=r*},r>0.
B={(x,y2) eR’ [z=x*+)*}.
C={(x,y,z) R} |x¥*+y> -7z —1=0}.
D={(x,y,2) eR? | x> —y* =72 —1=0}.
E={(xyz,w) eR*|?+y*=d* 2 +w?=b*},a,b>0.
Prueba que los conjuntos anteriores pueden dotarse de un atlas de forma que se convierten en varieda-

des diferenciables. ;Cudl es su dimensién?

Sea M una variedad diferenciable y » > 0 un ndmero real positivo. Prueba que todo punto p de M
admite un entorno coordenado (U, @) tal que ¢(p) = (0,...,0) y @(U) =B,(0) = {x e R" | ||x|| < r}.
Por tanto, todo punto admite una carta centrada en dicho punto y cuyo abierto coordenado es R".

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional y sea A un conjunto arbitrario. ; Admite el producto
cartesiano M X A estructura de variedad diferenciable?

(a) Sea M el conjunto de los pares de vectores ortonormales de R?. Prueba que M admite una estruc-
tura de variedad diferenciable.

(b) Generaliza el apartado anterior a R".

Sea o : I — R una curva regular en R3 y sea M el conjunto de todos los vectores normales a o. ; Admite
M estructura de variedad diferenciable? En caso afirmativo, ;de qué dimensién?

(a) Sea S(n,R) el conjunto de las matrices simétricas de orden n. Prueba que S(n,R) admite estruc-
tura de variedad diferenciable.

(b) Sea A(n,R) el conjunto de las matrices antisimétricas de orden n. Prueba que A(n,R) admite
estructura de variedad diferenciable.

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que al mismo tiempo admite un estructura de grupo
tal que las operaciones del grupo son diferenciables; es decir, las aplicaciones

u:GxG — G E:G — G
(a,b) —> ab a — a’!
son ambas diferenciables.

Consideramos en R la aplicacién u : R x R — R, p(x,y) = (x> +y*)!/3. Estudia si (R,u) es un
grupo de Lie.
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1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

Sea M una variedad diferenciable y G un grupo. Se dice que G actia sobre M si existe una aplicacion
¢ :GxM— M tal que:

i) las aplicaciones @, = ¢(g,-) son difeomorfismos, y

ii) @y, = Qg 0 @y, para todo g,h € G.

La accion es libre si el elemento identidad es el tnico elemento de G que tiene algin punto fijo; y es
discontinua si todo punto m tiene un entorno U tal que ¢,(U) NU = & para todo g # e.

Si G actda sobre M entonces determina una relacién de equivalencia: dos puntos p y g estan relaciona-
dos si existe g € G tal que g = @,(p). Denotemos por M /G al conjunto cociente y por 7 : M — M /G
la proyeccion canénica.

Prueba que si ¢ : G x M — M es una accion libre y discontinua de G sobre M, entonces M /G admite
estructura de variedad diferenciable tal que 7 es un difeomorfismo local.

Prueba que Z actiia libre y discontinuamente como un grupo de transformaciones sobre R si la accién
est4 determinada por la funcién global ® : R? x Z — R? definida por

CID((x,y),n) = (x—i—n, (_l)ny)
Prueba que la funcién global @ : Z x Z x R — R definida por
®d(m,n,s) =s+ma+np,

donde a y B son niimeros cuya razén es irracional, determina una accién de Z x Z sobre R que es
libre pero no discontinua.

Consideremos en R? el grupo G de difeomorfismos generado por las siguientes transformaciones:
(I)l(xay) = (X+1,—y),
Dy(xy) = (ny+1).

Comprueba que el grupo G actia libre y discontinuamente sobre R2. (La variedad cociente R?/G se
conoce como la botella de Klein).

(a) Definimos la siguiente relacion de equivalencia en R:
x~ysi,ysolosi,y=x+n, n€Z.
Prueba que el conjunto cociente R /7 admite estructura de variedad diferenciable de dimension

uno.

(b) En el plano R? con coordenadas (x,y), definimos las aplicaciones (traslaciones) Ty, , : R? — R?
mediante 7, ,(x,y) = (x+m,y+n), donde m y n son enteros. Definimos la siguiente relacion de
equivalencia en R?:

(x,y) ~ (a,b) si,y sélosi,x =a+m, y=b+n.

Prueba que el conjunto cociente 7' admite estructura de variedad diferenciable 2-dimensional.

(c) En R” definimos la siguiente relacién de equivalencia. Sean x = (x1,...,x,) € y = (V1,...,Vn)-
Entonces
x ~ysi,ysolo, siy;=x;+m;, m; € 7.

Prueba que el conjunto cociente R” /Z" admite estructura de variedad diferenciable n-dimensional.
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1.15. Consideremos en R? la siguiente relacion de equivalencia:
(x1,y1) ~ (x2,2) & In€Z | x1—xa=n¢e y = (—1)"y.
Sea M = X/ ~ el espacio cociente y 7 : X — M la proyeccion candnica. Definamos
Uy ={n(xy) | —1/2<x<1/2}, Uy ={m(x,y) |0 <x<1}.

Pruebaque 7w: (—1/2,1/2) xR — U; y w: (0,1) x R — U, son homeomorfismos con inversos ¢; y
¢,, respectivamente, tales que <7 = { (U1, ¢1), (Ua, ¢2)} es un atlas para M de dimensién dos (M dotado
de esta estructura diferenciable se conoce como la cinta de Mobius).

1.16. Sea F'(k,n) el conjunto formado por todas las familias de k vectores de R” linealmente independientes
(en general, cualquier espacio vectorial real n-dimensional). Dota a F(k,n) de estructura de variedad
diferenciable. Las variedades F (k,n) se denominan variedades de Stiefel.

1.17. (a) Sea G(k,n) el conjunto de todos los k-planos (subespacios lineales de dimension k) pasando por
el origen de R” (en general, cualquier espacio vectorial real n-dimensional). Dota a G(k,n) de
estructura de variedad diferenciable. Las variedades G(k,n) se denominan variedades de Grass-
mann. En particular, G(1,n) = P*(R).

(b) Prueba que para cualquier , las variedades de Grassmann G(k,n) y G(n — k,n) son naturalmente
difeomorfas.

1.18. (a) Construye un difeomorfismo entre: (i) Ja,b[y | —1,1[; (i) ]0,1[ y R.
(b) Prueba que no existe ningin difeomorfismo entre la circunferencia unidad y un intervalo de la
recta real.

1.19. Demuestra que para todo par de nimeros reales a,b € R, a < b, se puede construir una funcién dife-
renciable 1 : R — R, con 0 < A(t) < 1, tal que

(@) h(t)=1sit<ayh(t)=0sit>b.
(b) h(t)=0sit<ayh(t)=1sit>Db.

1.20. Demuestra que para toda cuaterna de nimeros reales a < a; < b; < b, se puede construir una funcién
diferenciable #: R — R, con 0 < A(r) < 1, tal que

(@) h(t)=1lsit<aot>byh(t)=0sia; <t <b.
(b) h(t)=0sit<aor>byh(t)=1sia <t <b.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

Sea X = R con su estructura diferenciable estdndar, y consideremos ¥ = R con la estructura dife-
renciable determinada por la carta ¢(x) = x>. Consideremos las siguientes aplicaciones: f : X — Y,
f)=x"g: X 5 X, gx) =x" h: X = X, h(x) =x3 y: X = Y, y(x) = x. (Cuiles de las
aplicaciones f, g, h o y son diferenciables y/o difeomorfismos?

(a) Pruebaquesi f: M — M’y g: N — N’ son aplicaciones diferenciables, entonces la aplicacién
producto f X g: M x N — M’ x N’ es también diferenciable.

(b) Si f:M — Nyg:M— N son aplicaciones diferenciables, entonces (f,g) : M — N x N’
es una aplicacién diferenciable. Como consecuencia la aplicacién diagonal d : M — M x M
definida por d(m) = (m, m) es diferenciable.

(¢c) Sea f:M — M’y m € M. Prueba que f es diferenciable en m si y s6lo si yo f es diferenciable
en m para toda funcién y : M’ — R diferenciable en f(m).

(a) Siunaaplicacion f: M — M’ es diferenciable en un punto p € M entonces, usando las topologias
inducidas en M y M’, f es continua en p.

(b) Si f: M — M’ es una aplicacién diferenciable y U es un subconjunto abierto de M que intersecta
el dominio de f, entonces f|y es también diferenciable. Si f es un difeomorfismo, entonces f|y
es también un difeomorfismo.

(¢) Lacomposicion go f de dos aplicaciones diferenciables f: M —> M’y g: M' —> M" es también
diferenciable. Si f y g son difeomorfismos entonces también lo es go f.

(d) Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Prueba que cualquier carta es un difeomor-
fismo. Reciprocamente, si f: U C M — R" es un difeomorfismo entonces f es una carta de
M.

Sean M| y M, dos variedades diferenciables y consideremos M = M| x M, la variedad diferenciable
producto. Sea (p,q) € M. Definimos j, : M, — M e i, : M; — M por

) =(p.y),  iglx) = (x,9).
Prueba que j, e i, son aplicaciones diferenciables.

Prueba que la recta proyectiva real P!(R) es difeomorfa a S'. ;Puede extenderse este resultado a
dimensiones superiores?

(a) Pruebaque R/Zy S! son variedades diferenciables difeomorfas.

(b) Extiende el difeomorfismo anterior a las variedades R" /Z" y Stx ... xSl
Sea K el subconjunto de R? definido como sigue:
K={(s,0)| se R}U{(0,n) | n=0,1,2,...}
Sea U, ={(s5,0) | s #0}U{(0,n)},n=0,1,2,.... Definimos las funciones x, : U, — R mediante
xn(5,0) =5 #0, x,(0,n) = 0.

(,0)
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1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

Prueba:

(@) {(Un,xn)};r constituye un atlas sobre K.
(b) La topologia inducida no es Hausdorff.

(c) La topologia inducida no es localmente compacta.
Sea A el subconjunto de R? definido como sigue:
A={(s,0)| se R}U{(0,) | ¢ € R"}.
Sea Uy ={(5,0) | s #0} U{(0, &) }. Definimos las funciones xq : Uy — R mediante
Xq(5,0) =5 #0, xq(0,a) = 0.
Prueba:

(@) {(Ug,xq)}aer+ constituye un atlas sobre A.
(b) La topologia inducida no es Hausdorff ni localmente compacta.
(c) Latopologia inducida no satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Una variedad M se dice conexa si, con la topologia inducida, es un espacio topolégico conexo. Prueba

que una variedad Hausdorff M es conexa si, y s6lo si, es conexa por arcos, es decir, para todo par de
puntos p, ¢ de M existe una aplicacién f : [0,1] — M continua tal que f(0) =py f(1) =gq.

Prueba que las funciones {f, : R — R}, <z definidas por
h(x—n
fa(x) = w(—)7
Z h(x—m)
Mm=—oo

donde

1
exp(—1—z) Rl <1
h — 1—x
=4 o> 1
constituyen una particién diferenciable de la unidad subordinada al cubrimiento abierto {(n—2,n+
2) }HGZ de R

(a) Construye en la esfera S” una particion diferenciable de la unidad consistente en s6lo dos funcio-
nes.

(b) Prueba que si M y M’ son dos variedades paracompactas, entonces la variedad producto M x M’
también es paracompacta.

Sean M y N dos variedades diferenciables de la misma dimensién. ;Son localmente difeomorfas? ;Son
globalmente difeomorfas? ;Qué ocurre en el caso concreto de M =S"y N = P*(R)?

Sea E = R? y denotemos por R al plano z = a, con su topologia usual. Consideremos E como la unién
disjunta de R2, con a € R, y dotémosle de la topologia natural: un subconjunto de E es abierto si, y
sé6lo si, su interseccién con cada R2 es abierto. Consideremos la siguiente relacién:

y=y >0

) AN
(xvy)a (xay )b<:>> ('x?y)a— (X,y )b o { xy+a:x'y—|—b

donde (x,y), denota el punto (x,y,a) € R2,
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(a) Comprueba que ‘~’ es una relacion de equivalencia. Sea & = E/ ~, y consideremos 7 : E — &
la aplicacién candnica.

(b) Prueba que & es Hausdorff y que, para todo a € R, la restriccion de 7 al plano R2 es un homeo-
morfismo en su imagen.

(¢) Sea f, : m(R2) — R? tal que f,([(x,¥)s]) = (x,y). Entonces {(m(R2), f,)}ucr es un atlas sobre
&Y. & se denomina la superficie de Priifer.

(d) Prueba que & no satisface el segundo axioma de numerabilidad.

1.34. Determina si la funcién f : R> —; R? definida por

(x,y) — (ycosx,ysenx,x)

€s una inmersion.

1.35. SeaM = (R x {0})U (R x {1}) y se considera la estructura diferenciable dada por las cartas

x:Rx{0} — R, x(s,0) =s,
y:Rx{l} —R, y(s,1)=s.

Sean las aplicaciones

O:R—M, ¢(s)=(s,1)sis#0,y ¢(0) =(0,0),
v:M—R, y(s,1)=y(s,0)=s, seR.

(0,1)

(0,0)

Prueba que y es una inmersién y que y o ¢ es diferenciable, aunque ¢ no es diferenciable.
1.36. Consideremos las funciones f : R3 — R definidas por

@ (x,y,2) — x> +y>—22—1,
b) (x,9,2) — x> —y* -2 —1.
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1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

Prueba que la inyeccién canénica j de f~!(0) en R? tiene rango 2 en todos los puntos calculando
explicitamente la aplicacidn diferencial.

(a) Sean M y N dos variedades diferenciables de la misma dimensién y f : M — N una inmersion.
Si M es compactay N es conexa y Hausdorff, prueba que f es sobreyectiva.

(b) Deduce que no existe ninguna inmersién de S! en R ni de P"(R) en R".

Sea F : (1,00) — R? la aplicacién dada por

t+1 t+1
F(r)= (; cos(2mt), ;sen(Zm)> .

(Es F una inmersion?

Estudia si existe una inmersién inyectiva f : S x S — R3. En caso negativo, ;qué es lo que lo
impide?

(a) Sea (U,x), conx = (x1,...,X,), una carta en una variedad diferenciable M. Prueba que 3—;‘; (p) =
0;, donde &;; representa la delta de Kronecker, para todo punto p € U.

(b) Sea x es una cartade My f: M — R una funcién diferenciable cuya representante local F =

fox ! estd dada por F(ui,...,u,) = senu; + cosu,. Prueba que
f af
—— =COSX —— = —senx,.
8x1 ! y 8x2 2

(a) Sea V un espacio vectorial n-dimensional real dotado con su estructura estdndar de variedad
diferenciable y p € V un punto de V. Prueba que 7,,V es canénicamente isomorfo a V. De este
modo, V' y T,V son, como variedades diferenciables, difeomorfas.

(b) Sea ¢ : V. — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de dimensiones n y m,
respectivamente. Prueba que ¢ es una aplicacién diferenciable y calcula su diferencial en un
punto p € V arbitrario.

(a) Siies laaplicacion identidad en algtn entorno de m € M, prueba que di,, es la aplicacion identi-
dad sobre el espacio tangente 7;,M.
(b) Si @ : M — M’ es una aplicacion constante en algiin entorno de m, prueba que d@,, = 0.

(c¢) Deduce que si ¢ y ¢ son dos aplicaciones de M en M’ que coinciden en algtn entorno de un
punto m € M, entonces d¢,, = d Q.
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1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49

(d) Sea M una variedad diferenciable conexay f : M — R una funcién diferenciable tal que df, =0
en todo punto p de M. Prueba que f es una funcion constante.

Sea ©*°(m) el dlgebra de las funciones diferenciables en un entorno de m. Definimos el subconjunto
€;°(m) de € (m) del siguiente modo. Una funcion f € € (m) estd en €;°(m) si, y sélo si, en algin
entorno de m

f=c+ Zfagou

finita

donde ¢ € R es una constante y las funciones fy,gq € € (m) verifican fy(m) = go(m) = 0. Prueba
que un operador lineal D : €*°(m) — R es una derivacion si, y solo si, D = 0 sobre €,°(m).

Sean M| y M, dos variedades diferenciables y consideremos M = M| x M, la variedad diferenciable
producto. Prueba que para cualquier punto (p,q) de M, la aplicacién F : T(,, )M — T,M; x T, M,
dada por

F(v) = ((dm)p(v), (dm2)q(v))

es un isomorfismo de espacios vectoriales cuyo inverso viene dado por

F! (vi,v2) = (dig) p(v1) + (djp)g(v2)-

En vista de esto, es usual identificar los vectores de 7{,, ;)M con sus imdgenes por F. Asi v = (vi,v2)
significard que F (v) = (vi,v2).

Consideremos M, el conjunto formado por todas las matrices reales de orden 2 x 2 con determinante
a, siendo a un nimero real no nulo.

(a) Prueba que M, admite una estructura de variedad diferenciable. ;Cudl es su dimensién?

(b) Calcula el espacio tangente a M, en el punto

(a0
P=\o 1)
Sean f:M — M'y g: M' — M" dos aplicaciones diferenciables y p un punto que estd en el dominio
de go f. Prueba:

(a) Sielrango de g en f(p) es igual a la dimensién de M’, entonces go f y f tienen el mismo rango
en p.

(b) Sielrango de f en p es igual a la dimension de M’, entonces el rango de go f en p coincide con
el rango de g en f(p).

(a) Sea f: M — N una aplicacion diferenciable con rango constante e igual a dimM= dimN. Prueba
que f(M) es un abierto en N.

(b) Sea f: M — N una aplicacion diferenciable y biyectiva. Supongamos que f tiene rango cons-
tante e igual a dimM=dimN. Prueba que f es un difeomorfismo.

(c) Demuestra que la proyeccién natural 7 : S” — P"(R) tiene rango constante e igual a n. Deduce
que 7 es un difeomorfismo local pero no un difeomorfismo global.

(a) Sea j:S? — R la inyeccién candnica de la esfera S? en el espacio euclideo tridimensional.
Calcula explicitamente la diferencial de la aplicacién j y determina su rango.

(b) Idénticas cuestiones para la inyeccién canénica j : S" — R,
Sea f: R — R la funcién diferenciable definida en coordenadas esféricas por f(r,0,¢) = rtan@.

Encuentra las constantes a,b,c tales que la diferencial de f se expresa en el punto p = (r,0,¢) =
(1,7/4,0) como df, = adx+ bdy + cdz.
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1.50. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensién n y consideremos f : M — R” una aplica-
cion diferenciable. ;Existe algin punto p € M tal que df), es singular?

1.51. (Férmula de Leibnitz) Sean M y M, dos variedades diferenciables y consideremos M = M| X M, la
variedad diferenciable producto. Sea @ : M — P una aplicacién diferenciable. Prueba que

(dP)(p,q)(v) = (dDPy)p(v1) + (dDPp)4(v2),

donde ®, = Po j,, P, = Poi, y v= (vi,12). Como consecuencia, si f: M — R es una funcién
diferenciable sobre M, entonces

v(f) =vilfy) +v2(fp)-
1.52. Consideremos la aplicacién ¢ : R""1\ {0} — S" definida por o(z) = ’Z—|
b4
(a) Prueba que o es una aplicacién diferenciable.
(b) Calcula su diferencial, asi como su rango y su niicleo.
1.53. Sea .# = .# (n,R) el conjunto de todas las matrices reales de orden n X n, con su estructura canoni-
ca de variedad diferenciable. Entonces det : .# — R es una aplicacién diferenciable y GL(n) =

det™!(R —{0}) es un subconjunto abierto de .#; por tanto, GL(n) es una subvariedad diferenciable de
dimensién n?. Probar:

a) det: GL(n) — R tiene rango constante e igual a 1. En consecuencia, det™!(1) = SL(n) es una
hipersuperficie de GL(n), que llamaremos el grupo especial lineal.

b) El espacio tangente 7;(SL(n)) C .#, donde I denota la matriz identidad de orden n, estd formado
por las matrices de traza cero.

1.54. Seala aplicacion diferenciable ¢ : GL(n) — GL(n) definida por ¢ (A) = A’A, donde A’ indica la matriz
transpuesta. Prueba:

a) Relativa a la identificacion estandar 7;(GL(n)) = .# (n), la aplicacién diferencial
491 : Ti(GL(n)) — T(GL(n)

estd dada por d¢;(B) = B' + B.
b) La aplicacion ¢ tiene rango n(n+1)/2 en I.

¢) Deduce que el grupo ortogonal O(n) C GL(n) es una subvariedad compacta cuya dimension es
nn—1)/2.

d) Prueba que el subespacio 77(O(n)) C .# (n) esta formado por las matrices antisimétricas.

1.55. (a) SeaS={(x,y) € R? | x> —y? = 1} la hipérbola equildtera.
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Justifica que S es una subvariedad 1-dimensional cerrada de R? y détale de un atlas de una sola
carta.

(b) Deduce que el conjunto F = {(x,y,z,w) € R* | x> —y* = 1,72 — w? = 1} es una subvariedad
2-dimensional de R*, que denominaremos foro.

1.56. (a) Prueba que el conjunto
S={(x,52) eR* | X+ +22 —2xyz =1}
es una subvariedad cerrada de R de dimension 2.
(b) Prueba que el conjunto

S={(xy,2) €R’ | x> —y* +2xz+2yz=1, 2x—y+z=0}

puede dotarse de estructura de variedad diferenciable de forma que sea una subvariedad 1-
dimensional cerrada de R>.

1.57. Consideremos los siguientes subconjuntos de R:
= A={(x,y) eR? |y = x|},
= B={(xy) eR? [ +y’ -3y =1},
» C={(xy) eR?*| > =y},

¢ Cuiles de ellos son subvariedades de R??

1.58. ;Cuiles de los siguientes conjuntos son subvariedades de R??

A = {6, |reRIU{(t, ) |teRT}
B = {(xy)|x=00y=0}

C = {(cos(t),cos(t/3)+sen(t/3)) |t € (0,4 + %)}

1.59. Sea S = {(x,y) € R? | xy = 0}. Construyamos dos cartas aplicando cada eje en la recta real mediante
(x,0) = x, (0,y) — y. (Definen las cartas anteriores un atlas sobre el conjunto abstracto S? Si no es
asf, ;admite S estructura de variedad diferenciable? En caso afirmativo, ;es S una subvariedad de R??

1.60. Sea el toro de revolucién 72 C R3, simétrico respecto del origen 0 € R?. Sea G = {A,I} C Isom(T?),
donde A es la aplicacién antipodal e I es la identidad. Entonces:

a) El cociente K = T?/G admite estructura de variedad diferenciable. K se denomina la Botella de
Klein.

b) La aplicacién ¢ : R> — R* dada por
¢ (x,y) = ((rcosy+a)cosx, (rcosy-+a)sinx, rsinycos(x/2), rsinysin(x/2))
induce un embebimiento de la botella de Klein en R*.

1.61. Sea f:R? — R la funcién diferenciable definida por f(x,y) = y* —y> + %xz y consideremos el conjunto
M = £~1(0). ; Admite M estructura de variedad diferenciable?

1.62. Sea f : M — R una funcidén diferenciable que tiene rango 1 en todos los puntos de una fibra F =
f~'(a). Si p es un punto de F y v € T,M, prueba que v € T,F si, y sélo si, df,(v) = 0.
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1.63. Prueba que para cualesquiera nimeros reales a, b y ¢ (no todos nulos), la funcién f : R — R, definida
por f(x,y,z) = ayz+bxz+cxy — 1, determina sobre f~'(0) la estructura de una variedad diferenciable
cerrada no compacta.

1.64. Consideremos la aplicacioén diferenciable F : R? — R* definida por F(x,y,z) = (x> —y?,xy,xz,yz) y sea
7 :S? — P?(R) la proyeccién canénica de la esfera unidad en el plano proyectivo. Sean ¢ : S*> — R*y
@ : P*(R) — R* las aplicaciones que hacen el siguiente diagrama conmutativo:

R3
J x
SZ ¢ R4
P(R)

donde j: S?> — R3 es la inclusién candnica; en otras palabras, ¢ = F|s2 y ¢([(x,y,2)]) = @(x,,2).
Prueba que ¢ es un embebimiento.

1.65. Consideremos la funcién f : R? — R definida por
fay2) =@+ +2+a =) —4a*(C +y?),  a>b

a) Determina los valores ¢ € R para los que f~!(c) es una superficie regular de R>.
b) Sea S = f~!(0) y consideremos el punto p = (a,0,b) € S. Calcula una base del plano tangente
7,5 C R
1.66. Sea f: R* — RO la aplicacién definida por
fx32) = (257,22, V2yz2,V2x2,V 2y).

Prueba que f induce un embebimiento de la esfera S?(1) en el espacio euclideo R®. La subvariedad
f(S?) se denomina superficie de Veronese.

1.67. Sea F : R” — R una funcidén polinémica homogénea de grado » > 1 con al menos un valor positivo.
Prueba:

a) La funcién f : R" — R, definida por f(x) = F(x) — 1, determina en f~'(0) una estructura de
variedad diferenciable. (Ind.: Utiliza el teorema de Euler para funciones homogéneas).

b) Si F(z) > 0 excepto para z = 0, entonces f~'(0) es una subvariedad compacta de R". (Ind.:
Prueba que estd acotada).
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1.68. Sea f: 2 c R3 — R* dada por
F(x,y.2) = (vz.xz,xy,07 +2y% +35%)

y consideremos f : P2(R) —s R* definida por

donde estamos identificando P2(R) con S2/{1,A}. Prueba que f es un embebimiento de P2(R) en
R?.
1.69. (a) Una aplicacion diferenciable f: M — N es una sumersion si tiene rango constante e igual a
dimN. Sea M =[]’_; M;. Prueba que las proyecciones py : M — M) son sumersiones.
(b) Sean @; : M; — N;,i=1,...,n, sumersiones. Prueba que la aplicacién producto @ = @ X ... @, :

[T M; — T, N; es una sumersion.

1.70. Sea f: M — M’ una sumersién y sea p un punto del dominio de f. Prueba que existen cartas (U,x) de
py (W,y) de f(p) tal que la representante local yo fox~! de f estd dada por yo fox~!(z,w) =z



