Integracion en variedades

EJERCICIOS

4.1.
4.2.

4.3.

44.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.
4.9.

Prueba que un conjunto de medida cero no puede contener un conjunto abierto.

Prueba que las uniones finitas y las intersecciones de dominios de integracién es un dominio de inte-
gracion.

[e] —
Si D es un dominio de integracién, entonces D y D también son dominios de integracién. Prueba que:

/Dfdv:/;)fdv:/ﬁfdv.

Sea 7y una curva diferenciable a trozos entre dos puntos p y g de una variedad diferenciable M y
consideremos f una funcién diferenciable. Demuestra la igualdad

/y df = f(q) — F(p).

Demuéstralo sin utilizar el teorema de Stokes y suponiendo, en primer lugar, que la imagen de la curva
estd dentro de un entorno coordenado.

Evalta la integral de linea de @ = x?ydx + xdy en R? a lo largo del segmento que conecta (0,0) con
(1,1). Realiza el mismo calculo a lo largo de la linea quebrada que conecta (0,0) con (1, 1) pasando
por (1,0). ;Se obtiene el mismo valor? ;Puedes generalizar lo que estd ocurriendo?

Demuestra que todas las integrales de linea de @ = Pdx + Qdy + Rdz en R? son independientes del
camino solamente si el valor de la integral sobre cualquier camino cerrado es cero. Utiliza este hecho
y el teorema de Stokes para encontrar condiciones sobre las funciones P, O, R que sean suficientes para
probar la independencia del camino.

Sea Y C M una curva en M parametrizada por una aplicacion F(¢), t € [a,b]. Supongamos que t = f(s),
s € [c,d], es un cambio de pardmetro sobre y. Si @ es una 1-forma en M, entonces el valor de la
integral [, ® no cambia de valor si f'(s) > 0, es decir, si la orientacion de G = F o f es la misma.
Cuando f’(s) < 0 entonces la integral cambia de signo.

Demuestra directamente el teorema de Stokes para un tridngulo en R? y un cubo en R,
Sea la superficie parametrizada S que es la imagen de la funcién diferenciable
f{v) |+ <1} CcR* - R?

definida por f(u,v) = (u,v,u* +v?), y consideremos la funcién diferenciable p : R — R dada por
p(x,y,z) = ax+ by +z, donde a y b son constantes. Calcula la integral

/pdA.
s
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4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.
4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

Sea la funcién diferenciable f : [0,27] x [0, ] — R? definida por
f(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv).

Sea S = f([0,2x] x [0, 7]) y consideremos la funcién
_ 1
V224 (z—a)?’

donde a es una constante, 0 < a < 1. Calcula la integral

/pdA.
s

Sea D un dominio de integracién y f una funcién integrable en D. Se define el valor medio de f en D
como

p(x,y,2)

u(f,D) = V011<D) | rav

Calcula el valor medio de la funcién p en los dos ejercicios anteriores.

Calcula las siguientes integrales de superficie [ fdA:

1. f
2. f
3. f
4. f

Calcula el valor medio de la funcién f(x,y,z) = x sobre la porcién del plano z = x cuya proyeccion en
el plano xy es el cuadrado [—1, 1] x [—1, 1]. Interpreta el resultado.

x%,2) =x S ={(x,y,2) ER? | X?+y*+72=1,x>0,z>0}.
x,y,2) =y, 8 ={(x,y,z) eER} | ¥* +y*+ 7> =1,x > 0,7 > 0}.
x,2) =2 S={(x,2) ER}| > +y*+722=1,x>0,z>0}.
x,,2) =xy+xz, S ={(x,y,2) €ER? | x+y+z=1,x>0,y>0,z>0}.

—~ e~ =~ =2

Repite el ejercicio anterior con la funcién f(x,y,z) =y, y el plano z = y.

(Cudl es el valor promedio del producto de tres niimeros no negativos cuando cada uno de estos varia
de tal manera que su suma siempre es igual a la unidad?

(Cudl es el valor promedio de la suma de tres nimeros no negativos cuando cada uno de estos varia de
tal manera que la suma de sus cuadrados siempre es igual a la unidad?

(Cudl es el valor promedio de la suma de los cuadrados de tres nimeros no negativos cuando cada uno
de estos varia de tal manera que su suma siempre es igual a la unidad?

Si S es una superficie con campo normal unitario N, entonces el flujo de un campo F : R* — R3 a

través de S se define como
/ / F.NdA.
N

En los siguientes casos, calcula el flujo del campo F' a través de la superficie S:

L. F(x,y,z) = (Oa 170)’ S:f(U)’ donde U = [a7b] X [C?d] yf(M,V) = (uv‘)?au"i_ﬁv"i_’}/)'
2. F(x,y,2) = (v, 32— 1), S = {(w, v, +V? [? +V* < 1}.
3. F(x,y,z) = (x,¥,2), S es la esfera de radio r.
4. F(x,y,z) = (x,y,2), S es el elipsoide
2 2 2
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