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TEORIA

Cuestion 1 (1 punto). Proposicion 1.51: Sea el conjunto 7'M definido por TM = U,cyT,M. En-
tonces TM admite estructura de variedad diferenciable de dimensién 2#n, siendo »n la dimen-
sién de M. Esta variedad recibe el nombre de fibrado tangente de M.

Cuestién 2 (1 punto). Lema 2.37: Existe una tnica aplicacién ¢ (M)-lineal C: 7' (M) — €= (M),
denominada contraccion (1,1), tal que C(X ® 0) = 6(X ), paratodo X € X(M)y 0 € X*(M).

Cuestion 3 (1 punto). Proposicion 4.17: Sea D C R” un dominio de integracion y f una funcion
integrable. Se cumple lo siguiente:

@ (inf f)vol(D) < /D fdv< (sgp f)vol(D).

(b) Si D es conexo y f es continua, entonces

/fdv— p)vol(D),

donde p es un punto del dominio D. Esta propiedad se denomina propiedad del valor medio.

PROBLEMAS

Problema 1 (2,5 puntos). Sea la aplicacién diferenciable ¢ : GL(n) — GL(n) definida por ¢ (A) =
A'A, donde A’ indica la matriz transpuesta. Prueba:

a) Relativa a la identificacion estdndar 7;(GL(n)) = .# (n), la aplicacién diferencial en la
matriz identidad d¢y : T;(GL(n)) — T;(GL(n)) estd dada por d¢;(B) = B' + B.

b) La aplicacién ¢ tiene rango constante n(n+ 1) /2.

¢) Deduce que el grupo ortogonal O(n) C GL(n) es una subvariedad compacta de dimen-
sionn(n—1)/2.

d) Prueba que el subespacio tangente 7;(O(n)) C .# (n) estd formado por las matrices an-
tisimétricas.

Problema 2 (2,5 puntos). Sea D = {(x,y) € R? | x # 0} y consideremos la aplicacién diferencia-
ble ¢ : D — D definida por ¢ (x,y) = (x*,y). Consideremos el tensor T =y d; ®dy y el campo
de vectores X = x d,. Calcula:

a) ¢°T.
b) L. xT.
Problema 3 (2 puntos). ;Cuadl es el valor promedio de la suma de tres nimeros no negativos

cuando cada uno de estos varia de tal manera que la suma de sus cuadrados siempre es igual
a la unidad?



