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@ Definicién axiomatica de R

Presentaciones de Clase Anilisis Matematico |



© Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.
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@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nlimeros reales a partir de los
axiomas.
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@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

© Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.
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@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

© Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.

@ Conocer el principio de inducciéon y saber utilizarlo.
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@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

© Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.
@ Conocer el principio de induccién y saber utilizarlo.
© Conocer la unicidad de R
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Objetivos

@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

© Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.
@ Conocer el principio de induccién y saber utilizarlo.
© Conocer la unicidad de R

O Conocer la representacion geométrica de los niimeros reales.
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Objetivos

@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

© Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.

@ Conocer el principio de induccién y saber utilizarlo.

© Conocer la unicidad de R

@ Conocer la representacién geométrica de los niimeros reales.

@ Definir (y entender) los niimeros complejos.

Presentaciones de Clase Anilisis Matematico |



Objetivos

@ Definir (y entender) R introducido axiomaticamente.

@ Saber deducir propiedades de os nldmeros reales a partir de los
axiomas.

Comprender y utilizar los conceptos de supremo e infimo.
Conocer el principio de induccién y saber utilizarlo.

Conocer la unicidad de R

Conocer la representacién geométrica de los ndmeros reales.

Definir (y entender) los nimeros complejos.

©000O0O0

Conocer la representacién geométrica de los nimeros
complejos.
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Definicion axiomatica de R

Definicidon axiomatica de R

Definicion

Existe un cuerpo totalmente ordenado y completo que recibe el
nombre de cuerpo de los niimeros reales y se denota por R.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:

Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z€ R
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:

Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (x,y)—x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@Q x+y=y-+xparatodo x,y eR
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x paratodo x,y € R (conmutativa),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

@ existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
xR
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x €R (elemento neutro de la suma),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

Q x (v-z)=(x-y) z para todo x,y,z€ R
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x paratodo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

@ x-(y-z)=(x-y) z para todo x,y,z € R (asociativa),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

@ x-(y-z)=(x-y) z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x y=y-xparatodo x,y eR
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x paratodo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

@ para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

@ x-(y-z)=(x-y) z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x y=y-x paratodo x,y € R (conmutativa),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),
x-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

00 ©

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x paratodo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),
x-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

00 ©

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R (elemento neutro del producto),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe x’ € R con la propiedad de que x+x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),
x-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R (elemento neutro del producto),

© 000 ©

para cada x € R con x # 0 existe x” € R con la propiedad de que

x-x" =1, dicho x” se denota mediante — o también mediante x !
X
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe X’ € R con la propiedad de que x +x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),

Xx-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R (elemento neutro del producto),

© 000 ©

para cada x € R con x # 0 existe x” € R con la propiedad de que
x-x" =1, dicho x” se denota mediante — o también mediante x~!
X

(elemento inverso),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe X’ € R con la propiedad de que x +x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),

Xx-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R (elemento neutro del producto),

© 000 ©

para cada x € R con x # 0 existe x” € R con la propiedad de que

x-x" =1, dicho x” se denota mediante = o también mediante x~1
(elemento inverso), X

Q (x+y)-z=x-z+y-zparatodo x,y,ze R
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: cuerpo

RxR—R RxR—R
(x,y) = x+y (xy)=x-y
operaciones internas llamadas suma y producto que cumplen:
Q x+(y+2z)=(x+y)+z para todo x,y,z € R (asociativa),
@ x+y=y+x para todo x,y € R (conmutativa),

© existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x+0 = x para todo
x € R (elemento neutro de la suma),

para cada x € R existe X’ € R con la propiedad de que x +x’ =0, dicho x’
se denota con —x (elemento opuesto),

x-(y-z)=(x-y)-z para todo x,y,z € R (asociativa),

Xx-y =y-x para todo x,y € R (conmutativa),

existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1-x = x para todo x € R (elemento neutro del producto),

© 000 ©

para cada x € R con x # 0 existe x” € R con la propiedad de que

x-x" =1, dicho x” se denota mediante = o también mediante x~1
(elemento inverso), X

Q (x+y)-z=x-z+y-z para todo x,y,z € R (distributiva).
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x paratodo xeR
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),
@ x<yey<ximplican x=y
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),
@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),
@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),
@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),
@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),
@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x<yody<x
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z<y+z paratodo x,y,z € R,
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z <y+z para todo x,y,z € R, (compatibilidad del
orden con la suma),
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z <y+z para todo x,y,z € R, (compatibilidad del
orden con la suma),

@® x<yy0<zimplica x-z<y-z paratodo x,y,ze R

Presentaciones de Clase Anilisis Matematico |



Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z <y+z para todo x,y,z € R, (compatibilidad del
orden con la suma),

@® x<yyO0<zimplica x-z<y-z para todo x,y,z € R (compatibilidad del
orden con el producto).
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z <y+z para todo x,y,z € R, (compatibilidad del
orden con la suma),

@® x<yy0<zimplica x-z<y-z para todo x,y,z € R (compatibilidad del
orden con el producto).

@ x > y significa, por definicién, lo mismo que y < x;
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: totalmente ordenado

Significa que existe una relacién binaria denotada con < con las siguientes
propiedades:

@ x < x para todo x € R (reflexiva),

@ x<yey<ximplican x =y (antisimétrica),

@ x<yey<zimplican x < z para todo x,y,z € R (transitiva),

@® para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y 6y <x (el orden es total),

@ x <y implica x+z <y+z para todo x,y,z € R, (compatibilidad del
orden con la suma),

@® x<yy0<zimplica x-z<y-z para todo x,y,z € R (compatibilidad del
orden con el producto).

@ x > y significa, por definicién, lo mismo que y < x;

@ si x <y siendo x # y entonces escribiremos x < y o, indistintamente,
y > x.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: completo

Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: completo

Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Definiciéon: cota superior

Un conjunto @ # A C R se dice acotado superiormente si existe M € R con la
propiedad de que a < M, para todo a € A; M se llama una cota superior de A.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: completo

Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Definiciéon: cota superior

Un conjunto @ # A C R se dice acotado superiormente si existe M € R con la
propiedad de que a < M, para todo a € A; M se llama una cota superior de A.
i

Definicién: supremo

Se dice que @ € R es supremo de A (y se escribe o =supA) si @ es cota
superior de A y ademas cualquier otra cota superior M de A cumple que a < M.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: completo

Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Definiciéon: cota superior

Un conjunto @ # A C R se dice acotado superiormente si existe M € R con la
propiedad de que a < M, para todo a € A; M se llama una cota superior de A.

Definicién: supremo

Se dice que @ € R es supremo de A (y se escribe o =supA) si @ es cota
superior de A y ademas cualquier otra cota superior M de A cumple que a < M.

o € R es supremo de A si:
O x<a, para cada x € M,
@ Para cada € >0, existe x; € M tal que o — € < x¢.
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Definicion axiomatica de R

Explicacién: completo

Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Definiciéon: cota superior

Un conjunto @ # A C R se dice acotado superiormente si existe M € R con la
propiedad de que a < M, para todo a € A; M se llama una cota superior de A.

Definicién: supremo

Se dice que @ € R es supremo de A (y se escribe o =supA) si @ es cota
superior de A y ademas cualquier otra cota superior M de A cumple que a < M.

V.

Supremo

o € R es supremo de A si:
O x<a, para cada x € M,
@ Para cada € >0, existe x; € M tal que o — € < x¢.

Completitud

En R cada conjunto no vacio acotado superiormente posee una cota superior
que es la menor de todas las cotas superiores.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

Proposici

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:

@ Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

Proposicién

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
© Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b= 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a- - =1.

b
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
Q c<0equivale a —c>0.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)-b= —(ab).
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)- b= —(ab).
@ Sia<byc<dentonces a+c<b+d.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)- b= —(ab).
@ Sia<byc<dentonces a+c<b+d.
@ a<bes —a>-—b.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)- b= —(ab).
@ Sia<byc<dentonces a+c<b+d.
Q@ a<be —a>—b.

@ Si c <0 entonces a< by ac > bc son equivalentes.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)- b= —(ab).

@ Sia<byc<dentonces a+c<b+d.

Q@ a<be —a>—b.

@ Si c <0 entonces a< by ac > bc son equivalentes.

© Si a#0 entonces a-a > 0; en particular 1 > 0.
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
@ c<0equivalea —c > 0.

@ (—1)-a=—ay por tanto (—a)- b= —(ab).

@ Sia<byc<dentonces a+c<b+d.

Q@ a<be —a>—b.

@ Si c <0 entonces a< by ac > bc son equivalentes.

© Si a#0 entonces a-a > 0; en particular 1 > 0.

1
@a>0s - >0.
a
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Definicion axiomatica de R

Propiedades

En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordenado) se tiene:
© Los elementos neutros, opuesto e inverso son (inicos.
@ 2-0=0 para todo a € R.
@ Las férmulas a= by a— b =0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las férmulas a=by a-— =1.

b
¢ <0 equivale a —c > 0.

(=1)-a=—ay por tanto (—a)-b= —(ab).
Sia<byc<dentonces a+c<b+d.

a<b& —a> —b.

Si ¢ < 0 entonces a < by ac > bc son equivalentes.
Si a# 0 entonces a-a > 0; en particular 1 > 0.

1
a>0<s —>0.
a

1 1
Si b>0entoncesazb<:>f§5.
a

© 6 000000
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Definicion axiomatica de R

Cotas inferiores. Infimos

27 Octubre 2008.

Definicion

Un subconjunto no vacio A C R se dice acotado inferiormente si
existe M € R tal que M < a para todo a € A. Cualquier valor M
que cumpla la relacién anterior se llama una cota inferior de A. Si
existe o € R que es cota inferior de A y ademas cumple que

M < a para cualquier otra cota inferior M de A, entonces @ se
llama infimo de A y se denota en la forma a = inf A.

Presentaciones de Clase Anilisis Matematico |



Definicion axiomatica de R

Cotas inferiores. Infimos

27 Octubre 2008.

Definicion

Un subconjunto no vacio A C R se dice acotado inferiormente si
existe M € R tal que M < a para todo a € A. Cualquier valor M
que cumpla la relacién anterior se llama una cota inferior de A. Si
existe o € R que es cota inferior de A y ademas cumple que

M < a para cualquier otra cota inferior M de A, entonces @ se
llama infimo de A y se denota en la forma a = inf A.

Proposicion

Si en un cuerpo ordenado se verifica el axioma del supremo,
entonces todo subconjunto no vacio acotado inferiormente tiene
infimo.
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Definicion axiomatica de R

Numeros naturales: N

Definicién
Un conjunto / C R se llama inductivo si cumple las siguientes
condiciones:

e lel.

@ Si x €/ entonces x+1 € /.
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Definicion axiomatica de R

Numeros naturales: N

Definicién
Un conjunto / C R se llama inductivo si cumple las siguientes
condiciones:

e lel.
@ Si xe& /[ entonces x+1¢€ /.

V.
Observacién

@ R es un conjunto inductivo.

@ La interseccién de conjuntos inductivos es inductivo.
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Definicion axiomatica de R

Numeros naturales: N

Definicién
Un conjunto / C R se llama inductivo si cumple las siguientes
condiciones:

e lel.
@ Si xe& /[ entonces x+1¢€ /.

Observacién

@ R es un conjunto inductivo.

@ La interseccién de conjuntos inductivos es inductivo.

Definicién
Se llama conjunto de los niimeros naturales y se denota con N al
siguiente conjunto

N:= ﬂ{l : donde [ es un conjunto inductivo de R}.
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Definicion axiomatica de R

Numeros naturales: N

Corolario (Método de Induccién)

Cualquier subconjunto S C N que satisfaga las siguientes propiedades
Q 1¢S5,
@ sine Sentoncesn+1€8S,

verifica que S =N.
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Definicion axiomatica de R

Numeros naturales: N

Corolario (Método de Induccién)

Cualquier subconjunto S C N que satisfaga las siguientes propiedades
Q 1¢S5,
@ sine Sentoncesn+1€8S,

verifica que S =N.

Los primeros elementos de N se denotan de la siguiente manera:

10=941 | 20=1941| ... | 100=99+1
1 11=10+1 | 21=20+1 101 =100+1
2=1+1|12=1141 | 22=21+1 102=101+1
3=2+41|13=1241| 23=22+1 103=102+1
4=3+1|14=13+1 | 24=23+1 104 =103 +1
5=4+41|15=14+1| 25=24+1 105=104+1
6=5+1|16=154+1| 26=25+1 106 =105+1
7=6+1|17=164+1 | 27=26+1 107 =106+1
8=7+1|18=17+1| 28=27+1 108 =107+1
9=8+4+1|19=18+1|29=28+1 109 =108+1
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

El método de induccién es usado con frecuencia en la demostracién de
férmulas y resultados relativos a niimeros naturales.
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

El método de induccién es usado con frecuencia en la demostracién de
férmulas y resultados relativos a niimeros naturales.

Para cualquier niimero natural n> 1 se verifica que 4" > n?.
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

El método de induccién es usado con frecuencia en la demostracién de
férmulas y resultados relativos a niimeros naturales.

Para cualquier niimero natural n> 1 se verifica que 4" > n?.

Para cualquier nimero natural n>1y x € R, x > —1 se tiene que
(1+x)">1+nx.
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

El método de induccién es usado con frecuencia en la demostracién de
férmulas y resultados relativos a niimeros naturales.

Para cualquier niimero natural n> 1 se verifica que 4" > n?.

Ejemplo

Para cualquier nimero natural n>1y x € R, x > —1 se tiene que
(1+x)">1+nx.

Observacién

© La formulacién del método de induccidn tiene dos propiedades. A) 1 € S
B) si n€ S entonces n+1€ S.

@ SiSCcNestalque NeSyneS entonces n+1€ S, entonces
S={N,N+1,N+2,...}.

A
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

Corolario, Método de induccidn, versién fuerte
Sea S C N que cumple las siguientes propiedades:
O 1eS
@ sil,2,....,ncSentonces n+1€S
Entonces S =N.
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Definicion axiomatica de R

Método de induccidén

Corolario, Método de induccidn, versién fuerte
Sea S C N que cumple las siguientes propiedades:
O 1eS
@ sil,2,....,ncSentonces n+1€S
Entonces S =N.

Ejemplo, Teorema Fundamental de la Aritmética

Todo niimero entero n > 2 es primo o producto de niimeros primos.
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

El conjunto de los niimeros enteros Z y el de los niimeros racionales QQ estan
definidos del siguiente modo:

Q Z:={0}U{neR:neN, o bien —neN}

1 1
Q Q= {m; :méeZy néeN} El ndmero real m-— se denota

indistintamente como — o como m/n.
n
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

El conjunto de los niimeros enteros Z y el de los niimeros racionales QQ estan
definidos del siguiente modo:

Q@ Z:={0lU{neR:neN, o bien —neN}
Qo Q::{m«%:meZyneN}. El ndmero real m«% se denota

T m
indistintamente como — o como m/n.

Proposicién

| :
N

El cuerpo R tiene la propiedad arquimediana, es decir, dados x,y € R, con
0 <y, existe n € N tal que x < ny.

A
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

El conjunto de los niimeros enteros Z y el de los niimeros racionales QQ estan
definidos del siguiente modo:

Q@ Z:={0lU{neR:neN, o bien —neN}
Qo Q::{m«%:meZyneN}. El ndmero real m«% se denota

indistintamente como — o como m/n.
n

Proposicién

El cuerpo R tiene la propiedad arquimediana, es decir, dados x,y € R, con
0 <y, existe n € N tal que x < ny.

Proposicién

@ N no estd acotado superiormente.

@ 7 no estd acotado ni superior ni inferiormente.
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

Proposicién
Todo subconjunto no vacio A de N tiene primer elemento.
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

Proposicién

Todo subconjunto no vacio A de N tiene primer elemento.

Proposicién

—
—

Para cada x € R existe un tnico nimero entero m que verifica m<x < m+1.
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

Proposicién

Todo subconjunto no vacio A de N tiene primer elemento.

Proposicién

Para cada x € R existe un tnico nimero entero m que verifica m<x < m+1.

Definicién

Sea x € R, el tinico niimero entero m que verifica
m<x<m+1

se llama parte entera de x y se denota con [x], es decir [x] := m.
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Definicion axiomatica de R

Enteros, racionales y propiedad arquimediana

Proposicién

Todo subconjunto no vacio A de N tiene primer elemento.

Proposicién

Para cada x € R existe un tnico nimero entero m que verifica m<x < m+1.

Definicién

Sea x € R, el tinico niimero entero m que verifica
m<x<m+1

se llama parte entera de x y se denota con [x], es decir [x] := m.

Proposicién

Si x,y € R, con x < y, entonces existe r € Q tal que x <r<y.
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Definicién

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de x.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una
raiz cuadrada de x,y que x no puede tener mds raices cuadradas.
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Definicién

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de x.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una
raiz cuadrada de x,y que x no puede tener mds raices cuadradas.

Proposicién

No existe ninglin nimero racional cuyo cuadrado sea 2.
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Definicién

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de x.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una
raiz cuadrada de x,y que x no puede tener mds raices cuadradas.

Proposicién

No existe ninglin nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Definicién

(1+€)"<1+43% sineN y 0<e<l; (1)
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Definicién

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de x.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una
raiz cuadrada de x,y que x no puede tener mds raices cuadradas.

Proposicién

No existe ninglin nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Definicién

(1+€)"<1+43% sineN y 0<e<l; (1)

Proposicién

Si 0 < reQ cumple r? <2, entonces existe t € Q tal que r<ty r2 <t?<2.
Andlogamente si 0 < s € Q cumple s? > 2, entonces existe w € Q tal que
O<w<sys?>w?>2

Ademas las afirmaciones anteriores son también ciertas si los nimeros reales r
y S no son racionales.

Presentaciones de Clase alisis Matematico |



Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Definicién

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de x.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una
raiz cuadrada de x,y que x no puede tener mds raices cuadradas.

Proposicién

No existe ninglin nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Definicién

(1+€)"<1+43% sineN y 0<e<l; (1)

Proposicién

Si 0 < reQ cumple r? <2, entonces existe t € Q tal que r<ty r2 <t?<2.
Andlogamente si 0 < s € Q cumple s? > 2, entonces existe w € Q tal que
O<w<sys?>w?>2

Ademas las afirmaciones anteriores son también ciertas si los nimeros reales r
y S no son racionales.
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Proposicién

Existe un nimero a € R\ Q tal que a® =2. Ademds

a=sup{f0<reQ: r’<2}
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Definicion axiomatica de R

Raices cuadradas

Proposicién

Existe un nimero a € R\ Q tal que a® =2. Ademds

a=sup{f0<reQ: r’<2}

Proposicién

Si x,y €R, x <y, entonces existe z € R\Q tal que x <z < y.
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