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@ Convergencia de sucesiones
@ Sucesiones convergentes
@ Sucesiones mondtonas
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Objetivos

© Definir y entender el concepto de sucesion.
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@ Definir y entender el concepto de sucesion.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

© Estudiar la relacién entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

© Estudio de subsucesiones: Teorema de Bolzano.

© Estudio de sucesiones de Cauchy: Completitud.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

© Estudiar la relacién entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Estudio de subsucesiones: Teorema de Bolzano.

Estudio de sucesiones de Cauchy: Completitud.

© 00

Estudio de las funciones exponencial y logaritmo.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

©

Estudiar la relacidon entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Estudio de subsucesiones: Teorema de Bolzano.
Estudio de sucesiones de Cauchy: Completitud.

Estudio de las funciones exponencial y logaritmo.

©0 00

Infinitos: comparacién de infinitos.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

©

Estudiar la relacidon entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Estudio de subsucesiones: Teorema de Bolzano.
Estudio de sucesiones de Cauchy: Completitud.
Estudio de las funciones exponencial y logaritmo.

Infinitos: comparacién de infinitos.

©0000

Manipular expresiones involucrando limites. Resolver ejercicios
que involucran limites.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Sumas parciales y suma total

© Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen o brevemente (a,),. El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesién.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Sumas parciales y suma total

© Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen o brevemente (a,),. El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesién.

@ Se dice que la sucesién (ap)pen tiene por limite a € K si para cada € >0
existe un nimero natural ng tal que si n > ng entonces |a, —a| < €. La
notacién que se utiliza es la siguiente:

a= lim a, =lima,.
n

n—oo
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Sumas parciales y suma total

© Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen o brevemente (a,),. El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesién.

@ Se dice que la sucesién (ap)pen tiene por limite a € K si para cada € >0
existe un nimero natural ng tal que si n > ng entonces |a, —a| < €. La
notacién que se utiliza es la siguiente:

a= lim a, =lima,.
n

n—oo

© Una sucesién se dice convergente cuando tiene limite.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.

@ La sucesién dada por a, :=1/n es convergente y su limite es 0.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.

@ La sucesién dada por a, :=1/n es convergente y su limite es 0.
© La sucesién dada por

n

o= n®+5n3+4+2n+1

tiene limite cero.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.
@ La sucesién dada por a, :=1/n es convergente y su limite es 0.
© La sucesién dada por

n

an — ———7-—7—"—
" g6 4+5n3 +2n+1
tiene limite cero.

@ Si (an)nen es una sucesién en Ky a=Ilimpap, entonces se cumple que
la| = limp, |an|.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.
@ La sucesién dada por a, :=1/n es convergente y su limite es 0.
© La sucesién dada por

n

an — ———7-—7—"—
" g6 4+5n3 +2n+1
tiene limite cero.

@ Si (an)nen es una sucesién en Ky a=Ilimpap, entonces se cumple que
la| = limp, |an|.

@ Si a, > 0 para todo n y existe a = lim, a, entonces lim,/a, = \/a.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ SireKy |r| <1 entonces la sucesién (ap), donde a, := r" tiene limite 0.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ SireKy |r| <1 entonces la sucesién (ap), donde a, := r" tiene limite 0.

@ La sucesién (zp)pen donde

tiene por limite .
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ SireKy |r| <1 entonces la sucesién (ap), donde a, := r" tiene limite 0.

@ La sucesién (zp)pen donde

tiene por limite .

@ Una progresion geométrica de razén r es una sucesién (a,), en K donde
ay es un elemento arbitrario de Ky a, := a;r"1 para n> 1. Si [r| <1 se
tiene

ai—anpr ap—limpayr"1r ai

1—r 1—r T 1—r

altattant =lim
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SLICESICII]ES monotonas

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto

[a,b] :={x €R; a< x < b}.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SLICESICII]ES monotonas

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x €R; a< x < b}.
@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto

(a,b) :={x€R; a< x< b}.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SLICESICII]ES monotonas

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x €R; a< x < b}.

@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto
(a,b) :={x€R; a< x< b}.

@ Los conjuntos [a,b) y (a, b] reciben el nombre de intervalos semiabiertos
por la derecha e izquierda respectivamente:

[a,b) :={xeR;a<x< b} (a,b]:={xeR;a<x<b}
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SLICESICII]ES monotonas

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x €R; a< x < b}.

@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto
(a,b) :={x€R; a< x< b}.

@ Los conjuntos [a,b) y (a, b] reciben el nombre de intervalos semiabiertos
por la derecha e izquierda respectivamente:

[a,b) :={xeR;a<x< b} (a,b]:={xeR;a<x<b}

@ Se llama longitud del intervalo al ndmero real b— a.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

© Se llama bola cerrada de centro xp y radio r > 0 y se denota con B[xg, ]
al conjunto B[xp,r] :={x €K; |x—xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r >0 y se denota con B(xg, r)
al conjunto B(xp,r) :={x €K; |x—xg| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) = (x—r,x+r) y Blx,r] = [x—r,x+r].
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

© Se llama bola cerrada de centro xp y radio r > 0 y se denota con B[xg, ]
al conjunto B[xp,r] :={x €K; |x—xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r >0 y se denota con B(xg, r)
al conjunto B(xp,r) :={x €K; |x—xg| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) = (x—r,x+r) y Blx,r] = [x—r,x+r].

Proposicién
El limite de una sucesién convergente es tnico.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

© Se llama bola cerrada de centro xp y radio r > 0 y se denota con B[xg, ]
al conjunto B[xp,r] :={x €K; |x—xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r >0 y se denota con B(xg, r)
al conjunto B(xp,r) :={x €K; |x—xp| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) =(x—r,x+r)y Blx,r]=[x—r,x+r].

Proposicién

El limite de una sucesién convergente es tnico.

Definicién

Una sucesién se dice acotada si su imagen, es decir el conjunto {a, : n € N}, es
un conjunto acotado de R.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESICIIIES monotonas

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

© Se llama bola cerrada de centro xp y radio r > 0 y se denota con B[xg, ]

al conjunto B[xp,r] :=={x € K;

x—xo| <r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r >0 y se denota con B(xg, r)
al conjunto B(xp,r) :={x €K; |x—xp| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) =(x—r,x+r)y Blx,r]=[x—r,x+r].

Proposicién

El limite de una sucesién convergente es tnico.

Definicién

Una sucesién se dice acotada si su imagen, es decir el conjunto {a, : n € N}, es
un conjunto acotado de R.

Proposicién

Las sucesiones convergentes de K son acotadas.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Sucesiones complejas

Proposicion

Sea (zp)nen una sucesién en C y sea z, = a, + ib, donde a, y by
son, respectivamente, la parte real e imaginaria del complejo z,.
@ Si (zn)nen es convergente con limite z = a+ bi, entonces
(an)nen es convergente con limite a 'y (b,)nen €S convergente
con limite b.
@ Reciprocamente, si (a,)nen €s convergente con limite a 'y
(bn)nen es convergente con limite b, entonces (z)nen €s
convergente con limite a—+ bi.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion
Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a 'y b,

respectivamente. Entonces:

© (an+ bn)n es una sucesién convergente con limite a+ b.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion
Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a 'y b,
respectivamente. Entonces:

© (an+ bn)n es una sucesién convergente con limite a+ b.

@ (anbn)n es una sucesién convergente con limite ab.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion
Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a 'y b,
respectivamente. Entonces:

© (an+ bn)n es una sucesién convergente con limite a+ b.

@ (anbn)n es una sucesién convergente con limite ab.

© Si b, #0y b+#0 entonces la sucesién (a,/bp), tiene por
limite a/b.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen Y (bn)nen sucesiones convergentes de niimeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones . ,
SIICESIOIIES monotonas

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen Y (bn)nen sucesiones convergentes de niimeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.

@ Si a< b, entonces se verifica que existe ng € N tal que a, < by, para todo
n>ng.
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. . Sucesiones convergentes
Convergencia de sucesiones 9 2
SIICESIOIIES monotonas

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen Y (bn)nen sucesiones convergentes de niimeros reales con limites
a y b respectivamente.
@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.
@ Si a< b, entonces se verifica que existe ng € N tal que a, < by, para todo
n>ng.

© Si (an)n, (bn)n y (cn)n son sucesiones de ndmeros reales tales que

an<cp< by

y limpap =lim, b, = @, entonces lim, c, = a (regla del sandwich).
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. . Sucesiones convergentes
Convergencia de sucesiones 9 2
SIICESICIIIES monotonas

Convergencia y monotonia

Proposicién
Sean (an)nen Y (bn)nen sucesiones convergentes de niimeros reales con limites
a y b respectivamente.
@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.
@ Si a< b, entonces se verifica que existe ng € N tal que a, < by, para todo
n>ng.
© Si (an)n, (bn)n y (cn)n son sucesiones de ndmeros reales tales que

an<cp< by

y limpap =lim, b, = @, entonces lim, c, = a (regla del sandwich).

Sea R} :=[0,4o) :={x € R: x>0}, x € Ry y [x] su parte entera. Calcular:

i B2 ]

n—oo n2
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Sea (ap)pen una sucesién en R.

@ Se dice que la sucesién es mondtona creciente o simplemente creciente si
ap < ap+1, para todo ne N.

@ Se dice que la sucesién es mondtona decreciente o simplemente
decreciente si a, > ap41, para todo ne N.

© Se dice que la sucesién es mondtona si es creciente o decreciente.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Proposicién

Sea (ap)pen una sucesién en R.

@ Se dice que la sucesién es mondtona creciente o simplemente creciente si
ap < ap+1, para todo ne N.

@ Se dice que la sucesién es mondtona decreciente o simplemente
decreciente si a, > ap41, para todo ne N.

© Se dice que la sucesién es mondtona si es creciente o decreciente.

Proposicién

Sea (ap)peN una sucesién mondtona de nidmeros reales.

@ Si la sucesién es creciente y acotada superiormente entonces es
convergente siendo su limite el nimero real sup{a, : n € N}.

@ Si la sucesién es decreciente y acotada inferiormente entonces es
convergente siendo su limite el nimero real inf{a, : n € N}.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a Z\ﬁ ,  ant+1=V2+an.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (ap), definida recurrentemente por las férmulas

a=v2 , ant1 =V2+ap.

© La sucesidn (ap)nen definida por a, = (1+ %)n es es mondtona creciente
y acotada.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (ap), definida recurrentemente por las férmulas

a Z\/E ,  ant+1=V2+an.

Proposicién

© La sucesidn (ap)nen definida por a, = (1+ %)n es es mondtona creciente

y acotada.

@ La sucesién (by)yen definida por b, = (1+1
decreciente y acotada.

n+1 ,
) es monétona
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (ap), definida recurrentemente por las férmulas

a Z\/E ,  ant+1=V2+an.

Proposicién

© La sucesidn (ap)nen definida por a, = (1+ %)n es es mondtona creciente

y acotada.

@ La sucesién (by)yen definida por b, = (1+1
decreciente y acotada.

n+1 ,
) es monétona

© limpa, =lim, b, =: €.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (ap), definida recurrentemente por las férmulas

a=v2 , ant1 =V2+ap.

© La sucesidn (ap)nen definida por a, = (1+ %)n es es mondtona creciente
y acotada.

)n+1

@ La sucesién (by)pen definida por b, = (1—|—% es mondtona

decreciente y acotada.
© limpa, =lim, b, =: €.
@ El nlimero e también es el limite de la sucesién (Sp),en definida por

1 1 1
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (ap), definida recurrentemente por las férmulas

a=v2 , ant1 =V2+ap.

© La sucesidn (ap)nen definida por a, = (1+ %)n es es mondtona creciente
y acotada.

n+1 ,
) es monétona

@ La sucesién (by)yen definida por b, = (1+1
decreciente y acotada.

© limpa, =lim, b, =: €.

@ El nlimero e también es el limite de la sucesién (Sp),en definida por

1 1 1

El nimero real e es irracional.

©
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Cantor)

Sea {(I,)n: n €N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
Q /i1 Cl;
@ la longitud de /, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comin a todos los intervalos.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Can

Sea {(I,)n: n €N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
Q /i1 Cl;
@ la longitud de /, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comin a todos los intervalos.

4

Considere la sucesién de intervalos I, = (0,1/n). Calcule N e /n- Analice el
resultado a la luz de la proposicién anterior. jLa contradice? jQué ocurre?
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Can

Sea {(I,)n: n €N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
Q /i1 Cl;
@ la longitud de /, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comin a todos los intervalos.

Considere la sucesién de intervalos I, = (0,1/n). Calcule N e /n- Analice el
resultado a la luz de la proposicién anterior. jLa contradice? jQué ocurre?

Definicién

Sea ¢ : N — K una sucesién y sea 7: N — N monétona estrictamente
creciente. La sucesién @ o7:N — K se dice que es una subsucesién de la
anterior. Si (an)pen := (@(n))nen es la sucesion inicial entonces la subsucesién
se denota del siguiente modo (ap, ) ke := (@ 0 T(k))ken-
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién

Si una sucesién (ap),en €s convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién

Si una sucesién (ap),en €s convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesion convergente.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién

Si una sucesién (ap),en €s convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesion convergente.

Proposicién

Cualquier sucesién acotada en C posee una subsucesién convergente.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién

Si una sucesién (ap),en €s convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesion convergente.

Proposicién

Cualquier sucesién acotada en C posee una subsucesién convergente.

Proposicién

Si una sucesién acotada (an),en en K tiene la propiedad de que cualquier
subsucesidn suya que converja tiene por limite un valor fijo a € K, entonces

a=Ilima,.
n
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Sucesiones de Cauchy: completitud

Definiciéon

Una sucesién (an)nen en K se dice de Cauchy si para cada € >0
existe un nimero natural ng tal que si n,m son niimeros naturales
verificando ng < n'y ny < m entonces |a, — ap| < €.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Sucesiones de Cauchy: completitud

Definicién
Una sucesién (an)nen en K se dice de Cauchy si para cada € >0

existe un nimero natural ng tal que si n,m son niimeros naturales
verificando ng < n'y ny < m entonces |a, — ap| < €.

Ejemplo

| A\

Las sucesiones de términos generales

k]

n
an=1/n 'y bnzzkz

k=1

son de Cauchy.

A
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Sucesiones de Cauchy: completitud

Definicion

Una sucesién (an)nen en K se dice de Cauchy si para cada € >0
existe un nimero natural ng tal que si n,m son niimeros naturales
verificando ng < n'y ny < m entonces |a, — ap| < €.

| A

Ejemplo

Las sucesiones de términos generales

n
ap,=1/n 'y b,= Z
k=1

son de Cauchy.

Teorema. Completitud de Ry C

Una sucesién en K es convergente si y sélo si es de Cauchy.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Funciones elementales: potencias de exponentes enteros

Definicién
Cuando ae Ry neN, con a" se denota el producto de a por si mismo n-veces.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes enteros

Definicién

Cuando a€R y ne€N, con a" se denota el producto de a por si mismo n-veces.

Proposicién

Sin,meNy a,beR entonces:
Q " =a"am.
Q (ab)"=a"b".
e (an)m — anm.
© eSia>1yn<m,entonces a" < a™.
e Sia<1lyn<m, entonces a" > a.

@ ¢Si0O<a<byn>0, entonces a" < b".
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes enteros

Definicién

Cuando a€R y ne€N, con a" se denota el producto de a por si mismo n-veces.

—

Proposicién
Sin,meNy a,beR entonces:
Q " =a"am.
Q (ab)"=a"b".
9 ()" =a".
© eSia>1yn<m,entonces a" < a™.
e Sia<1lyn<m, entonces a" > a.

@ ¢Si0O<a<byn>0, entonces a" < b".

La definicién de a” puede extenderse para n € Z definiendo a%:=1y
a"=1/a"" si n es un entero negativo.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes racionales

@ Dado un real positivo a y n € N existe un tnico real positivo b denotado
como v/b que cumple b" = a y que recibe el nombre de raiz n-ésima de a.
Definimos entonces al/" := /a.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes racionales

@ Dado un real positivo a y n € N existe un tnico real positivo b denotado

como v/b que cumple b" = a y que recibe el nombre de raiz n-ésima de a.
Definimos entonces al/" := /a.

@ Se define a» donde m e Z,n € N mediante la férmula

an = v/am.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes racionales

Convergencia de sucesiones

@ Dado un real positivo a y n € N existe un tnico real positivo b denotado

como v/b que cumple b" = a y que recibe el nombre de raiz n-ésima de a.
Definimos entonces al/" := /a.

@ Se define a» donde m e Z,n € N mediante la férmula

Si 5 = 1 entonces se cumple que
m 2
an =+vam=+aP=aa,

con lo que queda univocamente definido a” para todo r € Q.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes racionales

Sean r,s € Q y a, b reales estrictamente mayores que cero.
Q =22
Q (ab)"=a"b".
e (ar)s — a’s.
Q eSia>1yr<s, entonces a" < a°.
eSi0<a<lyr<s, entonces a" > a°.

Q@ eSi0<a<byr>0, entonces a" < b".
eSi0<a<byr<0, entonces a" > b".
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes reales

Proposicién

Si a es un ndmero real positivo entonces:
Q lima/"=1;

n—oo

@ para cada € > 0 existe ng € N tal que |a" — 1| < € para cada racional r que
cumpla 0 < r<1/ng.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes reales

Proposicién

Si a es un ndmero real positivo entonces:
Q lima/"=1;

n—oo

@ para cada € > 0 existe ng € N tal que |a" — 1| < € para cada racional r que
cumpla 0 < r<1/ng.

”
Proposicién

© Si (rn)nen es una sucesién de racionales con limite x, entonces existe
lima™.
n

@ El limite anterior es independiente de la sucesidn (ry)pen-
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes reales

Proposicién

Si a es un ndmero real positivo entonces:
Q lima/"=1;

n—oo

@ para cada € > 0 existe ng € N tal que |a" — 1| < € para cada racional r que
cumpla 0 < r<1/ng.

Proposicién

© Si (rn)nen es una sucesién de racionales con limite x, entonces existe
lima™.
n

@ El limite anterior es independiente de la sucesidn (ry)pen-

Si a>0y x €R se define @ :=limpa"™, donde (r,), es cualquier sucesién de
racionales convergente a x.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Funciones elementales: potencias de exponentes reales

Sean x,y e Ry a,b>0.
Q@ Y =a"a.
Q (ab)* =a*b*.
Q (X)) =2av.
Q eSia>1yx<y, entonces a¥ < & (la funcién a* es creciente si a > 1).
eSi0<a<lyx<y, entonces a* > a¥ (a* es decreciente si a < 1).

@ ¢Si0O<a<byx>0, entonces a* < b~.
e Si0<a<byx<0, entonces a* > b*.

Si (xpn)n converge a x entonces lima*n = a*.
n)n g

@ ¢ Sia>1, para cada k € R existe t € R tal que x > t implica a* > k (a*
no estd acotada superiormente si a > 1).
e Si a< 1 para cada € > 0 existe t € R tal que x > t implica a* < € (a*
tiene infimo 0 si a < 1).
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

La funcién logaritmo

Proposicion
Si0<a#1ly x>0 existe un tnico y € R tal que a¥ = x.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

La funcién logaritmo

Proposicion
Si0<a#1ly x>0 existe un tnico y € R tal que a¥ = x.

Definicién

Paraa>0,a#1, y x>0, se llama logaritmo en base a de x al
tinico nimero real y que satisface la ecuacién a¥ = x. Se escribe
log,x :=y. Cuando a= e se llama logaritmo neperiano y se
denota simplemente con log x.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

La funcién logaritmo

Proposicion
La funcién logaritmo en base a tiene las siguientes propiedades:

@ e Es una funcidn estrictamente creciente cuando a > 1, es
decir, si 0 < x < y entonces log, x < log, y;
e Es una funcién estrictamente decreciente cuando a< 1, es
decir, si 0 < x < y entonces log_ x > log, y;

@ log,xy =log,x+log,y.
o |0gaX/_)/ = log,x —log, y.
Q log,x* = zlog, x.

@ Silimx, =x con x, >0y x >0 entonces limlog, x, = log, x.
n n

siendo x, y,z nimeros reales, con x >0, y > 0.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones monétonas

Convergencia de sucesiones

Limites infinitos

Definicién

@ Se dice que la sucesién (a,)nen de nimeros reales tiene por
limite mds infinito, y se escribe lim, a, = +oo, si para cada
M > 0 existe un nimero natural ng tal que a, > M si n > ng.

@ Se dice que la sucesién (a,)nen de nimeros reales tiene por
limite menos infinito, y se escribe lim,a, = —eo, si para cada
M < 0 existe un nimero natural ng tal que a, < M si n > ng.

v
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

Limites infinitos

Aritmética con el o

@ Silim,a, = oo (resp. —e) y lim, b, = o (resp. —eo) entonces
Ii’r)’n(a,,—k b,) = oo (resp. —oo).
@ Silimpa, =+ y lim, b, = b # 0 entonces
lima,b, = +o o lima,b, = —
n n

segliin que b sea positivo o negativo.
© Silimpa, =+ y lim, b, = 4o (resp. —o) entonces
limp anb, = oo (resp. —oo).

Q Silim,a,=a€ Ry lim,b, = £ entonces lim,a,/b, = 0.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de sucesiones A A
Sucesiones monétonas

El segundo apartado se obtiene del primero. En efecto: fijado
€ > 0 existe ng € N tal que si n> ng se tiene

1/n

l-e<a’/"<1+e€.

Si0<r<1/ngy suponemos a > 1, utilizando el apartado 4 de la
proposion ?? se tiene

1/n

l-g<a/"<a <al/m<1+¢

para cada ng < n € N que cumpla 1/n<r.
Cuando a < 1, aplicando de nuevo la mencionada proposién, se
tiene

1/n

l—g<a/Mm<a <a/"<14g

de modo que en ambos casos
la"—1| < ¢

lo cual prueba el segundo apartado.
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