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@ Definicién de la integral y propiedades
@ Sumas e integrales superiores e inferiores
@ La integral como limite de sumas de Riemann
@ Propiedades de la integral
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

© Estudiar las propiedades de la integral.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

@ Estudiar las propiedades de la integral.

© Demostrar la caracterizacion de Lebesgue de la integrabilidad
de Riemann.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

@ Estudiar las propiedades de la integral.

© Demostrar la caracterizacidon de Lebesgue de la integrabilidad
de Riemann.

Q Estudiar el Teorema Fundamental del Calculo y sus
aplicaciones.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

@ Estudiar las propiedades de la integral.

© Demostrar la caracterizacidon de Lebesgue de la integrabilidad
de Riemann.

@ Estudiar el Teorema Fundamental del Calculo y sus
aplicaciones.

© Estudiar las distintas aplicaciones de la integral al célculo de
areas, volumenes de revolucién y longitudes de curvas.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.
© Llamaremos particién de [a, b] a cualquier conjunto finito
= {to,t1,...,tn} tal que

tr=a<ti<tr--<t,=bh.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] lo designaremos con M[a, b].
Denotaremos con M; =supy;, | ) f(t) y con m; =inf[,_, . f(t) siendo
tp=a<t; <ty - <ty,=b un elemento de MN[a, b].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.

© Llamaremos particién de [a, b] a cualquier conjunto finito
= {to,t1,...,tn} tal que

tr=a<ti<tr--<t,=bh.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] lo designaremos con M[a, b].
Denotaremos con M; =supy;, | ) f(t) y con m; =inf[,_, . f(t) siendo
tp=a<ty <ty <ty,=b un elemento de M[a, b

@ Si 7 €[a, b] llamamos suma superior y suma inferior de f
correspondiente a 7 a los nlimeros reales definidos por las siguientes
férmulas

f 7[) Z M t,',l)

n

s(f,m) =Y mi(ti—ti_1).

i=1
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7,7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es m3s fina que 7, y
escribiremos 7 < 7', si todos los elementos de 7 estdn en #’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7. s palabras, se trata del conjunto
interseccién
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7,7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es m3s fina que 7, y
escribiremos 7 < 7', si todos los elementos de 7 estdn en #’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7. s palabras, se trata del conjunto
interseccién

@ Denotaremos con 7V 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7,7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es m3s fina que 7, y
escribiremos 7 < 7/, si todos los elementos de 7 estan en @’. En otras

palabras, si 7 es un subconjunto de 7. s palabras, se trata del conjunto
interseccién

@ Denotaremos con 7V 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:

Q 7 <7 implica s(f,7) <s(f,n).
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7,7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es m3s fina que 7, y
escribiremos 7 < 7/, si todos los elementos de 7 estan en @’. En otras

palabras, si 7 es un subconjunto de 7. s palabras, se trata del conjunto
interseccién

@ Denotaremos con 7V 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:
Q 7 <7 implica s(f,7) <s(f,n).
@ 7 <7 implica S(f,7) > S(f,7').
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7,7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es m3s fina que 7, y
escribiremos 7 < 7/, si todos los elementos de 7 estan en @’. En otras

palabras, si 7 es un subconjunto de 7. s palabras, se trata del conjunto
interseccién

@ Denotaremos con 7V 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Proposicién

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:
Q 7 <7 implica s(f,7) <s(f,n).
@ 7 <7 implica S(f,7) > S(f, 7).

Corolario

Si 7,7 son particiones de [a, b] entonces s(f,7) < S(f,x’).
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integral Superior e Inferior

© Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real

/.bf = sup{s(f.,n');ﬂ! € |-|[8~, b]}
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integral Superior e Inferior

© Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real
b
/ f — sup{s(f,7); 7 € M[a, b]}.
Ja_

@ Se llama integral superior (de Darboux) de f al niimero real

" inf{S(f,x); 7w € N[, b}

\

a
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integral Superior e Inferior

© Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real
b
/ f — sup{s(f,7); 7 € M[a, b]}.
Ja_
@ Se llama integral superior (de Darboux) de f al nimero real
b
/ f = inf{S(f,x); 7 € N[a, b]}.
a

© Se dice que f es integrable Riemann en [a, b] y se escribe f € Z[a, b] si
las integrales inferior y superior de f coinciden. A ese valor comtin se
llama integral Riemann de f y se denota por

b
[
a
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Caracterizacién integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a,b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe € M[a, b] tal que S(f,n)—s(f,x) <e.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Caracterizacién integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a,b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe € M[a, b] tal que S(f,n)—s(f,x) <e.

Ejemplo

La funcién de Dirichlet Dy, definida como la funcién caracteristica
de los irracionales del intervalo [0,1], es decir, Di(x) =0 si
x€QnN[0,1] y Di(x) =1si x € (R\Q)N[0,1] no es integrable
Riemann en [0,1].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Caracterizacién integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a,b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe € M[a, b] tal que S(f,n)—s(f,x) <e.

Ejemplo

La funcién de Dirichlet Dy, definida como la funcién caracteristica
de los irracionales del intervalo [0,1], es decir, Di(x) =0 si
x€QnN[0,1] y Di(x) =1si x € (R\Q)N[0,1] no es integrable
Riemann en [0,1].

Corolario

@ Si f es continua entonces f € Z|a, b].
@ Si f es mondtona entonces f € Z|a, b].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: refinamiento

Definicién

Sean f:[a,b] - Ry m={a=tg <ty <--- < t,=b} una particién de [a, b].
Sea {z1,2p,...,2p} una coleccién arbitraria de puntos tales que z; € [t;_1,t;],
para cada i =1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la particién 7 y
a los puntos {z;}; a S(f,m,z) ==Y, f(z)(t; — ti_1).
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: refinamiento

Definicién

Sean f:[a,b] >Ry m={a=ty<t; <--- < t,= b} una particién de [a, b].
Sea {z1,2,...,25} una coleccién arbitraria de puntos tales que z; € [t;_1, t;],
para cada i =1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la particién 7 y
a los puntos {z;}; a S(f,m,z) ==Y, f(z)(t; — ti_1).

Teorema
Para f : [a,b] — R acotada son equivalentes:

© 1 es integrable Riemann en [a, b].

@ Existe un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada € >0
existe mg € MN[a, b] tal que si mp < & € M[a, b] se cumple

|A—S(f,m, z)| <&,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

En este caso A= fab f.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Definicién
Sim={tp=a<t; <t)<---<t,=Db} es una particién del intervalo [a, b] se
Illama norma de la particion a

6 :=max{t;—t;_1:1<i<n}.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sim={tp=a<t; <t)<---<t,=Db} es una particién del intervalo [a, b] se
Illama norma de la particion a

6 :=max{t;i—t;_1:1<i<n}

Teorema
Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
© 1 es integrable Riemann en [a, b].
@ Existe un niimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que para cada particién & de norma menor que & se cumple

|A_S(f7ﬂ7zl')‘ <E,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

Ademds en ese caso A= fab f.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7’ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién &
afiadiéndole k puntos y sea 6 la norma de la particiéon m. Sea

f :[a,b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo
x € [a, b]. Entonces

|S(f, 7, 21) = S(f, @', z7)| < 6(M — m)k

supuesto que los puntos z; y ZJ/ coinciden en aquellos intervalos de
7 que no han sido subdivididos por la particién 7’
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7’ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién 7 afiadiéndole k puntos y sea & la norma de la
particién 7. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo x € [a, b]. Entonces

IS(f.m,2) — S(F. 7. 2})] < 5(M—m)k

supuesto que los puntos z; = zj en aquellos intervalos de 7 que no han sido subdivididos por la particién 7’
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7’ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién 7 afiadiéndole k puntos y sea & la norma de la
particién 7. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo x € [a, b]. Entonces

IS(f.m.2) — S(F, 7 2})| < 5(M—m)k

supuesto que los puntos z; = zj en aquellos intervalos de 7 que no han sido subdivididos por la particién 7’

Teorema

Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
© 1 es integrable Riemann en [a, b].
@ Existe un niimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que para cada particién & de norma menor que & se cumple

|A75(f7ﬂ7zi)‘ <E,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

Ademds en ese caso A = fab f.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Proposicion

b
Z|a, b] es un espacio vectorial y el operador / es lineal.
a
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Proposicion

b
Z|a, b] es un espacio vectorial y el operador / es lineal.
a

Proposicion
Sean f,g € #|[a, b].

b b
Q Si f(x) < g(x), para todo x € [a, b], entonces / f g/ g.
a a
@ Si m<f(x) <M, para todo x € [a, b], entonces
b
m(b— a) g/ f < M(b-a).
a
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a,b] — R se definen las funciones parte positiva de f y
parte negativa de f mediante:

fT(x) = max{f(x),0} f~(x) = —min{f(x),0}.
Se tienen las siguientes igualdades:
f=ft—f 'y |fl=ft+f"
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a,b] — R se definen las funciones parte positiva de f y
parte negativa de f mediante:

fT(x) = max{f(x),0} f~(x) = —min{f(x),0}.
Se tienen las siguientes igualdades:
f=ft—f 'y |fl=ft+f"

Proposicién

Si f € #Z[a, b] entonces f+, f~,

f| € Z[a,b] y se verifica

b b
IR
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a,b] — R se definen las funciones parte positiva de f y
parte negativa de f mediante:

fT(x) = max{f(x),0} f~(x) = —min{f(x),0}.
Se tienen las siguientes igualdades:
f=ft—f 'y |fl=ft+f"

Proposicién

Si f € #Z[a, b] entonces f+, f~,

f| € Z[a,b] y se verifica

b b
A=
a a

Si f € Z[a,b] y |f(x)| < M para todo x € [a, b] entonces

/abf < M(b—a)
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Aditividad respecto del intervalo de integracién

Sea f : [a,b] — R acotada y sea c € [a, b].
Q f € Za,b] implica f € Z[a,c]y f € Z|c,b] siendo ademds

b c b
/f:/f+/f.
a a C

Q feZla,clyfeZc,b| implica f € Z[a,b].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Aditividad respecto del intervalo de integracién

Sea f : [a,b] — R acotada y sea c € [a, b].
Q f € Za,b] implica f € Z[a,c]y f € Z|c,b] siendo ademds

b c b
/f:/ f+/ f.
a a c
Q feZla,clyfeZc,b| implica f € Z[a,b].

Proposicion

Si f € Z[a,b] y g:[a,b] — R coincide con f salvo en un ndmero
finito de puntos, entonces g € #[a, b] y

b b
=]
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