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0 Series e integrales impropias
@ Sumas parciales y suma total
@ Definicidn de integral impropia
o Criterios de convergencia
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de serie.
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@ Definir y entender el concepto de serie.

@ Definir y entender el concepto de integral impropia.

© Analizar los primeros ejemplos de series e integrales impropias.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de serie.

@ Definir y entender el concepto de integral impropia.
© Analizar los primeros ejemplos de series e integrales impropias.

@ Estudiar la condicién de Cauchy para convergencia de series e
integrales.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de serie.
@ Definir y entender el concepto de integral impropia.

© Analizar los primeros ejemplos de series e integrales impropias.

@ Estudiar la condicién de Cauchy para convergencia de series e
integrales.

© Condicién necesaria para la convergencia de una serie.
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Objetivos

Definir y entender el concepto de serie.

Definir y entender el concepto de integral impropia.

Analizar los primeros ejemplos de series e integrales impropias.

0000

Estudiar la condicién de Cauchy para convergencia de series e
integrales.

Condicién necesaria para la convergencia de una serie.

© 0

Criterio de la integral para convergencia de series: estudio de
las series armonicas.
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Sumas parciales y suma total

Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante

oo

n=1
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Sumas parciales y suma total

Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
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Sumas parciales y suma total

Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.

@ S, se llama suma parcial n-ésima.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa
abreviadamente mediante

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =:S eK.
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Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa
abreviadamente mediante

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =:S eK.

© S recibe el nombre de suma de la serie y se escribe )7 ; a,. = S.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definic

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a; +---+ a,. Una serie de este tipo se representa
abreviadamente mediante

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =:S eK.

© S recibe el nombre de suma de la serie y se escribe )7 ; a,. = S.

@ Cuando a, €R y lim, S, = + la serie se dice divergente a +oo.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicién necesaria de convergencia

Si la serie Y, a, converge entonces existe limp a, y vale 0.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicién necesaria de convergencia

Si la serie Y, a, converge entonces existe limp a, y vale 0.

Condicién de Cauchy para la convergencia de una serie

Yo
n=1

es convergente si y sélo si para cada € > 0 existe ng € N tal que se
verifica

La serie numérica

lap+apt1+---+aq| <é,

siempre que los naturales p,q cumplan ng < p < g.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Ejemplos de series

Ejemplo

La serie geométrica
oo
L
n=0

con |r| <1 es una serie convergente con suma

1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Ejemplos de series

Ejemplo

La serie geométrica
oo
2
n=0

con |r| <1 es una serie convergente con suma

1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.

Ejemplo

@ La serie

=1
:1;1"2

es convergente ya que la sucesién (S,), es monétona creciente y acotada.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Ejemplos de series

Ejemplo

La serie geométrica
oo
2
n=0

con |r| <1 es una serie convergente con suma

1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.

Ejemplo

@ La serie

=1
:1;1"2

es convergente ya que la sucesién (S,), es monétona creciente y acotada.

@ La serie Z‘;,"zl% es divergente, ya que no satisface el criterio de Cauchy.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Operaciones con series

Proposicion

La convergencia de una serie no se altera modificando un ndmero
finito de términos de la misma.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Operaciones con series

Proposicion

La convergencia de una serie no se altera modificando un nimero
finito de términos de la misma.

Proposicion

Sean Y _1any Y—1 bn dos series convergentes con sumas A, B
respectivamente. Entonces para cada A,u € K, la serie

oo

Z (lan ‘I‘,Ubn)

n=1

es convergente y tiene suma AA+ uB.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Definicién de integral impropia

Definicién

Sea una funcién

f :[a,eo) — R tal que su restriccién a [a, b] es integrable Riemann
para cada a < b < e (una tal funcién se llama localmente
integrable).

@ Se dice que f es integrable en sentido impropio en [a,) (0
que la integral impropia es convergente) si existe
limy_ [ F(t)dt €R.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Definicién de integral impropia

Definicid
Sea una funcién
f :[a,eo) — R tal que su restriccién a [a, b] es integrable Riemann

para cada a < b < e (una tal funcién se llama localmente
integrable).

@ Se dice que f es integrable en sentido impropio en [a,) (0
que la integral impropia es convergente) si existe
limy_ [ F(t)dt €R.

@ Dicho limite recibe el nombre de integral impropia de f en
[a,00) y se denota con [ f(t)dt.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicién de Cauchy para la convergencia de una integral impropia

/abf(t)dt,

donde f : [a,b) — R es localmente integrable y b < +co, es
convergente si y sélo si para cada € > 0 existe ¢ € (a, b) tal que si
c <y < z < b entonces

La integral impropia

‘/zf(t)dt’ <E.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicién de Cauchy para la convergencia de una integral impropia

/abf(t)dt,

donde f : [a,b) — R es localmente integrable y b < +co, es
convergente si y sélo si para cada € > 0 existe ¢ € (a, b) tal que si
c <y < z < b entonces

La integral impropia

‘/zf(t)dt’ <E.

Corolario

La integral impropia [;°f converge si, y sélo si, lo hace la integral
impropia [, f para algin a< beR.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Ejemplos de integrales impropias

Ejemplo

La integral impropia
e 1
— dt
I

es convergente para o > 1y divergente para los otros valores de o ya que para

cada x > 1 se tiene
[ [ = e
1 t¢
Y por tanto, para o > 1 se tiene que

=i 1 1
— = i = _ )= ——
/1 t® X*I>T°°17a(x ) a—1

mientras que para @ <1 es

< 1
— dt = H-o0.
f =+
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Operaciones con integrales impropias

Proposiciéon

Sean f,g :[a,b) — R, con b < oo, tales que las integrales
impropias fabf y fabg son convergentes. Entonces para cada
A,u € R, la integral impropia

[ 05+ ug)

es convergente, siendo

b b b
/(/lerug):?L/ f+u/ o
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral

eries de términos positivos. Integrales de funciones positiva

@ Si Y, an tal que a, > 0 para todo n € N, entonces la sucesién de las
sumas parciales S, = Y'7_; ax es, monétona creciente. Por tanto para la
convergencia de este tipo de series es suficiente verificar que la sucesién
(Sn)n esta acotada superiormente.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral

eries de términos positivos. Integrales de funciones positiva

@ Si Y, an tal que a, > 0 para todo n € N, entonces la sucesién de las
sumas parciales S, = Y'7_; ax es, monétona creciente. Por tanto para la
convergencia de este tipo de series es suficiente verificar que la sucesién
(Sn)n esta acotada superiormente.

@ Si f:[a,b) — [0,4+0) es localmente integrable, la funcién
F(x) = [X f(t)dt es mondtona creciente, por tanto si F(x) estd acotada
en [a, b) se tiene la convergencia de la integral impropia.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de co ncia de la integral

ries de términos positivos. Integrales de funciones positiv

@ Si Y, an tal que a, > 0 para todo n € N, entonces la sucesién de las
sumas parciales S, = Y'7_; ax es, monétona creciente. Por tanto para la
convergencia de este tipo de series es suficiente verificar que la sucesién
(Sn)n esta acotada superiormente.

@ Si f:[a,b) — [0,4+0) es localmente integrable, la funcién
F(x) = [X f(t)dt es mondtona creciente, por tanto si F(x) estd acotada
en [a, b) se tiene la convergencia de la integral impropia.

Criterio de la integral

Sea f : [a,00) — R4 mondtona decreciente y sea a, = f(n). Entonces la serie
Y an converge si, y solo si, converge la integral impropia [ f.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Convergencia de series armoénicas

La serie armdnica 1

nd
es convergente si g > 1 y divergente si g < 1.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicion de integral impropia
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Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Convergencia de series arménicas

La serie armdnica

1
nd
es convergente si g > 1 y divergente si g < 1.

Convergencia de series arménicas

8
—

La serie Z — es convergente y para cada entero r > 2
n

n=1
2 1 < 1
= - d
)y 2= /r (x—12 %

n=r N
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién

Sean Y an, Y b, series de términos no negativos. Si existe ng € Ny M > 0 tales
que ap < Mb,, para todo ng < n € N, entonces la convergencia de Y b, implica
la convergencia de Y a,.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién

Sean Y an, Y b, series de términos no negativos. Si existe ng € Ny M > 0 tales
que ap < Mb,, para todo ng < n € N, entonces la convergencia de Y b, implica
la convergencia de Y a,.

Criterio de comparacién
Sean Y an,Y b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n

@ Si 0 < /< o entonces las dos series tienen el mismo cardcter.

@ Si / =0 entonces la convergencia de ¥ b, implica la convergencia de Y aj.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Criterio de co ncia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién

Sean Y an, Y b, series de términos no negativos. Si existe ng € Ny M > 0 tales
que ap < Mb,, para todo ng < n € N, entonces la convergencia de Y b, implica
la convergencia de Y a,.

Criterio de comparacién
Sean Y an,Y b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n

@ Si 0 < /< o entonces las dos series tienen el mismo cardcter.
@ Si / =0 entonces la convergencia de ¥ b, implica la convergencia de Y aj.

© Si / = entonces la convergencia de ¥ a, implica la convergencia de ¥ by,.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Ejemplos: utilizacién del criterio de comparacién

Criterio de comparacién

Analizar el carécter de convergencia de las series que siguen:

OZ

7COS*

vn+1llogn
(n%2+4)ylogn+2

Q r(etn-1-7)

n

QX

Qr(;-em)
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Sumas parciales y suma total
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Ejemplos: utilizacién del criterio de comparacién

Criterio de comparacién

Analizar el carécter de convergencia de las series que siguen:

02

7COS*

vn+1llogn
(n%2+4)ylogn+2
1

O xX(et-1--)
0 x(;-¢")

Criterio de condensacién

Sea la serie Y a, de términos no negativos, con (ap),cy monétona decreciente.
Son equivalentes:

QX

ap converge,
ox g
@ Y 2"apn converge.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién: integrales impropias
Sean f,g:[a,b) — Ry con b < ey supongamos que existe ¢ € [a,b) y M >0
tales que f(t) < Mg(t) para todo t € [c,b). Entonces la convergencia de fabg

implica la convergencia de fab f.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién: integrales impropias

Sean f,g:[a,b) — Ry con b < ey supongamos que existe ¢ € [a,b) y M >0
tales que f(t) < Mg(t) para todo t € [c,b). Entonces la convergencia de fabg
implica la convergencia de fab f.

Criterio de comparacién: integrales impropias

Sean f,g:[a,b) — R con f(x),g(x) >0y b <. Supongamos que existe
I=li F09
=lmy_p———~
e
© Si 0 </ <o entonces las integrales impropias fab fy fabg tienen el mismo
cardcter.

@ Si / =0 entonces la convergencia de fabg implica la convergencia de fab f.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de convergencia de la integral: ejemplos

Criterio de comparacién: integrales impropias

Sean f,g:[a,b) — Ry con b < ey supongamos que existe ¢ € [a,b) y M >0
tales que f(t) < Mg(t) para todo t € [c,b). Entonces la convergencia de fabg
implica la convergencia de fab f.

Criterio de comparacién: integrales impropias

Sean f,g:[a,b) — R con f(x),g(x) >0y b <. Supongamos que existe
I=li F09
=lmy_p———~
e
© Si 0 </ <o entonces las integrales impropias fab fy fabg tienen el mismo
cardcter.

@ Si / =0 entonces la convergencia de fabg implica la convergencia de fab f.

© Si /| = entonces la convergencia de fabf implica la convergencia de ffg.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Ejemplos: utilizacién del criterio de comparacién

Criterio de comparacién

Analizar el caracter de la integral impropia

ltk_l
[Ety
o logt

seglin los valores del niimero real k.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de la raiz y del cociente

Limite superior e inferior

Sea (an)neN una sucesién de ndmeros reales.

© limsupa, :=inf{sup{ax; k > n};n e N}.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de la raiz y del cociente

Limite superior e inferior

Sea (an)neN una sucesién de ndmeros reales.
© limsupa, :=inf{sup{ax; k > n};n € N}.
@ liminfa, :=sup{inf{as; k > n};n € N}.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de la raiz y del cociente

Limite superior e inferior

Sea (an)neN una sucesién de ndmeros reales.
© limsupa, :=inf{sup{ax; k > n};n € N}.
@ liminfa, :=sup{inf{as; k > n};n € N}.

Limite superior e inferior

Sea (an)neN Una sucesién acotada de ndmeros reales.

© Sea o =liminfap, :=sup{inf{ay; k > n};n € N}. Entonces o es el tinico
ndmero real que cumple la siguiente propiedad:
<Para cada ¢ el cardinal del conjunto {n € N;ot —& > a,} es finito y el
cardinal del conjunto {n € N; ot + € > a,} es infinito>.

@ Sea B =limsupa, :=inf{sup{ax; k > n};n € N}. Entonces f3 es el tinico
nimero real que cumple la siguiente propiedad:
<Para cada € el cardinal del conjunto {n € N; 3 —¢& < a,} es infinito y el
cardinal del conjunto {n € N; B +¢& < a,} es finito>.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de la raiz

Criterio de la raiz
Sea Y a, una serie de términos no negativos y sea 8 = limsup y/a,.
@ Si B <1 entonces la serie converge.

@ Si B > 1 entonces la serie diverge.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio de la raiz

Criterio de la ra

Sea Y a, una serie de términos no negativos y sea 8 = limsup y/a,.

© Si B <1 entonces la serie converge.

@ Si B > 1 entonces la serie diverge.

Ejemplo aplicacién del criterio de la raiz

Estudiar el cardcter de convergencia de las series:

o

Z;

(log )™

Y Vn(n+1)2-".

2]
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio del cociente

Criterio del cociente

Sea Y a,, de términos no negativos y sea

. ant1
= limsup Zntl
an an

. .. a
o = liminf 221 B

Si B < 1 entonces la serie converge y si @ > 1 entonces |a serie diverge.
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
Criterios de convergencia

Criterio del cociente

Criterio del cociente

Sea Y a,, de términos no negativos y sea

. ant1
= limsup Zntl
an an

. .. a
o = liminf 221 B

Si B < 1 entonces la serie converge y si @ > 1 entonces |a serie diverge.

v
Observacién

.. . aptl oz R . .
Si existe lim ~t1 también existe lim y/a, y valen lo mismo.

n

N
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Sumas parciales y suma total
Series e integrales impropias Definicién de integral impropia
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Criterio del cociente

Criterio del cociente

Sea Y a,, de términos no negativos y sea

. ant1
= limsup i
an an

. .. a
o = liminf 221 B

Si B < 1 entonces la serie converge y si @ > 1 entonces |a serie diverge.

Observacién

.. . aptl oz R . .
Si existe lim ~t1 también existe lim y/a, y valen lo mismo.

n

Ejemplo aplicacién del criterio cociente

Estudiar el cardcter de convergencia de las series:
QLivIy
Q an—? y):ﬁ—,", con x > 0.
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Propiedad asociativa de las series

Definicién

Sean Y a, y Y b, series de niimeros reales. Se dice que Y b, se ha obtenido de
Y a, introduciendo paréntesis si existe una sucesién n; < np < ... de naturales
tales que by = a1 +...ap,, b0 = ap,+1+---+an, y en general

by =ap, ,4+1+---+an, para k> 1. También se expresa diciendo que } a, se ha
obtenido de Y b, suprimiendo paréntesis.
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Propiedad asociativa de las series

Definicién

Sean Y a, y Y b, series de niimeros reales. Se dice que Y b, se ha obtenido de
Y a, introduciendo paréntesis si existe una sucesién n; < np < ... de naturales
tales que by = a1 +...ap,, b0 = ap,+1+---+an, y en general

by =ap, ,4+1+---+an, para k> 1. También se expresa diciendo que } a, se ha
obtenido de Y b, suprimiendo paréntesis.

Proposicién
Sean Y a, y Y b, series de nimeros reales tales que Y by, se ha obtenido de ¥ a,
introduciendo paréntesis.

@ Si Y a, converge entonces Y b, converge y ambas series tienen la misma
suma.

@ Si Y b, converge, lima, =0y la diferencia ng11 — nyg (longitud de los
paréntesis) se mantiene acotada por / para todo k € N, entonces ) a,,
converge y ambas series tienen la misma suma.
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Reordenacidn de series

Definicién

Sean Y a, y Y b, dos series. Diremos que la serie Y b, es una reordenacién de
la serie ) a, si existe una biyeccién ¢ : N — N tal que by = ag(p)-
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Reordenacidn de series

Sean Y a, y Y b, dos series. Diremos que la serie Y b, es una reordenacién de
la serie ) a, si existe una biyeccién ¢ : N — N tal que by = ag(p)-

| |
N

Proposicién

Sea Y a, una serie convergente de términos positivos, entonces cualquier
reordenada suya converge y ambas tienen la misma suma.
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Reordenacidn de series

Sean Y a, y Y b, dos series. Diremos que la serie Y b, es una reordenacién de
la serie ) a, si existe una biyeccién ¢ : N — N tal que by = ag(p)-

| |
N

Proposicién

Sea Y a, una serie convergente de términos positivos, entonces cualquier
reordenada suya converge y ambas tienen la misma suma.

Definicién

| A

La serie Y a, con a, € R se dice absolutamente convergente si la serie Y |ap| es
convergente.

A\
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Reordenacidn de series

Sean Y a, y Y b, dos series. Diremos que la serie Y b, es una reordenacién de
la serie ) a, si existe una biyeccién ¢ : N — N tal que by = ag(p)-

Proposicién

Sea Y a, una serie convergente de términos positivos, entonces cualquier
reordenada suya converge y ambas tienen la misma suma.

Definicién

La serie Y a, con a, € R se dice absolutamente convergente si la serie Y |ap| es
convergente.

Proposicién

Si la serie Y a, es absolutamente convergente entonces es convergente.
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Reordenacidn de series

Definicién

Dada la serie Y a, se llama:

@ Serie de términos positivos asociada a esta serie, a la serie Y a7 donde
af =apsia;>0yal =0sia,<O0.

@ Serie de términos negativos asociada a esta serie, a la serie ) a;, siendo
a, =—apsiap<0ya, =0sia,>0.
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Reordenacidn de series

Dada la serie Y a, se llama:
@ Serie de términos positivos asociada a esta serie, a la serie Y a7 donde
af =apsia;>0yal =0sia,<O0.

@ Serie de términos negativos asociada a esta serie, a la serie ) a;, siendo
a, =—apsiap<0ya, =0sia,>0.

Proposicién

Sea la serie Y a, y sean Y a y Y a,, sus series de términos positivos y
negativos.

@ La serie Y a, es absolutamente convergente si y sélo las series Y a; y
Y a, son convergentes.

@ Si la serie Y a,, es absolutamente convergente y llamamos AT y A~ a las
sumas de dichas de Y a" y ¥ a,, respectivamente, se verifica que la suma
de la serie Y a, (y de todas sus reordenadas) es AT — A~.
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Reordenacidn de series

Definicién

Y an se dice incondicionalmente convergente cuando todas sus reordenadas son
convergentes y tienen la misma suma.
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Reordenacidn de series

Definicién

Y an se dice incondicionalmente convergente cuando todas sus reordenadas son
convergentes y tienen la misma suma.

Teorema

Y an es incondicionalmente convergente sii es absolutamente convergente.
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Reordenacidn de series

Definicién

Y an se dice incondicionalmente convergente cuando todas sus reordenadas son
convergentes y tienen la misma suma.

Teorema

Y an es incondicionalmente convergente sii es absolutamente convergente.

Teorema de Riemann

Sean Y a" y Y a, dos series divergentes de términos no negativos tales que
lima;}" = lima, = 0. Entonces para cada a € R se pueden elegir sucesiones
(kj)j,(I;); de enteros positivos y tales que la serie

+ + -4 o+ + _ - —
al +...+akl_a1 _..._all+ak1+1+...+ak2_all+1_..._al2J’_.“

tiene por suma a.
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Integrales impropias

Definicién

La integral impropia fab f, donde b < oo, se dice absolutamente convergente si la
integral impropia fab\f| es convergente.
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Integrales impropias

La integral impropia fab f, donde b < oo, se dice absolutamente convergente si la

integral impropia fab\f| es convergente.

| A

Proposicién

Si la integral impropia fabf es absolutamente convergente entonces también es
convergente.
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Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel

Férmula de sumacién parcial de Abel

Si (an)n bn)pen son sucesiones en Ry A, :=Y7__a, para m fijo,
eN Y €N y k=m 2k P 1]
entonces para p > m se tiene

q q-1
Y anbn=Y An(bn—bni1)+Agbg—Ap_1bp
n=p n=p
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Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel

Férmula de sumacién parcial de Abel

Si (an)n bn)pen son sucesiones en Ry A, :=Y7__a, para m fijo,
eN Y €N y k=m 2k P 1]
entonces para p > m se tiene

q q-1
Y anbn="Y An(bn—bns1)+Agbg—Ap_1bp
n=p n=p

Cirterio de Dirichlet

Sean (an)neN Y (bn)nen sucesiones en R tales que:
@ |Y7_;ak| < M <o para todo n€N,
@ (bp)nen es mondtona decreciente con limite 0.

Entonces, la serie Y a,b, es convergente.
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