Calculo integral

Competencias

pppoppppppAaRn

P> Saber definir el concepto de integral de Riemann y conocer que las funcio-
nes continuas y mondétonas son integrables.

P Saber aplicar las propiedades de linealidad y monotonia de las integrales.

P Conocer y saber aplicar el teorema fundamental de calculo para evaluar
integrales o discutir ecuaciones.

P> Saber evaluar integrales y calcular areas, utilizando el teorema fundamen-
tal del calculo, el cambio de variable, la integracién por partes.
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P Saber usar MAXIMA para calcular integrales.
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196 Célculo integral

Una de las interpretaciones mas simples del concepto de integral de Riemann
esta vinculado con el concepto de «area» bajo la grafica de una funcién positiva y
acotada f, definida en un intervalo acotado [a,b], que es representada simbdlica-
mente en la forma

/a " f ) a.

Intuitivamente la nocién de area estd conectada con principios basicos bastante
naturales:

» Elegir la unidad de medida, para la que tradicionalmente se adopta el cua-
drado de lado unidad.

= Aceptar que el drea de un conjunto es un niimero mayor o igual que cero.

= Aceptar que si un conjunto se descompone en un numero finito de subcon-
juntos disjuntos, entonces el area del conjunto total es la suma de las areas
de los subconjuntos.

= Aceptar que realizar movimientos rigidos en un conjunto no varia su area.

Con esos principios es sencillo asignar area a rectangulos y triangulos, y por ende
a regiones que admiten una descomposicién en triangulos, como los poligonos.
Incluso se podria llegar a determinar el area de un circulo a través de las areas
de una sucesion de poligonos regulares de n lados inscritos en él, o circunscritos a
él, si tales limites existieran. Pero, jpor qué limitarse a estos tipos especiales de
figuras? jpor qué no ir mas alla dejandose guiar por los mismos principios? y poder
asi asignar area a conjuntos mas generales. Esa es la perspectiva de la integral de
Riemann que definimos en este capitulo y cuyas propiedades estudiamos.

Desde otro punto de vista, pero conectado con la nocién anterior, aparece la
nociéon de integral indefinida

Fz) = / F(t) dt.

Ahora la integral se muestra como una funciéon que podemos analizar con ayuda
de la herramientas del calculo: estudiando su continuidad, derivabilidad, etc. El
resultado de este analisis nos lleva al célebre Teorema Fundamental del Céalculo,
que establece el vinculo entre el célculo de derivadas (tangente a una curva) y el de
integral de Riemann (4rea bajo una curva), como problemas inversos, y proporciona
una herramienta utilisima para la evaluacion de areas y el calculo de integrales.

Las ideas pueden ser aplicadas y adaptadas a situaciones de otro tipo, tanto
en el ambito de las matemaéticas (volimenes, superficies de revolucion...), de la
ingenierfa y la fisica (trabajo, energia, centros de gravedad, momentos de inercia...)
de la estadistica y probabilidad o de la economia.
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5.1 La integral de Riemann 197

5.1. La integral de Riemann

A lo largo del capitulo f : [a,b] — R serd siempre una funcién acotada aunque
no se mencione explicitamente.

Definiciéon 5.1.1

(1) Llamaremos particion de [a,b] a cualquier conjunto finito P = {tg,t1, ..., tp}
tal que
to=a<t;<ty...<t,=0.

El conjunto de todas las particiones de [a,b] lo designaremos con Z|a,b).
Denotaremos con M; = supy, | 1 f(t) y con m; = infy,_, .1 f(t) donde con
to=a <t <ty...<t, =0 representamos un elemento de P|a,b).

(2) Si P e Pla,b| llamamos suma superior y suma inferior de f correspondiente
a P a los nimeros reales definidos por las siguientes formulas

S(f,P)= z:l: M;(t; —t; 1)

S(f, P) :im,(tl — ti—l)-

my;

a tifl tl b a tifl tz b
Es sencillo ver la interpretacion geométrica de tales sumas (véase la figura 5.1)
y también que s(f, P) < S(f, P), pues para cada i € {1,...,n} se tiene m; < M,.
A continuacién establecemos una relacién de orden (no total) en el conjunto
de las particiones y estudiamos el comportamiento de las sumas inferior y superior
respecto a dicho orden.

1L

a ti—it; b a ticit; b

Figura 5.1: Sumas superiores, S(f, P), e inferiores, s(f, P).
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198 Célculo integral

Desde los albores de la matemaética el calculo de areas de figuras planas y
de volimenes de cuerpos tridimensionales constituye un problema central.
La matematica griega desarrollé un método perfectamente riguroso para
dicho célculo en casos complicados: el de figuras o cuerpos curvilineos. los origenes
del llamado método de erhauscion se remontan al siglo V a.d.C. con los trabajos de
Hipocrates de Quios, pero alcanza su expresion rigurosa con Eudoxo de Cnido, en
el siglo IV a.d.C., siendo esta aproximacién rigurosa posible en base a la teoria de
las proporciones de este matematico y, muy especialmente, a la conocida hoy como
propiedad arquimediana (véase la nota histérica de la pagina 11).

La esencia del método de exhauscién (que, en espafiol, es més habitualmente deno-
minado «exhaucién») es la siguiente: dada una figura curvilinea S, consideramos una
sucesion de poligonos Py, P, Ps,...inscritos en S. El punto clave consiste en mostrar
que el area de la diferencia S — P, es decir el area de la regién no «llenada» por
el poligono P, puede hacerse tan pequenia como se desee eligiendo n suficientemente
grande. Es en este punto en el que el Principio de Eudoxo resulta fundamental.

La exposicion rigurosa de la idea anterior se completa con una doble reduccion al absurdo
caracteristica del método que, en términos genéricos, para probar la igualdad de dos
cantidades a y b, supone alternativamente a > by a < b, llegando en ambos casos a
contradiccién. La fuente principal, anterior a Arquimedes, para el método de exhauscion
es el libro XII de los Elementos de Euclides; en él al menos ocho de las dieciocho
Proposiciones utilizan el citado método. Segun los comentarios de Arquimedes se puede
concluir que Euclides debe gran parte de este libro XII a Eudoxo.

La busqueda de métodos especificos para el calculo de areas continud a lo largo de la
historia del calculo como uno de sus objetivos primordiales: s6lo con Leibniz y Newton
esta busqueda fue ligada al otro gran problema del célculo, el calculo de tangentes a
curvas. Ese fue el momento en el que se considera «creado» el cdlculo infinitesimal (o,
si se prefiere, el cdlculo diferencial e integral).

Definicién 5.1.2

(1) Si P, P’ son particiones de |a,b] diremos que P’ es mds fina que P, y escri-
biremos P < P’, si todos los elementos de P estin en P'. En otras palabras,
si P es un subconjunto de P'.

(2) Denotaremos con PV P' a la particion cuyos elementos son los puntos per-
tenecientes a alguna de las particiones P o P’ (obviamente es una particion
pues contiene al menos los puntos a,b). Se trata de la particion union de
ambas.

Proposicién 5.1.3 Sean P, P’ particiones de |a,b|. Entonces:
(1) P < P’ implica s(f, P) < s(f, P').
(2) P < P’ implica S(f, P) > S(f,P).

DEMOSTRACION: El resultado es inmediato si P’ tiene un punto més que P. En
efecto, sea P la particiéon a =ty <t; <...<t, =0by P’ la particién que consiste
en todos los puntos de P junto con el punto s € (¢;_1,t;). Entonces se verifica:
m; = inf f(t) < inf ]f(t) =m; y m;= inf f(t)< [mf} f(t) :=m!
st

[ti—1,ts] [ti—1,s [ti—1,ts]
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5.1 La integral de Riemann 199

Por tanto:

zn: ity —tj—1) =s(f, P) < s(f,P): ij 1)+

+mi(s —ti1) +mi(ti —s)+ Y my(t; —tj-1)
j=it1

El caso general se obtiene reiterando. O

Corolario 5.1.4 Si P, P' son particiones de |a,b] entonces s(f, P) < S(f, P’).

DEMOSTRACION: Obviamente P < PV P’ y lo mismo le ocurre a P’. Podemos
aplicar entonces la proposiciéon anterior

s(f, P) < s(f, PV P) <S(f,PVP)<S(f,P)
y obtenemos el resultado. O

La propiedad expresada en este corolario da sentido a las definiciones que si-
guen.

Definicién 5.1.5

(1) Se llama integral inferior (de Darboux) de f al nimero real
/abf = sup{s(f, P); P € P|a,b]}.

(2) Se llama integral superior (de Darbouz) de f al nimero real
Zf = inf{S(f, P); P € P[a,b]}.

(3) Se dice que f es integrable Riemann en |a,b] y se escribe f € Z|a,b] si las
integrales inferior y superior de f coinciden. A ese valor comin se llama
integral Riemann de f y se denota por

[

El contenido geométrico, para funciones positivas, de la definicién anterior es bas-
tante claro y esta relacionado con la asignacién de areas a cierto tipo de regiones
planas, sea por exceso, sea por defecto, con el horizonte de que el valor de ambas
asignaciones sea el mismo. Algo similar a lo que se haria con poligonos regulares
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200 Célculo integral

inscritos y circunscritos a un circulo para calcular el drea de éste, o, mas general-
mente, mediante la descomposiciéon en figuras de area conocida para determinar la
superficie de un territorio. En este caso se recurre a la aproximacion mediante el
area de regiones que se descomponen en rectangulos.

Observe que la integral inferior esta bien definida ya que, segun el corolario,
el conjunto {s(f, P); P € Z]a,b]} estd acotado superiormente por cualquier suma
superior S(f, P). En particular

L?SSMP>

para cualquier P € Z]a,b]. Ahora, de forma andloga, {S(f, P); P € Z|a,b|} esté
acotado inferiormente por f; f, de donde se obtiene que la integral superior estéa

bien definida y, tomando infimos, se tiene:
b b
[r=]r
5.2. Caracterizaciéon y propiedades elementales

El siguiente resultado establece una caracterizacion 1til de la integrabilidad
Riemann.

Teorema 5.2.1 La funciéon [ : [a,b] — R es integrable Riemann si y solo si,
para cada € > 0 existe P € Pla,b] tal que S(f, P) — s(f, P) < ¢.

DEMOSTRACION:

Supongamos que f € Z[a,b]. Dado € > 0 existen
particiones P, y P, tales que

S<f7P1>_/bf<g
b ¢ c
/af_3<f7p2)<§'

Y, por tanto, si P = P, V P,, utilizando el corolario 5.1.4 se tiene

3

S(f’P)—/abf<§
b €
| =str.p) <5

Entonces basta sumar estas desigualdades para obtener S(f, P) — s(f, P) < e.
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5.2 Caracterizacién y propiedades elementales 201

Reciprocamente, supongamos que para cada € existe una particion P que cum-
ple la condicién S(f, P) —s(f, P) < €. Entonces fijado ¢ existe una particién P tal
que

b b
0< [f=[F<S4.P)=s(f,P) <=
Y al ser € arbitrario se concluye que las integrales superior e inferior coinciden. [J

Observe que la diferencia S(f, P) — s(f, P) decrece cuando se refina la parti-
cion P, por tanto la caracterizacion anterior de la integrabilidad Riemann puede
enunciarse, de forma equivalente, en la forma siguiente: f € Zla,b] si y sélo si
para cada € > 0 existe P € Z]a,b] tal que para cualquier otra P’ € H[a,b] con
P < P’ se verifica S(f, P') — s(f, P') < e.

Ejemplos 5.2.2

(1) Como es facil comprobar considerando las sumas superiores e inferiores, un
ejemplo de una funcién no integrable Riemann en [0, 1] lo proporciona la
funcién de Dirichlet D, definida como la funcién caracteristica de los irra-
cionales del intervalo [0, 1], es decir, Di(z) =0siz € QN [0,1] y Di(z) =1
size (R\Q)NIo0,1].

(2) En cambio la segunda funcién de Dirichlet Ds, definida como cero en los
irracionales y Do(z) = 1/¢ supuesto que x = p/q es irreducible, es integrable
Riemann y su integral es cero, como posteriormente justificaremos.

El corolario que sigue proporciona ejemplos més importantes.
Corolario 5.2.3 Sea f : [a,b] — R.
(1) Si f es continua entonces f € Z[a,b).

(2) Si f es mondtona entonces f € Z[a,b|.

DEMOSTRACION: Aplicaremos el teorema 5.2.1 teniendo en cuenta que:

n

S(f,P) = s(f, P) =D (M —mi)(t; — ;1)
i=1

s Cualquier funcién continua alcanza su supremo y su infimo sobre una inter-
valo cerrado y acotado, por tanto, si [t;_1, ¢;] es uno de los intervalos definidos
por una particién arbitraria, se verifica: M; = f(&)y m; = f(n;), para ciertos
& mi € [tio, b
Por otro lado, si f es continua es uniformemente continua (teorema de Heine),
por lo que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si t; — t;_; < J entonces

M; —m; = f(&)— f(m) < ﬁ y por tanto

S(f, P) — 8<f, P) = i:(MZ — mz)(tl — tifl) < b j a il(tz — ti,1> =e€.

i=1
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202 Célculo integral

» Si f es monétona creciente y f(a) = f(b) entonces es constante, por lo que
es continua y, por tanto, integrable Riemann. Si f es mondtona creciente y
f(a) < f(b) eligiendo una particién tal que

£
S T ey
puesto que M; = f(t;) y m; = f(t;_1), se tiene:
SO(M; = mi)(t — tio1) < o S (f(t) — f(tin)) =€

i=1 f() — f(a)
y por tanto S(f, P) — s(f, P) < e.

Asi pues tanto las funciones continuas como las monétonas son integrables. U

Sumas de Riemann: otra caracterizacion de la integrabilidad

Definicién 5.2.4 Sean f :[a,b] — Ry P ={a=1t <t; <...<t,=0>b} una
particion de [a,b]. Sea {z1, 22, ..., 2, } una coleccion arbitraria de puntos tales que
2 € [ti_1,t], para cada i = 1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la
particion P y a los puntos {z;}; a

n

S(f, Pozi) =) f(zi)(ti = tioa).

i=1
En términos geométricos las sumas de Riemann son sumas intermedias entre las
sumas superiores y las sumas inferiores, en el sentido de que

n

S(f,P) SS(f,P,ZZ) ::Zf(zi)(ti_ti—l) SS(f,P)

i=1

f(z)

a ti—l tz b

Figura 5.2: Sumas de Riemann

Teorema 5.2.5 Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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5.2 Caracterizacién y propiedades elementales 203

(1) f es integrable Riemann en |a,b].

(2) Existe un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 eziste
Py € P[a,b] tal que si Py < P € Pla,b] se cumple

|A_S<f7P7ZZ)‘ <€7

para cualquier suma de Riemann correspondiente a P.

. b
Ademas en ese caso A= [] f.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar f € Z[a,b] y tomemos A = [ f.
Dado € > 0, sea P, tal que

S(f,Py) — s(f,Py) < .

Por tanto, si Py < P, se tiene S(f, P) —s(f, P) < S(f, Py) —s(f, P) < €. Por otro
lado, para cualquier colecciéon de puntos z; € [t;_1,t;] se tienen las desigualdades

s(P)S [ 1 <S(.P)

que implican
|A—=S(f,P,z)| <e.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que A cumple la condicién fijada en
el apartado (2). Dado € tomamos P para que

A= S(f,Pz)] < 5

y tomamos z; de modo que

se tiene entonces:

S(f,P)—S(f, P, z)= ;(Mi — f(z))(t —tioa) < Q(bi a) 4

(2

5
(ti —ti1) = 3

n n
=1
y como |A— S(f, P, z)| < % se tiene
IA—S(f,P)| <e.
En resumen, para cada £ > 0 existe una particiéon P con

|A—S(f,P)| <e.
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De forma andloga puede probarse que |A — s(f, P)| < £ y en consecuencia
S(f,P)—S(f,P) = |S(faP)_A+A_S(faP)| < 2e.

Esto prueba, de acuerdo con el corolario 5.2.1, que f es integrable Riemann en
[a,b] y, como hemos probado en la anterior implicacién, A = [ f. O

El teorema anterior establece que, en algin sentido (que no detallaremos aqui),
la integral de Riemann corresponde a un cierto concepto de limite para las sumas
de Riemann cuando las particiones se ordenan mediante refinamiento.

Con ayuda de MAXIMA es sencillo calcular, para funciones concretas, la ima-

/ gen geométrica que corresponde al valor de las sucesivas sumas inferiores,

superiores y de Riemann asi como el valor de la suma de las areas de los

correspondientes rectangulos. Sumas que convergen a la integral en el correspondiente

intervalo, que MAXIMA es capaz de calcular de forma exacta, en algunos casos particu-
lares, y de forma numérica en casos méas generales.

Otra manera de presentar la integral como «limite» es a través de la norma de
la particién.
Definicién 5.2.6 Si P ={tgy=a <t; <ty <...<t, =b} es una particion del
intervalo [a,b] se llama norma de la particion a

0= méX{tl — tifl 01 < 1 < 77,}

Lema 5.2.7 Sea P’ una particion de [a,b] obtenida a partir de la particion P
anadiéndole k puntos y sea 0 la norma de la particion P. Sea f : [a,b] — R una
funcion acotada con m < f(x) < M para todo x € [a,b]. Entonces

IS(F.P.z) = S(f. P, )| < 6(M —m)k

supuesto que los puntos z; y z;- coinciden en aquellos intervalos de P que no han
sido subdivididos por la particion P’.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar que k& = 1. En tal caso todos
los sumandos, salvo uno, de la suma de Riemann S(f, P, z;) coinciden con los
correspondientes sumandos de S(f, ', z}). Por tanto el valor de

|S(f7P>Zz) - S(f’P/,Z;”
coincide con
F@)E =) = (F)(E—u) + F)(u—s))]

siendo u el nuevo elemento de P’ introducido entre dos elementos sucesivos, t < s,
de la particiéon P. Pero
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Asi pues, cada adicién de un nuevo punto a la particién incrementa el valor de
|S(f, P, zi) — S(f, P', 2| alo més en (M —m)d de donde se obtiene el resultado
buscado. O

Teorema 5.2.8 Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f es integrable Riemann en [a,b].

(2) Eziste un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 eziste
0 > 0 tal que para cada particion P de norma menor que § se cumple

|A—S(f,P,ZZ)| <g,
para cualquier suma de Riemann correspondiente a P.

b
Ademds en ese caso A = / f.
a

DEMOSTRACION: Es claro que si se cumple el segundo apartado del teorema 5.2.8
entonces también se cumple el segundo apartado del teorema 5.2.5 y por tanto f
es integrable.

Reciprocamente, si f es integrable, entonces, aplicando de nuevo el teore-
ma 5.2.5, dado ¢ > 0 existe una particiéon Py tal que para toda particion P’
mas fina que Py se tiene

A= S(f, P 2)| < 3, (5.1)

para cualquier eleccion de z;. Sea k el nimero de puntos de la particion F, y sean
m, M tales que m < f(z) < M para todo x € [a, b]. Elijamos 6 > 0 de modo que
0(M —m)k < €/2. Sea P una particién de norma menor que § y sea P’ = PV P,.
Entonces aplicando el lema precedente se tiene que

S(F. P, ) = S(f, P, )| < 0(M = m)k < (5.2)
(eligiendo los puntos z; como iguales a los z; para los que se sitiian en los intervalos
de P que no han sido subdivididos por los puntos de F).
Las férmulas (5.1) y (5.2) junto con la desigualdad triangular nos permite
concluir que

/ / / €
[A=S(f, Poa)l < [A=S(f, P z)| +[S(f, P 25) = S(f, Pzi)| <25 =«

y el teorema esta demostrado. O
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Linealidad, positividad y aditividad respecto de intervalos

b
Proposicién 5.2.9 Zla,b] es un espacio vectorial y el opemdor/ es lineal.

DEMOSTRACION: Es conocido (y sencillo de probar) que el conjunto de las aplica-
ciones acotadas de [a, b] en R es un espacio vectorial. En consecuencia, para probar
que Z[a,b] es un espacio vectorial basta verificar que si f,g € Z[a,b] y k € R,
entonces f + g € Z[a,bl y kf € Z|a,b].

De acuerdo con el teorema 5.2.5, dado ¢ existe Py tal que para Fy < P se
cumplen

[ r-stpe) 9 5t0.7,2)

con lo que utilizando la desigualdad triangular tenemos

<5 <€
7 ¥ 9’

AV+L%—SU+%RM ff—ﬂﬁaw+LZ—ﬂ%Rm

<E.

Aplicando de nuevo el teorema 5.2.5 se concluye que f + g € Z[a,b] y que

/abf+g=/abf+/abg-

Para la funcion kf se procede andlogamente: por la integrabilidad de f fijado
e > 0 existe Py tal que para Py < P se cumple

e
1+ |k

<

[ 5-stpz)

pero entonces

3

= |k
%1 1+ |k

< [K]

<e.

[ 5= s0.P,2)

/abkf:k/abf.

b
En resumen, Z[a, b] es un espacio vectorial y / es una aplicaciéon lineal en dicho
a

‘k/abf—S(kf,P,zi)

Asi pues, kf € Z[a,b] y

espacio. 0

Proposicién 5.2.10 Sean f,g € Z|a,b).
b b
(1) Si f(z) < g(x), para todo x € |a,b], entonces/ f §/ g.
b
(2) Sim < f(x) < M, para todo x € |a,b], entonces m(b—a) < / f<M(b—a).
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DEMOSTRACION: Obviamente s(f, P) < s(g, P) para cualquier particién, de donde
se sigue de forma inmediata el primer apartado. El segundo es consecuencia directa
del primero. O

Dada una funcién f : [a,b] — R se definen las funciones parte positiva de f
y parte negativa de f mediante: f*(z) = méx{f(x),0}, f~(x) = —min{f(z),0}.
Es decir:

vy ) fle) st f(z) =0 Sy 0 si f(x)=>0
/ <x)—{ 0 si f(z)<0 / (x)—{_f(x) st f(z) <0

Observe que se verifican las dos igualdades importantes siguientes:
f=r=fr vy lfl=f+f
que son faciles de verificar distinguiendo en cada caso, segin el signo de f(x).

Proposicién 5.2.11 Si f € Z[a,b] entonces f+, f~, |f| € Z[a,b] y se verifica

/abf\gfabm

DEMOSTRACION: Denotemos con M/, m/ el supremo y el infimo, respectivamente,
de f* en [t;_1,t;]. Entonces se tiene:

En efecto, si f no cambia de signo en [t;_1,t;] la desigualdad es evidente (pues, o
bien f* = f o bien f* = 0), y si f cambia de signo basta tener en cuenta que
M = M;, m; =0y m; <O0.

Como consecuencia de ello tenemos

S(er,P)—S(er,P)SS(f,P)—S(f,P)

y, como f es integrable Riemann podemos aplicar la caracterizaciéon de integrabi-
lidad del teorema 5.2.1 y concluir que f* € Z]a, b].

Utilizando la linealidad de la integral se obtiene entonces que f~ = f* — fy
|f| = fT+ f~ son integrables Riemann en [a, b].

La acotacion ) ,
[ < [
a a

que se afirma en el enunciado de la proposicién es consecuencia de que —|f| < f <
|f| v del apartado (1) de la proposicién 5.2.10. OJ

Una consecuencia de los resultados anteriores es que si |f(z)| < M para todo
x € [a,b] entonces

/abf‘ < M(b—a) (5.3)
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Proposicién 5.2.12 Sea f : [a,b] — R acotada y sea ¢ € |a, b].
(1) f € Zla,b| implica f € Rla,c] y f € X|c,b] siendo ademds

b c b
[r=[rs+]r
(2) [ € Rla,c|l yfeERc,b| implica [ € Ra,b].

DEMOSTRACION: Para la primera parte vamos a demostrar algo méas general: que
dado un intervalo arbitrario [a, 8] C [a,b], si f € Z|a,b] entonces f € Z[a, ).
En particular tomando [a, f] = [a,c] y [, 5] = [e,b] obtendremos el resultado
deseado.

Para ello consideremos, para cada ¢ > 0, una particion P € Za,b] tal que
S(f,P) — s(f,P) < e. No hay inconveniente en suponer que « y (3 son puntos
de P, pues, en caso contrario, podemos refinar P anadiéndole dichos puntos, y la
desigualdad anterior sigue siendo cierta.

Si ahora en la suma S(f, P) — s(f, P) = >0 (M; — m;)(t; — t;i—1) tomamos
sélo los términos correspondientes a subintervalos [t;_1,t;] contenidos en [« f],
obtendremos una cantidad menor, y, asi, tenemos una particiéon P’ € Z[a, (] tal
que S(f, P') — s(f, P") < e, por lo que f € Z|a, 3].

Para la segunda parte, dado ¢ > 0, existen P, € P[a,c] y Py € P[c,b] tales
que:

SULP) =s(f.P) <5 ¥ SUP)=s(f.B) <

Si tomamos P = P; V P, entonces P € Z|a,b] y tenemos:

S(f,P)—S(f,P):(S(f,Pl)—S(f,Pl))+<S(f,P2)—S(f,PQ))<€

por tanto f es integrable Riemann en [a, b].
Para probar la igualdad f; f=Lr+ fcb f consideremos, con la notacién ante-
rior, las desigualdades:

DO ™

SULP) =s(f P+ s(f ) < [+ [ F < SU R+ S( B) = S P)

Puesto que también se verifica

s(rP) < [ F <8P

b c d
Lo=l=1
La desigualdad anterior es cierta para todo € > 0, por lo que se tiene la igualdad
buscada. OJ

tenemos:

SS(f,P)—S(f,P)<€.
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Definicién 5.2.13 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada.

/aafzo.
[refr

Con esa definicién para a, b, ¢ arbitrarios, con las hipotesis de integrabilidad ade-

cuadas, se verifica
c b b
Lo+l r=]

El lector puede convencerse de ello utilizando la definicién anterior y considerando
los diferentes casos que pueden presentarse en las posiciones relativas de a, by ¢
(es decir, a < c < b, a <b<c, etc.)

(1) Sia=10b se conviene que

(2) Si f € Z]a,b] pondremos

Proposicién 5.2.14 Si f € Za,b] y g : [a,b] — R coincide con f salvo en un
nidmero finito de puntos, entonces g € Zla,b| y

[r-Ls

DEMOSTRACION: Supongamos, inicialmente, que f y ¢ difieran en un tnico punto
¢ € [a,b], o dicho de otra manera que g se obtiene a partir de f modificando el
valor de f es un tnico punto. Consideremos la funciéon h := g — f. La funcién
h es nula en todos los puntos menos en c. Supongamos que h(c) > 0. Es obvio
entonces que s(h, P) = 0 para cualquier particién P de [a, b], con lo que la integral
inferior de h es cero. Ademés, para cada € > 0 existe una particion P de modo
que 0 < S(h, P) < e. En efecto, basta tomar una particion P tal que el intervalo
[ti—1,t;] que contenga al punto c¢ verifique t; — t;_; < €/h(c) pues, en tal caso
S(h,P) = h(c)(t; — t;—1) < e. Entonces la integral superior de h es cero. Asi
que h es integrable y su integral es cero. Pero como g = f + h, aplicando la
proposicion 5.2.9 se obtiene que

gealet] v [o=[r+[n=[r

El resultado esta probado cuando f y ¢ difieren en un tnico punto. En el caso en
que difieran en n puntos basta reiterar el proceso anterior n veces, modificando
cada vez el valor de f en un tnico punto. 0
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Figura 5.3: Georg Friedrich Bernhard Riemann (Hanover, 1826 — Selasca, 1866).
Biografia en MacTutor.

Caracterizacion de Lebesgue de la integrabilidad Riemann

Definicién 5.2.15 Un conjunto A de nimeros reales se dice que tiene medida
cero si para cada € > 0 existe una sucesion numerable (I,),, de intervalos cerrados
y acotados tales que A C UI, y Y. L(1,) < &, donde L(1,) denota la longitud del
intervalo 1I,,.

De acuerdo con esa definicion, claramente cualquier conjunto finito tiene medi-
da cero. Pero también tiene medida cero cualquier conjunto numerable de puntos.

En efecto, denotemos con (x,,),en los puntos de dicho conjunto A. Dado € > 0
tomemos un intervalo cerrado I; de longitud €/2 que contenga a x;, un intervalo
I, de longitud /2% que contenga a x», y, en general, un intervalo I,, de longitud
£/2™ que contenga a z,,. De ese modo A C U1, y

ZL(In):5<%+i+%+...):eli/f/Q:e

utilizando la suma de una progresién geométrica de razén 1/2. Observe que, en
particular el conjunto de los racionales del intervalo [0, 1] tiene medida cero y, por
tanto, el conjunto de los irracionales de dicho intervalo tiene medida 1, puesto que
[0, 1] es la unién disjunta de dichos conjuntos.

Enunciaremos sin demostracion el siguiente teorema de caracterizacion de la
integrabilidad Riemann.

Teorema 5.2.16 (Teorema de Lebesgue) Sea f : [a,b] — R una funcion
acotada y sea D(f) el subconjunto de [a,b] formado por los puntos en los que
f mo es continua. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f € Z[a,b].
(2) D(f) tiene medida cero.
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Figura 5.4: Henri Léon Lebesgue (Beauvais, 1875 — Paris, 1941). Biografia en
MacTutor.

Ejemplos 5.2.17

(1) La funcién D; de Dirichlet definida en los ejemplos 3.2.7 no es integrable
porque es discontinua en todo punto. Pero la funcién D, si es integrable
porque su conjunto de puntos de discontinuidad es [0, 1] N @Q, como ya vimos
alli.

(2) Si f esintegrable en [a,b] y ¢ coincide con f salvo en un conjunto numerable
de puntos, entonces también ¢ es integrable y la integral de ambas funciones
coincide. En particular la funcién D, de Dirichlet tiene integral nula.

Corolario 5.2.18 Si f,g € Z]a,b] entonces fg € Zla,b.

DEMOSTRACION: Comencemos considerando el caso particular en que ¢ coincida
con f. Se trata pues de probar la integrabilidad de f? sabiendo que f es integrable.
Pero como es claro que D(f?) C D(f) podemos aplicar el teorema de Lebesgue
para obtener que f? es integrable.

Pasemos ahora al caso general y observemos que se tiene la siguiente identidad

fg=1((F +9)~ (/).

Puesto que Z[a,b] es un espacio vectorial, basta ver que (f +¢)®y (f — g)? son
integrables para concluir que fg lo es. Pero eso es facil puesto que (f+¢) v (f —9)
son integrables y aplicando el caso particular antes considerado, también (f + g)?
v (f — g)? son integrables. O

&é’ En el libro de J.M. Ortega [1], pg. 152, puede encontrar una demostracién del
), ﬁ:jf/ corolario 5.2.18 que no requiere el teorema de Lebesgue. Esta otra demostra-

cién se basa en la propiedad, demostrada en la citada referencia, de que si f
es integrable y g es continua, entonces go f es integrable. La lectura de estos resultados
constituye un buen ejercicio tanto de caracter matematico propiamente dicho, como de
manejo de bibliografia: queda invitado a realizar tal ejercicio.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lebesgue.html

212 Célculo integral

5.3. Teorema fundamental del calculo

Como consecuencia de la proposiciéon 5.2.12 si una funciéon f es integrable
Riemann en [a, b], lo es en cualquier intervalo [a, ], siendo z € [a, b], lo que permite
definir de forma correcta una funcién sobre [a, b], que asigna a cada z el valor [ f.

Teorema 5.3.1 (Teorema fundamental del célculo) Sea f € Z[a,b]. Para
cada x € [a,b] se define

Flz) = / f (5.4)

La funcion F' asi definida recibe el nombre de integral indefinida y verifica las
propiedades siguientes:

(1) F es continua en [a,b).
(2) Si f es continua en c € |a,b], entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

DEMOSTRACION: La férmula
Y
P@) - Pyl = | [ 1] < Ml — )

donde M :=sup|f]| en [a,b], muestra que F' es uniformemente continua en [a, b].
Sea p := f(c) y supongamos h > 0 (para h < 0 los razonamientos son analogos)
tal que ¢+ h € [a, b]. Es claro que

c+h
/ p = ph

y por tanto, aplicando la proposicién 5.2.10, se tiene que

F(c+h)—F(c) |1 peth 1 pe+h | |1 peth
h _p_h/c F=5l, p_h/c (f =p)
1
<= sup |f(t) —pllhl = sup [f(t)—pl. (5.5)
‘h‘ telc,c+-h) telc,c+h]

Como f es continua en ¢, fijado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |h| < J entonces

[F(&) = f)l = [f(t) =pl <e
para todo t € [c,c + h]. La acotacién dada en (5.5) y esta observacién garantizan

que F' es derivable en ¢ y que F'(c) = p = f(c). O

Obsérvese que en el teorema anterior la derivabilidad en a significa sélo derivabi-
lidad por la derecha, es decir existencia de

lim F(a+h) — F(a)
h—07F h

)

mientras que derivabilidad en b significa sélo derivabilidad por la izquierda.
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Definicién 5.3.2 Dada f : [a,b] — R se dice que g es una primitiva de f si g
es derivable y ¢' = f.

Habitualmente la derivabilidad de una funcién sélo se estudia cuando el domi-
nio de la funcién es un intervalo abierto (o més generalmente un conjunto abierto
en sentido topoldgico). La definicién anterior implicitamente estd suponiendo de-
rivabilidad lateral en los extremos del intervalo.

Observaciones 5.3.3

(1) Por el teorema anterior las funciones continuas tienen primitivas. La funcion
integral indefinida definida por (5.4) es una de ellas. Las otras se obtienen
sumando a ésta una constante (véase el corolario 4.2.9).

(2) La integral indefinida puede no ser una primitiva. Por ejemplo, basta tomar
como f : [0,1] — R la funcién caracteristica de [3,1]. En este caso la
integral indefinida viene dada por

Flz) = 0 size[0,1/2]
YTV —1/2 size /2]

que no es una funcién derivable en x = 1/2.

(3) Hay funciones discontinuas que tienen primitiva. La derivada de la funcion
g(z) =a?sen L siz #0y g(0) =0 estd en esas condiciones.

Teorema 5.3.4 (Férmula de Barrow) Sea f € Za,b] y sea g una primitiva
de f. Entonces

[ 5 =9) - gla). (5.6

DEMOSTRACION: Dado € > 0, de acuerdo con el teorema 5.2.5, existe una particion
P={to<t; <...<t,} tal que

/bf—S(f,P,zi) <e

para cualquier coleccién {z;}, con z; € [t;_1,t;]. Pero por el teorema del valor
medio 4.2.8 se tiene

g(ti) —g(tioa) = g'(&)(ti — tia) = f(&)(ti — ticn)

y por tanto

n n

g(b)—g(a) = g(tn) —g(to) = >_ (9(t) —g(t:i1)) = D ¢ (&)t —ti1) = S(f, P.&).

i=1 i=1
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Por consiguiente,

<€

7= (o08) ~ 9(a)

para todo £ > 0, lo cual prueba la férmula (5.6). O

Corolario 5.3.5 (Integracién por partes) Sean f,g € Zla,b] y supongamos
que tienen primitivas F, G respectivamente. Entonces,

b b

/ Fg = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / fG.
DEMOSTRACION: F'G es primitiva de Fig + fG ya que (FG) = FG' + F'G =
Fg+ fG. La funcion Fg + fG es integrable pues lo son f y g, por hipdtesis, y

también F'y G pues, siendo derivables, son continuas. Podemos aplicar entonces
la férmula de Barrow y tenemos:

F(O)G(b) — F(a)G(a) :/abFG:/ab(Fg+fG) :/angJr/abfG

que es justo lo que se quiere probar, sélo que escrito de otra forma. O

Ejemplo 5.3.6 Para calcular

b
/ ze®
a

observemos que ze® = F'(z)g(z) donde F(x) =z y g(x) = €”, con lo cual f(x) =1
y G(x) = e*. Aplicando la férmula de integraciéon por partes se tiene

b b
/ xem:beb—ae“—/ e = be’ — ae® — (e — e%).
a a

Teorema 5.3.7 (Cambio de variable) Sea ¢ : [¢,d] — [a,b] una funcion de-
rivable con derivada continua tal que ¢(c) = a y ¢(d) = b. Sea [ : [a,b)] — R
continua. Entonces

[1=[ o0 6.)

DEMOSTRACION: Si F' es una primitiva de f en [a, b] entonces Flo¢ es una primitiva
de (f o @)@’ en [c,d] ya que, por el teorema de la funcién compuesta se tiene

(F o 6)(t) = F(6()/ (1)
y por tanto
[ 7 =F®) - F(a) = Fo(d) - F(o(0)
= (Fod)d)~(Fos)(e) = [(fo)d,
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con lo que se obtiene la férmula buscada. En la cadena de igualdades anterior se
utiliza el hecho de que ¢’ es continua para asegurar que (f o ¢)¢’ es integrable,
condicién requerida para tener la igualdad de la regla de Barrow. 0

Este teorema sirve de motivacion a la notacién habitual que explicita la variable

en las integrales
b b
| fayda= [ 5.

porque escrito de esa manera, si x = ¢(t) y escribimos dx = ¢/(t)dt, lo que resulta
bastante natural, la férmula del cambio de variable se escribe en la siguiente forma

b d
[ @z = [ fowyoa

C

que es mas sencilla y natural para recordar que la férmula 5.7.

Ejemplo 5.3.8 Para calcular
1/2 1
——dx
0 V1—a?
hacemos el cambio de variable x = sent. Observe que sen0 = 0y sen7/6 = 1/2,
y que la imagen por la funcién sent del intervalo [0, 7/6] es el intervalo [0,1/2].

Tenemos entonces, utilizando la férmula del cambio de variable en la integral de
Riemann, que:

/1/2 1 d /6 cost
—dx = -
0 1 —2x2 0 1 —sen?t

donde hemos utilizado que cost es positivo sobre el intervalo [0, 7/6].

/6
dt:/ dt = 7/6
0

pero para poder aplicarla es necesario obtener una primitiva. Los métodos de

célculo de primitivas seran considerados en el capitulo 6, pero MAXIMA los
conoce y podemos hacer ya calcular integrales de funciones que admiten una primitiva.
El mismo comando permite calcular primitivas e integrales definidas,

& La férmula de Barrow proporciona una herramienta para calcular integrales,

integrate (Funcidn, Variable, ValorInicial, ValorFinal)

con la salvedad de que en el caso de las primitivas no es necesario incluir el ValorInicial
y el ValorFinal

Lamentablemente son muchas las funciones para las que no se puede encontrar una
primitiva explicita en términos de las funciones elementales; en tales casos es necesario
acudir a la integracién numérica, y en MAXIMA existen comandos con esa finalidad.

Teorema 5.3.9 (Resto integral en la férmula de Taylor) Si f es una fun-
cion de clase € ([a,b]) y P.(f,a) su polinomio de Taylor de grado n en a,
entonces

F(B) = Pulf,0) + Ra(f,0) = Pu(fo) + o [ (0= 0 £ 0)
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DEMOSTRACION: Aplicando reiteradamente la féormula de integracién por partes
se tiene

L b=ty ey e =

TL!a

-0y s [0t

:_f(n)(a)(b_a)”+..._7

n!
S (a) SV (a)
B 1!

(b—a)+ f(b) = fla) =
= —Fu(f,a) + f(b)

que es justamente lo que se queria demostrar. 0]

5.4. Aplicaciones de la integral

Siendo la integral de Riemann, en alguna forma, el limite de area de una fi-
gura formada por rectangulos, cuando éstos van decreciendo en anchura, se puede
tomar [” f como la definicién del drea de la regién delimitada por la grafica de la
curva, las rectas x = a, x = b y el eje de abscisas. Otras ideas semejantes permi-
ten obtener el calculo del volumen de ciertos cuerpos tridimensionales. Aunque el
concepto de area y volumen es, a priori, independiente y mas primitivo que el de
integral, no entraremos en este curso en un intento de definiciéon de estos conceptos,
aparentemente intuitivos, pero en absoluto sencillos.

5.4.1. Determinaciéon de areas planas en cartesianas

Consideremos una funcién f : [a,b] — R tal que f(z) > 0 para todo x € [a, b].
Consideremos el recinto plano, referido a ejes perpendiculares, delimitado por la
grafica de f, es decir por la curva {(z, f(x)) : = € [a,b]}, los segmentos de x = a
y = b que unen los puntos extremos de dicha grafica con el eje horizontal y el
segmento sobre dicho eje delimitado por a y b.
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Definiremos entonces ,
area(M) := / f
a

Esta definicién estda basada en el hecho de que cualquier suma de Riemann es la
suma de las areas de los rectangulos definidos por la particién y la region compuesta
por dichos rectangulos se aproxima a M cuando la particién se va refinando. La
vision de la integral como limite cuando la norma de la particién tiende a cero nos
permite asegurar que, naturalmente en el caso de que f sea integrable, el limite
obtenido es independiente de las particiones elegidas.

Una vez tomada el area de M de esta forma, su calculo, que es el calculo de
f(f f(z) dzx, se realiza usualmente mediante la férmula de Barrow,

siendo F' una primitiva de f, es decir una funcién derivable tal que F’' = f.

Partiendo en trozos adecuados pueden calcularse areas de recintos mas compli-
cados.

Observe ademéas que la integral puede ser vista como un area, pero area con
signo, de modo que si se trata de calcular el area entre la grafica de una funcion y el
eje de abscisas, cuando la funcion no es positiva tendremos que tomar precauciones.
Por ejemplo, en el caso de la funciéon de la figura siguiente

definiremos el area delimitada por la grafica y el eje horizontal, sobre el intervalo

[a, b] en la forma:
oy = [r- [+ s

2 2

Ejemplo 5.4.1 Cdlculo del drea de la elipse :1:_2 + v _q

a b2

La ecuacion del primer cuadrante de la elipse es

2

X

y=flz)=b/1-—
ANALISIS MATEMATICO 1

J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



218 Calculo integral

Eje de rotaciéon

Eje de totacion Hirotaciéon

Figura 5.5: Volumen de revolucion

el area es, por tanto,

a 2 /2 /2
4/ b\/l—x—dezél/ b\/l—senztacostdt:élab/ cos® t dt
0 a 0 0
w/2
= 2ab/ (cos(2t) + 1) dt = mab
0

5.4.2. Determinacion de volimenes de revolucion

Si el recinto M, como en el apartado anterior, gira un angulo de 27 alrededor
del eje de abscisas, engendra un sélido R, que denominamos de revolucion.

Concibiendo que los rectangulos definidos por las sumas de Riemann aproximan
el recinto M, y girando dichos rectangulos obtenemos una serie de cilindros que
podemos considerar aproximan el sélido R,. Si calculamos el volumen del sélido
obtenido a partir de dichos rectangulos observamos que coincide con

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



5.4 Aplicaciones de la integral 219

n

> owf(z)?(t — tic1)
i=1
que no es otra cosa que una suma de Riemann correspondiente a la funcién 7 f(x)?.
Asi, podemos definir el volumen del sélido R, como

U(Rm)zﬁ/abe

que es el limite al que tienden las sumas de Riemann anteriores cuando tomamos
particiones de norma que tiende a cero.

Si en lugar de rotar el recinto M alrededor del eje de abscisas lo hacemos
alrededor del eje de ordenadas, obtenemos un nuevo sélido de revolucién que de-
nominamos f2,.

Si aproximamos M por rectangulos y rotamos, cada rectangulo engendra un
tubo cilindrico hueco de radio interior ¢;_1, radio exterior ¢; y altura f(z;). Asi el
volumen de cada uno de estos tubos es 7 f(z;)(t? — t2_,).

Eje de rotacion

Si sumamos todos estos voliimenes podemos pensar que estaremos aproximando-
nos, refinando la particién, al volumen de R,. Sin embargo la suma de los volu-
menes de los tubos no nos proporciona una suma de Riemann, aunque podemos
verla como tal suma con las consideraciones siguientes. Pongamos

li+1i

22— =2
—1 2

(2

(ti —tic1)

Teniendo en cuenta que (t; + t;_1)/2 es el punto de medio del intervalo [t; 1, ;]
si elegimos z; como dicho punto, tenemos que la suma de los volimenes de los
tubos es precisamente la suma de Riemann correspondiente a la funciéon wx f(x),
asi definiremos

v(Ry) :W/Clbxf(a:) dx

sin olvidar que esta es una forma intuitiva de ver el problema; una definicion
rigurosa del volumen de estos sélidos se estudiara en la asignatura de Anélisis
Matematico de segundo curso.

& Con las ideas de esta seccién y las potencialidades de MAXIMA es posible

calcular calcular areas de figuras planas o voliimenes de revolucion.
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5.5.

Ejer
5.5.1

Ejercicios

cicios resueltos

Sea f:1]0,1] — R una funcién continua. Pruebe que
1’ 1 n 1
im — E f(zk) =
noni () /0 /

para cualquier eleccion de z, € [%, %] para k yn enteros con 1 < k < n.

SOLUCION: Al ser f una funcién continua es integrable (corolario 5.2.3).
Aplicando la caracterizacién de la integrabilidad en términos de la norma de
la particién (teorema 5.2.8) sabemos que fijado € > 0 existe § > 0 de modo
que para cualquier particion P de norma menor que  y cualquier suma de
Riemann correspondiente a una tal particion se verifica que

<E.

[ r-s0m2)

La férmula que queremos probar significa, en otros términos, que fijado £ > 0
existe ng tal que si n > ny se cumple

1 1
A f—gkglf(zk) <€
pero obviamente
1& E k-1
p ) =2 1 (- )

y esto ultimo sumatorio es una suma de Riemann correspondiente a la parti-
cién de [0, 1] determinada por los puntos 0 < 1/n < 2/n < ... <n/n, o sea
es una suma del tipo S(f, P, z;) ante considerada, y si su norma fuera menor
que o podriamos escribir

/Olf—lif(zk)

n,=5

<E.

En nuestro caso los puntos de la particion estan equidistribuidos y por tanto
su norma es 1/n. Existe ng € N tal 1/ng < § y en consecuencia para n > ny
la norma de la correspondiente particién es inferior a § que es justo lo que
necesitamos para poder escribir

/Olf—lzn:f(zk) <é

ny4

para n > ny. ]

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



5.5 Ejercicios 221

5.5.2 Calcule

1 1 1 1
lim — + + + -+
n—00 n, \/n2_ 12 \/n2_22 n2 — (n_ 1)2

SOLUCION: Este es un limite tipico para calcularlo mediante sumas de Rie-
mann

1 n 1 N 1
\/n2 — 12 \/n2 — 92

1
1 1 1 1

+ + +
\/nQ—O2 Vn?2 —12  /n?2 —22

1( 1 1 1 >:
V1= (0/n)? ¢1— (1/n)? \/1— 2/n)? 1= ((n—1)/n)

(f7 P7 zi)
para la particién de [0, 1] dada por
0o 1 2 —1
P={0=—-<—-—<— n <ﬁ:1}
n n n n n
siendo
n—1
21_07’22__7 Zp =
n
Yy
flz) = N
V1— 22
Con lo cual
m Sy ! / L
im — 4+ ——— + - — [ = =
n—oo n, ,/n2_12 /ng_n_lg 0 ,/1_1.2
/2 1 7/2 cost
—————costdt = / —dt —/ dt =
0 V1—sen?t cost
Y calculamos asi el limite con técnicas de integracion. U

5.5.3 Sea f: R — R continua. Sea F : R\ {0} — R definida por

1

F(z) = 20

f()

(1) Calcule lim, o F(z). Definiendo F(0) = lim,_o F'(x) pruebe que la fun-
cion asi definida en R es continua.
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(2) Pruebe que F' es derivable R\ {0} y calcule su derivada.

SOLUCION: La funcién F est4 bien definida para cada z € R\ {0} porque al
ser f continua [*_ f estd bien definido. Ademas la funcién

G = [ fwar= [ swars [ feya=— [ pwars [C e a

es derivable como consecuencia del teorema fundamental del calculo y el
teorema de la funcion compuesta siendo

G'(x) = —f(@)(=1) + f(z) = 2f(x)
Para calcular lim, .o F'(z) utilizaremos la regla de L.’Hospital y obtenemos

lim - /_i f(t)dt = lim Glz) = lim ¢lz) = lim f(x) = f(0)

z—0 2 z—0 2 z—0 92 z—0

puesto que f es continua. Salvo para x = 0 la funcién F es un cociente
de dos funciones derivables y por tanto continuas, asi que I’ es continua en
z € R\ {0} y como F(0) ha sido definida mediante F'(0) = lim,_o F(z),
también es continua en el origen.

F es derivable en x € R\ {0} por ser un cociente de funciones derivables
siendo

G'(x)2x —2G(x) _Axf(x) -2/, f{O)dt _ 2xf(x) — %, f(t)di

F’ =
(z) 44 4t 24

La derivabilidad de F' en = = 0 depende de que exista lim, . [(=) U

T -

5.5.4 Sea f : |a,b] — R continua y mondtona creciente. Pruebe que la funcion

definida por

verifica

1 1
F<x;y> < 5F (@) + 5F(y) para todo z,y € [a, Y

¢ Es cierto el resultado si f es unicamente continua?

SOLUCION: Por el teorema fundamental del calculo F' es derivable siendo
F'(z) = f(x) y por tanto F’ es creciente, pero entonces F' es convexa, de
acuerdo con el corolario 4.4.5. Y la féormula que queremos demostrar es sélo
un caso particular de la convexidad de F'.

El lector escrupuloso se habra percatado que en la hipotesis del corolario
utilizado se pedia que el dominio de la funcién fuese un intervalo abierto,
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mientras que aqui lo hemos aplicado a un intervalo cerrado, asi que, en
principio, la convexidad de F' sélo esta garantizada en (a,b). Sin embargo
podemos utilizar una astucia para solventar este inconveniente. Prolongamos
fa(a—1,b+41) haciendo f(z) = f(a) para x € (a — 1,a] y f(x) = b para
x € [b,b+ 1), con lo cual F’ es creciente en (a — 1,b+ 1) siendo convexa en
dicho intervalo y, en particular en [a, b].

El crecimiento de f es esencial. Si, por ejemplo, tomamos f(z) = senz
definida en [0, 7] entonces la funciéon F' no es convexa. 0J

5.5.5 Sea [ una funcidn integrable Riemann en |a,b], pruebe que
b

/abf(x)dx :/ fla+b—x)dx

a

Utilice el resultado anterior para calcular
™ xsen”x
[,
0o 1+ cos?x
paran =1,2,3
SOLUCION: Hagamos en la segunda integral el cambio de variable t = a+b—x
que produce dt = —dx. Veamos ahora las modificaciones que se producen en

los extremos de integracion con el cambio de variable: para x = a se tiene
t=a+b—a=0byparax=>bsetienet=a+b—b=a asi que

/abf(a+b—x)dx=/baf(t)(—dt) :/abf(t)dt:/abf(;p)dx

Observe que la ultima igualdad es obvia porque ambas expresiones, con in-
. . . b
dependencia de como denotemos la variable, representan el valor de [ f.

En particular podemos aplicar la formula anterior y tenemos

/W xsen™ x / (m — ) sen (W—x)d /7T (W—x)sen":cd
B — = €Tr = —_— X
0o 1+cos?x 1 + cos?(m — x) 0o l+cos?x
™ sen"x ™ rsen"x
=T s dr |
0 1+cos“x 0 1+cos“x

y por tanto

T rsen"x T [T sen"x
dx
0

14 cos?x 1T 0o 1+ cos?x
En el caso de n = 1 para calcular esta ultima integral hacemos el cambio
de variable t = cosz que es derivable y lleva el extremo 0 al 1 y el 7 al —1
siendo dt = — sen xzdx, de modo que

T osenzx -1 —dt 1 dt
[ ok pd

0o 1+cos?x 1 14122 11412
= arctg 1 — arctg(—1) = % +

T T
4 2

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



224

Célculo integral

El caso n = 3 sigue las mismas pautas y dejamos al cuidado del lector
los detalles. En el caso n = 2 hay que prestar atencién para no llegar a
conclusiones erroneas. Para calcular

T sen’x
T2,
0 1+cos*x
observamos que se trata de una funcién par en seno y coseno, por lo que el

cambio aconsejable es, como sabemos por las técnicas de calculo de primiti-
vas, t = tgx, que nos conduce aparentemente a

T sen’z sen®z)/(cos?z) o, dx 0 t2
/ ———dxr = / cos” = / dt
0o 14 cos?x 1/0052x+1 cos?x  Jo (2412)(1+1¢2)

con lo que, segun esto, la integral buscada seria nula. Pero esto es imposible,
porque el integrando es continuo y estrictamente positivo.

. Doénde esta el error? Esta en que el cambio de variable no corresponde a una
funcion derivable en [0, 71]. Aunque si lo es en [0, 7/2) y en (7/2, 71]. Hagamos
pues las cosas con cuidado

T sen’x sen? ™  sen’xw
[ L R
0o 1+ cos?x 1+ cos?x 7/2 1 + cos?

+oo +2 +2
B /0 (2+12)

0
e /. rearm?

Las integrales que nos han aparecido requieren un comentario, porque hasta
ahora hemos utilizado inicamente funciones acotadas definidas en un interva-
lo cerrado y acotado. La integracion sobre intervalos no acotados sera objeto
de estudio detallado en un capitulo posterior, pero anticipandonos a dicho
estudio nos limitaremos a decir ahora que, cuando tienen sentido, se defi-
nen de manera natural como limites de intregales definidas sobre intervalos
acotados. De suerte que, en concreto,

400 t2 T t2
/0 (2+)(1+ t2)dt = o (2+t3)(1+ t2)dt
/ 2 arctg <%>
- xETOOT

R L

(hemos omitido los célculos para obtener la primitiva). La otra integral vale

—arctgx

lo mismo, siendo por tanto, el resultado final (v/2 — 1)% O
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Ejercicios propuestos

5.1)

5.2)

5.3)

5.4)

5.5)

5.6)

5.7)

5.8)

5.9)

2
Utilizando la definicién de integral calcule / f(x) dx siendo
0

x? si0<x<l1
) =
/(@) {3—ZL‘ sil<z<2

Calcule los limites de las siguientes sumas de Riemann:

n n

) n+j ) J Jjo
lim —_— — sen lim ~— sen
n—>+00j§1 n? + 52’ L n Z n— o0 2 n*  2n+1

7=1

n—-—4oo n,

1/n
Calcule lim l<(n+1)(n+2)(n+n)> :

Haciendo uso de una integral definida adecuada calcule

n

i n!
lim —
n—oo n

Calcule

T T 2w 2m
lim ———(sen — cos — + sen — cos — + - - - +sen 7 cos )
nonf 41 n n n n

Calcule el siguiente limite:

1 1 1
lim 4 ...
ntioo n<12+4n2Jr32+4n2+ Jr(2n—1)2+4n2>
b
Sea f una funcién continua en [a,b] tal que / |f(x)|dz = 0. Pruebe que
f(z) =0 en todos los puntos z € [a, b]. ’
Caleule lim [ " sen"z da y lim /Z tg" xdx.

n—s--+o0 Jo n—--+0o0 Jo

Sea f una funcién continua en [a,b], y sea M = max{|f(x)| : x € [a,b]}.
Pruebe que
b 1/n
I (/ |f(x)|"dx> _ M.

Indicacién: Suponga primero que M = 1.
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5.10) Sean f,g : [a,b] — R continuas tales que para todo x € (a,b) se verifica
/ ft)dt = / g(t) dt. Pruebe que f(x) = g(z) para todo z € [a, b].

a

5.11) Halle las derivadas de la funcién F(z) en cada uno de los casos siguientes:

T

$3 2 t6 T 1
F :/‘ Stdt F :/' dt F! :/-——ﬁ.
(:L‘) 0 Sett (:L‘) senz? 1 + t4 (:L‘) o 1 +1

2

5.12) Sea f : [0,00) — R continua, con / (1 +1t)f(t)dt = 62*. Determine f.
0

5.13) Sea f una funcién dos veces derivable en [a,b] siendo f” continua en [a, b].
Pruebe que se verifica la siguiente férmula:

[ o) de = 0 ®) - F0) ~ (af (@) - f(a)

y apliquelo para calcular

w/4
/ zrtgr(l +tg’z) da.
0

Indicacién: Puede hacerse integracién por partes o bien observar que la fun-
cién F(x) :=xf'(x) — f(z) es una primitiva de x — zf"(x).

5.14) Calcule el siguiente limite
2

/ ,log(2 + sent) dt

—I

i
shoo g2 (r —senx)

5.15) Sea f :]0,00) — (0, 00) continua. Pruebe que la funcién definida por

g(z) = Fm——— paraxz #0y g(0) =0

es creciente.

5.16) Sea f :[0,400) — R continua y, para cada z € [0, 4+00), sea
F(z) :/ of (1) dt
0

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



5.5 Ejercicios 227

a) Calcule F'(x) para cada = € [0, +00) y demuestre que

A$f00¢p—10du::4$(4uf@yﬁ)du

1+ (141
b) Calcule lim Uty -y
el T P

5.17) Calcule las siguientes integrales:

w/4 /3 d
/ tg? x dx / _®  a /
0 7/6 SEN X COS T 1

™ w/2
/ e cos x dx / cos x log(sen x) dx /
0 /4 0

2
a2

a+:pdx
\/a—x
T
7a4+x4dx

5.18) Calcule el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y = 2% — 12z
vy =%
2 g2 22

5.19) Calcule el area de la interseccion de las elipses $—2 +5=1ys+5=1
a’> b b  a?

5.20) Calcule el volumen del sélido engendrado al girar alrededor del eje OX el
recinto limitado por las curvas y = 0,y = 22 + 1, y la tangente a esta tltima
en el punto de abscisa z = 1.

5.21) Calcule el volumen del sélido engendrado al hacer girar un disco de radio r
alrededor de una recta situada a una distancia a del centro del disco, donde
a>r.

5.22) Sea f una funcién real de variable real continua y periédica, con periodo
T z+T

T'. Pruebe que para todo x € R se cumple / f(t)dt = / f(t)dt. Calcule

0 T

1 x
I —/ £)dt.
ML AU
5.23) Sea f(r) = ————
’ ca JiT - 5+4cosz’

a) {Cudl es el mayor subconjunto de R en el que f admite una primitiva?

b) Determine una primitiva en dicho conjunto.
5.24) Mediante un cambio de variable establezca la igualdad

/Oaf(:c)d:c = /Oaf(a—x)da:

T iy 3 2
Como aplicacién, pruebe que / rsen’(2z)dr = g / sen*(22)dr = %
0 0
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2" (qx — p)

5.25) Se considera la funcién f,(x) = ' donde n,q,p € N
n!

a) Pruebe que f, y todas sus derivadas toman valores enteros para x = 0
yz=p/q
b) Si [, = / fn(z) senz dz, Pruebe que lim,, I,, = 0
0

c) Mediante integracién por partes en la expresion de I, (sin escribir ex-
plicitamente f]), Demuestre que si 7 = p/q entonces I, seria un entero

no nulo. Concluir que ‘7‘(‘ es irracional ‘
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