Series numéricas e
integrales impropias

Competencias
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P> Saber definir los conceptos de serie e integral impropia.

P Conocer la convergencia de las series e integrales impropias arménicas y
saber utilizarlas en el andlisis de la convergencia para funciones positivas.

P> Saber los efectos que tiene sobre la convergencia de una serie la asociacion,
disociacion y reordenacién de sus términos, dando razén y ejemplos.

P> Saber utilizar los criterios de Dirichlet y Abel para analizar convergencia
condicional y sumar algunas series.

P Saber usar MAXIMA para calcular aproximaciones a sumas de serie e in-
tegrales impropias.

CONTENIDOS
7.1. Definicién y primeras propiedades
7.2. Término general o integrando positivos
7.3. La propiedad asociativa en series
7.4. Convergencia absoluta y condicional. Teorema de Riemann
7.5. Productos de series
7.6. Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel
7.7. Ejercicios
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264 Series numéricas e integrales impropias

Este capitulo estd dedicado a las series numéricas y a las integrales impropias.
En sentido estricto, son cuestiones diferentes. En el primer caso se trata de dar
sentido a una suma infinita de nimeros, analizando las propiedades que tales su-
mas tienen en relacion con las propiedades de las sumas con un nimero finito de
sumandos (asociativa, disociativa y conmutativa). En el segundo caso se trata de
extender el concepto de integral de Riemann, que estaba definido iinicamente para
funciones acotadas en intervalos cerrados y acotados, al caso de funciones que o
bien no estan definidas en un intervalo acotado o bien no son acotadas, e incluso
ambas cosas.

Habitualmente estas cuestiones son tratadas en los libros en capitulos dife-
rentes porque tienen distinta naturaleza. No obstante hemos preferido hacer un
tratamiento paralelo por una cuestion de economia de esfuerzos y para resaltar las
similitudes formales (y no tan formales) existentes entre ellas.

El formato utilizado en este capitulo en el que con frecuencia aparecen «textos
paralelos» para series numéricas e integrales impropias contribuye a facilitar una
lectura comparada de los conceptos y resultados que se presentan. Las técnicas
para probar los teoremas son en cambio diferentes y por ello se presentan de forma
independiente y secuencial. Cuando una cuestiéon, como ocurre con la reordenacion
de series, no tiene analogo en su paralela se interrumpe temporalmente el formato
de textos paralelos.

7.1. Definiciéon y primeras propiedades

Definicién 7.1.1 Una serie numéri-
ca en K es un par de sucesiones
(an)nen, (Sn)nen  relacionadas por la
formula S, = a1+ - -+a,. Una serie de
este tipo se representa abreviadamente

mediante
[oe)
> a.
n=1

A a, se le llama término general de la
serie y a S, suma n-ésima. La serie
numeérica (o simplemente serie) se dice
convergente si existe

limS, =:SeK

y en este caso S recibe el nombre de
suma de la serie.

Definiciéon 7.1.2 Sea una funcion

f i [a,00) — R tal que su restric-
cion a [a,b] es integrable Riemann pa-
ra cada a < b < oo (una tal funcion
se llama localmente integrable). Se dice
que f es integrable en sentido impropio
en [a,00) (o0 que la integral impropia es
convergente) si existe

T

xlirgo f(t)dt € R.
Dicho limite recibe el nombre de inte-
gral impropia de f en [a,00) y se de-
nota con

£() dt.

a
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7.1 Definicién y primeras propiedades 265

Analizar el caracter de una serie o integral impropia significa determinar si es
o no convergente. Como es facil sospechar es méas facil determinar el caracter que
calcular el valor de la suma de la serie o de la integral impropia.

Ademas de la integral impropia considerada en la definicién anterior, existen
otras situaciones en las que es natural considerar una integral impropia: cuando f
esté definida sobre (—o00,a] o cuando f esté definida en [a,b) y es no acotada.

Para contemplar todos estos casos conviene definir la nocién de funcién local-
mente integrable en la forma siguiente: sea I un intervalo en Ry f : [ — R,
diremos que f es localmente integrable en I si es integrable Riemann en cualquier
intervalo cerrado [a,b] C I.

Para definir una integral impropia en cualquier tipo de intervalo, supondremos
siempre que la funcién es localmente integrable en dicho intervalo.

De forma andloga a la anterior, si f : (—oo,a] — R es localmente integrable,
diremos que la integral [ f(t) dt es convergente si existe

lim /:f(t) dt =: /_aoo £(t) dt.

r——00

Otro tanto ocurre con [’ f(t) dt supuesto que f : [a,b) — R es localmente inte-
grable, en cuyo caso definimos:

b T
/ f(t)dt = lim / F(t) dt
siempre que este limite exista. Para f : (a,b] — R es localmente integrable la
definicion es totalmente analoga.

En el caso de que f : (a,b) — R sea localmente integrable, se dice que f es
integrable en sentido impropio si f es integrable en sentido impropio en (a, c] y en
[c, b) con integrales impropias finitas para algin ¢ € (a, b) (en cuyo caso lo es para
cualquier ¢ en esas condiciones) y se escribe

/abf(t)dt:/acf(t)dtJr/cbf(t)dt.

En lo sucesivo los teoremas se estableceran para funciones definidas en [a, b),
siendo b < 400, pero el lector no tendréa dificultad para enunciar y demostrar los
resultados correspondientes para los demas casos.
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Ejemplos 7.1.3

(1) La serie geométrica
o0
> "
n=0

con |r| < 1 es una serie convergente

COoIl suma 1

1—r
Si r > 1 la serie es divergente a +oo.
Esto es muy sencillo de comprobar re-
cordando el calculo de la suma de los
términos de una progresion geométri-
ca, realizado en el ejemplo 8 de la sec-
cién 2.1.3.
(2) La serie

9]
S
n=1

no es convergente para r < 1, como es
facil comprobar calculando la sucesion

(S )n-

(3) La serie

i 1

)

n=1 n
es convergente ya que la sucesion (S,),
es monotona creciente y acotada. En
efecto, como consecuencia de la si-

guiente desigualdad:

11 1
n—1 n nn-1)" n?
tenemos:
N N
1 1 1 1
— < __:]___
ngan n;zn—l n N

(4) La integral impropia
o 1
—dt
1t

es convergente para a > 1y divergente
para los otros valores de o ya que para
cada x > 1 se tiene

@ 1 ¥ 1
— = | t7dt= |
/1 te /1 1—04@j )

Y por tanto, para a > 1 se tiene que

© ] 1
/ — = lim (' —1)
1t z—tool —

1

a—1

mientras que para a < 1 es

o ]
— dt = +00.
1 te

(5) La funcién considerada en el
ejemplo precedente da origen sobre el
intervalo (0, 1] a una integral impropia
cuyo caracter al variar « es diferente:

11
|t
o t*
es convergente para a < 1y divergente

para « > 1, como es facil comprobar
calculando

z ¢

para 0 < x < 1 y tomando limites.
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MAXIMA puede evaluar integrales impropias mediante el comando integrate
y también es capaz de realizar sumas finitas mediante el comando sum. Series

sabe sumar unas pocas que tiene guardadas en una suerte de «chuletay.

Como la convergencia se expresa en términos de limites y estos se caracterizan
en términos de la condicion de Cauchy, se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 7.1.4

La serie numérica
o0
D an
n=1
es convergente si y solo si para cada
e > 0 existe ng € N tal que se verifica
lap + app1 + -+ ag < e,

stempre que los naturales p,q cumplan
ng <p<gq.

La integral impropia

[ s

donde f : [a,b) — R es localmente
integrable y b < 400, es convergente si
y solo si para cada € > 0 existe ¢ €
(a,b) tal que sic <y < z < b entonces

/: £(0) dt‘ <e.

DEMOSTRACION: Es muy sencillo darse cuenta de que las acotaciones anteriores
se obtienen aplicando la condicién de Cauchy de existencia de limite a la sucesion
(Sn)n v ala funcién F(x) = [ f(t) dt, respectivamente. O

Como consecuencia de la proposicién inmediatamente anterior se obtienen sendos
corolarios muy ttiles. En ambos casos la demostracion es trivial.

Corolario 7.1.5

Si la serie Y07 1 a, converge entonces
ezriste 1im,, a,, y vale 0.

Si la integral impropia [° f converge
y existe lim, ., f(t), entonces dicho li-
mite vale 0.

Llamamos la atencion sobre el hecho de que el reciproco no es cierto. Asi, por

ejemplo, a pesar de que lim, 1/n = 0, la serie Y22, 1/n no es convergente como

veremos en el corolario 7.1.9.

Corolario 7.1.6

La convergencia de una serie no se al-
tera modificando un numero finito de
términos de la misma.

La integral impropia [° f converge si,
y solo si, lo hace la integral impropia

I f para algin a < b € R.

En lo sucesivo, y como consecuencia de este resultado, abreviaremos la repre-
sentacion de la serie con Y a,, cuando solamente estemos interesados en su caracter.
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Proposiciéon 7.1.7

Sean Y02 1 an Y >0, b, dos series con- Sean f,g : [a,b) — R, con b < oo,
vergentes. Entonces para cada A\, pu € tales que las integrales impropias fff
K, la serie Y f;g son convergentes. Entonces para
- cada A, i € R, la integral impropia
> (Aay + pby)

= [0+ )

es convergente y se verifica )
es convergente y se verifica

oo)\n bn :)\oo ) oobn \ . .
2 (Aantpba) =22 antpi ) [os+m)=x[r+us

n=1 n=1 n=1

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de las definiciones de convergen-
cia y de la conservacion de sumas y productos al tomar limites. 0

7.1.1. Criterio de convergencia de la integral

El paralelismo entre las series numéricas y las integrales impropias va mas alla
de la simple apariencia formal, como se muestra en la proposiciéon que establece-
mos a continuacion. En la demostracién del mismo aparece clara, en este caso, la
relacién entre series e integrales impropias. De hecho, como los alumnos tendran
ocasion de estudiar en otras asignaturas de la licenciatura, desde cierta perspectiva
las series numéricas son solo un tipo particular de integrales.

Si consideramos una serie Y, a, tal que a,, > 0 para todo n € N, entonces la
sucesion de las sumas parciales S,, = >°7_; aj es, obviamente, mondtona creciente.
Por tanto para la convergencia de este tipo de series es suficiente verificar que la
sucesiéon (S,), esta acotada superiormente.

Algo andlogo puede decirse de las integrales impropias. Si f : [a,b) — [0, +00)
es localmente integrable, la funcién F(x) = [ f(t) dt es mon6tona creciente, por
tanto la convergencia de la integral impropia es consecuencia de la acotacion (su-
perior) de esta funcién.

Estas dos sencillas observaciones son ttiles en la siguiente proposicion, asi como
en el apartado 7.2.

Proposicién 7.1.8 (Criterio de la integral) Sea f : [a,00) — Ry mondtona
decreciente y sea a,, = f(n). Entonces la serie Y a,, converge si, y solo si, converge
la integral impropia [° f

DEMOSTRACION: Podemos suponer por sencillez en el razonamiento y sin pérdida
de generalidad que a = 1.
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Figura 7.1: El criterio de la integral

Consideremos las funciones constantes a trozos g y h definidas (véase la figu-
ra 7.1) por las férmulas

g(x):= f(n) parax € [n,n+1)

h(z) := f(n) para z € (n — 1,n]

Es evidente que se tienen las relaciones

hx) < f(z) < g(x)

Por tanto

< < = an
hshos) o=X

y la convergencia de la integral es consecuencia de la de la serie.
Reciprocamente como

la convergencia de [ f implica la convergencia de >°° , a,, y por tanto (aplicando
el corolario 7.1.6) la serie >0 ;| a,, también es convergente.

OJ
El criterio de la integral reduce el estudio de la convergencia de una serie

(con condiciones de monotonia y positividad) al estudio de la convergencia de
una integral impropia y viceversa. Obviamente es ttil si la resolucion del nuevo
problema es mas sencilla que la del inicialmente planteado. Esa es la situacion para

la serie arménica Y 1/n? cuya convergencia se obtiene facilmente con el criterio de
la integral y del apartado (4) del ejemplo 7.1.3
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Corolario 7.1.9 La serie armonica
1

nd

es convergente si ¢ > 1 y divergente si q < 1.

Cuando una serie es convergente es posible obtener valores aproximados de
la suma utilizando un nimero finito de términos. MAXIMA puede ayudar a
realizar esas sumas finitas mediante el comando
sum ( Funcion, Variable, ValorInicial, ValorFinal) ,numer ;
suma(1/n%, n, 1, 1000),numer; es un ejemplo del uso del comando. Desde luego esa
forma de proceder no permite controlar la bondad de la aproximacién, que habra de
realizarse por otros procedimientos.

Cuando en una serie convergente su valor aproximado se calcula a través de
una suma finita, la estimacién del error cometido resulta en general dificil. Pero si
la convergencia puede ser obtenida aplicando el criterio de la integral y la integral
impropia que aparece puede calcularse de forma directa, entonces es posible tener
un control satisfactorio sobre el error cometido.

1
Ejemplo 7.1.10 La serie Z — es convergente y para cada entero r > 2

n= 1

siendo ¢ la funcién constante a trozos (escalonada) definida por g(z) = 1/n? si
x € [n,n+ 1). De suerte que una cota de error para la suma finita

esta dada por

00 1 1
/r EEE)Eh

lo cual permite obtener aproximaciones del valor de la suma con la precision desea-
da. Haciendo uso de MAXIMA pueden sumarse los primeros 100000 términos para
obtener una aproximacion del valor de la suma

oo 1 100000
Z - Z — = [segin Maximal 1.644924066898226
n=1 n n=1 n

con una cota de error inferior a 10~°. Calculado por un procedimiento indirecto se
sabe que el valor exacto de la suma de la serie viene dado por

o) 1 2
S == % ~ [segin Maxima] 1.644934066848226.
n=1 n
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7.2 Término general o integrando positivos 271

7.2. Series con término general no negativo

e integrales impropias con integrando
no negativo

A lo largo de esta seccién nos ocuparemos del estudio de series > a, tales
que a, > 0 o de integrales impropias con integrando no negativo. En este caso
el caracter unicamente puede ser o convergente, con suma e integral finitas, o
divergente, con suma e integral infinitas.

En realidad los resultados de esta seccion pueden ser también aplicados a las
series e integrales impropias con signo constantemente negativo, ya que éstas pue-
den reducirse a aquéllas cambiando el signo. Pero no son aplicables, por contra, a
situaciones en las que el signo no permanece constante.

7.2.1. Criterios de convergencia por comparacion

A pesar de su simplicidad el criterio de mayoracién proporciona una herramien-
ta ttil para el estudio de la convergencia de series e integrales con término general
o integrando positivos.

En todo lo que sigue es esencial recordar el caradcter mondtono de las sumas
parciales e integrales consideradas, ya comentado al inicio del apartado anterior.

Proposicién 7.2.1 (Criterio de mayoracion)

Sean > a,,>. b, series de términos no
negativos. Si existen ng € N y una
constante M > 0 tales que a,, < Mb,
para todo ng < n € N, entonces la con-
vergencia de Y. b, implica la convergen-

cia de > a,,.

Sean f,g : [a,b) — Ry con b < o0
y supongamos que existen ¢ € [a,b)
y una constante M > 0 tales que
f(t) < Mg(t) para todo t € [c,b). En-
tonces la convergencia de ffg implica
la convergencia de f(ff

DEMOSTRACION: Como consecuencia de la hipdtesis de mayoracién se tiene

ZangMan

n=ng

n=ngo

para todo m > ng. Pero como la serie > b, es convergente con suma B, las sumas
parciales de Y a,, forman una sucesién monétona creciente y acotada superiormente
por M B, por tanto dicha sucesion es convergente.

Para el caso de la integracion el razonamiento es similar y se deja al cuidado

del lector.

0
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Corolario 7.2.2

Sean > a,,>. b, series de términos
estrictamente positivos Yy supongamos

que existe | := lim b—"

(1) Si0 <1< oo entonces las dos
series tienen el mismo cardcter.

(2) Sil =0 entonces la convergen-
cia de Y b, implica la convergencia de

Sean f,g [a,b) — R con

f(z),g(x) >0 yb < oco. Supongamos
()

9(x)

(1) Si 0 <l < oo entonces las in-
tegrales impropias f(ff Y ffg tienen el
mismo cardacter.

(2) Sil =0 entonces la convergen-

que existe [ := lim,_;

> an.
(8) Sil = oo entonces la conver-
gencia de Y a, tmplica la convergencia

de > b,,.

cia de f;g implica la convergencia de
b
Ja f-
(3) Sil = oo entonces la conver-
gencia de fff implica la convergencia

de ffg

DEMOSTRACION: Es una consecuencia directa de la proposicién 7.2.1 y del con-
cepto de limite. A modo de ejemplo probaremos la validez de la ultima de las
afirmaciones.

(=)

oo = lim ——= = existe ¢ € (a,b) con 1 <
==b g(x)

f(z)

siec<xz<b
g(z)

y siendo f; f convergente se obtiene del criterio de mayoraciéon que también es
convergente la integral impropia ff qg. O

Observe que la mayor parte de los anteriores criterios de convergencia sirven
también como «criterios de divergenciay. La idea es siempre la misma: reduciendo
la convergencia a la acotaciéon, en el caso de términos no negativos o funciones
no negativas, se observa que si la mayor de la series (o integrales) esté acotada
(luego converge) la menor también lo estd, mientras que si la menor no esté aco-
tada, tampoco lo estara la mayor. El corolario 7.2.2 simplemente muestra que la
desigualdad que sirve de hipotesis en el criterio de mayoracion, puede ser obtenida
mediante el calculo de un limite, algo a menudo mas facil dadas todas las técnicas
de calculo de limites conocidas.

Ejemplos 7.2.3

(1) Analisis del cardcter de las siguientes series

1 (b) 3 vn+ llogn
(n? +4)ylogn + 2
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En el caso de la primera serie, se tiene que

1
lim ——— 0
1TILn3 7£

y por tanto la serie no es convergente, siendo su suma +o00.

De acuerdo con el corolario 7.2.2, para el caso de series de términos positivos,
es el «tamatio» del término general el que determina el caracter de la serie.
Para la serie (b) dicho tamano es

nl/2 2/3

logn  (logn)
n2(log n)1/3 T p3/2

puesto que, obviamente,

Vn+llogn
lm (n24+4) Ylogn+2 -1
n nl/2logn ’
n2(logn)l/3

Asi pues el caracter de la serie (b) es el mismo que el de la serie

(log n)?/3
Z 3z

De haberse tratado de la serie

(logn)*/*

L5

1
Zﬁv con o > 1

la serie seria convergente segin sabemos. Aunque no es esa nuestra situacion
(debido a la existencia de (logn)%?) podemos reducirnos astutamente a ella
utilizando que

(logn)’

= 0 cualquiera que sea 7y > 0.
n

lim
n

En particular, existe ng tal que

1 2/3
% <1l sin>ng
n-
y por tanto
Y (logn)?? (logn)?? 1 Moo > 1
2 s _277101 pa S 2 o< Lo
n=ngo n=ngo n=n no

lo cual garantiza la convergencia de la serie (b), puesto que nos da una cota
superior para la sucesiéon de sumas parciales

Z

(logn)*/*
N
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Utilizando el desarrollo de Taylor sabemos que

61/”—1—l

11 ,
n 1 - =~ _—— oseaque lim ———2 =1.

Por tanto el cardcter de la serie (c¢) coincide con el de la serie
1 3 1
2~ n?

que es convergente.

Procedimientos similares podrian ser utilizados para estudiar el caracter de
la serie (d), pero procederemos de otra forma. La serie 3 1/n es divergente;
en cambio la serie > 1/ e es convergente puesto que la geométrica 31 /e
lo es y los términos de aquélla son menores. En consecuencia la serie (d) es
divergente, puesto que si fuera convergente llegariamos a que la serie 3~ 1/n
también seria convergente (lo cual es falso) al ser suma de dos convergentes

ya que

Anaélisis del caracter de la integral impropia

|
/ dt
0o logt

segun los valores del niimero real k.

Comencemos observando que el integrando es una funciéon continua en (0, 1)
y, por tanto, localmente integrable. Estudiemos el comportamiento en los
extremos del intervalo. En principio ambos extremos se nos presentan como
problematicos y por ello dividimos el intervalo (0,1) en los subintervalos
(0,1/2] y [1/2,1) a fin estudiar las dos integrales impropias «simples» que se
generan.

Para estudiar la convergencia de la integral impropia
Lok —1
/ dt
12 logt

1

oot = k (usar L’Hospital) y por tanto el integrando
0g

admite prolongaciéon continua en el punto 1, tratdndose por consiguiente de

una integral convergente, al ser la integral de una funcién continua en un

intervalo cerrado y acotado.

k _
observamos que lim;_,;
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Pasamos ahora al estudio de la integral impropia

1/2 ¢k —
/ dt.
o logt

La dificultad esta en el 0, pues el logt tiende a —oo en dicho punto. Si
pudiéramos prolongar el integrando de forma continua, como hemos hecho
en el punto 1, la integral seria convergente. Eso es posible cuando k& > 0,
puesto que en tal caso

Coth—1
lim =
t—0 logt
Unicamente nos queda analizar el caso k < 0. A tal fin, haciendo k = —s se
tiene
/1/2 th—_1 " /1/2 s — /1/2 1— ts
o logt ~Jo logt ts logt

La convergencia de esta integral es equivalente a la convergencia de

/2 1
/0 tslogt

1/2 1
I

entonces la integral seria convergente para 0 < p < 1 y divergente cuando
1 < p, segtin vimos en el apartado (5) de los ejemplos 7.1.3. Este modelo va
a permitir concluir el analisis de la convergencia.

Si se hubiera tratado de

Si s =1 se tiene )
— =log|logt| + K
/tlogt og|log ] +

y por tanto la integral impropia diverge.

1 1
Sis > 1, al ser t* < t, se tiene — > — y por tanto la integral
tslogt tlogt

impropia es también divergente.

Si s < 1 hacemos la comparacién del integrando con 1/t? para0 < s <p < 1
y como

P

1
— = lim — =lmt*—— =0
=0 = t—0¢slogt  t—0 logt

podemos aplicar el corolario 7.2.1 para concluir que en este caso la integral
impropia converge.

Resumiendo la integral propuesta converge para —1 < k y diverge en los
demas casos.
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En los ejemplos anteriores hemos estado aplicando criterios de comparacion,
pero tales criterios requieren que las sucesiones y funciones a las que se aplican
sean positivas. ;Se ha asegurado el lector de que se cumplen tales condiciones?
Otra forma de abordar el estudio de la convergencia de

1 4k
tv—1
/ i
o logt
es realizar un cambio de variable del tipo logt = —z que la transforma en una integral

impropia sobre el intervalo (0, +00). Utilice este cambio de variable y discuta el caracter
de la integral impropia que se genera.

Corolario 7.2.4 (Criterio de condensacién) Sea la serie Y a,, de términos no
negativos, con (an)nen mondtona decreciente. Son equivalentes:

(1) > a, converge,
(2) 3 2"agn converge.

DEMOSTRACION: Las siguientes desigualdades se obtienen aplicando tres ideas:

» la sucesién (a,), es decreciente;
= anadir los términos que convenga;

» agrupar los términos de forma astuta.

as + 2a4 + ... 2"*1a2n)
a1+a2+(ag+a4)+---+(a2n71+1+---+a2n))

2a9 + 4day + -+ -+ 2"agn =2(
(
(a1 +az+az+ag+---+agm)
=2(
<

=2

<2

=2
ar + (ag +az) + (as + as + ag + ag) + -+ - + azn)
ar + 2as +4ay + - -+ 2"agm)

A partir de estas desigualdades el resultado es consecuencia inmediata del criterio
de mayoracién. O

Trate de aplicar el criterio de condensacién para caracterizar la convergencia

1
de la serie arménica ) ; —, es decir, trate de dar una demostracién diferente

del corolario 7.1.9.

En el criterio de comparacién (o en el corolario 7.2.2) la idea es sustituir la
sucesion (a,)neny por una sucesion equivalente (by,),en para la que se conozca el
caracter de la serie > b, y otro tanto ocurre con la sustitucion de f por una funcién
g para la que sea conocida la convergencia de la correspondiente integral impropia.
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Asi, en cierto sentido, la convergencia depende de «recursos externos» a la
sucesion (ay, )nen. Los criterios de la raiz y del cociente que veremos a continuacion
son criterios de convergencia que dependen directamente de la sucesién (a,)nen-
Pero antes haremos un inciso para definir una generalizacion de la nocién de limite
que resulta de utilidad en éste y otros contextos.

Inciso: limites superior e inferior

Para sucesiones acotadas el teorema de Bolzano-Weierstrass garan-
tiza que existen subsucesiones convergentes a determinados puntos que
llamaremos puntos de aglomeracion de la sucesién. El mayor de dichos
puntos de aglomeraciéon recibe el nombre de limite superior de la suce-
sion. Analogamente, el menor de los puntos de aglomeracién recibe el
nombre de limite inferior de la sucesion. Evidentemente una sucesion
tiene limite si y sélo si tiene un tinico punto de aglomeracion, es decir,
si los limites superior e inferior coinciden.

Estas consideraciones pueden ser aplicadas a sucesiones no acotadas
superiormente, en cuyo caso existird una subsucesion con limite +oo
y diremos que el limite superior de tal sucesién es +oo. Otro tanto
puede hacerse para sucesiones no acotadas inferiormente para las que
se define el limite inferior como —oo ya que existe una subsucesion con
dicho limite.

Ejemplo 7.2.5 La sucesiéon a, = (—1)""! tiene limite inferior -1 y
limite superior +1. Y la sucesién cuyos primeros términos son 1, 2, 3,
14+1/1, 2+1/2, 3+1/3, 14+1/4, 2+1/5, 3+1/6,. . . tiene limite inferior 1
y limite superior 3.

Otra definiciéon que se utiliza para estas nociones es la siguiente.

Definicién 7.2.6 Sea (a,)nen una sucesion de nimeros reales.

(1)

lim sup a,, := inf{sup{ax; k > n};n € N}

(2)

liminf a,, := sup{inf{ax; k > n};n € N}

Es inmediato que dicha definicién coincide con la indicada mas arri-
ba, en el caso del limite superior para sucesiones no acotadas supe-
riormente y en el caso del limite inferior para sucesiones no acotadas
inferiormente.

Para sucesiones acotadas las formulas anteriores también se corres-
ponden con las nociones que hemos introducido anteriormente. Ello es
consecuencia de la siguiente
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Proposiciéon 7.2.7 Sea (a,)nen una sucesion acotada de nimeros reales.

(1) Sea o = liminf a,, := sup{inf{ax; k > n};n € N}. Entonces « es
el unico numero real que cumple la siguiente propiedad:
«Para cada € el cardinal del conjunto {n € N;a—e > a,} es finito
y el cardinal del conjunto {n € N;a + ¢ > a,} es infinitonr.

(2) Sea f = limsup a, := inf{sup{ax; k > n};n € N}. Entonces 3 es
el unico numero real que cumple la siguiente propiedad:
«Para cada € el cardinal del conjunto {n € N;3 —¢ < a,} es
infinito y el cardinal del conjunto {n € N; 3+ ¢ < a,} es finitonr.

Proposicién 7.2.8 (Criterio de la raiz) Sea Y a, una serie de términos no
negativos y sea [ = limsup /a,,.

(1) Si B <1 entonces la serie converge.

(2) Si 3> 1 entonces la serie diverge.

DEMOSTRACION: Si 3 < 1 elegimos r tal que 8 < r < 1. Aplicando la proposi-
cién 7.2.7 sabemos que a la derecha de r sélo existe un nimero finito de términos de
la sucesion ({/ay),; por tanto, existe ng € N tal que {/a,, < r, es decir, a, < r" pa-
ran > ng. La convergencia de la serie geométrica > r™ y el criterio de comparacién
garantizan la convergencia de > a,

Si 0 > 1, aplicando de nuevo la proposicién 7.2.7, sabemos que existe un
conjunto infinito de valores de n € N para los que a,, > 1 y en consecuencia no es
posible que lim a,, = 0, condicién ésta necesaria para la convergencia de la serie. [

Para § = 1 nada puede afirmarse en general al existir sucesiones (a,),en para
las que la serie Y a, es convergente y otras para las que la serie es divergente (ver
los ejemplos 7.2.11).

Ejemplos 7.2.9

(1) La serie
1
2 (logn)"

es convergente puesto que en este caso existe

1 1
lim {/ —— = lim =0<1
n \ (logn)» n logn

y por tanto el limite superior es 0.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



7.2 Término general o integrando positivos 279

(2) Para la serie

> y/n(n+1)2"

tenemos

nln2(1 +1 Yn %1 +1/n 1
lim {/\/n(n 4+ 1)27" = lim Uwzlimf / =— <1
n n 2" n \/Q \/Q

luego la serie converge.

Proposicién 7.2.10 (Criterio del cociente) Sea Y a, de términos no negati-

vos Yy sea

s Gp41 ; Qnt1
a = liminf , [ =limsup

Qn 7

(1) Si 5 <1 entonces la serie converge.

(2) Si o> 1 entonces la serie diverge.

DEMOSTRACION: Se utilizan aqui ideas similares a las utilizadas en la demostracion
An1

del criterio de la raiz. Si g < r < 1 existe ng € N tal que < r para n > ny.

n

Asi que
Gpo+1
Ay
an0+2

<r
an0+1

a k

a’no-l—k;—l
de donde multiplicando obtenemos

an0+k
Any

<r* keN

que puede escribirse como . x < an,r*. La convergencia de la serie geométrica
S r* y el criterio de comparacién garantizan la convergencia de la serie 3 anyix v
por tanto de la serie > a,,.

Si o > 1 entonces, aplicando la proposicién 7.2.7, sabemos que existe ng € N
tal que a"—:l > 1 para todo n > ngp; por tanto, no puede ser lima, = 0, luego la
serie es divergente (recordemos que las series de términos positivos sélo pueden ser
convergentes o divergentes).

Al igual que ocurre con el criterio de la raiz nada puede afirmarse con caracter
general cuando o = 1. O
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L ;. On+1 -y . ;
Puede demostrarse que si existe lim —— también existe lim /a, y valen lo
a’n

mismo. Aunque el segundo limite puede existir sin que exista el primero, (véase,
por ejemplo, el libro de Ortega [1] pag. 269), por ello el criterio de la raiz es algo
mas potente que el del cociente porque el primero puede resolver situaciones para
las que el segundo no proporciona soluciéon.

Ejemplos 7.2.11

(1) Consideremos las series - = y 3° =5 Para ambas se cumple que

, Qpy1 ,
lim =1=lim {/a,.
n an n n
Pero la primera diverge y la segunda converge, asi que nada se puede asegurar
respecto a la convergencia si inicamente sabemos que los limites en cuestion
valen 1.

(2) Para estudiar el cardcter de la serie Y% con x > 0 podemos aplicar el
criterio del cociente

xn+1 +1 '
i (Jrnl)':hmi:lm =0
n noar(n+1) non+1

n!

y obtenemos la convergencia de la serie para cualquier > 0.

(3) En el caso de la serie Zfl—z con 0 < z aplicando el criterio del cociente

tenemos
xn+1
, n+1)P , n
hm(gﬁ—n):lmx( )P = .
" nontl

Asi que si 0 < z < 1 la serie converge y si x > 1 diverge cualquiera que sea
el valor de p.

Para x = 1 el criterio del cociente no permite determinar el caracter. Pero
para x = 1 la serie se convierte en > n—lp que, como sabemos, converge si p > 1
y diverge si p < 1.

(4) A la sucesién (ay,)nen cuyos primeros términos obedecen a la siguiente regla:
272 971 274 9273 276 275 ' se le puede aplicar el criterio de la raiz para
determinar su convergencia, pero en cambio el criterio del cociente no permite
deducir la convergencia.

7.3. La propiedad asociativa en series

Las series son una especie de sumas «infinitas». Es natural plantearse si pro-
piedades de las sumas finitas de niimeros, como la asociatividad, disociatividad y
conmutatividad, son ciertas para las series. En esta secciéon y en la siguiente nos
ocuparemos de esas cuestiones.
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Definicién 7.3.1 Sean Y a, y > b, series de numeros reales. Se dice que Y. b,
se ha obtenido de Y a, introduciendo paréntesis si existe una sucesion ny < ng <

. de naturales tales que by = a3 + ...ap,, b0 = apy41 + - + an, Yy en general
by = Qp,_,+1+ -+ an, para k > 1. También se expresa diciendo que ) a, se ha
obtenido de Y b, suprimiendo paréntesis.

Proposiciéon 7.3.2 Sean > a, y > b, series de numeros reales tales que > b, se
ha obtenido de > a,, introduciendo paréntesis.

(1) Si Y a, converge entonces > b, converge y ambas series tienen la misma
suma.

(2) Si> b, converge, lima, = 0 y la diferencia nyy1 —ny (longitud de los parén-
tesis) se mantiene acotada por | para todo k € N, entonces Y a,, converge y
ambas series tienen la misma suma.

DEMOSTRACION: Para demostrar el primero de los apartados, que corresponde a
una propiedad asociativa, basta observar que si ponemos

B, =bi+by+--+by Ayi=ar+ar+---+a,

entonces (B, )men €s una subsucesion de (A, )nen, por lo que es convergente siendo
lim,, B,, = lim,, 4,,.

La propiedad disociativa, que corresponde al segundo de los apartados, no
funciona en general. Un ejemplo es la serie

1—1)+(1—1)+...

que con paréntesis es converte con suma 0, mientras que si se quitan no lo es.

Sin embargo, veamos que si se pueden quitar los paréntesis cuando se dan
las circunstancias que se contemplan en el apartado segundo de la proposicion.
En efecto, cada A, = a1 + as + - - - + a, tras introducir los paréntesis oportunos
corresponde a

An = b1+b2+ ' '+bm+anm+1+anm+2+' ot an = Bm+anm+1+anm+2+' cotag,.
Tomando limites en la férmula anterior cuando n (y por tanto m) tiende a infinito,
teniendo en consideracion que el nimero de a; que hay en el segundo miembro estd
acotado por I € N y que lim; a; = 0, se obtiene que

liTILn A, = lirgn B,, + li%n(anmﬂ +an, 2o+ t+a,) = lirgn B,

lo cual prueba el resultado buscado. O
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Ejemplo 7.3.3 Vamos a aplicar los resultados anteriores para analizar la conver-
gencia de la serie

) I idog 2t Cloed et et ety
a,n: —O — ——O —_ ——O p— PRI __O
81T 795 T3 T 0%8g n 08

Comencemos introduciendo paréntesis para asociar los términos de dos en dos. La
serie que se obtiene es

!

A diferencia de la serie original, que tenia términos positivos y negativos, todos
los términos de la nueva serie son positivos, ya que por la férmula de Taylor se
verifica que

| <1+ > 1 1 1 1 1 1 1 <0
(0] — _— - — O - - =" —-— .
& n n n 2(1+6)2n%2 n 2!(1 + 0)% n?

Podemos entonces aplicarle los criterios de convergencia para series de términos
positivos. En particular, por el corolario 7.2.2, sabemos que el caracter esta deter-
minado por el tamaifio del integrando, es decir

1 1 1
——log(l—l——)z—
n n

y por tanto la serie 3_ b, es convergente ya que 3 1/n? lo es.

Mirando las cosas al revés, resulta que la serie Y a, se obtiene a partir de la
serie convergente > b, quitando paréntesis cuya longitud es 2; y como claramente
lim,, a,, = 0, podemos aplicar la proposicién inmediatamente anterior para concluir
que Y a, es convergente y tiene la misma suma que > b,. Para calcular la suma
de > b, observemos que denotando con B, su suma n-ésima es

1 1 1
B,=14+-+-+---4+——logn=H, —logn
2 3 n

de donde lim,, B,, = v (véase el ejercicio 15 del capitulo 2 o la seccién 7.7 en este
mismo capitulo).

Observacién 7.3.4 Para series de términos positivos la sucesién (S, )nen de las
sumas parciales es monodtona creciente y por tanto la serie converge si, y sélo si,
las sumas n-ésimas estan acotadas superiormente (en otro caso converge a +00).
Es obvio entonces que para las series de términos positivos son ciertas, sin ninguna
restriccion, las propiedades asociativa y disociativa.
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7.4. Convergencia absoluta y condicional.
Teorema de Riemann

La propiedad conmutativa también es cierta para las series de términos no
negativos, pero el concepto requiere ser precisado.

Definicién 7.4.1 Sean Y a, y > b, dos series. Diremos que la serie > b, es una
reordenacion de la serie Y- ay, si existe una biyeccion ¢ : N — N tal que b, = ag()

Proposicién 7.4.2 Sea Y a, una serie convergente de términos positivos, enton-
ces cualquier reordenada suya converge y ambas tienen la misma suma.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de que para series de términos posi-
tivos la convergencia equivale a la acotacion superior de las sumas parciales. [

Como ya senalamos en otro lugar, si el término general de la serie es negativo,
sacando factor comun —1, la convergencia de la serie se reduce a una de términos
positivos. En el caso de que haya términos de ambos tipos el analisis no es tan sim-
ple. Una tentacién natural es prescindir de los signos y estudiar la convergencia de
la nueva serie de términos positivos asi obtenida y analizar si existe alguna relacién
con la convergencia de la serie inicial. Eso conduce al concepto de convergencia
absoluta que también puede formularse para integrales impropias.

Definicién 7.4.3

La serie Y~ a, con a, € R se dice abso- La integral itmpropia f; f, donde b <

lutamente convergente si la serie Y. |ay| 00, se dice absolutamente convergente

es convergente. st la integral impropia fci’ |f| es conver-
gente.

Proposicién 7.4.4

. . . . . . b

Si la serie Y- a, es absolutamente con- Si la integral impropia [, f es absolu-

vergente entonces es convergente. tamente convergente entonces también
es convergente.

DEMOSTRACION: Basta aplicar los correspondientes criterios de Cauchy para la
convergencia. 0

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si una serie es absolutamente
convergente cualquier reordenada suya también es convergente, pero ;todas las
reordenaciones tienen la misma suma?. La respuesta a esta cuestion es afirmativa
como vamos a ver. Introducimos para ello los conceptos de «serie de términos
positivos» y «serie de términos negativosy» asociada a la serie Y a,,.
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Definicién 7.4.5 Dada la serie > a,, se llama:

(1) Serie de términos positivos asociada a esta serie, a la serie Y a,, donde a,, =
ap st a, >0ya, =0 sia, <0.

(2) Serie de términos negativos asociada a esta serie, a la serie Y a! siendo
"

a' = —ay, sia, <0ya, =0 sia, >0.

Proposicién 7.4.6 Sea la serie 3 a, y sean - al, y > all sus series de términos
Ppositivos Y neqativos.

(1) La serie Y a, es absolutamente convergente si y sdlo las series > al, y > a
son convergentes.

(2) Si la serie Y a, es absolutamente convergente y llamamos A" y A" a las
sumas de dichas de " a,, y > a., respectivamente, se verifica que la suma de

n’

la serie Y- a, (y de todas sus reordenadas) es A" — A”.

DEMOSTRACION: Con las notaciones anteriores las se cumplen las dos igualdades
siguientes.

() + -+ ay) + (@) + - ay) = laa| + - o+ an]
(ay+---+ay) —(af +-+ay)=ar+--+a,

Utilizando la primera de ellas y tomando limites es inmediato que si > al, y > a
convergen también converge Y. |a,|. Por otra parte es evidente utilizando el criterio
de mayoracién que si Y |a,| converge también convergen > al y > al.

De la segunda igualdad, tomando limites, se obtiene inmediatamente que la
suma de la serie Y a,, es A’ — A”. Si hacemos una reordenacién de 3" a,, obtenemos
una serie > b, con sus correspondientes > 0/, y > b siendo la suma de la serie
reordenada B’ — B” (la notacion es autoexplicativa). Pero, evidentemente, B" = A’
y B” = A” por tratarse de reordenaciones en series de términos positivos. O

Asi pues, ademas de las series convergentes de términos positivos, las series ab-
solutamente convergentes también verifican la propiedad conmutativa. De hecho
son las tnicas que verifican esta propiedad, que llamaremos convergencia incondi-
cional.

Definicién 7.4.7 Una serie Y a, se dice incondicionalmente convergente cuando
todas sus reordenadas son convergentes y tienen la misma suma.

Teorema 7.4.8 Una serie Y a, es incondicionalmente convergente si, y solo si,
es absolutamente convergente.
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DEMOSTRACION: Si la serie es incondicionalmente convergente entonces afirmamos
que la serie de términos positivos asociada Y a! y la serie de términos negativos
asociada Y a! tienen el mismo caracter. En efecto, si una fuera divergente y la
otra convergente, es inmediato que la serie > a,, seria divergente a +00 0 a —oo.
Ahora, si las dos series Y al,,> a!’ convergen también converge Y |a,|. Para
concluir la prueba basta con demostrar que si Y- al, = > all = 400 entonces la serie
> a, no seria incondicionalmente convergente y ello es consecuencia del siguiente
teorema de Riemann de mas amplio alcance. O

Teorema 7.4.9 (Teorema de Riemann de reordenacién de series)
Sean Y- al, y Y all dos series divergentes de términos no negativos tales que

lima), = lima, = 0.

Entonces para cada a € R se pueden elegir sucesiones (k;);, (;); de enteros positi-
vos con
]{Z1<l€2<l€3<..., l1<l2<l3<...

y tales que la serie

/ / " " / / " "
a1+"'+akl—al—-~-—all+ak1+1+"'+ak2—al1+1—-~-—a12+...

tiene por suma a.

DEMOSTRACION: Consideremos que a € R.

Sea k; > 1 el menor entero tal que aj +ay+---+aj, > ayseal; > 1 el menor
entero tal que a} +aj+---+ap, —aj —ay —---—aj, < a. Sea ahora ky > k; tal que
ay+ay+---+ay, —af —ay — - —a + a1+ -+ ap, > ay asi sucesivamente.

Afirmamos que la serie asi obtenida tiene por suma a. En efecto dado € > 0
existe ng tal que si n > ny se verifican a, < ¢y a!! < e. Tomando jy tal que
kj, > mo,lj, > ng las sumas parciales S, estdn comprendidas entre a —e y a + ¢
siempre que

n>k1+l1+-~-+kj0+lj0+m.

Cuando a = +o0 el proceso es analogo: en primer lugar se tiene un k; tal que
ay +ay+--- 4 ap, > 1. Luego ky > k; para tener ay + ay + -+ -+ aj, — af —ay —
S — ag’l +ag, 11+ -+ag, <1.Y seinicia de nuevo el proceso de forma recurrente
cambiando el valor 1, por 2, 3, etc. O

7.5. Productos de series

Definicién 7.5.1 Dadas las series Y,51 @n, > p>1bp se llama producto de ambas
series a la serie Y- ¢ siendo ¢y = p, by, ¥ ¢ : N — N X N una biyeccion donde

o(k) = (ng, my).
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En la definiciéon anterior para cada ¢ se obtiene una serie producto diferente. La
idea de un producto de series es una forma de concebir la suma de todos los posibles
productos de la forma p;; := a;b;. Como los p;; pueden ser vistos como una matriz
infinita, se trata de numerar todos los elementos de dicha matriz (recuerde que
N x N es numerable) y construir una serie a partir de esta forma de numerar. Hay
dos formas interesantes: por menores principales y por diagonales.

La ordenaciéon por menores principales viene esquematizada en el siguiente

diagrama:
P11 | P12 | P13
D21 P22 | P23

P31 P32 P33

Corresponde a la ordenacion siguiente:

€1 =Dpi1 = aby
Cy = D12 1= by 3 = Dpog 1= asby ¢4 = po1 1= asby
Cs = P13 Ce = P23 Cr =P33...

La ordenacién por diagonales de la matriz (no principales) corresponde a la
ordenacion
c1 = pu = aih
Cy = p12 = a1by 3 = pa1 = ash
C4=DP13 C5=DP22 C6:=DP31-.-

En cualquier caso es claro que cualquier producto de dos series es una reordenacion
de otro producto, por lo que si, por ejemplo, tenemos la convergencia absoluta de
un producto automaticamente tenemos la de cualquier otro.

Proposicion 7.5.2 Silas series Y., ~1 Gn, Y n>1 bp son absolutamente convergentes
con sumas A, B entonces cualquier producto es convergente y tiene por suma AB.

DEMOSTRACION: Sean
o0 o0
= Z|an| y B = Z|bn|
n=1 n=1

Utilizando la ordenacién de los menores principales es claro que las sumas parciales
verifican

Dolel=" > laillbel = > las| > |owl < of.

1 1<) k<n 1<j<n 1<k<n

Por tanto cualquier producto es absolutamente convergente y por ende incondicio-
nalmente convergente.
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Para calcular la suma tomamos un orden de menores principales y tomamos
la subsucesion de las sumas parciales correspondientes a menores principales com-
pletos,

5= (5) (54
k=1 k=1 k=1
obteniendo que la suma de la serie es AB. O

Si en la ordenacion por diagonales procedemos a sumar asociando términos,
es decir, introducimos paréntesis en una forma adecuada, obtenemos un producto
especial, denominado producto de Cauchy. Denominamos producto de Cauchy de
las series >°,>1 @, y 3,51 bn a la serie 3,5 d,, donde

n
dp = agbpii-k
k=1

Naturalmente, si las dos series que se multiplican son de términos no negativos
y el producto de Cauchy converge, entonces converge el producto asociado a la
ordenacion por diagonales y, por tanto, también converge cualquier otro producto.
Si las dos series son absolutamente convergentes cualquier producto es con-
vergente, segun el teorema anterior, y, por tanto, segiin la proposicion 7.3.2; el
producto de Cauchy de las series Y"|a,| y > |b,| también converge. Puesto que

n
> agbpti—k
k=1

n
< lakl[brs1—k]
k=1

se obtiene la convergencia absoluta del producto de Cauchy.

Sin embargo puede ocurrir que el producto de Cauchy converja sin que lo hagan
los productos ordinarios. En particular existe una versién especifica y mas general
del resultado anterior para el producto de Cauchy, que enunciamos a continuacion
sin demostracion.

Teorema 7.5.3 (Mertens) FEl producto de Cauchy de una serie convergente por
una absolutamente convergente es convergente y tiene por suma el producto de las
sumas.

El teorema de Mertens no puede mejorarse como pone de relieve el ejemplo que
sigue.

Ejemplo 7.5.4 El cuadrado de la serie convergente Z(—l)”“ﬁ segun el pro-

ducto de Cauchy no es convergente porque el término general no tiende a cero.
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7.6. Criterios para convergencia no absoluta:
teoremas de Dirichlet y Abel

Para estudiar el caracter de una serie o una integral impropia lo primero es con-
siderar la serie o integral de sus valores absolutos y tratar de probar la convergencia
utilizando las técnicas de la seccion 7.2, ya que si converge absolutamente enton-
ces converge. En esta seccién vamos a establecer nuevos criterios para estudiar el
caracter en aquellos casos en que no haya convergencia absoluta.

Comenzaremos con dos resultados previos de caracter técnico para esta seccion:
la férmula de Abel de sumacién parcial (o sumacién por partes) y el segundo
teorema de la media del calculo integral.

Férmula de Abel de sumacién parcial

Proposicién 7.6.1 (Férmula de Abel de sumacién) Si(a,)nen ¥ (bn)nen s0n
sucesiones en R y A, :=>}_, ar para m fijo, entonces para p > m se tiene

q q—1
Z CLnbn = Z An(bn — bn+1) —+ Aqbq — Apflbp
n=p n=p

DEMOSTRACION: Los siguientes calculos

q

q
Z a'nbn = Z(An - An—l)bn
n=p

n=p
q—1 q—1

=5 Anby + Agby — 3" Apbpiy — Ay 1b,
n=p n=p

q—1
=3 An(by = busa) + Aghy — Apib,
n=p

prueban la férmula. O

Segundo teorema de la media del calculo integral

Proposiciéon 7.6.2 (Segundo teorema de la media)
Sean f,q : la,b] CR — R funciones integrables Riemann. Entonces:

(1) Si g >0 y decreciente, existe & € [a,b] tal que
b 3
| f@g@)de = g@) [ fla) da
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(2) Sig >0y creciente, existe & € [a,b] tal que

(3) Si g es mondtona, existe £ € [a,b] tal que
b ¢ b
| f@g@)de = g(a) [ f(@)du+g(0) [ f(a)da
a a 3

Los dos primeros se conocen con el nombre de teorema de Lagrange del valor
medio para el célculo integral. El dltimo como teorema de Weierstrass del valor
medio para el calculo integral. En realidad los tres son equivalentes.

DEMOSTRACION:

(1) Comenzaremos probando que si F\(z) := [ f(t)dx y m = F(«a), M = F(()
son respectivamente el minimo y el méximo de esta funcién continua se verifica
que

mg(a) < / t)da < Mg(a) (*)

Supondremos inicialmente que g sea una funciéon escalonada decreciente que
denotamos con h. Es decir una funcién que toma el valor vy, en el intervalo (x_1, 7]
para k = 2,...n y vy en el intervalo [xy = a,x;] donde los z; constituyen una
particién de [a,b] y que h(a) = g(a)

n

/h £ dt = Z/ dt =S ve(Fy — Fiy)
E Tr—1

k=1
siendo .
Fo= | [f(t)dt
Pero
n n—1
Z — o) =) vpFy — Zlka I—ZFA Up — Uk1) + UnFy

k=1 k=1 k=1
Como vy — vk > 0y m < Fp < M para todo k se obtiene que

n—1 b n—1

m (Y (k= V1) +vn) < / FORE) dt < M( D (o5 = vis1) + vn)

k=1 v k=1
y efectuando operaciones
b

mh(a) < / f(&)h(t)dt < Mh(a)

Ja
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Asi, la afirmacién (x) estd probada. Y suponiendo que g(a) > 0, lo cual no es

restrictivo, se tiene
b
t)g(t)dt
e i
9(a)
y por el teorema de Bolzano existe & de modo que

_ e f(g(t) dt
g(a)

De este resultado se obtiene la primera parte para el caso en que g sea una
funcién decreciente mediante paso al limite.

En efecto, como g es mondtona decreciente dividimos el intervalo imagen de g en

n partes iguales de longitud M mediante los puntos yo = g(a), y1, - .- yn = g(b)

y construimos la siguiente funcién escalonada:
ho(t) = yk—1 sit € {x:yp_1 > g(x) > yp} k=1,2,...n—1

ha(t) = Y1 sit € {x 1 yn—1 > g(x) > yn}

De este modo se tiene que 0 < g(t) — hy(t) < L;g(b) para todo t € [a,b] y por
tanto,

o0yt~ [ fome ] < [lo(0) — maol 7o) de

g—ﬁT—Lumw
b b
| rgt)dt =tim [ @) at

pero como se verifica que

es decir,

</f () dt < Mhy(a)

al ser h,(a) = g(a), tomando limites en esta desigualdad cuando n — oo se obtiene
la formula (*).

La primera parte del teorema esta probada.

(2) se deduce de 1 razonando con la funcién g(t) = g(b) — g(t) y suponiendo,
sin perder generalidad, que g(a) = 0.

(3) En el caso de que g sea creciente se razona con g(t) = g(b) — g(t) que es
decreciente y se aplica la primera parte. En el caso de que g sea decreciente se
razona con §(t) = g(a) — g(t) que es creciente y se aplica la segunda parte. O
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La prueba del segundo teorema de la media no es sencilla. Pero cuando f > 0
puede hacerse otra que es mucho més facil. Basta con definir

x b
H(z) = g(a) / (b dt + g(b) / f(tydt

y aplicar la propiedad de los valores intermedios a la funcién H, teniendo en cuenta la

monotonia de la funcién g.

Escriba los detalles y convénzase de que, realmente, la demostracién en este caso es

mucho mas facil.

Figura 7.2: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diiren, 1805 — Gottingen,
1859), a izquierda, y Niels Henrik Abel (Noruega, 1802 — Noruega, 1829). Dirichlet
prob6 que en una progresion aritmética cuyo primer término es coprimo con la
diferencia hay infinitos niimeros primos. Abel probé la imposibilidad de resolver
algebraicamente la ecuacién de quinto grado.

Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel

Teorema 7.6.3 (Criterio de Dirichlet)

Sean (an)nen Y (bp)nen sucesiones en
R tales que:

(1) |>5—q ax] < M < 0o para todo n €
N,

(2) (bp)nen es mondtona decreciente
con limite 0.

Entonces, la serie Y a,b, es convergen-
te.

Sean f y g funciones definidas en [a, b)
tales que:

(1) | [7 f(t)dt|] < M < oo para todo
x € [a,b),

(2) g es mondtona decreciente con li-
mite 0.

Entonces, la integral impropia ff fg es
convergente.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar, en ambos casos, que se verifica la corres-
pondiente condicién de Cauchy (proposicién 7.1.4).

Para el caso de la serie utilizaremos la férmula de sumacién de Abel 7.6.1 . Asi,
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€
dado € > 0 existe ng tal que si n > ng se tiene b, < Ca Si ng < p < q se verifica

q

Z anby,

p

(b — busr) + Aghy — Ap_1b,

<MZ — byg1) + Mby + Mb,
:M(bp—bq+bq+bp):M2bp<e.

Para el caso de la integral impropia usaremos el apartado tercero del segundo
teorema de la media 7.6.2. Como lim;_;, g(t) = 0, dado ¢ > 0 existe ¢, tal que si

, 3
to <t se tiene |g(t)] < r Si tg < p < q se verifica

/pq f(z)g(x) dx‘ = ‘Q(P) /; f(x)dz + g(q) /éq () da

90| (@) e + o)l [ 1@
<lo)2 + b2t
< —2M+ —2M =

IN

4M 4M
Ya que
3 3 P
/ f(x)dx| = / f(:p)dx—/ flx)de| < M + M = 2M.
p a a
Asi pues, en ambos casos se cumple la condicién de Cauchy. O]

Ejemplos 7.6.4 Analisis de la convergencia de las integrales

/ senz . / Senz .
0 x 2 logx

o 2 o0 2
/ sen z° dx / cosz’ dx.
0 0

f—l—OO sen x
T

Comencemos probando que la integral no es absolutamente conver-
gente. Para ello, en primer lugar observemos que solo es impropia en +oo, pues
la funcion *2£ se extiende al 0 como funciéon continua. Consideremos entonces la
siguiente acotacion inferior:

/mr |sen:L’| Z/ \senx\ dr > Z / |sen:c|da: _ 2 Zl
0 (i—1)mw

Z1Z7'l' Tt

Por tanto, puesto que las sumas parciales de la serie armoénica divergen, también
lo hace la integral.
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Ahora, para probar la convergencia de [, s basta utilizar el criterio de
Dirichlet, considerando g(x) := 1/x que es decreciente y convergente a 0 en 00,
y f(z) :=senz que verifica:

‘/z f(t) dt} = |cos0 —cosz| < 2
0

para todo z > 0. También puede obtenerse la convergencia, sin necesidad de
utilizar el criterio de Dirichlet, mediante integraciéon por partes.

La integral [, i‘ig;’" no es absolutamente convergente, ya que logx < x, por lo
que el criterio de comparaciéon y la no convergencia absoluta de la integral anterior
garantizan la afirmacién. Para obtener la convergencia, de nuevo, basta utilizar el
criterio de Dirichlet en la forma evidente.

Las dos tltimas se denominan integrales de Fresnel. Comencemos realizando el

cambio de variable t = 22, por el que las integrales entre 0 y u se transforman en:

1 /v* sent 1 v? cost

I == —dt Iy = — —dt
Yol i Yo ak Vit

En primer lugar observemos que ambas son convergentes, para lo que basta utilizar
el criterio de Dirichlet con g(t) = t7*/? y tener en cuenta que fol t=12cost es
convergente.

Probemos ahora que no son absolutamente convergentes. Para ello, en primer
lugar, demostremos que las integrales de los valores absolutos tienen, en ambos
casos, el mismo caracter. Para ello observemos que

" |sen(t)] r=7/2 |sen(s + w/2)| r=7/2  |cos s|
e e e e s
A/t /2 (s +m/2)1/? w2 (s+m/2)1/2

y esta tltima integral tiene el mismo caracter que [{°s~'/2|cos s, pues se verifica
s+ m/2)1/?
lim 7( +/2) =1
§—+00 31/2

Una vez establecido que las dos integrales tienen el mismo caracter, se obtiene
que ambas son divergentes, ya que

1
— <

1
i< il

y basta aplicar el método de comparacion.

|cost| + |sent|)

Las funciones de Fresnel heredan su nombre del fisico francés Augustin-Jean

Fresnel que las utilizé en sus estudios de fenémenos de difracciéon en éptica

(http://en.wikipedia.org/wiki/Fresnel integral). MAXIMA conoce el valor de
dichas integrales y puede dibujar la funcién integral indefinida de forma grafica.
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Teorema 7.6.5 (Criterio de Abel)

Sean (an)nen, (bn)nen sucesiones en R
tales que:

(1) 3 a, es convergente,

(2) (bn)nen €s mondtona y acotada.
Entonces, la serie Y a,b, es convergen-
te.

Sean f, g funciones localmente integra-
bles en [a,b) tales que:

(1) [ f es convergente,

(2) g es mondtona y acotada.
Entonces, la integral impropia ff fg es
convergente.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar que se cumple la condicién de Cauchy co-
rrespondiente (proposicion 7.1.4). Para el caso de la serie utilizaremos la férmula
de sumacién de Abel 7.6.1. Supongamos que |b,| < M para todo n € N. Como
la serie Y a, es convergente, dado € > 0 existe ng tal que si ng < r se tiene
| 2o @] < €/(4M). Tomando m = ng en la formula de Abel 7.6.1, si ng < p < ¢
se verifica

q
> anbn
n=p

q—1
S A (by = buir) + Agby — Ay 1b,
n=p
q—1
< D 1 AulIbn = baal + [Aglbg] + [Ap—1 ]|y
n=p

e [t
< m (nzp|bn - bn+1| + |bq| + |bp|)
) €
[(bn)n monotona] = AN <|bp - bq| + |bq| + |bp|)

< 1 (1l + bl + 18] + [by]) < 2
Para el caso de la integral impropia usaremos el apartado tercero del segundo
teorema de la media 7.6.2. Supongamos que |g(z)| < M para todo x € [a,b). Como
la integral impropia ff f es convergente se cumple la condicién de Cauchy y, por
tanto, dado ¢ > 0 existe ty tal que si tg < p < ¢ se tiene | [l f(t) dt| < e/(2M).
Asi, si tg < p < ¢ se verifica

/p " f(2)g(x) da

_ \g<p> [ @ ga) [ 1wy

<g(p)|

/;f(x)dx

+lo@l | [ @) e
€

< (M+M)2M =

E.

< lg(p) +1g(q)

‘i ‘i
2M 2M

Resumiendo, se satisface en cada caso la condiciéon de Cauchy. U
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Ejemplo 7.6.6 Convergencia de las integrales de Fresnel

* 2 o 2
/ sen x* dx / cosz“ dx.
0 0

Teorema 7.6.7 (Criterio de Leibniz para series alternadas) Sea una suce-
sién (an)nen decreciente con limite 0. Entonces la serie alternada ¥ (—1)""ta,, es
convergente. Ademds denotando con S la suma de la serie se tienen las siguientes
acotaciones:

52n§5§52n+1, Yy |Sn—S| < Gp41-

DEMOSTRACION: La convergencia es consecuencia del criterio de Dirichlet 7.6.3.
Como (ay,), es decreciente también lo es (Sa,), va que

Son = Son—2 + Qopt1 — opt2 > Sop_2;

pero como el limite de esta sucesion debe ser S, se tiene Sy, < S. Analogamente
(S9n+1)n €s mondtona decreciente con limite S, por lo que S < Sy,41. Asi pues

Son <S8 < Sonv1 ¥ Sopie <8 < S9,41 paratodon € N
y por tanto
|Son — S| < [Son — Sant1| = a1 ¥y |Sons1 — S| < [Sont2 — Sont1| = ango-

Estas dos estimaciones se reducen a |S,, — S| < a1, que es lo que queremos. [

Ejemplos 7.6.8

(1) La serie
1

—1)ntiz

gl( )

es convergente como consecuencia del criterio de Leibniz. La «velocidad de

convergencia» de las sumas finitas es baja puesto que |S—S,,| < 1/(n+1), lo

que significa, por ejemplo, que para garantizar un error menor que 1/10000

hay que sumar los 9999 primeros términos. El valor exacto de la suma de la

serie, como veremos en la seccién 7.7, es log 2. De este modo podemos dar

una aproximacion decimal de log 2, si bien nada confortable. En el ejercicio 4

mostramos otro procedimiento para obtener una aproximacién decimal de
log 2 que requiere menos calculos.

(2) El criterio de Leibniz también es aplicable a la serie alternada

Z(—l)"l(l + l)n
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una vez que probemos que la sucesion

1 I\"
an, ::—<1+—>
n n

es decreciente, ya que, obviamente,

o1 1\" o1 1\"
hm—(l—l——) :hm—hm(l—l——) =0

n.n n

El hecho de que la sucesién (a,), del dltimo ejemplo es decreciente no es
inmediato porque, aunque (1/n), es una sucesién decreciente, en cambio la
sucesion ((1+ £)™), es creciente. El lector debe convencerse por sf mismo de
que para todo n € N se verifica

1 1\n» 1 1 n+1

“(1+2) > (1+—)"

n n n+1 n+1
Esta desigualdad puede demostrarse transforméandola en otra equivalente que sea evi-
dente o bien formulandola en términos funcionales y haciendo uso del célculo diferencial.
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7.7. Ejercicios

Resueltos

A lo largo del capitulo han ido apareciendo varios ejemplos en los que se ana-
lizaba la convergencia de una serie numérica o de una integral impropia. En este
apartado de ejercicios resueltos nos ocuparemos tunicamente de la utilizacién de la
constante de Euler en el calculo de la suma de ciertas series numéricas.

En el ejercicio 15 del capitulo 2 establecimos que si H,, = >}_; 1/k entonces
x, = H, —logn es una sucesion monotona decreciente acotada inferiormente por 0
y por tanto convergente cuyo limite recibe el nombre de constante de Euler . Asi
que H, =logn + v + ¢, siendo lime,, = 0. Podemos dar ahora otra demostracion
de este hecho. Para ello basta considerar la funciéon escalonada g que toma el valor
L en el intervalo [n,n + 1). Evidentemente se verifica que f(z) = 1 < g(z) en
[0,00) y, por tanto logn < log(n + 1) = [ f < [I'g = H,. Por otra parte la
sucesion H,, — logn es mondtona decreciente ya que

(Hn+1—log(n+1))—(Hn—logn—l—l):n_li_l+1g( il)
:%Hg(l—%)
! 1 11
Tn+l n+1 20-62n?
11
"o <Y

como consecuencia de la férmula de Taylor, y al estar acotada inferiormente por 0
es convergente..

Llamemos _ . .
Pyi==+-4+---4+—=-H,
mi= gttt T g Y
1 1 1 1
Ly =1+5+c+-+ = Hony1 — Poy = Honp1 — 5 Hye

3 9 2n+1 2

7.7.1 Estudiar la convergencia de la serie Y00 (—1)"+14

suma.

y calcular el valor de la

SOLUCION: La serie Y02 (—1)""< es convergente (criterio de Leibniz) y
Sont1 = lopi1— Pop = Hopy1 — %Hn - %Hn =log(2n+1)+v+¢e9,+1 —logn—
v — &, de donde la suma de la serie es log 2. O

7.7.2 Estudiar la convergencia de la serie

i 3n—1
nn+1)(n+2)

n=1
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y calcular su suma en caso de ser convergente.

SoLUcION: La serie

> 3n—1
n;l nn+1)(n+2)

es absolutamente convergente pues el término general de la misma es equi-
valente a 3/n?. Para calcular su suma utilizaremos una descomposicién en
fracciones simples andloga a la utilizada para el calculo de primitivas (v. la
seccion 6.2.1) y obtenemos que

3k — 1 B T4 1
k(k+1)(k+2)  2(k+2) Ek+1 2k
Por tanto
n 3k —1 7 1 1
W= = ——(Hpys—1— =)+ 4(Hypy — 1) — =H,
5 ,;k(k+1)(k+2) 3 (s y) T4 = 1) =3

7 1
= —g5(log(n+2) =1 -5 +7+ecur2)
+4(log(n+1) =147+ ent1)

1
— Sllogn +7+2,)

y tras realizar las correspondientes simplificaciones se obtiene facilmente que
la suma de la series es 5/4 = lim,, S,,. O
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Ejercicios propuestos

7.1) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias:

+00 _ada oo 2341 oo oo cos®x

y “ 2 5+1d <2+Senx)da —00 1+4cosx+coshzx
___da / __da +00 1—coszx 1 a

fO 3 22(1—x)2 fO (1—cosz)« 0 :1:5/2 da fO xT 10g33da,

IOOOO coshxdx fO (1- (52‘3)151;)3/4 X fO m

7.2) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando
aquellas que sean convergentes:

+oo 235(1, + 3x)da 1—l—c>o zda 0+oo e"da  Nota: fOOO 6—t2 dt — @

1+t \/5
+1 da f
-1 22 0 J:2+2x 2

! Erdr [T ame T dr

f—11 ﬁ dx Jo

& Compruebe con MAXIMA, cuando sea posible, los resultados obtenidos.

7.3) Determine el drea de la regién situada entre las curvas

@) e (@)=
Xr) = €T) =
@+2)@+3)x+4a) 7 41
para r > 2.
& Compruebe con Maxima el resultado obtenido.
7.4) Estudie el caracter de convergencia de las series
400 1 +oo VnFl ZJroo 2+cosn
n=1 (2n+1)! n=1 n\/n42
Zn 1 n2+ Zn 1 n})’-l- Z:O? (72:
400 n! +oo 1 400 1.3.5...(2n—1)
2ol Tgm n=1 T/ 2n=1"369.3n)
+00 1 +o00 1 “+o00 1 _
n=1 nlog(1+1) n=1 (logn)" n=1 n(logn)(logn)!'0t
POt QTn' > g()Tg(:) P W
D on>2 o ogn Y on>2 log(1 + 5) 2 on>2 Togn)™
n: 2 n
Zn21(10gn+1) , a€eR anlgg—g,) Z >1 1(Y/n—1)
Zn22 n(loén)l” p S R anl 2101gn 2 vV +1- \/ﬁ)
n2
Yon>1(1 —cos(1/n)) Yon>1 W >1(1— H, e
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300 Series numéricas e integrales impropias

7.5) Analice la convergencia de la serie Y, log"'

7.6) Sea 3/ a, una serie convergente de términos positivos. Si (z,), es una
sucesion numérica tal que

[Tt — xn| < ay Vn € N,
pruebe que (x,), es una sucesiéon convergente.

7.7) Pruebe la convergencia y calcule las sumas de las series telescopicas siguien-

tes: )
400 on—1 +oo SN TaTy
n=1 (14+2n)(142n-1) n=1 cos l cos nL-H :

7.8) Si la serie de términos posmvos ST a, converge. Pruebe que también con-

S

vergen las series 3% a2, X UGt Yy 22 \/;T" > oY
7.9) Criterio logaritmico. Sea la serie Y a,, con a,, > 0. Supongamos que existe
lim 28d/an) — 1 Pryebe que:

logn
a) Si L > 1 la serie converge.

b) Si L <1 la serie converge.

. +o0 gen x s . . .
7.10) Sabiendo que / da = 5 demuestre, mediante un cambio de varia-
0 x
+%° sen x cos
ble, que / SRTERT g =T,
0 T 4

Usando integracion por partes, pruebe también que

2

too gen” x T
5 da = —.
0 T 2

& Compruebe que Maxima también sabe hacer estas cuentas.

7.11) Determine la convergencia y convergencia absoluta de las siguientes integra-

les ; 11 1
% gen
/0 372 dt /0 ;cos;dt

7.12) Calcule el valor de la integral siguiente:

™ 1
/ ——dx
0o 1+ cos?2x

& Verifique con Méaxima el resultado.

*Hn = 22:1 %
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7.7 Ejercicios 301

7.13) Sea k un nimero real. Estudie la convergencia de la integral impropia

1k 1
/ dt
o logt

segun los valores de k.

7.14) Estudie la convergencia o divergencia de las series siguientes. En caso de que
sean convergentes estudie si la convergencia es o no incondicional.

Z?O(—l)n(l — nsen %) i)o 10(gz11_,)_n%)
Zcfo(—l)"(l — Cos %) Z‘f"(—l)”(g — arctg(log n)) Zfo(—l)"—@
Se=D"e— 1+ Syt SR (-1

7.15) La serie que sigue es una reordenada de la serie arménica alternada en la que
aparecen alternativamente tres términos positivos seguidos de dos negativos:

Demuestre que la serie converge y que su suma es log 2 + %log %
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