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Dinamicas caodticas no autbnomas generadas por sucesiones de
funciones. Los casos de la funciéon de Hénon y de Lozi
Francisco Balibrea-Iniesté, Carlos Lopesind

En esta presentacion exploramos conceptos de la teoria del caos matematico en el contexto de sistemas
dindmicos con dependencia temporal general. Para ello estudiaremos dinamicas que vienen generadas por
sucesiones infinitas de funciones. En concreto estudiamos dos ejemplos de sucesiones de funciones cuyas
expresiones se basan en las ya conocidas funciones de Hénon y de Lozi (1,3),

H R? — R? , L : R? — R?
(:Cay) | — (A+By*1‘2,17) (Iay) — (1+y+a\x|,bx)

De forma andloga al caso auténomo, hacemos uso de las condiciones de Conley-Moser en su versién no
autébnoma (2,4,5). Estas condiciones permiten probar la existencia de dinamicas caéticas. En efecto, para
cualquier sistema

%z = g(x) autbnomo, o incluso no auténoma: = g(x,¢) con perioddl’ > 0,

sus dinamicas pueden estudiarse mediante la iteracion de una Unica ffificipgue representara la evo-
lucién de las particulas en el plano tras un periodo de ti€fhpo0. En el caso de un sistema no autbnomo
y aperiodico, dichas dinamicas vendrian determinadas mediante una sucesion de funciones (4).

La innovacion que presenta este trabajo no es sélo introducir dos ejemplos concretos de sucesiones de
funciones (aperiédicas y por tanto no auténomas) para los que se prueba la existencia de conjuntos caé-
ticos, sino también exponer una generalizacion de la tercera condicion de Conley-Moser para el caso no
auténomo (1).
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k-symplectic Lie systems and applications
J. de Lucag

The main aim of this talk is to show thatsymplectic structures can naturally be employed to investigate
ordinary differential equations instead of field theories. This leads to ehdeymplectic structures with
new geometric useful constructions and to recover notions that were previously ignored because they are
not appropriate for field theories.

To illustrate above claims, | will first survey~symplectic structures and Lie systems, namely systems
of ordinary differential equations whose general solutions can be described as a function, the superposi-
tion rule, of a family of particular solutions and some constants. Lie systems are equivalent to curves in
a finite-dimensional Lie algebra of vector fields. In the so-callexymplectic Lie systems [1], the Lie al-
gebra can be chosen to consist of Hamiltonian vector fields with respedi-gyplectic structure. This
suggests us to endowsymplectic structures with a Lie algebra of admissible functions and several related
Poisson algebras. These Lie algebras give rise, through a Poisson-coalgebra approach, to methods to derive
geometrically superposition rules forsymplectic Lie systems.

Our theory will be illustrated with examples from control theory, physics and mathemaltics [1, 2]. If time
permits, | will give some hints about the extension and applications of previous results to multisymplectic
and poli-Dirac structures.

Referencias

[1] J.deLucas and S. Vilarifigé-symplectic Lie systems: theory and applicatiah®ifferential Equations
258(6) (2015) 2221-2255.
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Los conjuntos analiticos planos son localmente 2n-estrellas: una
prueba con teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales

José Ginés Espin Buendfa Victor Jiménez LopeZ

En 1971, Dennis Sullivan descubrié una importante obstruccion topolégica que debe cumplir todo con-
junto de ceros de una funcién analitica sobre una superficie (Véase [4]): un tal conjunto debe ser localmente
homeomorfo a una estrella topolégica con un nimero par de ramas.

La citada propiedad resulta de extrema utilidad cuando uno trabaja con propiedades topoldgicas de
flujos analiticos bidimensionales. Por ejemplo,[en [3] J. Llibre y V. Jiménez usaron la estructura de estrella
(sélo la estructura de estrella y no la paridad en sus ramas) para caracterizar los conjuntos omega-limite de
flujos analiticos en el plano, la esfera y el plano proyectivo. La caracterizacion anterior se sigue, en [3], del
hecho de que en el caso particular de esas tres superficies las érbitas de un flujo analitico no pueden visitar
ambos lados de un arco de puntos singulares contenido en su omega-limite. Este Ultimo punto fue pasado
por alto en[[3] y, como consecuencia, algunos de los resultados enunciado alli no son ciertos (solventamos
estos problemas enl[2]).

Todas las pruebas de la estructure2deestrella para los conjuntos analiticos en el plano que conoce-
mos requieren de herramientas avanzadas de topologia algebraica y, por ende, son dificiles de seguir para
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cualquier lector no instruido en el campo. Eh [1], presentamos una prueba elemental del resultado de Su-
llivan basado s6lo en herramientas bien conocidas de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
en el plano. En la comunicacion se expondra (un esquema de) esta prueba. Ademas, mostraremos otras
aplicaciones de la estructura de estrella que son de interés en la teoria cualitativa del plano.
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Surfeando con una vela Solar en el sistema Tierra - Luna
Ariadna Farrés (speaker), Angel Jorba®

En esta charla queremos enfatizar como los sistemas dindmicos nos pueden ayudar a entender el mo-
vimiento de un satélite en el espacio. Nos centraremos en el movimiento de una vela Solar en el sistema
Tierra-Sol usando el Problema Restringido de Tres Cuerpos como mobdelo [1]. Primero describiremos los
diferentes objetos invariantes que podemos encontrar, i.e. puntos fijos, Orbitas periédicas y casi-periddicas
y sus variedades estables e inestables, que dan lugar al esqueleto del espacio [de fases [2]. Para terminar
ilustraremos la relevancia de estos objetos invariantes en la exploracion espacial con una vela solar [3].

Referencias
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Coupled multiple time scale piecewise linear oscillators. Application
to a neuroendocrine system
S. Fernandez-Garcia, M. Desroches, M. Krupa 1, F. Clément

Piecewise linear (PWL) systems are a family of non-smooth systems that reproduce faithfully the dy-
namics of models coming from applications. Initially, in the seminal book of Andronov €tlal. [1], PWL
systems were developed in order to model engineering problems, but they have been also able to capture
social behaviors, financial or biological problems [5]. The rigorous analysis of PWL systems has revealed
that they not only exhibit as rich dynamics as smooth systems, but can also feature new behaviors that are
impossible to obtain under differentiability assumptions.

The FitzHugh-Nagumo (FHN) system models, as it is well-known, the electrical activity of neurons. It
corresponds to a simplified planar version of the celebrated Hodgkin-Huxley model. The main assumption
underlying conductance-based neuron models is that a neuron behaves as an electronic circuit, which have
been successfully modeled by PWL systems[1n [2] 3, 4], a four dimensional system was constructed and
analyzed modeling the pulse and surge pattern of gonadotropin releasing hormone (GnRH) secretion by
hypothalamic neurons in female mammals. The model consists of two coupled FHN systems running on
different time scales. One system models the average secretory activity of GnRH neurons, while the other
system corresponds to the average activity of regulatory neurons. The resulting model is studied both qua-
litatively and quantitatively. In the work that we present here [6], we have replaced the FHN subsystems by
two PWL equivalent, namely McKean caricatures, where the original cubic function is replaced by a PWL
function that preserves the cubic shape. This change allows us to obtain more information on the system
and to compute explicitly the solutions in each linearity zone. Indeed, we obtain explicit formulas that had
only an implicit counterpart in the smooth case.
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Oscillatory motions for the restricted three body problem
Marcel Guardia®, Pau Martin !, Tere M. Seara

In 1980 J. Llibre and C. Simé proved the existence of oscillatory motions for the restricted planar
circular three body problem, that is, of orbits which leave every bounded region but which return infinitely
often to some fixed bounded region. To prove their existence they had to assume that the ratio between the
masses of the two primaries was exponentially small with respect to the Jacobi constant. In this talk | will
explain how to prove the existence of oscillatory motions for any value of the mass ratio. | will also explain
how to generalize the result to the restricted planar elliptic three body problem. This is basgd on [1, 2], joint
works with P. Martin, T. M. Seara. and L. Sabbagh.

Referencias

[1] M. Guardia, P. Martin, and T. M. Seara. Oscillatory motions for the restricted planar circular three body
problem.Inventiones Mathematica2015. Published online, DOI 10.1007/s00222-015-0591-y.

[2] M. Guardia, P. Martin, L. Sabbagh, and T. M. Seara. Oscillatory motions for the restricted planar elliptic
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Una ruta de fractalizacion para skew-products afines en el plano
complejo

Marc Jorba-Cuscé!, Angel Jorbal

Una ruta de fractalizacion para skew-products afines en el plano complejo.

Recordemos que la teoria de Floquet muestra cémo una ecuacion diferencial lineal con coeficientes
periédicos puede, mediante una transformacién también periddica, reducirse a otra ecuacion, esta vez, con
coeficientes constantes. Este conjunto de resultados se ha usado extensivamente para el estudio del compor-
tamiento lineal de érbitas periddicas de sistemas no lineales.

Plantearse cuando un sistema linea, inducido por una EDO o por una aplicacién, puede reducirse a
coeficientes constantes resulta mucho mas interesante en el caso cuasi-periddico. Existe una gran cantidad
de resultados parciales acerca de la reductibilidad de sistemas cuasi-periédicos y, a diferencia del caso
periédico, existen sistemas lineales cuasi-periddicos que no se pueden reducir a coeficientes constantes.
Mientras que los sistemas lineales periédicos se usan para entender el comportamiento cerca de oOrbitas
periddicas, los sistemas lineales con coeficientes cuasi-periodicos se usan para estudiar el comportamiento
cerca de toros invariantes. Ademas de proponer criterios que nos permitan distinguir cuando un sistema
lineal cuasi-periddico es reducible, o no, es también de sumo interés el estudio de cémo la no reductibilidad
se manifiesta en la dinamica.
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En esta charla hablaremos de una clase especial de aplicaciones, los skew-products del plano complejo.
En primer lugar clasificamos los skew-products lineales e invertibles, mostraremos que, en este contexto,
la Gnica fuente de no reductibilidad, es un tipo particular de obstruccién topoldgica. Después estudiaremos
los sistemas afines, los ejemplos mas simples en los que podemos encontrar curvas invariantes. Veremos
gue la no reductibilidad tiene un impacto visible en la bifurcacidon que se produce cuando hay un cambio
de estabilidad, i.e. el exponente de Lyapunov cruza el valor cero. También veremos casos en los que curvas
invariantes con dinamica lineal no reducible se destruyen mediante un mecanismo de fractalizacion, el wild
winding process, similar a otros observados en la recta real. Esto no sucede cuando la curva es reducible.

Discrete Lagrangian Descriptors (DLD) for two dimensional, area
preserving, autonomous and nonautonomous maps.

Carlos Lopesino Jiménez de Zadava Lissdn

El objetivo de esta charla es generalizar el método de los descriptores Lagrangianos, [3]. Estudiaremos
su uso en el caso de sistemas dindmicos discretos autbnonomos y no auténomos en el que se preserva el
area, [2]. Dicho método consistira en la evaluacion de la distancia de distintas nod&ées orbita de un
punto. Probamos en ejemplos concretos que esta construccion permite conocer y localizar las variedades
estable e inestable de un punto hiperbdlico. Desde el punto de vista computacional aplicaremos este método
para calcular el conjunto hiperbdlico invariante para la version autbnoma y no auténoma de dos ejemplos
de funciones conocidas; las funciones Hénon y Lozi definidas como

H R? — R? , L : R? — R?
(z.y)  +— (A+By—a*2) (z,y)  — (1+y+ala] bx)

Ademas, como continuacion a mi trabajo de fin de master, se presenta la siguiente fafeigh =
(z(4—z —vy),xy), la cual ha sido ampliamente estudiada y de la que se conoce perfectamente su dindmica,
[1], en el interior del triAanguld\ determinado por los vérticés, 0), (4,0) y (0,4).
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Estabilidad exponencial en ecuaciones funcionales no autbnomas con

retardo dependiente del estado
Ismael Maroto?, Rafael Obaya, Carmen NufieZ

En este articulo estudiamos el semiflujo triangular generado por una familia de ecuaciones funcionales

no auténomas con retardo finito que depende de la variable de estado. Consideramos un compacto po-
sitivamente invariante M en el que todas las semitrayectorias admiten extension para tiempos negativos.

Suponiendo condiciones usuales de regularidad deducimos la existencia de la ecuacion linealizada en todas

las trayectorias de M. Probamos que si el exponente de Lyapunov en M es menor que 0, entonces M es una
N-copia de la base que es exponencialmente estable.

Aplicamos las conclusiones anteriores en modelos matematicos de redes neuronales de tipo Hopfield
con retardo dependiente de la variable de estado. Encontramos condiciones suficientes que garantizan la
existencia de un atractor global que define una 1-copia de la base, es decir, las propiedades de recurrencia

de las trayectorias de este atractor coinciden con las de los coeficientes temporales del modelo.
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The period function of a family of analytic centers
David Rojas (Speaker}, Francesc Mafiosa Jordi Villadelprat ?

Consider a planar family of planar differential systems with a centgr @he period function assigns
to each periodic orbit in the period annulus its period. The problem of bifurcation of critical periods have
been studied and there are three different situations to consider: bifurcations from the center, bifurcations
from the interior of the period annulus and bifurcation from the outer boundary of the period annulus. The
bifurcation of critical periods from the inner boundary is completely understood thanks to C. Chicone and
M. Jacobs. In this work we study the bifurcation of critical periods for the family of potential systems
Xpq = —ydx +V, o(x)dy with V; () = (x + 1)P — (z + 1)%. This family has a center at= 0 for all
p > ¢. We study monotonicity, isochronicity and bifurcation of critical periods from the center and from
the interior of the period annulus. Moreover some new techniques are presented concerning the bifurcation
from the outer boundary for potential systems.

Referencias

[1] F. Mafosas and D. Rojas and J. Villadelprat: Study of the period function of a biparametric family of
centersPreprint (2015).
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La bifurcacién Hamiltonian-Hopf de 2 grados de libertad bajo el
efecto de un forzamiento periédico

A. Vieirol, E. Fontich?, C. Simét

Consideramos un Hamiltoniano con 2 grados de libertad que, para ciertos valores de los parametros,
tiene una bifurcaciéon Hamiltonian-Hopf. Tras resumir algunas propiedades basicas de dicha bifurcacién
afiadiremos una perturbacién periédica al Hamiltoniano inicial. Combinando técnicas numéricas y analiti-
cas (forma normal, aplicaciones de Poincaré, aplicaciones de retorno adaptadas,...) se estudiaran diversos
aspectos de la dindmica asociada (existencia de toros invariantes, escision de variedades invariantes, abun-
dancia de caos,...). Nos centraremos, en particular, en describir el comportamiento asintotico de la escision
de las variedades invariantes 2-dimensionales de la silla-compleja que nacen en la bifurcacion.

Esta charla es parte de un trabajo conjunto con E. Fontich y C. Simé.
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Expanding Baker Mapsuna herramienta para el estudio de
bifurcaciones homoclinicas asociadas a difeomorfismos 3-D
Enrique Vigil Alvarez *

Es conocido que dada una familia uniparamétrica de difeomorfismos bidimensionales que despliega
una tangencia homoclinica, se puede construir una familia de aplicaciones limite retorno que guarda una
estrecha relacién con la aplicacion cuadratica unidimensiyia) = 1 — az?.

En el articulo[[2] se construye una familia de aplicaciones limite reténgz, y) = (a + y2, = + by)
asociada al despliegue de tangencias homoclinicas en familias de difeomorfismos definidos en variedades
de dimensién tres. En|[3], los autores realizan un estudio numérico intensilip,dipue deja entrever la
existencia de atractores extrafios con uno y dos exponentes de Lyapunov positivos. Con la intencion de
explicar analiticamente estos comportamientos se definen ciertas aplicaciones bidimensionales y lineales
a trozos, denominaddsxpanding Baker Maps (EBMyjue presentan muchos de los atractores extrafios
mencionados pero en un escenario mas sencillo. El objetivo de la sesién sera mostrar coémo surgen dichas
EBMYy su relacion con la familid, ;, ademas de ver que los atractores asociados a estas aplicaciones son
atractores extrafios. Todo esto se recogelen [4] y [5]. Para concluir, demostraremos que cada una de nuestras
EBM lleva asociada una medida invariante y, en particular, nuestra famgtatestically stableen un cierto
intervalo de parametros (ver [1]).
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