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Convexidad de superficies espaciales con curvatura media constante
en el espacio de Lorentz-Minkowski

Alma L. Albujer!, Magdalena Caballero', Rafael Lépez’

Una superficie en el espacio 3-dimensional de Lorentz-Minkowski LL? se dice que es espacial si la
métrica inducida de I3 es riemanniana. En esta charla consideraremos superficies espaciales compactas,
con curvatura media constante no nula, inmersas en I3 y con frontera (necesariamente) vacia, diferenciable
y convexa.

En este contexto, nos preguntamos sobre la influencia de la geometria de la frontera en la superficie. En
particular probamos que si la frontera es una curva plana, simple y con la propiedad de que interseque a
cualquier rama de hipérbola en al menos cinco puntos, entonces nuestra superficie es estrictamente convexa.
Obsérvese que, bajo estas hipdtesis, la frontera es siempre una curva convexa, siendo las elipses un caso
particular de dichas curvas.

La prueba de nuestro resultado sigue las ideas de Chen y Huang [3], que a su vez se inspiraron en un
argumento previo de Alexandrov [2]].

Finalmente, presentamos un ejemplo concreto que muestra que la convexidad de la frontera no implica
convexidad de la superficie en general. Por tanto, no podemos eliminar la hipétesis acerca del minimo
nimero de puntos de interseccion de nuestra curva con cualquier rama de hipérbola.

Los resultados presentados en esta charla estan contenidos en [[1]].
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Subvariedades isotropicas en el problema inverso para sistemas
mecanicos con ligaduras
Maria Barbero Lifian!, Marta Farré Puiggali’, David Martin de Diego®

El problema inverso en cdlculo de variaciones consiste en determinar si las soluciones de un sistema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden,

§=T(tq4), ¢, dimQ =n,

corresponden a soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para algiin Lagrangiano regular L: T'Q —
R. Este problema en el caso mds general sigue estando abierto, solo se conocen las soluciones completas
para sistemas de ecuaciones con una 6 dos variables, [1] and [2] respectivamente. Helmholtz en 1887 [3]]
estudi6 el problema para sistemas generales de ecuaciones diferenciales de segundo orden en forma {mpli-
cita.

Nosotros extendemos la interpretacion geométrica del problema inverso [4]] para describir geométrica-
mente el problema inverso para sistemas mecdnicos con ligaduras no holénomas mediante subvariedades
isotrépicas. Ademds, utilizaremos técnicas de geometria simpléctica [5] para extender subvariedades iso-
tropicas a Lagrangianas de manera que soluciones de un problema con ligaduras se pueden describir como
soluciones de un problema variacional sin ligaduras. Estas técnicas las aplicaremos al problema del disco
rodante vertical [[6]].
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Estructuras geométricas del espacio de rayos de luz de un
espacio—tiempo
Alfredo Bautista Santa-Cruz!, Alberto Ibort Latre?, Javier Lafuente Lépez®

Dado un espacio—tiempo M, llamamos rayo de luz a la imagen de una geodésica luz inextensible. El
conjunto de rayos de luz A/ depende tinicamente de la estructura causal (conforme) de M, y bajo ciertas
condiciones A es una variedad diferenciable y poseé una estructura de contacto canénica heredada del
fibrado tangente T'M. Asociada a M, se puede definir una familia 3 de subvariedades compactas de A/ que
consisten en los rayos de luz que pasan por puntos de M. El espacio X se llama espacio de cielos y es una
variedad difeomorfa a M. Los cielos de X son variedades Legendrianas de la variedad de contacto Ny las
isotopias legendrianas con signo entre cielos, definen la estructura causal de M en ¥. Ademds, en cierto
sentido, X permite reconstruir la estructura conforme del espacio—tiempo M.

En esta charla, se presentaran dichas estructuras y se analizardn para algunos ejemplos particulares.
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Un zoo de variedades simplécticas y complejas non Kéihler
Giovanni Bazzoni', Marisa Fernandez?, Vicente Muiioz>

Es bien sabido que si una variedad tiene una métrica Kihler, entonces admite también una estructura
simpléctica y una estructura compleja ¢ Es cierto el reciproco? Por suerte, no. En esta charla pretendemos
hacer una excursién en el mundo de las variedades simplécticas y complejas que no admiten ninguna metrica
Kihler. Presentamos un ejemplo de una 6-variedad simplemente conexa, simplética y compleja que no
admite ninguna métrica Kihler, siendo 6 la dimensién mds pequefia en la que esto puede ocurrir.
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Métricas de condicionamiento
Juan G. Criado del Rey'

Sea (M, g) una variedad riemanniana completa y A/ una subvariedad C* sin borde. Si multiplicamos
la métrica de M por el inverso del cuadrado de la distancia a A/, obtenemos una nueva estructura métrica
g en M\ N, llamada métrica de condicionamiento, dada por

1

gﬁ($) d($ N)Qg(x)7

donde d(z, ') es la distancia de = a AV. Por ejemplo, si M es el plano R? y A es la recta {y = 0},
entonces en coordenadas cartesianas la distancia de un punto (z,y) a N es y. Por tanto, la métrica de
condicionamiento obtenida en este caso es g, (x,y) = 3712 (-,+), donde (-, -) es el producto escalar euclideo
usual. Es decir, que obtenemos dos copias del semiplano de Poincaré.

Un interesante problema propuesto por Mike Shub y Carlos Beltrdn es el siguiente: ;jes cierto que
para todo segmento geodésico en la métrica de condicionamiento el punto mas cercano a NV, respecto de la
distancia original, es alguno de los extremos? Una condicién suficiente para que se cumpla esta propiedad es
que para toda geodésica unitaria v en la métrica de condicionamiento, la funcién f(¢) = log(d(~y(t), N')) =2
sea convexa. En el caso en el que M es R2 y N es larecta {y = 0}, esta condicién se satisface. De hecho,
estudios anteriores prueban que la funcién f es convexa, bajo ciertas hipétesis de diferenciabilidad, cuando
M es el espacio euclideo R™ y A es una subvariedad cualquiera.

En esta charla expondré numerosos ejemplos de métricas de condicionamiento variando M y N,y
presentaré algunos resultados obtenidos. En particular, que la funcién f es convexa siempre que M tenga
curvatura seccional no negativa para N cualquier subvariedad, y que esta propiedad no se cumple si existe
un punto en M con curvatura seccional estrictamente negativa. Por ejemplo, si M es el espacio hiperbdlico
H" y A es un tinico punto, entonces esta propiedad de convexidad falla.
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Group-invariant solutions for the Ricci curvature equation and the
Einstein equation

Jodo Paulo dos Santos', Romildo Pina?

We consider the pseudo-Euclidean space (R™,g), n > 3, with coordinates © = (z1,...,2,) and
9ij = 0ij€;, €, = £1, where at least one ¢; is positive, and also tensors of the form T" = Zi fizdxidzxj |
such that, for 7 # j, f;; is a differentiable function of z. For such tensors, we want to find metrics g = u—lz g,
that solve the Ricci and the Einstein equations. More precisely, we want to find solutions for the following

problems:
_ 1
g .— ?‘% (1)
Ricg =T
_ 1
g - u2.g7 (2)

where K stands for the scalar curvature of g.

In this work, we use Lie point symmetries to find solutions for the problems (I)) and (Z). As results, we
show that solutions invariant under the n-dimensional subgroup of translations provide complete metrics
defined globally in R™ as well as solutions given in terms of well known Airy, Weber and Mathieu equations.
As a consequence, we show that for certain functions K, there exist metrics g, conformal to the pseudo-
Euclidean metric g, whose scalar curvature is K. Equivalently, we find C°° solutions for the equation

4(n—1)

p— AgquFu% =0.
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Soft restrictions on positively curved Riemannian submersions
David Gonzalez Alvaro', Luis Guijarro Santamaria'

The main difficulty when studying positively curved manifolds is the small number of known examples.
At the present state of knowledge, Riemannian submersions are necessary in their construction: starting with
the correct manifold with nonnegative sectional curvature as total space, one searches for some submersion
that would guarantee a positively curved basis thanks to the well-known O’Neill formula. However, this is
not so easily done, pointing out to the possible presence of restrictions for the existence of such Riemannian
submersions from an arbitrary nonnegatively curved manifold. In this talk we bound the dimension of the
fiber of a Riemannian submersion from a positively curved manifold in terms of the dimension of the base
of the submersion and its conjugate radius.
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Some results on geometric PDE’s admiting isolated singularities of
conical type

Asun Jiménez', José A. Galvez2, Pablo Mira?

Several geometric elliptic PDE’s admit solutions with isolated singularities. Moreover, under certain hy-
pothesis, such singularities can be characterized as the ones of conical type. For instance, that is the case of a
class of solutions to Monge-Ampéere equations whose graph is a surface of prescribed extrinsic curvature in
a model space [2[3]. In such a case, the limit tangent cone that the solution has at the singularity determines
completly its behaviour close to the singularity. Something similar happens when we study the quasilinear
PDE associated to space-like surfaces with prescribed mean curvature H # 0 in the Lorentz- Minkowski
space. In this case it is known (cf. [[1]]) that isolated singularities are light-like and so the limit tangent cone
at the singularity is the same, i.e. the null-cone, for all singular solutions. Therefore the classification results
here will require the analysis of other geometrical data [4]]. Although the nature of the PDE’s involved in
these problems is quite different, some approaches can be extended from one case to another. We will give
an overview of some classification results in the topic and the techniques used in their proofs.
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Descomposicion cohomolégica en familias analiticas de estructuras
complejas
Adela Latorre', Luis Ugarte!

Dada una variedad diferenciable M, la existencia de una estructura compleja JJ sobre M hace que sea
posible bigraduar el espacio de formas diferenciales. Se sabe que en el caso de variedades Kihler compactas
esta bigraduacion se traslada a los grupos de cohomologia de De Rham, surgiendo asi la cuestién de qué
otras variedades complejas compactas (M, J) cumplen la misma propiedad. En esta charla, recordaremos
algunos de los resultados conocidos sobre el tema y presentaremos las conclusiones obtenidas para el caso
de las nilvariedades de dimensién 6. En particular, prestaremos especial atencion a lo que sucede cuando
deformamos la estructura compleja J y dejamos fija la variedad real subyacente M.
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El toro de Clifford y el flujo lagrangiano de la curvatura media
Ana M. Lerma’, Ildefonso Castro”, Vicente Miquel’

Sea Fy : M™ — R™ una inmersion diferenciable de una variedad compacta de diemnsién n > 2 en el
espacio euclideo. El flujo de la curvatura media (FCM) con condicién inicial Fj es la familia uniparamé-
trica de inmersiones diferenciables F' : M x [0,T) — R™ solucién del siguiente sistema de ecuaciones
parabdlicas:

%F(p,t)=H(p,t)7 peEM, t>0, *)
donde H(p,t) es el vector curvatura media de M; = F'(M,t) en p € M. La existencia y unicidad de
solucién de () estdn garantizadas en un intervalo maximal de tiempo [0,T"), T' < o0, i.e., el FCM dejard de
existir tras un tiempo finito 7" dando lugar a una singularidad que estdn catalogadas atendiendo al grado del
estallido de la segunda forma fundamental: las de Tipo I que son aquellas en que la explosion de la segunda
forma fundamental estd mejor controlada, mientras que las restantes se conocen como de Tipo II. Huisken
demostr6 que la comprension de las singularidades de Tipo I recae sobre una posible clasificacién de las
soluciones autocontractiles (que evolucionan por contracciones del espacio ambiente).

El hecho de que no existan esferas autocontrictiles lagrangianas, motiva el problema abierto planteado
por A. Neves, acerca de encontrar alguna condicion sobre un toro lagrangiano de C? que implique que el
flujo lagrangiano de la curvatura media con condicion inicial dicho toro, se extinga en tiempo finito y, tras
reescalamiento, converja al toro de Clifford. En esta charla estudiaremos el toro de Clifford como superficie
autocontractil (véase [1]) y se dard respuesta al problema propuesto por A. Neves [2].
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Einstein G, manifolds obtained as warped products
Victor Manero'

The presence of a Gy-structure on a manifold M is equivalent to the existence of a certain 3-form ¢
on M. Different classes of special Ga-structures can be described by the behavior of the 3-form . For
example, a Go-structure is called calibrated if ¢ is closed, and cocalibrated if ¢ is coclosed, that is, if *¢
is closed with * denoting the Hodge star operator. In the latter case, if *¢ is proportional to dp, then the
Go-structure ¢ is said to be nearly parallel.

As it was shown in [2] the behavior of the Ricci tensor associated to the metric g, is closely related with
the behavior of the Go-structure . By the results in [3] no compact 7-dimensional manifold can support a
calibrated Gg-structure ¢ whose underlying metric g, is Einstein unless g,, has holonomy contained in Go.
However, 7-dimensional manifolds with a nearly parallel G-structure are always Einstein.

Using warped products, we show how to construct manifolds endowed with special Ga-structures from
manifolds endowed with different classes of SU(3)-structures in such a way that the Einstein condition on
the corresponding metric is preserved along this construction.
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Estimaciones de area para grafos minimales en el grupo de
Heisenberg

José M. Manzano!, Barbara Nelli

El grupo de Heisenberg NJ<3(7) es una variedad riemanniana tridimensional homogénea con grupo de
isometrias de dimension 4. Ademdas, NJ<¢3(7) admite una submersién riemanniana sobre el plano euclideo
R? con curvatura del fibrado constante 7. Esto permite considerar como clase distinguida de superficies la
dada por las secciones diferenciables de dicha submersion, también llamadas grafos (verticales). Un grafo
se dice entero si es una seccion global de la submersion.

La clasificacion de los grafos minimales enteros (conocida como problema de Bernstein) en NJ<3(7) es
un resultado bastante celebrado en la teoria (véase [[1]). Dicha clasificacion establece una relacién explicita
entre grafos enteros y diferenciales cuadréticas holomorfas sobre el plano complejo o el disco unidad, pero
no permite entender aspectos geométricos basicos de las superficies clasificadas.

En esta charla, nos centraremos en el crecimiento de drea de grafos minimales en Nd<3(7), es decir,
el crecimiento del drea de la interseccion de una tal superficie con bolas métricas intrinsecas y extrinsecas
en funcidn del radio de éstas. En este sentido, daremos cotas 6ptimas del volumen de las bolas métricas de
N3<;3(7) y veremos que existen ciertas relaciones entre el drea de la superficie y la distancia de ésta a una
seccién global inicial prefijada. Una versién mds general de estos resultados puede encontrarse en [2].
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Uniqueness of Chern-Weil forms
José Navarro!, Juan B. Sancho'

In this poster, I explain the main results in [3]], which, roughly speaking, say that the only natural
operations between differential forms are those obtained using linear combinations, the exterior product
and the exterior differential. These results generalise work by Palais ([4]) and Freed-Hopkins ([1]).

As an application, I also obtain a theorem, originally due to Kolaf ([2]]), that determines those natural
differential forms that can be associated to a connection on a principal bundle.
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Estimaciones del primer valor propio del operador de Jacobi para
superficies CMC en warped products

Irene Ortiz (Ponente)', Miguel A. Meroiio'

Las superficies con curvatura media constante (CMC) se caracterizan por ser puntos criticos del fun-
cional drea restringiéndonos a aquellas variaciones que conservan el volumen. Para tales puntos criticos
la estabilidad viene dada por la segunda variacion del drea, y por tanto puede ser estudiada por medio del
operador de Jacobi J. Se dice que una superficie es estable si el primer valor propio de dicho operador no
es negativo.

El estudio de este valor propio se ha abordado hasta la fecha para superficies compactas inmersas en
diferentes ambientes: la esfera, ciertos espacios homogéneos 3-dimensionales y submersiones de Killing
Riemannianas. En este trabajo buscamos estimar el primer valor propio del operador de estabilidad para
superficies compactas con curvatura media constante inmersas en ciertos warped products de dimensién 3.
Como aplicacién podemos concluir algunas consecuencias relacionadas con la estabilidad fuerte de dichas
superficies.
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El “ddbar’’-lema y la variedad de Nakamura
Antonio Otal'

La variedad de Nakamura [3] es una variedad compacta compleja paralelizable Nak = (G/T, J) obte-
nida como espacio cociente de cierto grupo de Lie complejo, resoluble, conexo y simplemente conexo GG
de dimensidn real seis por un subgrupo discreto I'.

D. Angella y H. Kasuya [1} 4] introducen una técnica para calcular, por medio de ciertos complejos
diferenciales de dimension finita, la cohomologia de Dolbeault H3*®(X) y de Bott-Chern Hp¢,(X) de un
tipo de variedades compactas complejas que se denominan de tipo splitting, junto con las cohomologias de
sus deformaciones holomorfas H3'®(X;), Hp ¢ (X;). Se prueba que la variedad de Nakamura Nak puede
ser concebida como una variedad compleja de tipo splitting y aplicando esta técnica a cierta deformacién
holomorfa Nak;, demuestran que la propiedad compleja d0-lema [3] importante en geometria Hermitiana
no-Kibhler, es no cerrada por deformaciones holomorfas [2].

En esta charla se presentan los conceptos y técnicas mencionadas anteriormente asi como una de-
formacién holomorfa para cada miembro de una familia numerable de variedades compactas complejas
{X) = (G/Tk, Ji;) } ez obtenidas a partir del grupo de Lie G correspondiente a la variedad de Nakamura.
Esta familia contiene el ejemplo encontrado por ambos para probar que la propiedad d0-lema es no cerrada
por deformaciones holomorfas.
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Unicidad del grim plane
Jesiis Pérez Garcia', Francisco Martin Serrano' Andreas Savas-Halilaj’

Los solitones de traslacion del flujo de la curvatura media son un tipo especial de soluciones del flujo
en el que la evolucién de la superficie consiste simplemente en su traslacién con velocidad constante.
Son soluciones importantes porque aparecen con frecuencia al estudiar las singularidades (de tipo II) del
flujo; ademads constituyen ejemplos explicitos del flujo, lo cual no es frecuente. Los ejemplos triviales son
los planos que contienen a la direccién de traslacidn, los cuales permanecen fijos a lo largo del tiempo
durante toda la evolucién: no se mueven en absoluto ya que la velocidad viene dada por el vector curvatura
media, que es nulo en su caso. Tras estos ejemplos triviales, el siguiente mds sencillo es el producto de una
recta con la curva grim reaper (curva que es la tinica solucién convexa y eterna —esto es, que existe para
todo tiempo— del flujo en R?). Esta superficie recibe el nombre de grim plane (o cilindro grim reaper).
Precisamente el objetivo de esta charla es presentar un resultado de unicidad para el grim plane: si tenemos
un solitén de traslacién conexo, completo y propiamente embebido en R?, que tenga género acotado en
subcojuntos compactos de R? y que sea asintético al grim plane (en un sentido que precisaremos en la
charla), entonces debe ser el grim plane.
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La elipse de Holditch desvelada

David Rochera!, Juan Monterde'

El teorema de Holditch afirma que si trazamos la curva generada a partir de un punto elegido en una
barra de longitud fija cuyos extremos se deslizan por una curva dada, entonces el drea encerrada entre las
dos curvas es la misma que el drea de una elipse de semiejes las dos longitudes en que el punto divide la
barra. La prueba del teorema no da pistas sobre el hecho de que esa drea coincida con la de una elipse y
muchos matemaéticos, a lo largo de los afios, se han preguntado por las razones geométricas que fundamentan
la aparicién de dicha elipse. En el poster se pretende dar, fundamentalmente, una versiéon del teorema de
Holditch para poligonos que nos ayudard a entender y mostrar dénde estd la elipse de forma explicita.
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Clasificacion de hipersuperficies isoparamétricas en el espacio
hiperbolico complejo
Victor Sanmartin Lépez'

El objetivo de la charla es abordar el estudio de las hipersuperficies isoparamétricas en el espacio hi-
perbdlico complejo. Veremos, en primer lugar, ejemplos homogéneos [1] de las mismas. Posteriormente,
presentaremos también ejemplos de hipersuperficies isoparamétricas no homogéneas [2]], descubiertas mas
recientemente. A continuacién, veremos que las familias presentadas constituyen todos los ejemplos posi-
bles de hipersuperficies isoparamétricas en el espacio hiperbdlico complejo, es decir, concluiremos con un
teorema de clasificacidn de estos objetos tratando de ver las principales ideas de la demostracion.
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Hipersuperficies de cohomogeneidad uno en los planos proyectivo e
hiperbdlico complejos

Cristina Vidal Castifieira'

Una variedad Riemanniana se dice de cohomogeneinad uno si admite una accién isométrica con alguna
orbita de codimensién uno [3]]. Gorodski y Gusevskii [2] obtuvieron ejemplos de hipersuperficies completas
de cohomogeneidad uno con curvatura media constante en el plano hiperbdlico complejo. Recientemente,
en un trabajo conjunto con Diaz-Ramos y Dominguez-Vazquez [1]], hemos encontrado los primeros ejem-
plos de hipersuperficies con exactamente dos curvaturas principales no constantes en los planos proyectivo
e hiperbdlico complejos. Todos los ejemplos citados tienen la caracteristica comun de ser hipersuperficies
de cohomogeneidad uno. De hecho, todas admiten una foliacién Riemanniana por superficies Lagrangianas
con curvatura media paralela.

En esta charla explicaré con detalle una propiedad geométrica -generalizacién natural de la nocién
de hipersuperficie Hopf- que nos va a permitir caracterizar todos estos ejemplos de hipersuperficies de
cohomogeneidad uno.
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Inmersiones de superficies en R"*2, mas alla de las 3 dimensiones
Raiil C. Volpe!, Juan Monterde'

En el estudio cldsico de superficies se definen e interpretan los invariantes para inmersiones en R?, la
curvatura de Gauss y la curvatura media. En nuestro trabajo recogemos las generalizaciones de los invarian-
tes para inmersiones en R"*2 de J. A. Little, [2], definidos a partir de los coeficientes de las segundas formas
fundamentales, y las comparamos con el conjunto de invariantes propuestos de A. Montesinos-Amilibia,
[LL], definidos a partir de la elipse de curvatura. Mostramos la relacién existente entre ambos conjuntos de
invariantes y estudiamos el comportamiento de éstos bajo la condicién de inmersion sobre una esfera.

In the classical study of surfaces in R3, the Gauss curvature and the mean curvature are the defined
and interpreted invariants for surfaces. In our work we review the generalizations of the invariants for
immersions in R"+2 by J. A. Little, [2]], defined through the coefficients of the second fundamental forms,
and the set of invariants proposed by A. Montesinos-Amilibia, [1]], defined the elements of the associated
ellipse of curvature. We show the relationship between both sets of invariants and study the behaviour of
these under the spherical condition.
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