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Higher genus curves and the inverse Galois problem
Samuele Anni', Samir Siksek', Pedro Lemos'

Let Q be an algebraic closure of Q, let n be a positive integer and let £ a prime number. Given a curve
C over Q of genus g, it is possible to define a Galois representation p : Gal(Q/Q) — GSp, ,(Fe), where
[Fy is the finite field of £ elements and GSp,, is the general symplectic group in GLyg, corresponding to
the action of the absolute Galois group Gal(Q/Q) on the ¢-torsion points of its Jacobian variety J(C). If
p is surjective, then we realize GSp,,(F¢) as a Galois group over Q. In this talk I will describe an ongoing
project with Pedro Lemos and Samir Siksek, concerning the realization of GSp¢(FF,) as a Galois group for
infinitely many odd primes ¢. The approach towards this instance of the Inverse Galois problem is based
on the study of curves of higher genus, as well as combinatorial results in group theory and discriminant
bounds for number fields.
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Una propiedad topolégica de ceros de polinomios de Dirichlet a
través la aritmética

Eric Dubon!

Estudiamos polinomios de Dirichlet de la forma

P,(z) = mor§ +mar +...+m,rZ, con 7o >ry > ...>1r, >0y m; €C.
Bombieri y Friedlander en [2]] demostrarén que se puede aproximar la funcién zeta de Riemann n—lz
con polinomos de Dirichlet. Las sumas parciales de la funcién zeta de Riemann ¢, (s) = >_7_; %, s € C,
constituyen una sucesién de polinomios de Dirichlet y son buenas aproximaciones de la zeta de Riemann.
Se demostr6 en 3] que las proyecciones reales de sus ceros simples son puntos de acumulacion del conjunto
{Re s : (»(s) = 0} para n primo generalizando un resultado de Moreno [3].

Utilizando funciones completamente multiplicativas como por ejemplo caracteres de Dirichlet, propor-
cionaremos un método basado en la Bohr-equivalencia [[1] para construir de forma explicita, a partir de un
polinomio de Dirichlet con la propiedad topoldgica mencionada anteriormente, otros polinomios de Diri-
chlet con la misma propiedad topolégica.

Con este resultado, podremos demostrar que los ceros de las sumas parciales de la funcién eta de Rie-

mann ZZ:1 (72;_1 (otras aproximaciones de la zeta de Riemann) tienen también paran = 2,3,4,5 la
propiedad topoldgica.

Ademas de presentar una demostracién distinta a la de Farag [4], mejoramos, para estos valores de n, el
resultado probando que la densidad de las partes reales de los ceros estd dentro de todo el intervalo critico
de la funcién y no solo en (0, 1).

Finalmente, daremos otra aplicacion del método expuesto construyendo clases de equivalencia de ecua-

ciones diferenciales con diferencias de tipo neutro inestables.
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Hyperbolic conjugacy classes in arithmetic lattices of SL(2,R)
Mikolaj Fraczyk!

The classical theorem of Latimer and MacDuffe ([LM])) states that there is a correspondence between
GL(n,Z)-conjugacy classes (by the GL(n, Z)-conjugacy class of a matrix A we mean the set of matrices
{X'AX|X € GL(2,7)}) with characteristic polynomial f and the ideal classes in the ring Z[t]/(f(t)). A
slight modification of the proof yields that S L(n, Z)-conjugacy classes are parametrized by the narrow ideal
classes in Z[t]/(f(t)). We show an analogue of this result for I-conjugacy classes of hyperbolic elements
of SL(2,R) with fixed characteristic polynomial, where I' is a maximal arithmetic lattice in SL(2,R).
Next, by combining our results with a bound obtained by Dubickas and Konyagin in [DK] we deduce
estimates (this approach was suggested in section 6. of [ABI]) on the number of short geodesics on arithmetic
hyperbolic surfaces.
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Analytic construction of points on modular elliptic curves
Xavier Guitart', Marc Masdeu (speaker)?, Mehmet Haluk Sengun?

Let E be an elliptic curve over a number field F'. The Birch—Swinnerton-Dyer conjecture is one of the
yet unsolved Millennium problems posed by the Clay Mathematics Institute, and one of the key ingredients
used to prove the known cases is the existence (when E is modular and F' is totally real) of Heegner points,
a systematic supply of points on E defined over certain algebraic extensions of F.

After recalling the construction of Heegner points on elliptic curves defined over Q, I will explain how
this construction was extended by Darmon and others to give constructions of points on elliptic curves via
analytic methods, which were conjectured to be algebraic and satisfy properties akin to those satisfied by
the Heegner points. Finally we will introduce the joint work with X.Guitart and M.H. Sengun, in which we
generalize the existing construction to (modular) elliptic curves defined over arbitrary number fields.

Since we are at present unable to prove any of these conjectures, the talk will be illustrated with exam-
ples, in an attempt convince the audience of their validity.
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On non-commutative Picard-Vessiot extensions
Florian Heiderich'

Picard-Vessiot theory allows studying symmetries of linear functional equations. The most studied clas-
ses of equations are those of linear differential and difference equations. In both cases the Galois groups are
affine group schemes. This talk is concerned with a generalization of these theories, which encompasses
a bigger class of linear functional equations. An important example are those linear functional equations
containing an endomorphism ¢ and a o-derivation 9 (a linear map 9 fulfilling 9(ab) = 9(a)o (b) + ad(b)).
These generalize differential equations (o = id) and difference equations (9 = 0). The Galois groups of
these equations are no longer affine group schemes, but quantum groups.

After a short introduction to the Picard-Vessiot theories for differential and difference equations, we mo-
tivate the study of more general types of equations first by an example and then explain a general framework
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Curvas de Picard con multiplicacion compleja
Elisa Lorenzo Garcia'

En primer lugar enunciaremos una formula de Gross y Zagier [3]] para curvas elipticas con multiplica-
cion compleja. Revisaremos brevemente las generalizaciones para curvas de género 2 y 3 debidas a Kristin
Lauter y colaboradores [1]], [2],[S]. Finalmente, nos centraremos en el andlogo a dicha férmula para curvas
de Picard con multiplicacién compleja por érdenes O en cuerpos de multiplicacién compleja K de grado 6.
Una curva de Picard definida sobre un cuerpo de caracterisitca diferente de 2 y 3 viene dada por un ecuacién
de la forma

y® = f(x), donde f(x) es un polinomio de grado 4.

El estudio de la férmula de Gross-Zagier para curvas de Picard proporcionard, entre otras cosas, infor-
macion sobre los primos de mala reduccién de una curva de Picard con multiplicacién compleja por un
orden O, asi como informacién sobre los primos para los que la reduccién de dos tales curvas con multipli-
cacién compleja por 6rdenes O y O son isomorfas.

Como aplicacién a estos resultados mostraremos una mejora a un algoritmo de Koike y Weng [4] para
construir curvas de Picard con multiplicacién compleja por un orden dado.
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Curvas de Shimura y formas cuadraticas p-adicas

e womeme 1
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La uniformizacién compleja de una curva de Shimura lleva naturalmente asociada una teoria de formas
cuadrdticas binarias, asi como descrito en [1]]. Esta teorfa debe considerarse una generalizacién de la teoria
de formas cuadrdticas binarias enteras descubierta por GauB}, ya que esta puede considerarse asociada a la
uniformizacién compleja de la curva moduar de nivel 1. En la primera parte de la charla recordaremos cémo
se definen estas formas y cdmo se calculan nimeros de clases de formas por la accién de ciertos grupos
discretos y cocompactos de PSLy(R).

Por otro lado, la curva de Shimura admite también una uniformizacién p-adica, siendo p un primo de
mala reduccién para la curva, asi como expresado en los célebres resutados de Cerednik y de Drinfel’d.
Mostraremos como obtener una teoria de formas cuadraticas binarias p-adicas asociada a esta uniformi-
zacion y relacionaremos los nimeros de clases de formas obtenidos en este contexto, con los descritos
anteriormente. Para hacerlo seleccionaremos unos puntos p-adicos “especiales” sobre la curva de Shimura,
que consituirdn el andlogo no-arquimedeano de los puntos de multiplicacién compleja.
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Ceros excepcionales de funciones L p-adicas anticiclétomicas
Santiago Molina Blanco'

Uno de los objetos mds interesantes y misteriosos de la Teorfa de Numeros actual es la funcién L
asociada a una curva eliptica L(F, s). Dado un nimero primo p, también podemos definir un avatar p-
adico denominado funcién L p-adica anticiclotémica L,(E, K, s). Dicha L,(E, K, s) es una funcién C,-
evaluada que interpola valores criticos de la funciéon L(E/K, s), asociada a la extensién de escalares de
FE sobre un cuadritico imaginario K, y que resulta mds tratable a la hora de relacionarla con propiedades
aritméticas de la curva F.

En este trabajo investigamos el fendmeno de los ceros excepcionales, es decir, la inesperada anulacién
de la funcién L,(E, K, 0) cuando E tiene reduccién multiplicativa en p. Este fenémeno ha sido estudiado
por multiples autores (por ejemplo [ILI], [2]], [3]], [4]). Nuestro resultado principal calcula la derivada de la
funcién L, (E, K, s) en s = 0y la relaciona con la funcién L(E, K, s).
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Simultaneous p-orderings and minimising volumes in number rings
Anna Szumowicz', Jakub Byszewski', Mikolaj Fraczyk?

Let A be a domain and K be its field of fractions. We call a polynomial f € K[X] integer-valued if
f(A) C A. A subset S C A is called n-universal if for every polynomial of degree at most n the following
condition is satisfied: f(S) C A if and only if f(A) C A. For example, the set {0, ...n} is an n-universal
set in Z. The notion of n-universal set was defined by Petrov and Volkov in [[1] and is connected to the
notion of p-ordering introduced by Bhargava. Petrov and Volkov in [[1] studied the minimal cardinality
of n-universal sets. It can be easily shown, that if the ring A is not a field an n-universal subset of A
contains at least n 4 1 elements. Petrov and Volkov showed that there are no n-universal sets of size n + 1
in Z[i], provided that n is large enough. In a joint work with Jakub Byszewski and Mikolaj Fraczyk we
extended their result to the rings of integers in any imaginary quadratic field. Petrov and Volkov also stated
a conjecture about the minimial cardinality of n-universal sets in the ring of Gaussian integers. We give
a strong counterexample to their conjecture by showing that in a ring of integers of any number field, for
any natural n there exists an n-universal set with only n 4 2 elements. On the way, we discover a link with
Euler-Kronecker constants.
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Sobre la valoracion /-adica de los cardinales de curvas elipticas
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Javier Valera'

Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito I, de caracteristica p # 2 y sea { # 2,p un
nimero primo tal que ¢ | #E(F,). En este trabajo, en primer lugar, determinamos para qué extensiones
F,r de F, la diferencia s = vo(#E(Fyr)) — ve(#E(F,)) es distinta de 0. Después, para cada extension,
estudiamos cudl es el valor de s y cudl es la estructura del subgrupo de ¢-Sylow E[(>°](F ).

Este trabajo ha sido realizado en colaboracién con Josep M. Miret y Jordi Pujolas.
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A p-adic construction of Heegner points in the additive reduction case
Carlos de Vera Piquero'

Let E be an elliptic curve over QQ, and K a quadratic field such that the sign of the functional equation of
the L-series associated with E/K is —1. One of the main problems in number theory is to construct a non-
torsion point on E rational over K, whose existence is predicted by the Birch—Swinnerton-Dyer conjecture.
The most general constructions available so far are via the so-called Heegner points, arising from either
modular or Shimura curves.

Suppose p > 5 is a prime of additive reduction for E. In contrast to the multiplicative reduction case,
the Shimura curves that provide modular parametrisations for £ might not admit a p-adic uniformisation
by Drinfeld’s p-adic upper half plane H,,. Nevertheless, the theory of Cerednik and Drinfel’d still provides
rigid analytic uniformisations for these Shimura curves at the cost of replacing #,, by a suitable étale cyclic
covering of it, which eventually lead to modular parametrisations of E. These p-adic modular parametrisa-
tions are the starting point of a joint work in progress with M. Longo and V. Rotger, in which we investigate
a (new) p-adic construction of Heegner points on elliptic curves. The aim of the talk is to report on some of
the main ingredients involved in this project.
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